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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é abordar os nimeros Quatérnios. Foi estudado
alguns artigos e retiradas algumas aplicacoes de quatérnios em rotagoes 3D. Sera abordado um

pouco da historia e a grande relevancia que a descoberta desses niimeros trouxe para o mundo

da Algebra, além de fazer comparacoes de rotacoes via matrizes conhecidas com a utilizacao
dos quatérnios, evidenciando a praticidade e relevancia da realizacao de rotagoes utilizando
apenas a multiplicacao de quatérnios.

Palavras-Chave Rotacao 3D; Numeros quatérnios; Aplicacao dos quatérnios.

ABSTRACT

The main objective of this work is to approach the Quaternions numbers. Some articles
were studied and some applications of quaternions in 3D rotations were removed. A bit of
history and the great relevance that the discovery of these numbers brought to the world of
algebra will be discussed, in addition to making comparisons of rotations via known matrices
with the use of quaternions, evidencing the practicality and relevance of performing rotations
using only multiplication. of quaternions.

Key words 3D Rotation; Quaternary numbers; Applications of quaternions.
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Introducao

Na disciplina de Algebra, sao estudados alguns contetidos abstratos que, em sua maioria,

instiga o discente a procurar aplicagoes em determinadas situagoes. Embora muitas vezes nao

¢ imaginado que conteudos da Algebra Linear como transformagoes lineares, produto interno,
produto vetorial, entre outros, possuem aplicagoes que podem ser notadas em contexto do dia
a dia.

Este trabalho tem por objetivo realizar uma revisao bibliografica e sintetizar definigoes,
propriedades e aplicagoes da Algebra dos numeros quatérnios. A relevancia dos numeros
quatérnios estd na usabilidade da sua multiplicacao para descrever rotagoes no espago tridi-
mensinal. Willian Rowan Hamilton passou anos tentando descobrir uma forma de realizar
essas rotacoes e serao mencionadas as tentativas no decorrer deste trabalho.

Para melhor entendimento do leitor, o trabalho foi dividido em capitulos, nos quais
sao abordados uma aplicacao em cada. O capitulo 1 traz algumas definicoes importantes que
serd usado no decorrer do trabalho; ja no capitulo 2, inicia-se a falar sobre os quatérnios, sera
mencionado os nimeros complexos, os quais a grande relevancia estd na sua multiplicacao que
representa rotacoes no plano e sera introduzido um pouco da histéria de Hamilton. O assunto
do capitulo 3 é aplicacao dos quatérnios na realizacao de rotacgoes, e aindasera evedenciado
uma aplicacao dos quatérnios na Fisica do ensino médio. No capitulo 4, sera melhor deta-
lhado a aplicacao de rotagao via homomorfismo e deduzido uma matriz de rotacdo para os
nimeros quatérnios. No quinto e iltimo capitulo, serd mostrado uma aplicacao dos quatérnios
na animagcao 3D, e feito uma comparacao do método de angulos de Euler com a multiplicacao

de quatérnios para realizar rotacoes na animacao 3D.



Capitulo 1

Algumas definicoes importantes

Neste capitulo, sera apresentada algumas definigoes que serao essenciais para uma boa

compreensao do presente trabalho.

Defini¢ao 1.1 (Espago vetorial) Um FEspago vetorial E € um conjunto, cujo os elementos
sao chamados de vetores, no qual estao definidos duas operacoes: a adicdo, que a cada par
de vetores u,v € E faz corresponder um novo vetor u + v € E chamados a soma de u e v ,
e a multiplicacao por um numero real, que a cada numero o € R e a cada vetor v € F faz
coresponder um vetor av chamado de produto de o por v. FEssas operagoes devem satisfazer,
para quaisquer o, B € R eu,v,w € E, as condicoes abaixo, sio chamadas os axiomas de espaco

vetorial:
1. Comutativa: v + v = v + u,
2. Associativa: u + (v + w) = (v +v ) +we (af)v = a(bv)

3. Vetor nulo: Existe um vetor 0 € E chamado de vetor nulo, ou vetor zero, tal que 0+ v =

v+0=v,VveeE;

4. Inverso aditivo: para cada vetor v € E existe um vetor —v € E, chamado de inverso

aditivo, ou simétrico aditivo de v,tal que (-v) + v = v+(-v) = 0
5. Multiplicacao por 1: 1. v = v
6. Distributividade: (u +v) @ = au + av e (a+ B)v = av + P

Definicao 1.2 (Anel) Um anel é um conjunto A # 0, no qual estao definidas duas operagoes,

( +, . ) satisfazendo os sequintes axiomas:

1. Comutativa: uw + v =v + u, V u,v € A.
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2. Associativa: u + (v +u) = (u +v )+ w, YV u,vew € A.

3. Elemento neutro: Existe 04 € A tal que v + 04 = u, V u € A.

4. Simétrico aditivo: Dado u € A, existe (-u), tal que u + (-u) = (-u) + u = 04
5. Associativa na multiplicagdo: u.(v.w) = (u.v).w, ¥ u,v € A.

6. Distributiva a esquerda: u.(v + w) = w.v + vw , ¥V u,v e w € A.

7. Distributiva a direita: (u + v).w = uw.v + v.ow , VYV u,v ew € A.

Observacao 1.3 Quando o anel tiver unidade (elemendo neutro da multiplica¢io) chamaremos
esse de Anel unitdario. Quando o anel for comutativo com a operacdo de soma, chamaremos esse

de Anel comutativo.

Defini¢ao 1.4 (Corpo) Corpo: Um corpo é um anel unitdrio e comutativo K que satisfaz

l.aeKe a#0 = dreK ;axr =1

Observacao 1.5 O elemento da definicao anterior é chamado de inverso do elemento a € K,
e denotado por a=' . Assim, um corpo é um anel unitdrio e comutativo no qual todo elemento

diferente de zero tem inverso.

Defini¢ao 1.6 (Grupo) Seja G um conjunto nao vazio munido de uma operagao (*) . Diz—se
que a operagdo (*) define uma estrutura de grupo sobre o conjunto G ou que o conjunto G é
um grupo em rela¢ao a operagdo (*) quando as sequintes propriedades sao validas:

(G1) Associativa: — Quaisquer que sejam z, y e z € G, tem-se t*(y*z) = (z*y)*z

G2 ) Elemento Neutro: — Existe em G um elemento e tal que x*e = e*xr = x qualquer que
seja x € G.

(Gs): Elementos Simetrizaveis — Para todo x em G, existe um elemento x” em G tal que

z¥x =2t = e.

Defini¢ao 1.7 (Subgrupo) : Sejam (G, *) um grupo e H uma parte nao vazia do conjunto
G. O par (H,*) diz-se um subgrupo do grupo (G,*), quando H € fechado a operagao (*) do grupo
G e (H,*) também é grupo, isto é, quando as sequintes condi¢oes forem satisfeitos:

(S1) Quaisquer que sejam os elementos x e y de H, tem-se x*y € H.

(S2) O parte (H, *) também é um grupo.
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Lema 1.8 Seja G um grupo. Consideremos também H e K subgrupos de G.
Entao H N K é subgrupo.
Demonstragao: Sejam a, b € HN K

abteH
Dai, temos que a € Hia e K,be K,be H =

ableK
Portanto ab™' € HN K € subgrupo de G.
]

Definigao 1.9 O conjunto GL(n) = {A € M,(R)|3A™'} é denominado grupo linear de di-

mensao mn.
Teorema 1.10 Uma matriz quadrada A admite inversa se, e somente se, det A # 0.
Entéao, pelo teorema anterior, temos que GL(n) = {A € M,(R)|det A # 0}

Proposicao 1.11 GL(n) é um grupo.

Demonstragao: Temos que se A, B € GL(n), entao GL(n) € associativa, pela propri-
edade associativa da multiplicacao de matrizes.

Também, como I = I, temos que I € GL(n).

Temos que (A™1) ™' = A € GL(n) seque que A~' € GL(n)

Logo GL(n) € um grupo. m

Defini¢ao 1.12 O conjunto SL(n) = {A € M,,(R)|det A = 1} é denominado subgrupo linear

especial de dimensao n.

Proposicao 1.13 SL(n) é um subgrupo de GL(n).
Demonstragao: Temos que SL(n) C GL(n).
Sejam A, B € SL(n).

Como B € SL(n) temos que det B =1

Ainda temos que (det A)™' = ==
Seque que det Bt =1

Portanto, B~* € SL(n)

Disto, podemos afirmar que det(AB™') = det A.det B™' = 1, ou seja, A.B~' € SL(n)
Logo, SL(n) < GL(n). =

Teorema 1.14 Seja V um espaco vetorial sobre R com produto interno (,). Seja T :V — V

uma transformacao Linear. Sao equivalentes
I-YoweV, (TWw),T(w)) = (v,w), ou seja, T representa o produto interno;

10
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II - T preserva a norma, isto é, ||T(v)|| = ||v|| e se v e w tém dngulo 0, cos€ = Hf}THllvlzll’ entao
o angulo entre T(v) e T(w) também € 0;
III - T transforma bases ortornormais em bases ortornormais, isto €, se F = {f1,..., fn}, C

V € base ortornormal relativa ao produto interno (,) entao {T'(f1)...T(f.)} CV € base

ortornormal;

IV - [T = (tij)ij = 1,...n € ortogonal, isto é, [T|5 = [T|;', para toda base ortornormal F.

Demonstracao:

1= 11

Seja v € V. Entao ||T||* = (T(v), T(w)) = (v,w) = |[v||, logo ||T(v)|| = [[]].
Sejam w € V e 0 o dngulo entre v e w. Entao cosf = Hiﬂﬁgu = I\g((:))\’IITIEQ(UU))gll

Logo, 0 é também o dangulo entre T(v) e T(w).
II = 111
Seja F'={f1,..., fu} base ortornormal de V.
Por hipdtese, temos que ||T(fi)|| = ||fll =1 e que o dngulo entre T'(f;) e T(f;) € igual
ao dngulo entre f; e f; parai,j ={1,...,n}, ou seja, § = %5, sei# 7.
Logo, T leva base ortornormal em base ortornormal.
1= 1v
Podemos escrever a matriz de transformagao T na base F = { f1,..., fu} como (T(f1)...T(fn))

Deste modo, vamos calcular [T|5[T|p. . Temos que

T*(f1)

T T7(f>)
[TTe[T]F = . () T(f) - T(fn)) = (T (), T(f3)iz))

T7(fs)
Podemos escrever os termos da matriz T como T;; = (fi, f;) e a i-ésima linha de T € o
vetor Ly = ((Th), ..., (Tin))
Ly
Entio Te[T)F = | ¢ | (LT ... LY) = ((Ls, Lj))y
Ly
com
= 2t (T Tin)is = 225y (i T(f)) (5, T(fi)))ig
= ({fis fi))s
(0i3)i5 =1

Logo, [T|r é uma matriz ortogonal.

11



Capitulo 1. Algumas defini¢oes importantes

V=1
Temos que ((fi, [;)) = >oiy (i),

.....

Ainda podemos representar matricialmente os vetores de V na base F como wvetores

ai B
coluna [uly=| | ,[vlp=| i | e o produto interno como (u,v) = [u]L[v]r
o B
Entio (T (u), T (v)) = [T]p[Tv]r = [ulp[TT5[T]ru]r
= [ulp[v]r = (u,v) =

Defini¢ao 1.15 O conjunto O(n) = {A € M,(R)|AAT = ATA =1} ¢ denominado conjunto

das matrizes ortogonais de dimensao n.

Proposicao 1.16 O(n) ¢é subgrupo de GL(n)
Demonstragao: Por defini¢ao, sabemos que O(n) C GL(n). Tomemos A, B € O(n).
Entio AT = A7%.
Como AT .(AT)T = 7! = I e consequentemente AT = A~' € O(n).
Temos que BA™!' € O(n). Logo O(n) < GL(n). m

Proposigao 1.17 O(n) N SL(n) é um subgrupo de GL(n).
Demonstragao: Temos que O(n) e SL(n) sao subgrupos de GL(n).
Logo,pelo Lema[1.8, O(n) N SL(n) é um subgrupo de GL(n). m

Defini¢ao 1.18 O conjunto das matrizes ortogonais com determinante 1 é denotada SO(n) =

O(n) N SL(n) é denominado grupo especial ortogonal de dimensao n.
Definigao 1.19 A esfera S™ ¢ o conjunto de pontos em R™ que satisfazem a equacao z2 +

i+ +ad=1

Definicao 1.20 O produto vetorial de dois vetores Pe q, denotado por P x q , € uma grandeza

vetorial dada pela formula

ik
P'XCT: Px Py Pz
dz 4y 4

onde i, j e k sao vetores unitdrios paralelos aos eizos x, y e z. O produto vetorial também pode
ser expresso como uma transformacdo linear a partir de P que opera com ¢, como mostrado a
Sequir

_Pz Py qz



Capitulo 2
Os Quatérnios

Neste capitulo, sera feita uma pequena mencao aos nimeros complexos e falara sobre os
nimeros quatérnios. Sera apresentado também como aconteceu a descoberta destes nimeros,

bem como suas operagoes e propriedades.

2.1 Um pouco de histéria e os nimeros complexos.

Nesta segao, sera apresentado brevemente a historia de Hamilton e da sua descoberta
acerca dos nimeros complexos, além disso serd exemplificado de forma rapida como é feita uma
rotacao no plano utilizando os complexos. O objetivo neste trabalho nao é fazer um estudo
aprofundado sobre esse conjunto, mas entende-se que é necessario mencionar um exemplo, para
que fique claro ao leitor e ajude o mesmo a ter um melhor entendimento no decorrer da leitura
sobre os quatérnios. Willian Rowan Hamilton, foi um matematico, fisico e astronomo, nascido
em Durblin, na Irlanda, em 1805. Hamilton, em 1833, definiu os nimeros complexos como uma
algebra de pares ordenados de niimeros reais, ou seja, um niimero complexo a+bi pode ser escrito
da forma (a,b). Conseguimos realizar rotacoes, apenas multiplicando os nimeros complexos,
de tal forma que a cada vez que multiplicarmos um complexo por i, estamos realizando uma

rotacao de 90° no plano, como pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1 Tome A=1+1i€ C e a = 1. Agora, faremos a multiplicacao de X por c.
Aa=1+di=(i+@)=(G—-1)=(-1,1)

Como ja € de nosso conhecimento, podemos escrever um niumero complexo como par
ordenado, dessa forma no exemplo a sequir, temos a representacdao no plano de como a multi-

plicacdo feita acima descreve a rotacdo no R2.
A=1+i=(1,1)

13
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a=1i=(0,1)
Aa=(-1,1)

Sendo assim, seque a representacao geométrica da multiplicacdo.

Figura 0.0

Im

al

-1 1
Re

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

Note que multiplicamos dois niumeros complexos e conseguimos descrever uma rotacao,

de 90°, no plano somente realizando a multiplicacdo de dois nimeros pertencentes a C.

Hamilton pretendia fazer o mesmo tipo de rotacao, sé que agora no R?. Ele passou dez
anos pensando em como realizar rotacoes no espaco. No inicio, pensava que apenas adicionando
mais uma componente imaginaria, resolveria o problema. Entretanto, havia um empecilho com
o numero da forma a -+ bi+ ¢j, pois quando se desenvolvia o produto (a+ bi+ cj)(d+ei+ fj) ndo
resultava em um elemento da mesma natureza, ou seja, nao é uma algebra fechada. Além disso,
era esperado que o comprimento do produto de vetores fosse igual ao produto dos comprimentos,

ou seja, que (a® + b* + ) = (d? + e* + f?), que ele chamou de lei dos médulos.

14
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De acordo com Santos (2016, p. 48), “ Foi na tentativa de preservar a lei dos médulos
que lhe impos finalmente a necessidade de trabalhar com uma dimensao a mais [...]”. Diante
disso, Hamilton admitiu um terceiro simbolo imaginario k, diferente das componentes i e j,
introduzindo os quatérnios.

No trabalho de Nevez (2008), ele traz a fala de Hamilton, argumentando a admissao da

quarta dimensao.

E aqui me veio a idéia de que devemos admitir, de alguma maneira, uma quarta
dimensao para o espaco com o proposito de calcular com tripletos; ou transferindo
o paradoxo para a algebra, que devemos admitir um terceiro simbolo imaginério k,

distinto de i e j, mas igual ao produto deste (na ordem), o que me levou a introduzir
quatérnios tais como a +ib +jc+kd ou (a; b; ¢; d) (HAMILTON apud NEVEZ,
2008, p. 71)

A forma com que Hamilton descobre (ou idealiza) os quatérnios, foi de um jeito inusitado,
no dia que ele estava indo ao trabalho, passando por uma ponte E|, lhe veio na mente a terceira
componete imaginaria, como podemos ver no trecho da carta que Hamilton escreveu ao seu
filho, escrito por Eves (2011).

era uma segunda-feira e dia de reuniao do Conselho a Real Sociedade da Irlanda,
eu ia andando para participar e presidir, e tua mae andava comigo, ao longo do
Royal canal, embora ela falasse comigo ocasionalmente, uma corrente subjacente de
pensamento estava acontecendo na minha mente, que finalmente teve um resultado,
cuja importancia senti imediatamente. Pareceu como se um circuito elétrico tivesse
se fechado, e saltou uma faisca, o heraldo de muitos anos vindouros de pensamento e
trabalho dirigidos, por mim, se poupado, e de qualquer forma por parte dos outros,se
eu tivesse o duficinete para comunicar minha descoberta. Nesse instante eu peguei
uma livreta de anotacbes que ainda existe e fiz um registro naquela hora. Nao pude
resistir ao impulso tao nao filoséfico quanto possa ser de gravar com uma canivete
numa perdra da ponte de Brougham, quando a cruzamentos, a formula fundamental
dos simbolos 4, j, k (EVES, 2011, apud NEVEZ 2008, p.72)

E foi assim que no dia 16 de outubro de 1843 que Hamilton descobriu a primeira Algebra
nao comutativa da historia: a Algebra dos quatérnios. Um dia apés a sua descoberta, Hamilton
escreve a seu amigo John T. Graves comunicando-o os seus resultados. Plantou-se ali a semente
de novos desenvolvimentos.

Apos a descoberta, Hamilton dedicou o resto de sua vida para desenvolver aplicagoes

dos quatérnios a geometria, mecanica e fisica. Entretanto, os quatérnios nao ocuparam um

'Ponte Brougham, localizada em Dublin na Irlanda, nos dias atuais existe uma placa contando a histéria
citada. Essa ponte é famosa e recebe varios visitantes por conta do ocorrido.

15
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lugar que Hamilton sonhava na area da Fisica quando comparado ao papel desempenhado pelo
calculo, mas mesmo assim teve importancia na origem do calculo vetorial e na algebra, sendo
que o conjunto dos quatérnios é o primeiro exemplo conhecido onde a ordem dos fatores altera
o produto.

Para um melhor entendimento de como funciona a dlgebra dos quatérnios, sera detalhado

as propriedades das operagoes deste conjunto no préximo capitulo.

2.2 Os quatérnios, suas operacoes e propriedades.

Nesta secao, sera feita uma breve introdugao aos nimeros quatérnios, apresentando suas
principais operacoes e correspondentes propriedades. Denota-se o conjunto dos quatérnios como
H (em homenagem a Hamilton) e serd trabalhado com os quatérnios sobre o corpo dos reais

(R), ou seja, os coeficientes das partes imagindrias sao nimeros reais. Um nimero quatérnio
H é escrito da forma

H = {h0+h12+h2]+h3k | ho,h17h2,h3 S R@ZQ :j2 = ]CQ :Z]k?: —1}

Tem-se as seguintes relagoes, entre as componentes imaginéarias

Oij:—jlz
o jk="-kj =1
o ki =-k=y

Observagao 2.2 Um nimero quatérnio, assim como um complezo do R?, é dividido em parte

real e parte imagindria. As componentes imagindrias podem ser interpretadas como um vetor do
R3, logo podemos escrever para simplificar, da sequinte forma: h = ho+hyi+hej+hsk = ho—H_i,

onde chamamos o hy de parte real e h de parte imagindria.

Observacao 2.3 Podemos escrever o numero quatérnio na forma de um vetor que possui duas

entradas; sendo a primeira entrada a parte real e a sequnda entrada o vetor com as componentes

da parte imaginaria, por exemplo: h = hg + hii + hoj + hsk = ho + h= (ho, (h1, he, h3)).

Observacao 2.4 Quando se fala de quatérnio imagindrio puro, significa que serd utilizado

apenas a parte imagindria do numero, ou seja, h = hg + hit + hoj + hsk com hy = 0.
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Observacao 2.5 Os trés termos complexos, representarao a dire¢cao do eizo de rotacao, sendo
eles 01, 7 e k no qual o 1 que representa a direcao do eixo-r, o j que representa a dire¢ao do
eizo-y e o k representa a direcao do eixo-z. O termo real representa cos(g) em torno do qual

se esta girando.
2.2.1 Igualdade de quatérnios
Seja q e w € H, tal que:
q=qo+ qi+qj+ gk
w = wy + wii + wej + wsk

Temos que w = q & qo = Wy, @1 = Wi, G2 = W, q3 = Ws.

2.2.2 Soma

A soma entre quatérnios é definida da seguinte forma: Seja q e w € H, tal que:

q=qo+ qi+ qJ + g3k

w = wy + wii + wej + wsk
q+w=qo+wo+ qi+wii+ gz +wzj + sk + wsk
Agora vamos agrupar nimeros reais e partes respectivas imaginaras colocando-as em evidéncia

qg+w = (q+wo)+ (1 +w1)i+ (g2 + q2)5 + (g3 + w3)k

Proposicao 2.6 A soma dos quatérnios é associativa, comutativa e possui elemento neutro e

elemento simétrico. Ou seja, se tomarmos

q,w,ep € H
Temos:
Comutativa:
g+w=w++gq
Demonstracao:

qg+w= <QO + wo) + (fh + wl)i + (QQ + w2)j + (Q3 + wg)k
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Utilizando a comutatividade nos reais, temos
q+w = (wo+q) + (w1 +q)i + (w2 + q2)j + (w3 + g3)k

q+w=w++q

m Associativa:

(g+w)+p=q+ (w+p)

Demonstracao:
(¢ +w)+p=(g0+wo) + (q1 +wi)i+ (g2 +ws)j + (g3 + wz)k +p

(g +w)+p= (g +wo) + (¢1 +w1)i+ (g2 +w2)j + (g3 + w3)k + po + p1i + paj + psk

vamos agrupar as partes:
(g+w)+p=(go+wo+po) + (¢1 + w1 +p1)i + (g2 + wa + p2)j + (g3 + w3 + p3)k
vamos fazer a distributiva nas partes complexas
(g +w)+p=qo+wo+po+ qui+wii+ pri+ qaj +waj+ paj + qsk + wsk + p3

(g +w)+p=qo+ (wo+po) + @i + (wii + p1i) + qoJ + (waj + p27) + gsk + (wsk + psk)

Agora vamos utilizar a propriedade comutativa, assim temos:
(g +w)+p=qo+ qi+ qj + gsk + (wo + po) + (wii + p1i) + (waj + paj) + (wsk + psk)
vamos colocar em evidéncia as partes imagindrias
(¢ +w)+p=qo+qi+qj+qgk+ (wo+po) + (wi +p1)i+ (we + p2)j + (ws + p3)k

com 1sso0, temos
(¢+w)+p=q+(w+p)

m Flemento neutro: Tome 0 € R e g€ H

q+0=0+qg=¢q

Simétrico aditivo: ¥ q € H3 —q | q+(-q)=0
Demonstracao: qo+ qii+ q2j + g3k + (—qo — 17 — ¢27 — q3k)= (g0 — q0) + (1 — q1)i +
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(o — q2)j + (s — q3)k=0+0i +0j +0k=0 m

Portanto, apds mostrarmos que os quatérnios possuem as propriedades Comutativa,
Associativa, Elemento neutro e Simétrico aditivo, chegamos a conclusao que os quatérnios é

um grupo com a operacao de soma.

2.2.3 Multiplicacgao:

A multiplicacao dos quatérnios é a forma distributiva que conhecemos dos ntumeros

complexos.

Figura 2.1: Ciclo de multiplicacao

+ &\'/\ 3 "
/ K\ G | N

A

</

+

Fonte: Desenhado pelo autor

qw = (qo + i + ¢27 + @sk)(wo + w1i + woj + wsk)

q.w = qowo + Gow1t + qowaj + qowsk + qriwy + qriw i + qriws + qriwsk + gajwo + qajwy i+
G2J w2 + qejwsk + qskwo + qzkwit + gskwag + qzkwsk

Observagao 2.7 Observe que as partes imagindrias de um quatérnio comuta com 0S numeros

reals

Perceba que aqui vamos utilizar as relagoes da multiplicacao e sabemos que as partes
imaginarias comutam com niimeros reais.

qw = qowo + qowit + qowaj + qowsk + qriwe — qrwi + qrwek — qrwsj + Gajwo — p2 —
Qw1k — gaw2 + Gawsi + gzwok + gzsw1j — gzwat — qzws

q-w = (gowo — Q1w1 — GaWa — g3w3) + (qow1 + q1wo + Gaw3 — 3w )i + (Gowz — Qw3 + gawo +
gzw1)j + (qow3 + qrwa — qowy + gzwo)k

A seguir temos a tabela de multiplicagao.

Perceba que primeiro pegamos os elementos da coluna e depois as linhas. Por exemplo,
se quisermos multiplicar ¢ por j serd o segundo elemento da primeira coluna multiplicado pelo
terceiro elemento da primeira linha, teremos como resultado o terceiro elemento da segunda

linha.
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Tabela 2.1: Tabela de multiplicacao dos quatérnios

111§k
Tk |5
EYEEE
NERERE!

2.2.4 Conjugado de um quatérnio:

Seja q € H chamamos de conjugado de q e denotamos

q=qo— it — q2J — qzk

Proposicao 2.8 Seja q e p € H temos que:

1. Vamos mostrar que q.q = q.q

Demonstragdo: q.G = (qo+qii+q2j+ask)(@o—qri—qi—ask) = 43 —qo1i—qoq2) —qogsk—
+q1igo— g1 — 121 ] — 1431k + Q20 — 1 71— G552 — qoqs i k+q3qok — g3 ki — g3 qek j — g3k =
@+ @G — ek — ) — eak+ G+ @i+ el — eaeit+a=(@G+ad+6+4q3) (1)

Agora vamos calcular q.q = (o — g1t — q27 — q3k ) (qo + qri+ q2J + gsk) = @3 + qoqri + qogej +
Qogsk+q1igo— 31+ 1421 + 143tk + qaqo) + 12171 — G572 + 4235k +q3q0k + @31 ki — gz qakj —
+03k* = @+ 47 — 142k — 13 — k4 G + 203t + @301 — @sqei + 5 = (65 + 4t + 6 +a3)
(1)

Perceba que (1) = (1I) =

2.2.5 Multiplicagao de um escalar por um quatérnio:

Tome o € R e q € H, a multiplicagao de um escalar por um quatérnio é dado por:

alqo + qii + q27 + qsk)

= (aqo + aqii + agej + agsk)
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2.2.6 Norma de um quatérnio.

Sejaq € H,q = qo + q1i + q2J + g3k, definimos a norma (ou valor absoluto) de ¢ ,

lall = llao + @i + q2j + ask|| = \/Q§+Q%+q%+q32,

2.2.7 Quatérnio unitario.

Seja ¢ € H, se ||q|| = 1, entao chamamos ¢ de quatérnio unitario.

Proposigao 2.9 Seja p e q dois quatérnios unitarios, entao ||pq|| = ||pll||q|-

Demonstracao: ||pq|| = v/pgpg = v/pgpg = ||q||v/pP = ||pl||l¢l] =

Por conta dessa propriedade, multiplicando-se dois quatérnios unitarios teremos outro quatérnio
de comprimento igual a um. O conjunto dos quatérnios unitarios pode ser visto como um

conjunto de pontos do R*, conjunto este denominado de esfera S3

2.2.8 Inverso de um quatérnio.

L=qlqg=1.

Se fizermos um breve calculo, conseguimos constatar a seguinte igualdade:

Sejaq € H, entdo existe um tnico ¢~ € H tal que qq~

¢7=79=qq=|q*= ¢

Teorema 2.10 O inverso de um quatérnio q diferente de zero, é denotado por ¢=*, é dado por

¢ ¢
E ainda temos que,
— 2
-1 q.9 q
¢
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Temos a conjugagao quaternonica, que satisfaz a identidade

q=4qp
e assim

Ipall = lIpll[lqll

2.3 Os quatérnios puros.

O conjunto dos quatérnios puros é denotado por [H, como ja citado anteriormente,
quatérnios puros sao aqueles cuja parte real é nula, dessa forma podem ser tratados como
vetores do R3, pois existe uma correspondéncia biunivoca entre IH e R?, que cada vetor ¢ € R?

faz corresponder o quatérnio puro ¢ = 0 + ¢ € IH, isso quer dizer que,
gER? <= g=0+¢cIHCH

A seguir, veremos alguns resultados que envolvem os quatérnios puros, comecando pela

seguinte defini¢ao:
Definicao 2.11 Seja q € ITH
qEIH < ¢®cReq¢gR\{0}

A proposigao a seguir, se demonstra facilmente utilizando a defini¢ao anterior e também

que TH é fechado para adicao.
Proposicao 2.12 Se p, q € I'H, entao
pq+qp € IH

Outra maneira de demonstrar essa proprosicao, seria usando que gp = ¢ X ¢ — pq €

Ipq| = |qllq]

Definicao 2.13 (Olinde Rodrigues) Sejam p = py+p e ¢ = qo + q entao

Pq = poqo — Pq + Poq + Gop + P X q

onde pq representa o produto interno dos vetores e p X q representa o produto vetorial.
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Proposicao 2.14 Sejam p, q € IH. Entao

IpI1g)* = (pgs + [p x |?)

Os proximos resultados, verificam-se utilizando a férmula da definicao de Olinde

Rodrigues para multiplicacao de quatérnios puros, usando pg = p X ¢ — pq e a igualdade

PXq=—qxp
Proposicao 2.15 Se p, q, r € IH. Entao
a) px q=3(pq—ap)
b) px (¢ x1)=3(pgr — qrp)
¢) pg = 5(pq — qp)
d) —5(pq — qp)
Temos que de c), resulta:

Proposicao 2.16 (Critério de Ortogonalidade) Seja p, q € IH. Entdo

pq =0 <= pqgell

Proposicao 2.17 (Igualdade de Grassmman) Sejam p, q, r € IH. Entao

px(gxr)=(pr)g— (pg)r
Proposicao 2.18 Sejam p, q, r € IH. Entao
(pxq) xr=(pr)g—(qr)p

Proposicao 2.19 (Igualdade de Jacobi) Sejam p, q, v € IH. Entao

px(gxr)+qgx(rxp)+rx(pxq)=0

No decorrer desse capitulo, foi visto uma pequena meng¢ao aos niimeros complexos e sua
representacao no plano, bem como a realizacao de uma rotacao utilizando esses. Além disso, foi

apresentado uma breve historia dos nimeros quatérnios, além de suas operacoes e propriedades.
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Capitulo 3

Aplicacoes: Rotacao via quatérnio e
uma aplicacao dos quatérnios na fisica

do ensino médio

Neste capitulo, serd estudado como realizar rotacoes utilizando quatérnios, via trans-
formacoes lineares no R? . E também serd evidenciado, de forma breve, uma aplicacao dos
quatérnios na fisica do ensino médio.

O conjunto dos quatérnios forma um espacgo vetorial sobre o corpo dos reais. O inte-
ressante de ter um espaco vetorial é que pode-se realizar transformagoes lineares, uma destas
transformacoes que serd empregada sao as rotagoes no espaco. Para tal, sera utilizado a parte
real do nimero quatérnio nula (ou fixa), visto que se fixado a parte real nula serd feita uma
projecao no R3 tornando os nimeros em vetores de triplas ordenadas, possibilitando assim a
visualizacao.

Vamos pensar na rotacao R-transformagcao
0:R> > R3

em um ponto P no espaco.

Para que R represente uma rotagao, precisamos que ela preserve norma (comprimento),
angulo e diregao. Veremos como cada um destes itens serao preservados. Sejam P, P, e P,
€ R®.

O primeiro é a norma: temos que a norma da imagem de P ¢é igual a norma de P.

loP) || = (1P
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Depois temos o angulo: O angulo é preservado pelo fato da multiplicagao das imagens

de P, por P; ser igual a multiplicacao de P, por P,
I(P) -0(P) =P - P,

(I1)

E por fim, mas nao menos importante temos a preservacao da direcao, dada por:
a(Pl) X&(PQ)Z.Pl XPQ

(111)
Agora vamos estender essa fungao 0 para H , exigindo que (s + v) = s+ d(v) permite

que podemos reescrever a (II1) da seguinte forma:

Agora tome PieP, € H. A parte escalar permite que podemos combinar (III) e (IV) como
P1P2:—P1.P2+P1P2
Assim podemos escrever a preservacao do angulo e preservacao da direcao em uma tinica equacao
8(P1)8(P2) = 8(P1P2)
(v) Temos que a fungao que satisfaz esta equacao é chamada de homomorfismo.
Proposicao 3.1 A classe de funcoes dada pela
9,(P) = qPq_l

onde q € um quatérnio diferente de zero, satisfaz os requisitos estabelecidos nas equagoes (1) e
(v), ou seja, preserva norma, dngulo e dire¢ao, sendo assim representa um conjunto de rotagoes.
Agora vamos demonstrar as constatacoes.

Preserva comprimento:

Demonstragao: Temos a seguinte igualdade:

aq(P) = qPq_l
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assim, temos

10,(P)Il = llaPq™"|

Temos da conjugacao quaternonica a seguinte igualdade

= llallllPlHlg™"
Temos ainda, que
_ qllllg
= I HL' I
q
usando esse fato, podemos escrever
lalll[al
= [1PII—3
q

temos que

lalllfall = llagll = llal?

uttilizando esse fato, temos

2

q

= [IPl=
q

= |7
além disso temos que J, ¢ um homomorfismo, com isso
0q(P1)0y(F2)
= qPig qPag
=P Pyq!
- alI(PlP?)a

portanto concluimos que 0 preserva comprimento. ®

Nesse momento necessita-se encontrar uma féormula que consiga descrever uma rotagao,
utilizando um quatérnio ¢, de um angulo §) em torno do eixo A. Tem-se que J,q = 9, para

qualquer escalar a diferente de zero. Para simplificar, o foco sera apenas com quatérnios

unitarios. Seja ¢ = s + v um quatérnio unitdrio, entao ¢~! = s — v. Dado um ponto P, temos

qPqt = (s +v)P(s —v)

=(—v-P+sP+vxP)(s—wv)
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=-—sv-P+s*P+svx P+ (v-P)v—sPv— (vx P
=s’P+2sux P+ (v-Plv—vx P xv

Sabemos que
qPq ' = (s> —v*)P + 250 x P+ 2(v - P)v

vamos colocar v = tA, onde A é um vetor unitario, podemos escrever essa equacao como
qPq ' = (s> —t*)P 4+ 2stA x P+ 2st>(A- P)A

Nesse momento vamos comparar essa férmula para rotagdo em torno de um eixo arbitrario que
é P= Pcosf+ (A x P)sinf + A(A - P)(1 — cosf) com a equagao acima, temos as seguintes
igualdades

1. s —t? = cos(0)
2. 2st = sen(0)
3. 2t% = cos(0)

Temos da terceira igualdade, extraindo a raiz quadrada em ambos os lados e utilizando

a propriedade trigonométrica, chega-se a seguinte relagao:

L 1 — cos(6)
N 2
0
= sen(é)

Se somarmos a equacao 1 com a equacao 3, obteremos
S24+t2=1

Como ja temos t = sen(g), vamos utilizar essa igualdade na equagao e assim teremos:
0
sen(i)2 +t2=1

Se pensarmos na relacao fundamental trigonométrica, teremos s = cos(g) . Perceba que isso
acontece de fato, pois se utilizarmos a relagao trigonométrica sen(260) = 2sen(6)cos(6) fazendo
as contas com a equacao 2, temos:

2st = sen(0)

27



Capitulo 3. Aplicagoes: Rotacao via quatérnio e uma aplicagao dos quatérnios na fisica do
ensino médio

Temos s = cos(%) e t = sen(%) se utilizarmos novamente relagdes trigonométricas, temos:

QCos(g)sen(g) = sen(Zg)

= sen(0)

Perceba que determinamos que o quatérnio unitario corresponde a uma rotagao através

do angulo 6 em torno do eixo A, e é dada pela seguinte equagao:
0 0
= - )+ A —
q 003(2)+ sen(2)

Agora perceba que para todo multiplo escalar de um quatérnio ¢, em particular —q

também representa a mesma rotacao pois

(aq)P(agq)™" = (aq)P(a"'q ")

Agora se utilizarmos a propriedade do inverso multiplicativo de a, sabemos que

Entao

Se pegarmos dois quatérnios q; e ¢ e fizermos o produto g;qs, isso representa uma
rotacao, essa rotacao é dada da seguinte forma: a primeira rotacao resultante é dada por ¢; e,
consequentemente por qj.

Como

Q1(Q2qul)q;l

utilizamos a associatividade e propriedade de potenciagao

= (Q1QQ)P(Q1QQ)_1

Realizar rotagoes utilizando os quatérnios é uma vantagem, pois economiza tempo e

calculo, devido requerer menos operacoes do que utilizar multiplicacao de matrizes, de acordo
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com Santos (2016),

Podemos combinar muitos quatérnios de tal forma que a produzir um tnico quatérnio
representando toda a série de rotagoes. Multiplicando dois quatérnios juntos re-
queremos 16 operagoes multiplicacao/adigdo, enquanto que a multiplicacdo de duas
matrizes 3 x 3 juntas requer 27 operagoes. Dessa forma, existe alguma eficiéncia com-
putacional ao usar quatérnios em situagao que muitas rotagoes podem ser aplicadas
a um objeto. (Santos, 2016, p. 79)

Ou seja, ao invés de fazer 27 operagoes juntas, multiplicando apenas dois quatérnios

consegue-se descrever a rotagao desejada. Agora vamos ao exemplo de uma rotagao:

Exemplo 3.2 Vamos supor a rotag¢ao do ponto P = (2,0,1) em um angulo de 90° em torno do
eizo z. Neste caso, vamos usar o sequinte quatérnio
90° 90°
q = sen(—-) + Acos(—-)
2 2
Perceba que queremos fazer uma rotagao em torno do eizo z, logo utilizaremos A = (0,0,1),

assim:
= sen(45°) + (0,0, 1)cos(45°)

Perceba que o quatérnio P nao precisa ser unitdrio. Entdo temos
qPq™' = (sen(45°) + (0,0, 1)cos(45°)(2,0,1)(sen(45°) — (0,0, 1)cos(45°))

Temos uma outra forma de escrever um quatérnio ¢ = a + bt + ¢j + dk que € escrevendo em

forma de vetor. Desse modo, temos: q¢ = ( a, (b, ¢, d)), sabemos que

sen(45°) = cos(45°) = g

com isso temos, q = (‘/75, (0,0, ‘/75)) Entao podemos fazer

ot = ()00, )20 (% 0.0.-2))

= (07 (O? 2, 1))

Perceba que temos como resultado o quatérnio q = (0,(0,2,1)). Agora se tomarmos apenas a
parte imagindria, temos o P ‘resultado da rotacao, isto é P'= (0,2,1), como esperado, fizemos

uma rotagao utilizando quatérnios de acordo com a figura|3. 1
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Figura 3.1: Rotacao utilizando quatérnios

z

Fonte: Desenho produzido pelo autor.

3.1 Uma aplicagcao dos quatérnios na fisica do ensino
médio

Nesta secao, veremos uma aplicagao dos quatérnios na Fisica do ensino médio, Santos

(2016), traz a aplicacdo, com ideias de (FOSSA, 2012).
De acordo com Santos (2016), “ Podemos definir um quatérnio posi¢ao no espago-tempo

na forma geral como: ¢ = {t + zi+ yj+ zk.”. Ainda nas ideias de Santos (2016), temos

C

em que v ¢ a velocidade do referencial e ¢ ¢ a velocidade da luz no vicuo, tomando V; = {,

sabemos que o produto de um quatérnio pelo seu conjugado é dado por qg = V22 + 22 + y2 + 22
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que representa o hiperraio da hiperesfera. Agora suponhamos que y = z = 0,, logo estamos
considerando apenas a situagao plana em que o hiperplano se reduz a |q|* = V2t + z*(I).
Sabemos que essa equagao equivale a circunferéncia de raio |g|, dessa forma podemos

usar
Vi = |g| cos B

t |Q| (H)
x = |q|siné

Agora por II e I, temos que

g |gl*sin*6

20 =¢" — 2" = ¢ =

— 177
cos2 0 cos (111)

Isso, na relatividade garante a invariancia da velocidade da luz no vacuo.

Como exemplo, Santos (2016) diz que “ Um dos possiveis referenciais temos o referencial
proprio”. Como exemplo, podemos tomar o carro e como referencial o motorista, como diz San-
tos (2016) “[...] suponha um carro com o motorista em repouso por um tempo indeterminado,
neste caso consideramos o carro como referencial préprio do motorista, para todos os objetos
dentro do carro permanecem repouso em relagado ao motorista [..]”. Santos (2016) afirma que
somente o tempo T é a variavel que muda.

Em seguida continuando com o exemplo, Santos (2016) “ Em um certo instante o mo-
torista olha pela janela um outro carro em movimento, isto é, um segundo referencial com o
tempo ¢ e coordenadas z, y = 0 e z = 0 e com velocidade v em relacao ao seu carro”. Foi
escolhido, sem perda de gereralidade, a velocidade v na direcao de z.

Como temos que o carro pode ser considerado em repouso e o movimento todo esta no

segundo carro, pela relatividade temos que

Utilizando as transformagoes de Lorentz, podemos resolver a relagao acima, chegando a

seguinte tranformagao

Ty
e (IV)

«

entao, se fizermos os céalculos teremos

act =T

r=—p3cT

no qual f=%ea=+/1-p3%
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Capitulo 3. Aplicagoes: Rotacao via quatérnio e uma aplicagao dos quatérnios na fisica do
ensino médio

Vamos supor em (IV) e (V) que § = sinf, o = cos @ e |g| = ct entao temos a identidade

encontrada em (III), logo podemos considerar a velocidade v; como:
v = co

0 que nos resulta em

c . .
qzxt—i-m—l—yj%—zk

Nesse capitulo, conseguiu-se observar rotagoes realizadas utilizando os niimeros quatérnios

via transformacoes lineares, além de evidenciar uma aplicagao na Fisica do ensino médio.
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Capitulo 4

Rotacoes com os quatérnios e suas

matrizes.

Neste capitulo, entende-se melhor como é feita a rotacao envolvendo a multiplicacao de
quatérnios e também serao deduzidas as matrizes de rotacao com quatérnios, sera discorrida
gradualmente a teoria envolvida, na visao do trabalho de Santos (2012) e o que foi apresentado
estarda bem detalhada no trabalho supracitado.

Para descrever rotacoes no espaco, é necessario especificar um eixo e um angulo de
rotacao. O eixo pode ser descrito como um vetor arbitrario e o angulo sera descrito em torno
deste vetor, que é conhecido como vetor diretor.

Como j4 ¢ conhecido, Hamilton buscou trabalhar rotacoes no R? por meio de produto
de niimeros quatérnios. Nesta secao, serd feito um estudo sobre teoria envolvida.

Sabe-se que o conjunto dos quatérnios forma um espaco vetorial, assim é possivel deter-
minar, a partir de um quatérnio ¢, uma transformagao linear R, : R* — R®. Pode-se associar
um ponto do espago tridimencional (x,y,z) a um quatérnio puro w = zi + yj + zk. Dessa
forma, é definida uma transformacao R,(z,y,2)=quwq ' = (2',y,2"), onde ¢ é um quatérnio

unitario.

Proposicao 4.1 H e R* formam espacos vetoriais isomorfos.

Proposicao 4.2 Sejam p e q dois quatérnios puros, entdo
pg=—<p,q>+({pxq)

em que < p,q > representa o produto interno entre p e q e (p X q) representa o produto vetorial.
Demonstragao: Seja p = poi+ p1j+ p2k e ¢ = qoi + q1j + q2k. Temos que
pq = (poi+ p1j+ p2k)(qoi + quj + q2k)
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= —pogo + Poqi k — PoG2j — P1Gok — pr1qq + P1G2t + D2Goj — P2G11 — P2q2
= —(poqo + P2q1 + P2q2) + (P1G2 — P2q1) i + (—Pog2 + P2q0)i + (Poqi — P1go)k (*¥)
Como sabemos que < p,q >= poqo + p1q1 + p2q2 (**) e

ik
(vxw)=|po p1 p2| = Pra2 —p2qi)i+ (—pog2 + P2q0)j + (Pog1 — P1go) (**%)
o g1 Q2
Fazendo a substituicao de (**) e (***) em (*), podemos concluir que pg = — < p,q >

+(pxq) m

Proposicao 4.3 Seja w um quatérnio puro e g um quatérnio unitdrio. Entao o produto quq?

€ um quatérnio puro.

Demonstracdo: quq™' = qug =
(g0 + q1i + q25 + qsk)(zi + yj + 2k)(q0 — 1@ — q2j — q3k)

= qori+qoyi+qozk+qri® +qyij+q 2ik+qrjitqyi +qezik+ kit gsykj+aszk*) (go—qri—gaj—gsk)
= (qoxi+qoyj+qozk — 1z —qyk+q12] + @k — @2y — g221— @3]+ q3yi — q32) (qo — 11— G2] — q3k)

Agora vamos colocar as partes imagindrias em evidéncia
= (17— qy—q32)+ (g —q22+q3y)i+((Qy+q12—q37) j+(q0z2 — 1y +q2) k) (g0 —q1i—qaj — q3k)

= (@r+ @G — Gr— Ga+2q0q22 — 2q0g3y + 2q192y)i + (@Y — GTy + By — GGy — 2q0q12 + 2qogsx +
201027 + 2q2q32)J + (452 — 412 — @32 — +G5% + 2q0q1y — 2G0q2 + 2q1G3% + 2¢2q32y)k m

Conseguimos constatar na propriedade anterior que podemos levar um ponto do R3 em
outro ponto do R?* por meio da tranformagao R,. Temos como objetivo provar que este novo
ponto do R? é o ponto original rotacionado de acordo com o quatérnio ¢ = qo + 1% + q2J + qsk,
num eixo e num angulo de rotagao codificado nas quatro coordenadas (qo, ¢1, G2, G3)-

Mas, antes de desenvolvermos essas contas e mostrar esses resultados, vamos primei-
ramente analisar a transformacao R,, que passaremos a denotar, a partir de agora, de Rd,.
Se tomarmos um quatérnio puro w aplicado a Ad, encontra-se um produto de trés quatérnios
qwg~'. Como ¢! é o inverso de ¢, entao teremos por definicao que ¢ deve ser diferente de zero.

Entao, serd possivel enunciar a seguinte proposicao.

Proposigao 4.4 Sejam q € H* e a aplicagao
Ad,:H — H
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w — qwq’1

Esta aplicagao € um Isomorfismo de anel e, em particular, € R — linear.

Vamos mostrar que Ad, é um homomorfismo de anel, R — linear e bijetora, ou seja, €
um 1somorfismo.

Demonstracao:

Sejam v, w € H. vamos mostrar, primeiramente que Ad, é um homomorfismo, ou seja
que Ad,(v +w) = Ady(v) + Ad,(w) e Ad,(vw) = Ad,(v).Ad,(w)

Temos que

Ady(v+w) =

Uasando a aplicagao, temos

q(v+w)g " =

vamos distribuir q pela esquerda e depois g~ pela direita.

(qv+ qu)g

qug~" + qug™!

perceba que temos
Adg(v) + Ady(w)

Agora vamos mostrar que Ad,(vw) = Ady(v).Ady(w).

Primeiramente, sabemos que q.q~' = 1, dessa forma

Ad,(vw) =

qlow)g~" =

qug~'qug Tt =
Ady(v).Ady(w)

Entdo temos Ad,(vw) = Ad,(v).Ad,(w)., com isso, Ad, é um homomorfismo.

Agora, vamos mostrar que Ad, é R-linear. Para tal, tome A € R, entao
Ad, (M) = qg(\v)g !

Note que um niumero real A comuta com um quatérnio q, entdo podemos fazer
Mqug™) = MAd,(v)
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Logo, Ad, é R-linear
Agora vamos mostrar que Ad, é bijetiva, ou seja, que existe (Ad,)™"

Temos que:

Ad(q)—l e} Adq(v) = Ad(q)_l(qvqfl)
=q '(qug g

= (qq ")v(g"q)
Ad(q)—1 o Adq(v) =7

Agora, por outro lado temos:

Ady o Ady-1 = Ady(q " vq)

=q(qg 'vg)g "

(qq ")v(aq™")
Adq [e] Ad(q)—l =0

Portanto, temos que (Ad,)™" = Ady-1 , ou seja, existe a inversa de Ad,. Dessa forma,

Ad, ¢é bijetiva, ou seja, € um isomorfismo. ®

Lembrando que GL(H) é o grupo linear de grau n, formado pelas matrizes n x n in-

vertiveis com operacao de multiplicacao de matrizes.

Proposicao 4.5 Consideramos a sequinte aplica¢ao:
Ad: H* — GL(H)

q— Ad,

¢ um homomorfismo de grupos.

Demonstracao: Sejam p, ¢ € H* e v € H, entao

Ad,, o Ady(v) = p(qug~")p™"

= (pq)v(g~'p™")

= (pq)v(pg)~"

= Ady, (v)
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Definigao 4.6 O homomorfismo Ay descrito anteriormente € uma a¢ao de grupo denominado

acao adjunta de H* em H

Teorema 4.7 Consideramos a aplicacdo
Ad:S* = GL(3,R)

q— Ad,

Entao Ad € um homomorfismo de grupo cujo conjunto imagem estd contido no subgrupo
SO(3), das rotagoes espaciais.

Demonstracao: Podemos verificar que S* é um subgrupo de H*, visto que S® € o
conjunto dos quatérnios unitdrios, logo S* é um subgrupo de H, logo é subgrupo de H*. Por-
tanto, como jd mostramos anteriormente, Ad é um homomorfismo, entdo a aplicacao é um
homomorfismo.

Agora precisamos mostrar que Im(Ad) C SO(3).

Seja v = vii+ voJ + v3k e w = wyi 4 weg + w3k, dois quatérnios puros e ¢ = qo + q1i +

Q) + qzk € S?, isto é, satisfazendo ¢2 + 2 + ¢35 + ¢2 = 1, pela proposigdo temos que
Ad,(v).Ady(w) = — < Ady(v), Ady(w) > +(Ad,(v) x Ady(w))

(1)

Queremos provar que a parte real de Ady(v).Ad,(w) € igual a parte real de vw. Para tal,
aplicaremos Ad,(v) e Ad,(w) e faremos a multiplicagdo, sequem os cdlculos Ady(v).Ady(w) =
qug~qug

= quwg™

Primeiro, a multiplicacao a esquerda

= (qo+ qri+ qJ+ k) (— < v,w > +v X w)(qo — @17 — 2] — q3k)

((=q0 < v,w > —qi(v2.w3 — v3Ww2) — g2(V3w1 — Viws) — g3(Viwa — wWyv2))+

+H((—q1 < v,w > +qo(v2ws — v3ws) — Ga(Viws — vVowr) — g3(vswr — ViwW3)i

(=g < v,w > +qo(vswy — w3zv1) — g3(vawsz — Wov3) — 1 (v2w3 — Wav3)

+((—gs < v,w > +go(viws — wiv2) — q1(v3w1 — Viwz) — ga(V2ws — V3w )k

(g0 — @i — @25 + q3k)

Agora faremos a multiplicacdo a direita

= (g5 < v,w > —q1qo(v2ws3) (v2.w3 — V3w2) — G2qo(V3w1 — V1W3) — q3qo(V1wWs — wiva)+

—@? < v,w > +qoq1 (vaws — v3wa) + Gaq1 (Viwe — vowy) — q3q1 (Vawy — Viw3z)+
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—q5 < v, W > +qog2(vswi — w3v1) + q3qa(vaws — wavs) — q1a(Vaws — Wavs)

—q3 < v, w > +qogs(viwy — wiv2) + qrgs(vswi — viws — Gaqs(vaws — vswy)

=—(@G+ad+aG+d) <viw>+(- )it (- )j+ (- )k

Sabemos que ¢2 + ¢? + g5 + ¢ = 1, dessa forma teremos

Ad,(v).Ady(w) = — < v,w > +(Ad,(v) x Ad,(w)) (II)

Se subtrairmos (I) de (II), teremos que

— < Ad,(v), Ady(w) > +(Ad,(v) x Ady(w)) — (— < v,w > +(Ad,(v) x Ady(w)) =0

< Ady(v), Ady(w) >=<v,w >

Dessa forma, chegamos que Ad, € SO(3) (*)

Agora, vamos verificar o determinante da matriz tranformagao de Ad, na base canonica,
ou seja, [Ad,| = (Ad,iAd,jAd,k)

Vamos aplicar Ad,(7)

Ady(4) = (g0 + Qi+ g2 + q3k)i(qo — q17 — q2f — @3k) =

= (g + ¢ — @ — 43)i+ 2192 + 2043)7 + (2¢1G3 — 2q042) k

(6 +ai — a5 — 63)
= (2q192 + 20q3)
(2q193 — 2q0q2)

Agora vamos aplicar Adgj
Ady(5) = (qo + @i+ q2j + g3k) (g0 — i — qoj — g3k)
=(2q102 — 2043)i + (g3 + ¢f — @3 — 43)7+ (20001 + 2¢243)k

((2q1g2 — 2093))
= (@ +d—d—a)
(290q1 + 2¢2q3)

Ady(k) = (qo + qri+ 27+ @3k)k(qo — q1i — q2J — qsk)
= (290¢2 + 2q143)1 + (22q3)j + (€ + ¢ — @5 — 43)k

(29092 + 2¢1¢3)

= (2Q2Q3)
@B+ a6 —a))

Fazendo o determinante da matriz [Ad,] e utilizando o fato de que q é um quatérnio
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unitdrio, teremos que qs + ¢ + ¢3 + g3 = 1, podemos concluir que det[Ad,] = 1, ou seja, Ad, €

SL(3). (*%)
Logo, por (*) e (**) temos que Ad, € SO(3), ou seja, Im(Ag) C SO(3) m

Como ja foi mencionado anteriormente, o angulo e o vetor de rotacao ficam codificados
no quatérnio ¢ = qo + q11+ g2J + g3k, ou seja, no vetor cuja as coordenadas sao (qo, g1, 2, q3)-

Vamos mostrar essa afirmacao na proposigao a seguir.

Proposicao 4.8 Seja o quatérnio unitdrio = qo + q11+ qof + qsk. O vetor eixo de rotag¢do da

transformagao Ad, é

1
> 5 2((117(]27(]3)
91 + a5 + g3

Demonstracao: Seja o quatérnio unitdario

1

(qri+ qi+ q3)k
V@ + @+ a4

Temos, por defini¢io que —q—=1, ou seja, g + ¢ +q3 +q5 = 1

N =

Vamos aplicar Ad, em N.
Ady(N)=gNq ' =qNg

(qo + qui+ qzj + %@W(%i + q2j + a3k) (g0 — i — qoj — gq3k)

= m(QOQM‘F Q092) + Qoask — ¢ + (1@2k — 137 — QL @ek — 3 + 42031+ G2q3] — G2q3i —
43)(q0 — q1i — q25 — q3k)

= \/ﬁ(—ﬁ — @3 — @5 + Qoqri + Qo] + q04sk) (G0 — i — q2j — qsk)

=7¥=4%%+ﬁ+£+ﬁ%ﬂ%%+ﬁ+ﬁ+ﬁﬂﬂ%%+ﬁ+£+ﬁ%

ai+q3+43
Sabemos que q é um quatérnio unitdrio, entdo g3 +qi +qs +q5 = 1 dessa forma, teremos

\/qurlq§+q§ (@i + 2 + asF)

Portanto, concluimos que Ad,(N) = N, note que fizemos uma rotagio de N em torno

do proprio N e resultou no mesmo, sendo assim, consequimos demonstrar que N é o eixo de
rotacdo da transformagao Ad,

Na proposicao a seguir, evidenciaremos o angulo de rotacao da tranformagao Ad,
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Proposicao 4.9 Seja ¢ = qo + q1i + q27 + q3k unitdrio. Entao o angulo de rotacdo da trans-
formagao Ad, é 2arccos.

Demonstragao: Seja um vetor unitdrio v, perpendicular ao eizo de rota¢ao (qi,qz,qs).
Sendo assim, v e Ad,(v) estarao no mesmo plano, também perpendicular a (q1, g2, qs) € o dngulo

entre eles, serd o proprio angulo de rotagao.
—q2itq1j
9t +43

Seja v=

Agora vamos aplicar a transformacao em v, teremos

Ady(v) = \/q%qu%(QO + qri+ qf + @3k) (—q2i + ¢17) (90 — 11 — g2 — q3k)

(—qog2i+ q1g2 + @3k — a3+ o1+ Gk — ik — 1g2 — q1439) (g0 — 11— Goj — q3k)

- @+q3
= ﬁ(%%“ Q0B k— 9092437+ 904t — Q01931 — Qo192 — (16437 — 192q3k + Qoatk— i —
1 2
143+ QoG k+ g5 i— g3qs + +qigpi+ k— + 4303+ qeq3i— '+ 41a3 — 163))
2 2 243 T qoq192 T 4142 q14243 qo4q243]) T 4243 T 42451 — qoq143t T 4143 — 4143]

= o (200105 ~ o2 472 + 63 + 025) i+ 9 — 2otads + G50 — ¢V~ 1G5 — n3)i+
1 2

(20095 + 29047k
(Ady(),9)

Temos que e o] = cos f
Se |v] =1, teremos |Ad,(v)| = 1. Dessa forma,(Ad,(v), v) = cos@.
Portanto,

(Ady(v),v) = \/{J;TLFQQOCHQZ% + @G — ¢ — B - 2000p + CE — 4 — EE - ¢3¢
1 2

= T @+ 6) — 6l +6) — 6lat + 6) - dld + a)

N A U )

=q—(6i +d3+d5) =
Sabemos que @2 + ¢? + 5 + ¢ = 1, entdo
@ =1—(qf +a+d)
2 1= (P42
% (¢ + a2 + 43)
Substituindo a igualdade, teremos

=q5+q3—1
=2¢5 — 1

Agora, realizando os cdlculos necessdrios e utilizando propriedades trigonométricas, te-
remos
(Ady(v), v) = 22 1

=cosf = 2¢f — 1 = <l

= @2
= cos() = o

8 = arccos(qo)
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0 = 2arccos(qp) ®
Sabemos, pelo teorema que o contradominio de Ad pode ser restrito a SO(3).

Entao, podemos redefinir o homomorfismo Ad.

Teorema 4.10 Consideremos a aplicacao
Ad:S* — SO(3)

q— Ad,

Entao Ad é um homomorfismo de grupos sobrejetivo, ou seja, Im(Ad)=SO(3)

Demonstragao: Sabemos que se A € SO(3), entio A=Rz . Também, pelo resultado

anterior, temos que cos(%) =q e

- 1 R .
n= —\/m(fhﬂ' q2J + qgk)
Entio ||gl> = ¢ + @+ 3+ 3 =1 = cos? ¥ +sin?

Portanto sin% =G+ o+ ¢

Com 1isso, temos que sin %(ﬁ) = ——2—rsin %z’ + ——=£—sin %j—l— ——=LE—sin %k
q7+95+q3 V 41 +QQ+Q3 q7+495+43

e

sin% = qt+ @)+ qzk
Logo, q = cos % + 1 sin %, ou seja, Ad € sobrejetiva.

Como ja é de conhecimento, Ad é um homomorfismo de grupos, isso foi demonstrado
na proposicao temos que a composicao de rotagoes consiste no produto dos dois quatérnios
unitérios que definem as transformagoes, ou seja, dados p,q € S* temos que Ad, o Ad, =
Ad,,. Utilizando o teorema anterior, concluimos que Im(Ad|S? = SO(3)). Isso implica que as
rotacoes com quatérnios preservam o produto interno, seguindo na preservacao de comprimentos

e angulos entre os vetores rotacionados.

Exemplo 4.11 Tome v € R3. Perceba que temos que v = 0+ 0i + 17+ 1k = (0,0,1,1) =
(0,1,1) com vy = 0. Queremos fazer uma rota¢ao em torno do eizo-z,dessa forma, tomaremos
q=0+0i+0j+1k=(0,0,0,1) = (0,0, 1), perceba que temos |q| = 1. Com isso, vamos aplicar
Ad em v.

Ad,(v) = qugTt = —k(j+k)k = (—kj— )k = utilizando as relagoes fundamentais, temos

(i+VDk=ik+k=—j+k=(0,0,—1,1) = w, comw € R> = (0, -1, 1). Portanto,
consequimos realizar uma rotacdo utilizando os quatérnios, como pode-se verificar na figura
fot possivel fazer uma rotagao de 90° em torno do eixo z
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Figura 4.1: Vetor rotacionado

z

w

Fonte: Desenho produzido pelo autor

4.1 Quatérnios, rotacoes e as relacoes com matrizes.

Foi visto anteriormente uma andlise do método de produto de quatérnios para realizar
rotagoes, a partir da transformacao Ad,. Agora, serao deduzidas as matrizes elementares de
rotagao no espago.

Nesta segao, serd aplicada a transformagdo Ad em cada componente da base {i,j, k} .
A partir disso, evidencia-se matrizes de rotacao em torno dos eixos z, y e z. Tem-se o objetivo
de mostrar que o método de rotacao por matrizes é equivalente ao método de multiplicacao de
quatérnios.

Tem-se pela proposicao [4.9 o angulo de rotacao.

= 2arccos (qo)
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0
cos(3) = o

Primeiramente, serd considerado o vetor de rotagao (ou vetor diretor), o eixo-z, ou seja,
vamos rotacionar os vetores em torno do eixo-z, entao ¢, = qo + ¢1i. Temos que ¢, é um
quatérnio unitario, entao qg + ¢ = 1. Com isso, segue que ¢; = sin (g) Para encontrarmos as

matrizes de rotagao, vamos aplicar Ad,, em cada um dos vetores da base {4, j, k}.

= (qo%— ¢1)(q0 — q17)
2. 2.
Qo+ Qo091 — Qoq1 + qy?

(45 + qi)i

Temos que ¢2 + ¢3 = 1, portanto,

Ad,, (i) = i

Ady, (7)) = (g0 + g — 19)j(qo — q1%)
(907 + @1%) (g0 — q179)

(% — a1)j + 2q0q1 k)

usando as relagoes trigonométricas, temos:

sin(2«) = 2sin(a) cos «

sin 2«
2

sinacos o =
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Substituindo « por g, teremos

0
sin @ = 2sin — cos —
2 2

cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin 3

cos 2a = cos? o — sin®

Substituindo « por g

0 7 7

cos(2§) = cos’ 5= sin? )
cos(f) = cos? b_ sin? b
2 2

Logo Ad,, (j) = cosfj+ sinOk.

Ady, (k) = (qo + ¢19)k(qo — q17)
= (gok — ¢15) (g0 — q17)
= —2q0q1j + (2 — )k

Ad,, (k) = —sinfj+ cos 0k

A partir dos quatérnios, encontramos triplas ordenadas
Ad,, (i) =i+ 0j+ 0k = (1,0,0)

Ady, (j) = 0i+ cos 05+ sin 0k = (0, cos 0, sin 6)

Ad,, (k) = 0i—sinfj+ cos 0k = (0, —sin 6, cos 6)

Note que essas triplas ordenadas sao os vetores coluna da matriz rotagao. Dessa forma,
a matriz rotacao no eixo-z é:
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1 0 0
Ady,, = |0 cosf —sinf | = R.(0)

0 sinf cosf

Agora vamos considerar a rotagao em torno do eixo-y.
Para tal, vamos utilizar o quatérnio unitdrio ¢, = qo + g2j. Agora vamos aplicar Ad,,

em cada um dos vetores da base {1, j, k}.

Ady, iy = (90 + ¢20)i(q0 — qo3)

= (qo% — ¢2k)(q0 — q27)
961 — Qodok — qogak — g2 2i
= (40 — 42)i — 24042k
Ady, (i) = cos 0i — sin Ok
Adg, ) = (90 + @20)5(q0 — q2j
= (907) (90 — ¢29)

= (Q§j+ qoq2 — qoq2 + qij)

= (g5 +&)j

Como g, é unitério, entdo ¢3 + g5 = 1, portanto
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Adyg, (k) = (g0 + q27)k(qo — q27)

(qok + q27)(q + 0 — q25)

@k + qogai + qogai — ¢k

(g0 — 43)k) + 2qoqoi

Ad,, (k) = sin @i + cos Ok

Deste modo, obtemos os vetores colunas de Ad,, e vamos lista-los a seguir:
Ady, (i) = cos0i+ 0j — sin 0k = (cos @, 0, —sin )

Ady,(7) = 0i+e; + 0ey = (0,1,0)

Adyg, (k) = sin0i+ 05+ cos 0k = (sin 6,0, cos 0)

Dessa forma, a matriz rotagao no eixo-y é:

cos@ 0 sinf
Ady, = 0 1 0 = R,(0)

—sinf 0 cosf

Agora, por fim, consideremos a rotacao em torno do eixo-z. Para tal, vamos utilizar o

quatérnio ¢, = qo + g3k, unitario.

Ady, (1) = (qo + q3k)i(q0 — q3k)

= (qo+ g37)(q0 — q3k)

= qoi+ Qogsj + Gogs) — G5

= (g5 — 43)i + 2qogs]
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Ad,, (i) = cos i+ sin b

Ady, (7) = (g0 + q3k)j(q0 — q3k)

= (qoj — 937)(q0 — q3k)

= q3j — Quq3i — qoq3i — q37

= (g5 — 43)j — 2qo0qs?

Ad,, (j) = —sinfi+ cos 0y

Adgy_ (k) = (qo + qsk) k(g0 — q3k)

= (qok — q3)(q0 — q3k)

= qok + qoq3 — qogs + qik

= (g5 +@3)k

, como temos que ¢, € unitario, entao

Ad,, =k

Agora vamos listar os vetores colunas.

Ad,, (1) = cos i+ sinfj+ 0k = (cosf,siné,0)
Ad,, (j) = —sinfi+ cos 05+ 0k = (—siné, cos 6, 0)
Ad, (k) =0i+0j+ k= (0,0,1)

Logo, a matriz rotagao no eixo-z é
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cosf) —sinf O
Ad, = |sinf cosf 0] =R.(0)
0 0 1

Note que foi verificado nessa secao, que o método de rotacao com numeros quatérnios é
equivalente ao método matricial, o qual faz uso de matrizes de rotacao elementares.

Foi possivel observar neste capitulo como ¢ feita a rotacao envolvendo a multiplicacao dos
quatérnios e foi deduzido, de acordo com o trabalho de Santos (2012), as matrizes de rotagdes

dos quatérnios. Além disso, foi feito um exemplo geométrico de uma rotacao.
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Capitulo 5

Aplicacao dos quatérnios na animacao
3D

Neste capitulo, sera apresentada uma aplicacao dos quatérnios que foi baseada no tra-
balho de Biasi e Gattas (2002), todas as informacoes e demonstragdes que serao vistas neste
capitulo, se encontra mais detalhada no trabalho supracitado.

No decorrer deste capitulo, sera abordada a rotagao sem o uso dos nimeros quatérnios
e os obstaculos que foram encontrados para realizar animacao em 3D com uso de matrizes ou
angulos de Euler. Sera evidenciado exemplos que foram retirados do trabalho de Biasi e Gattas
(2002) de rotagoes sem e com o uso dos quatérnios.

Na secao a seguir, sera feita uma representacao de rotagoes 3D sem o uso de quatérnios,

verifica-se que existem alguns problemas envolvendo essas rotacoes que discorreremos abaixo.

5.1 Representacoes de rotacoes 3D sem o uso de quatérnios

Para fazer rotacoes 3D, é preciso de parametros; especificar sua ordem de rotacao em
relagao aos eixos z, u, 2. Entretanto, alguns problemas podem ser notados quanto utilizado
esse modo de rotagao.

Para ser mais preciso, a parametrizacao proposta é a seguinte: Segundo Biasi e Gattas
(2002), para especificar a orientacdo de uma entidade, sdo fornecidos trés parametros: sendo
estes os angulos de rotagao anti-horaria em relacao a cada um dos eixos coordenados, a esses
angulos da-se o nome de Angulos de Euler. Mas, a pergunta que sempre é feita sera: Com isso,
os problemas nao estao resolvidos?

Diante desse questionamento, Biasi e Gattas (2002) trazem respostas, que de alguma
forma sao surpreendentes, pois eles dizem que para muitas aplicacoes, esta representacao é

problematica. No decorrer do trabalho estudado, os autores destacam algumas dificuldades
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que serao evidenciadas a seguir.

A primeira dificuldade é o fato de que operacoes de rotacoes, distintivamente das de
translacao, nao sao comutativas, ou seja, na translagao nao importa a ordem em que sao feitos
os deslocamentos, ao final termina-se na mesma posi¢ao, ja com as rotagoes, isso nao acontece.
Se fizermos uma rotacao em torno do eixo-z e depois em torno do eixo-y, obteremos orientacoes
diferentes, se aplicarmos as rotacoes em ordens diferentes.

Para que o leitor possa ter um melhor entendimento, sera descrito abaixo um exemplo
que foi retirado do trabalho de Biasi e Gattas (2002).

Imagine que estamos no comando de um aviao que voa em linha reta para a frente, indo
para o norte, com a asa direita apontando para o leste e a esquerda para o oeste, de acordo

com a figura abaixo

Figura 5.1: Aviao voando em dire¢ao ao norte

Y

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.

Agora, imagine um giro de 90 graus para a esquerda, ou seja, no sentido anti-horario,

em torno do eixo vertical, voando agora para o oeste.

Figura 5.2: Avidao voando em dire¢ao ao oeste

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.

Em seguida, imaginaremos que continuamos voando para o oeste, porém incline o aviao

de forma que baixe a asa direita e erga a esquerda de 90 graus ( isto é, uma rotagao anti-horéria
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em torno do eixo leste-oeste).

Figura 5.3: Aviao voando em direcao ao leste-oeste

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.

Perceba que depois que foi feita todas essas rotacoes, tem-se o aviao voando para o leste,
com a asa direita apontando para o solo e a esquerda para o céu.

Agora sera executado exatamente as mesmas rotagoes, porém na ordem inversa. Comega-
se com o aviao voando para o norte, executa-se a rotacao anti-horaria de 90 graus em torno do
eixo leste/oeste, o avido comegard a voar na vertical, com a cabine voltada para o solo, a cauda

apontando para o céu e a barriga para o sul.

Figura 5.4: Aviao voando em dire¢ao ao solo

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.

Note que a asa direita continuara apontando para o leste e a esquerda para o oeste. Se
fizermos agora a rotagao anti-horaria de 90 graus em torno do eixo vertical, teremos o aviao
ainda voando para baixo, mas com a asa direita apontando para o norte, a esquerda para o sul
e a barriga voltada para o leste.

Logo, pode-se observar no exemplo acima, a ordem em que foi executado as rotagoes

podem alterar completamente a orientacao final obtida.
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Com isso, evidencia-se que para se executar uma rotacao, nao basta fornecer os angulos
de rotagao em torno dos eixos coordenados, ¢ necessario também especificar a ordem em que

essas rotagoes devem ser executadas.

5.2 O fenomeno Gimbal Lock na animacao 3D e algumas

formas de evita-lo

Quando utilizado os angulos de Euler para realizar rotagoes, existe um acimulo de erros
e algumas orientacoes que nunca poderao ser atingidas, esse fenomeno em que se dar a “ “perca”
de gau de liberdade de rotacao é chamado de Gimbal Lock

Biasi e Gattas (2002) trazem alguns exemplos de rotagoes, nos quais eles apontam o
angulo de Euler nao se mostrar tao eficientes e préaticos. Sera citado alguns deles a seguir.
Quando se tem um objeto com uma determinada orientacao, caso deseja-se gira-la um pouco
mais, mesmo que seja em torno de um dos trés eixos coordenados e nao de um eixo arbritario,
nao é satisfatorio simplesmente incrementar um pouco a rotacao do eixo corrrespondente, visto
que se quer executar a nova rotacao do eixo correspondente apds as rotagoes que ja foram
previamente executados.

Uma alternativa que os autores trazem, é simplesmente guardar uma lista de todas
as rotacoes executadas, na mesma ordem que foram feitas. Mas isso seria pouco pratico e
ineficiente, visto que guardaria uma quantidade cada vez maior de dados e repetir o historico
de rotagoes todas as vezes que quisessémos rotacionar o objeto.

Uma outra solugao proposta pelos autores seria representar as orientagoes por meio de
uma matriz de rotagao a posigao inicial. Entretanto, essa solugao também apresenta problemas,
visto que seria usado uma matriz 3 x 3 para representar algo que s6 tem 3 graus de liberdade, ou
seja, estariamos guardando informagoes desnecessarias, as suscetivas multiplicagoes executadas

sobre a matriz acumulam erros e, isso acarretaria em uma distor¢cao na orientagao pretendida.

5.3 Rotacao ao redor de um eixo arbitrario

Existe também uma dificuldade importante apresentada pela representacao por meio
dos angulos de Euler. Esta surge quando temos o objetivo de interpolar entre duas orientacoes,
isto é, de produzir uma sequéncia de orientacoes.

Mesmo que nao encontramos o problema Gimbal Lock, ainda nao é ébvio como fazer que
uma entidade execute uma transicao suave entre duas orientagoes.

Temos aqui novamente, uma situagao diferente do caso de translagao simples, na qual a

52



Capitulo 5. Aplicacao dos quatérnios na animacao 3D

interpolacao, pelo menos no caso mais simples, é instantanea. Quando é desejado que um objeto
se locomova de forma branda entre duas posicoes percorrendo uma linha reta, simplesmente
interpolando de uma forma linear, todas as suas cooredenadas, de forma autonoma, dessa
maneira teremos efetuado tantas posi¢oes intermedidrias quanto quisermos ao longo da linha
reta que liga as duas posigoes.

Contudo, se estivermos trabalhando com angulos de Euler, essa situacao nao acarreta
em resultados satisfatorios. Se aplicarmos a interpolacao sobre cada um dos angulos de rotacao
gerard rotacoes independentes em torno desses eixos, ao invés de uma rotagao suave e natural
em torno do eixo desejado.

Agora vamos apresentar um exemplo, ainda com o aviao imaginario. Suponhamos que,
ao realizer uma animacao, desejamos que ele execute uma rotagao de orientagao (0, 0, 0) até a
orientagao (0, 180, 180).

A primeira orientacao é a que ja conhecemos, do aviao voando de cabeca para cima

voltada para o eixo norte.

Figura 5.5: Aviao voando em dire¢ao ao norte

&

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.

Podemos concluir que a segunda corresponde ao aviao voando de cabeca para baixo,
voltada para o norte, de acordo com a imagem seguinte.

Podemos perceber que a rotacao de 180° no eixo leste/oeste deixa o aviao voando de
cabeca para baixo em dire¢cao ao sul, como podemos ver na imagem anterior.

Perceba que a rotagao posterior de 180° no eixo norte/sul o coloca voando de novo em
direcao ao norte, mas ainda de cabeca para baixo.

Podemos concluir que para apenas virar o aviao de cabega para baixo, utilizamos uma
interpolagao linear entre (0, 0, 0) e (0, 180, 180). Isso acarretard orientacoes intermedidrias
que nao parecerao naturais, pois para virar de cabeca para baixo bastaria girar 180° em torno
do eixo Sul/Norte. Com a interpolacao (0, 0, 0) a (0, 180, 180) ele realirard uma cambalhota
estranha e pouco natural, a qual girard simultaneamente em torno dos eixos leste/oeste e do

vertical.
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Figura 5.6: Aviao voando de cabega para baixo

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.

Portanto, pode-se perceber que se desejar-se fazer rotagoes que caminhem e realizem

combinagoes, utilizando angulos de Euler, em geral gerara movimentos estranhos e inesperados.

¢

5.4 Interpolacao * natural ”entre orientacoes

O questionamento natural é: “Qual o caminho que um objeto deve seguir para percorrer
suavemente de uma orientagao para outra?”

Primeiramente, o assunto a ser abordado é sobre translagoes. Biasi e Gattas (2002)
afirmam “Quando falamos de translagoes e queremos que um objeto se mova suavemente de
uma posicao para outra precisamos determinar uma sequéncia de posicoes intermedidria entre
a posicao inicial e a final.” ou seja, deve-se determinar todas a posicoes que se encontrem entre a
posicao inicial do objeto e a posicao final. Entretanto, dada duas posi¢oes no espago tridimen-
sional, existe uma quantidade infinita de curvas que as ligam. Logo, existe infinitas maneiras
e caminhos para um objeto mover-se de uma posicao para outra. No caso da translacao, a
solugao mais trivial e instatanea para o problema, “é percorrer o caminho em linha reta, sem
que a entidade execute qualquer desvio desnecessério” (BIASI E GATTAS, 2002). Neste caso,
serd feita uma transalacao de forma que nao realize desvios ou movimentos desnecessarios.

No caso da mudanca entre duas orientacoes, objetiva-se que a alteragao nao inclua voltas
e cambalhotas que parecam “desnecessarias” para chegar a orientagao final. A grande duvida
neste aso, é uma forma para padronizar essa a¢ao, sem que pareca pouco natural.

Como resposta, temos o fato (demonstrado por Euler) que Biasi e Gattas (2002) rea-
firmam que “sempre é possivel chegar de uma orientacao a outra por meio de uma rotacao
simples, ao redor de um tunico eixo”. Logo, se sao dados duas orientagoes, s6 e preciso exe-
cutar uma interpolacao linear simples no angulo de rotagao em torno do eixo desejado, que

s 7

ja é de conhecimento a sua existéncia, para obtermos uma transicao branda, exclusiva e sem
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imprecisao.

Entretanto, esse nao ¢ exatamente um dos eixos coordenados e o paramétro da rotacao
por meio do angulo de Euler nao leva com uma forma natural um giro em torno dos eixos
arbritarios. Diante disso, objetiva-se encontrar uma maneira de parametrizar a mudanca entre
duas rotagoes, de tal forma que aconteca naturalmente ao redor do eixo especifico e nao siga

um caminho arbitrario.

5.5 Rotacao ao redor de um eixo

Tendo em vista uma forma natural de apresentar orientacoes e rotagoes arbitrarias é a
especificacao de um eixo e de um angulo de rotacao. Agora deseja-se saber de qual forma, a
partir de um ponto no espaco, um angulo de rotacao e um eixo dado, pode-se determinar a
nova posicao do ponto apos sofrer a rotacao especificada?

Para que seja possivel realizar uma rotacao, necessita-se de um ponto no R?, representado
pelo vetor r = (1,,7,,7,). Seja Pp; uma rotagao anti-hordria, de um angulo ¢, em torno de um
eixo que intercepta a origem definida por um vetor unitdrio @ = (n,,n,,n,). Biasi e Gattas
(2002) deduziram uma expressao para P(7), de tal forma que o vetor represente o ponto obtido
ap0s aplicado a 7 a rotacao P.

Uma solugao, foi decompor 7" em suas componentes normal (7 ) e paralela (7)) ao vetor
1, aplicando a rotacao de P, a cada uma dessas componentes e somando os resultados. Para

que possamos calcular a magnitude da componente 7 paralela ao vetor 7, basta utilizarmos a

Algebra Linear e realizarmos o produto escalar entre 7 e 7.

Nesse sentido, fazendos os cédlculos obteremos:

7":7"||+7_’l

—~

7= (i)

—

L= =7 — (i )i

Sabemos que se fizermos uma rotacao em torno do eixo 7, da componente 7, ela per-

manece inalterada, entao

Como conseguimos determinar o comportamento da rotagao em relacao a 7, agora nos
resta encontrar o resultado da rotagao em 7, . Biasi e Gattas (2002) afirmam que, por definigao,

“esta rotagao ocorrerd num plano paralelo a 7 e perpendicular a 7. Logo, definindo o vetor
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U como

—

H:ﬁX(F—

—

||:ﬁ><77

—

U=1 X ) = X7 — 7 x

n

Ap6s esses calculos, Biasi e Gattas (2002) afirmam que “ obteremos que 7, 7 e ¥ formarao
um triedo direto, e em particular que 7| e ¢ serao perpendiculares e estarao no plano onde
ocorrerd a rotacao”. Ainda tem-se que como 7 ¢ unitdrio, ¥’ terd a mesma norma que 7.
Pode-se perceber que 77,7 e ¥ é um angulo poliedro, formado por trés semirretas e serd visto a

conclusao e os cédlculos a seguir

P(r) = (cos0)7| + (sin)v

Figura 5.7: Representacao Geometrica

p(L)

¥

Fonte: Imagem retirada do trabalho de Biasi e Gattas.

Somando as componentes, encontraremos

P(r) = P(r) +7)
= P(r)) + P(rL)
=7 + (cos 0)7 + (sin0)v
(1 - 7)1t + (cos O) (7 — (7 - 7)ii) + (sin @) (77 x 7)
= (7l - 7)1 + (cos O)7 — (cos O)(7i - ¥)7i) + (sin O) (7 X 7)
= (cos )7+ (1 — cos O)(ii - )it + (sin 0) (7 x T)
Portanto, conseguimos concluir que o ponto resultante apés a realizagao de uma rotagao

P(6,7) em um ponto 7 é

P(6,7) = (cos )7+ (1 — cos 0) (71 - 7)1 + (sin 0)(7i x T)
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5.6 Representacao e composicao de rotacoes via quatérnios

Nesta secao, sera observado como os quatérnios podem ser usados para representar
rotacoes. O ponto em que queremos executar uma rotacao sera representado por um quatérnio
puro q = g4+ q2j + gsk, que pode ser representado como um vetor no R? ¢ = (41,2, G3)-

A expressao de rotagao sera R, (q') = wq w', como j& conhecemos, citado anteriormente
neste trabalho, que é equivalente & R, (q) = wq'@

Expandindo as contas obtemos:

wq @ = (wo, w)(0, ¢)(wo, —)

= (wp, W)(Qwy — ¢+ —wW, —0W + woqd + ¢ X —W)
= (wo, W)(q - W, woq — § X W)
(wo(q+ W) — W - (woG — ¢ X W), wo(woq — ¢ X W) + (¢ W)W + 1 x woq + W(—¢ X w))
(wo(7- W) — W - woeqd — W - (—vecq X W), wiq) — wod X W+ (- W)W + 0 X (—F X w))
(wo(q W) — W - wo§ — wWedot (—vecqg X W), WG+ wold X §+ (§- W)6 + wod X §+ 10 X (0 x )
(@ - (¢ x @), wgq + (¢ W)W + 2wow x ¢ + (¥ - §)d — ()7

= (0, w§r = (@ - @) 7+ 2(d - P + 2w x ) (I)

Conseguimos assim, uma expressao genérica da rotacao aplicada a um ponto qualquer.

Observacao 5.1 Na deducao acima, utilizamos as sequintes identidades:

c)ax (@xc)=(a-é)b—(a-b)yc
Como citado na observagao 2.2, podemos escrever w = wy + @ = (wp, w). Dessa forma,
sabemos que w é unitério, logo temos que wg + |w|? = 1. Isso significa, utilizando a trigonome-
tria, que sempre existe um angulo 6 tal que wy = cosf e || = sinf. Entao, sempre podemos
escrever w como

w = (wg, W) = (cosb,sin i, || = 1

Se substituirmos esta interpretacao de w na expressao (I), obteremos

(0,wEq — (W - W)+ 2(0 - )0 + 2w x )

(

(cos? 0)q — (sin? 9)q + (1 — cos 20)(7i - cj)n + (sin 20)7 x q)
, (cos? 6 — sin2 0)q+ (1 — cos 29)(ﬁ : cf)ﬁ + (sin 20)7 X q)
(
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Observacao 5.2 Para a deducdo acima, utilizamos as sequintes identidades:
a) a-a=|al*
b) cos?f — sin? @ = cos 20
¢) 2sin?6 = (1 — cos 260)
d) 2cosf sin = sin 20

Se compararmos a parte imaginaria da expressao obtida acima, com a que encontramos
em [5.5] podemos verificar que sdo muito parecidas, a tinica mudanga é o fator 2 associado ao
angulo 6.

Tem-se com isso, que se desejado aplicar a um ponto ¢, uma rotacao anti-hordria de
um angulo 6, ao redor de um eixo definida por um vetor unitario n, pode-se resolver, com

quatérnios da seguinte maneira:

o Represente ¢ pelo quatérnio ¢ = (0, §);

o Represente a rotagao pelo quatérnio ¢ = (cos g, sin gﬁ);

o Realize a operacio R, (q) = wqiw;

o A parte real do resultado serd zero e a parte imaginaria contera o resultado da rotacgao.

Como ja foi mostrado no capitulo 4] que a composi¢do de rotagdes é equivalente a
fazermos a multiplicacao de dois quatérnios. Portanto, a rotacao “natural” que tanto se procura,
é feito de forma pratica com a proépria algebra dos quatérnios. Basta tomar dois quatérnios
unitario que representam duas rotacoes de angulos diferentes, em torno de eixos distintos e
deseja-se encontrar uma representacao para a rotagao resultante da composicao dessas duas
rotacoes, basta multiplicar os dois quatérnios. Apds essa multiplicacao, é encontrado como
resultado um novo quatérnio unitario cuja parte imaginaria serd um vetor na direcao e sentido
do eixo da rotagao resultante e a parte real sera o cosseno do angulo de rotagao. Conseguindo
assim, descrever a rotacao de forma natural e unica.

Apo6s chegar-se a conclusao da vantagem de utilizar os quatérnios para realizar rotagoes,
simularemos, de acordocom Biasi e gattas (2002), novamente com o avido, utilizando os quatérnios
e para exemplificar vamos apresentar um exemplo a seguir:

Vamos supor que o piloto, inicialmente voando para o norte, realiza uma rotacao de 90°
em torno do eixo leste oeste (voltando o nariz para o solo), que podemos vizualisar na figura a

seguir
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Figura 5.8: Aviao voando em dire¢ao ao solo

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.

E depois outra de 90° em torno do eixo Sul (voltando a asa esquerda para o céu), vide

figura a seguir

Figura 5.9: Aviao voando com asa em dire¢ao ao céu

Fonte: Desenhado pelo autor no programa “blender”.
A primeira rotacao sera representada pelo quatérnio

90

Ny sin(%)(0,1,0))

¢ = (cos( 5

e[

Note que o nosso vetor unitario 7 é o ponto (0, 1, 0), e sabemos que cos 45° = X2 temos

= (L2,¥2(0,1,0)) = (*2, (0, %2,0))
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E a segunda rotacao pelo quatérnio
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= (L, (£,0,0))

27
Como vimos anteriormente, para realizar a composicao das duas rotacoes, basta multi-

plicarmos os dois quatérnios. A rotacao composta, portanto, serd:

2+ 0))
2)5) = ((49),0,0)(0, (45,00, (£2)(0, (35, 0) + (5)((%5)),0,0) + ((%).0,0)

—(0+0+0),(0,(5,0) + ((5,0,0) + 5(1,0,0) x (0,1,0)
(3,3,0) +35(0,0,1)

(3:3:0) + (0,0, 3)

= (3 (3:3:3))

Como temos que o angulo de rotacao, no sentido anti-horério, da transformagao é

l\')IH NI NI N~

2arccos a, no qual a é a parte real do resultado, temos que 6 = 2arccos% = 120° em torno

222):

do eixo definido pelo vetor (

Ap6s chegarem ao exemplo anterior, Biasi e Gattas (2002), procuraram saber se a rotagao
simples em torno de um tinico eixo realmente corresponde a composicao das duas rotacoes dadas,
para tal, retornaram ao exemplo do aviao. Vamos supor um ponto na asa direita do aviao com
ele voando em sua orientacao inicial, voltada para o norte. Suponhamos que esse ponto ocupe
a posigao 7, = (10, —5,0), ou seja, a dez unidades a norte da origem, cinco para a leste e a zero
de altura. J& é de nosso conhecimento que apds as duas rotacoes, o aviao deverd estar para
o oeste, com a asa direita apontando para o solo, ou seja, com 7 = (0,10, —5). Aplicando a
rotacao sobre 7, obteremos
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(3. (3 ))((210—§5+0),(§10,—§5,0) (~i5-0,0-1
(3. (3,3, 3)(35, (310, %570)—(—55,—510,515))
(3. (3,3, 3))(35, (315,35, —315))
(35— (3.3.3) (315,35, ~515). 3315, 35, ~315)+$5(3, 1. )+ (.3, ) x (315. 35, ~§15)
= (15— (315+ 15— 115), (315, 35, —115) + (15,15, 35) + (— 15— 15, 115 — (—115), 15—
115)
= (15— 15,(320, 110, —110) + (—120, 130, —110)
= (0, (0, 340, —$20))
= (0, (0,10, —5))
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Dessa forma, pode-se concluir de acordo com Biasi e gattas (2002) que apenas multi-
plicando quatérnios, pode-se encontrar a parametrizacao em coordenadas ““naturais”da com-
posicao de um numero arbritario de rotacoes e de aplicar essas rotagoes a pontos dados. Dessa
forma, para compor a orientacao de uma entidade, é necessario somente de um quatérnio, ou
seja, utilizando somente um quatérnio, conseguimos descrever rotacoes naturais tao desejadas
nas animagoes 3D.

Outra vantagem de utilizar o quatérnio para descrever rotagoes é que nos encontramos
livres do Gimbal Lock. Biasi e Gattas (2002) dizem que “ nao existem eixos preferenciais ou
perda de graus de liberdade nesta parametrizacao. A partir de qualquer posicao ou rotacao,
podemos aplicar qualquer outra rotacao sem restri¢coes”. Dessa forma, os quatérnios se mostram
mais vantajosos quando utilizados para fazer rotacoes do que as outras maneiras apresentadas
no decorrer do capitulo.

Nesse capitulo, foi apresentado uma aplicacao dos quatérnios, baseado no trabalho de
Biasi e Gattas (2002), vale ressaltar que todas as demonstragoes e afirmagoes feitas nesse
capitulo foram baseadas na ideia dos autores supracitados. Além das aplicagoes que trouxemos,
foi evidenciado as vantagens de realizar rotagoes de animacao 3D utilizando os quatérnios, ao

invés de se usar as rotacoes via matrizes ou angulos de Euler.
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Consideracoes finais

No que se diz respeito a historia, percebe-se a relevancia dos quatérnios, visto que foi a
primeira Algebra nao comutativa da historia, revolucionando a Algebra na época e posterior-
mente.

Percebe-se a relevancia dos nimeros quatérnios na rotagao 3D, visto que apenas mul-
tiplicando dois nimeros ¢é possivel descrever qualquer rotagao no espago tridimensional, dife-
rentemente da rotagao via matrizes, as quais acumulam muitos calculos e erros no decorrer do
processo de rotagoes.

No decorrer do texto foram observadas e feitas comparacoes de animagoes 3D utilizando
matrizes e depois utilizando os numeros quatérnios sendo possivel verificar que o primeiro
método nao consegue descrever todas as rotacoes possiveis e nem fazer com que essas animagcoes
parecam tao natural quanto a realidade, diferentemente de quando sao usados os quatérnios
para realizar as mesmas animacoes.

Por fim, este trabalho tem relevancia no que diz respeito a aplicacao na rotagao 3D,
deixando em aberto novas pesquisas que podem utilizar os conceitos trazidos na presente escrita

para evidenciar outras aplicacoes ou feitas de forma diferente com um novo olhar.
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