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Resumo

Apresentaremos neste trabalho demonstracoes para o Teste de Primalidade de Mann-
Shanks que utiliza como ferramenta principal o Triangulo de Pascal T,. Em tal critério
observamos o comportamento dos niimeros binomiais presentes em certa coluna e avaliamos

determinados parametros para constatarmos se o nimero da coluna é primo ou nao.

Palavras-chave: Critérios de primalidade, Triangulo de Pascal, Niimeros Binomiais,

Numeros Primos.



Abstract

In this work we will present demonstrations for the Mann-Shanks Primalty Criterion using
the Pascal Triangle T5 as their main tool. In this criterion, we observe the behavior of
binomial numbers present in a given column and evaluate certain parameters to see if the

column number is cousin or not.

Keywords: Primality Criterion, Pascal Triangle, Binomial Numbers, Prime numbers.
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Introducao

Os ntimeros primos sao de grande importancia para Matematica por possuirem
apenas dois divisores distintos e positivos, a saber o nimero 1 e ele mesmo. Além disso,
do Teorema Fundamental da Aritmética, qualquer que seja o nimero natural maior que 1,

este sera primo ou formado pelo produto de fatores primos.

Nao obstante, resultados que envolvam testes de primalidade sao de crucial im-
portancia para area criptografica, com vistas a preservar a seguranca e a credibilidade
dos dados de grandes empresas e bancos inclusive. Portanto, ao longo deste trabalho,
demonstraremos o Critério de Primalidade de Mann-Shanks, que se trata de um método
pouco conhecido, datado de 1978, que relaciona O Triangulo de Pascal T;, suas linhas,

colunas e os nimeros binomiais dispostos.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro, apresentamos conceitos
e resultados basicos em Teoria dos ntimeros, como por exemplo: Niimeros binomiais,
divisibilidade, maximo divisor comum, dentre outros, que se relacionam com O Critério de
Primalidade de Mann-Shanks.

No segundo capitulo, apresentamos O Tridngulo de Pascal popularmente conhecido

e O Triangulo de Pascal T5, que desempenha papel fundamental no Critério.

O terceiro capitulo, demonstramos Método e construimos exemplos elucidativos

com a teoria formulada.

J& no quarto capitulo, apresentamos (sem demonstracado) uma generalizagdo do

resultado principal do capitulo 3.
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1 Toépicos em Teoria dos ntimeros

Inicialmente iremos discutir defini¢oes e exemplos de topicos em teoria dos nimeros
que sao essenciais para o desenvolvimento deste trabalho. Tais topicos foram construidos
com base em (FILHO, 1981), (CHONG; KHEE-MENG, 1992) e (KOSHY, 2008).

1.1 Numero Binomial

Definicao 1.1 (Ndmero binomial) Sejam n > 0 e k dois inteiros tais que 0 < k < n

. . . . L. n
chama-se niumero binomial de numerador n e classe k, o inteiro indicado por (k‘) tal que:

()=

Exemplo 1.1 Sejam n =15 e k = 3 calcule o nimero binomial.

<§> - 3;(55l3); (definigio)

5 5.4.3!
(3) T (propriedade fatorial)

3

)

Exemplo 1.2 Sejam n =8 e k = 3 calcule o nimero binomial.

4
<5> = ;1 (simplificando)

8 8! -
<3> = 3B 3] (definigdo)

.7.6.5.4.3!
<§> = 872';3 (propriedade fatorial)
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8 87654
(3) =ti391 (simplificando e desenvolvendo)

8
)
Nota-se que:
n\ n! n-n—=1)-..-kl n-(n—1)-...-(k+1)
(k;) Ckl(n—k) kl(n — k)! B (n—k)!

Exemplo 1.3 Sejam n =5 e k = 3 calcule o nimero binomial.

n\ n-(n-1)-..-(k+1)
B (n —k)!

4
<§> = (55_3>‘ (desenvolvendo)

2
(g) = 2? (simplificando)

(G-

Além disso:

C>_ nl =1 =k n-(n—1) . (n—k+1)

k] kl(n—k) kl(n —k)! B k!

Exemplo 1.4 Sejam n =8 e k = 3 calcule o nimero binomial.

C>:n-m—n-émn—k+n
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8\ 8.7.6
3/ 3l

-

Lema 1.1 Sejam p € N e p um nimero primo, entdo:

<pq> _palpg=1)(pg—2)---(pg—p+1)
p P!

Demonstracgao:

(z;q)-(pq;l)-(pq—2)-----(pq—p+1)-(pq—p)!

pl(pg — p)!
(pq) - (pg—1)-(pg—2)-...-(pg —p+1)
p!

Lema 1.2 Sejam p € N e p um nimero primo, entdo:

(pq) _qlpa—=1)(pg—2)- - (pg—p+1)
p (p—1)!

Demonstracgao:

Decorre do lema 1.1 que:

<pq> _palpg—1)(pg—2) - (pg—p+1)
p P!

Entao:
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(pq> _ palpg—D(pg—2)---(pg—p+1)
p p!
_ palpg—=1)(pg=2)---(pg—p+1)
p(p —1)!
_ a-g=1)-(pg—=2)-...-(pg—p+1)
(p—1)!

|
Definicao 1.2 Diz-se que dois niumeros binomiais sdo complementares se possuirem o

mesmo numerador e a soma de suas respectivas classes resultarem no numerador comum

a ambos.

Exemplo 1.5 (3) 12 (6) sao numeros binomiais complementares pois possuem o mesmo

numerador e a soma de suas classes € 3+ 6 = 9.
Teorema 1.1 Dois nimeros binomiais complementares sao iquais.

Demonstracao:

n n
Sejam < k:) e ( h) dois nimeros binomiais complementares, segue que kK +h =n

entdo k = n — h. Assim:

(Z) - (ﬂh) " (- h)!(nni m—n)  (n —n;L)!h! - (Z)

5 6 5
Exemplo 1.6 Os Numeros binomiais (3) e <1> sao equivalentes aos niumeros <2> e

6
< 5) respectivamente.

De fato,

5 5! 5! 5! 5
<3> T 315-3) (5-3)156-(5-3) 25G-2) (2) =10

6 6! 6! 6! 6
(5) T BI6-5) (6-5)16—(6->5) 16-1) (1) =0
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Definicao 1.3 Diz-se que dois nimeros binomiais sao consecutivos se possuirem o mesmo

numerador e suas respectivas classes forem numeros consecutivos.

3 3
Exemplo 1.7 <2> € (3) sao numeros binomiais consecutivos pois possuem 0 Mesmo

numerador e suas classes respectivas sao os inteiros consecutivos 2 e 3.

Teorema 1.2 (Relagdo de Stifel) Dados dois nimeros binomiais consecutivos (k: " 1> e

n
<k:)’ com 1 <k <n tem-se:

) )=

Demonstracao:

Qﬁ¢>+<@ - @—1M?—k+mf+mm@kﬁ

n! n!
k= Dln—k+D(n—k)!  kk=Dln—h)

n! 1 1

- w—1mn_mr[m—k+1y+J
n! n+1

(k—D)!(n—k) k(n—Fk+1)

(n +1)n!
k(k—1Dln—k+1)(n—k)!

(n+1)!

Kl(n—k+1)!

n+1
= ]
()
5 5 .
Exemplo 1.8 Dados <3> € (4) entao:

3+ ()= ()

Propriedades adicionais:
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)= ®

O-(o)

-6

)+ (") = (0

(i) =) ()

Teorema 1.3 (Identidade de Pascal) Dados quaisquer inteiros n e k positivos, onde k < n,

entao:
n\ (n-— 1 n n—1
k] \k—1 k
Demonstracao:
—1 —1
Desenvolvendo (Z B 1) + (n i ) tem-se:
n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
+ = +
k—1 k (k—Dln—Fk)!  kl(n—k—1)!

k(n —1)! (n—k)(n—1)!

k(k—1Dln—Fk)!  Kn—-FKmnh-FkF-1)!
kn—1!  (n—Fk)(n—1)!
kl(n — k)! kl(n — k)!
(n—D!k+ (n— k)|
K — k).
(n—1)n

kl(n — k)!
n

kl(n —k)!

- )
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1.2 Divisibilidade

Definigao 1.4 Sejam a e b nimeros inteiros, diz-se que b divide a (ou que b é um divisor
de a ou, ainda, que a é um miltiplo de b) se existe um inteiro ¢ tal que bc = a. Usamos a

notagao bla para indicar que b divide a.

Proposicao 1.1 Quaisquer que sejam os nimeros inteiros a,b,c,d (assumindo os divisores

diferentes de zero), valem:
i) ala.
ii) Se alb e b|c, entdo alc.

iii) Se alb e c|d, entao ac|bd.

(

(

(

(iv) Se alb e ale, entao a|(b+ ¢).

(v) Se alb, entao para todo m € Z, tem-se que a|mb.
(

vi) Se alb e a|c, entdao para quaisquer m,n € Z, tem-se que a|(mb + nc).

Demonstracgao:

(i) Basta observar que podemos escrever a - 1 = a.

(ii) Por definigao, existem inteiros d e d', tais que ad = b e bd’ = c. Substituindo

o valor de b dado pela primeira igualdade, temos ¢ = (ad)d = a(dd’), logo alc.

(iii) Por defini¢do, existem inteiros f e f’, tais que af = b e cf’ = d. Multiplicando

ordenadamente ambas as igualdades, temos ac(f f’) = bd, donde segue a tese.

(iv) Existem inteiros d e d', tais que ad = b e ad’ = ¢. Somando ordenadamente
ambas as igualdades, temos: a(d + d') = b+ ¢, donde a|(b + ¢).
(v) Se alb,existe um inteiro ¢ tal que ac = b. Multiplicando por m, temos a(cm) =

bm, portando, a|mb.

(vi) Segue diretamente de (v) e (iv)
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1.3 Maximo divisor comum

Definicao 1.5 Sejam a e b inteiros nao nulos. Chama-se mdzimo divisor comum de a e

b o inteiro positivo d (d > 0) que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) dla e d|b

(ii) se cla e se c|b, entdo ¢ < d

Indicamos o méximo divisor comum de a e b pela notagdo mdc(a, b).
E imediato que o mdc(a,b) = mdc(b,a). Em particular:

i) O mdc(0,0) nao existe

(

(ii) O mdc(a,1) =1

(iii) Se a # 0, entdao o mdc(a,0) = |a]
(

iv) Se a|b, entdao o mde(a,b) = |a|
Lema 1.3 Se b # 0, entdo o mdc(a,b) = mdc(a,a — b)

Demonstracgao:

Seja mdc(a, b) = d, por definigdo d|a e d|b. Podemos entdo escrever a = dc e b = dh,

onde ¢, h € N. Nota-se que :
a—b=dc—dh=d(c—h)

Logo d|(a —b).

Resta mostrar que d é o maximo dos divisores comuns entre a e a — b. De fato,
considere k um dos divisores comuns entre a e b. Segue que k|a e k|b implicando que

k|(a —b). Mas d é o mdc(a,b) assim d > k o que implica mdc(a,a — b) = d.

|
Teorema 1.4 Se a e b sdo dois inteiros nao nulos, entao o conjunto de todos os multiplos
do mde(a,b) =d é

T ={ax+by |z,y € Z}

Demonstracao:

Como d|a e d|b, segue que d|(ax + by), quaisquer que sejam os inteiros x e ¥y, e por

conseguinte todo elemento do conjunto 7' ¢ miltiplo de d.
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Por outro lado, existem inteiros zq e yq tais que

d = axy + byy

De modo que todo miultiplo kd de d é da forma:

kd = k(axo + byo) = a(kxo) + b(kyo)
isto é, kd é uma combinacao linear de a e b, portanto, kd é elemento do conjunto 7T'.
1.4 Inteiros primos entre si

Definicao 1.6 Sejam a e b dois inteiros nao nulos. Diz-se que a e b sao primos entre st

se, e somente se o mdc(a,b) =1

Teorema 1.5 Dois inteiros a e b, ndao nulos, sao primos entre si se, e somente se existem

inteiros x e y tais que axr + by =1

Demonstracao:

(=) Se a e b sao primos entre si, entdo o mdc(a,b) = 1 e por conseguinte existem
inteiros x e y tais que:

ar+by=1

(<) Reciprocamente,se existem inteiros x e y tais que az+by = 1 e se o mdc(a, b) =

d, entdo d|a e d|b. Logo mdc = 1, isto é, a e b sdo primos entre si.
Corolario 1.1 Se mdc(a,b) = d, entdo o mde(a/d,b/d) =1

Demonstracao:

Preliminarmente, observa-se que a/d e b/d sao inteiros, pois d é um divisor comum

de a e b.

Desse modo, se o mdc(a,b) = d, entdo existem inteiros x e y tais que ax + by = d,

ou seja, dividindo ambos os membros desta igualdade por d temos:
(a/d)x + (b/d)y =1

Logo, pelo teorema 1.5, os inteiros a/d e b/d sao primos entre si, isto ¢ o mdc(a/d,b/d) =
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Corolario 1.2 Se alb e se mdc(b,c) =1, entao o mdc(a,b) = 1.

Demonstracao:
De fato,
alb = b=aq, com q €7
mdc(b,c) =1=bx+cy=1, com x,y € Z
Portando:

a(qx) + cy =1 = mdc(a,c) =1
Corolario 1.3 Se alb e blc e se mdc(a,b) =1, entao abc.

Demonstracgao:

De fato,
ale = c=aq, com q € Z

ble = ¢ = aqy, com ¢ € Z

mde(a,b) =1 = ax+by=1= acx +bcy =c, com x,y € Z
Portando:
c = a(bge)x + blag,)y = ab(gex + q1y) = ablc
1.5 Numeros Primos
Definicao 1.7 Diz-se que um inteiro positivo p > 1 é um numero primo se e somente se
1 e p sao os seus unicos divisores positivos. Um inteiro positivo maior que 1 e que ndao é
primo diz-se composto.

Teorema 1.6 Se um primo p nao divide um inteiro a, entdo a e p sdGo primos entre si.

Demonstracgao:

Seja d o mdc entre a e p. Entao d|a e d|p. Da relagao d|p, temos que d=1 ou d=p,
pois p ¢é primo, e como a segunda igualdade é impossivel, porque p nao divide a, tem-se

d=1, ou seja, o mdc(a,p)=1. Logo a e p sdo primos entre si.
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Teorema 1.7 Todo inteiro composto possui um divisor primo.

Demonstracgao:

Seja a um inteiro composto. Consideremos o conjunto A de todos os divisores

positivos de a, exceto os divisores triviais 1 e a, isto é:
A={zla; 1 <z <a}

Pelo principio da boa ordenacgao, existe o elemento minimo p de A que devera ser
primo. De fato, se p fosse composto admitiria pelo menos um divisor d tal que 1 < d < p, e
entdo d|p e pla, o que implica d|a, ou seja, p ndo seria o elemento minimo de A. Portanto,

p é primo.



2 Triangulo de Pascal

2.1 O Triangulo de Pascal

23

O Triangulo de Pascal trata-se de uma tabela numérica que pode ser obtida

tomando-se , onde n serd o numero da linha e k£ o nimero da coluna, com n e k

k
partindo da linha e coluna 0.

Tabela 1 — O Triangulo de Pascal.

L]
)
—_

2 3

4

)

\)

N W N

)

= O WO NO + O

4

o

MNe— ™M ™M ™~ 0
MNee— ™M N1

(
(
) )

: \G)
L N N N N N

=

L N
o 3
N1

()3

Fonte - Prépria

Nota-se que dada uma determinada linha do Triangulo de Pascal, os ntimeros

n

. . . . n
binomiais tem variacao de: <O> < (
r

variam de 0 até n.

2.2 O Triangulo de Pascal T,

ny . p ,
) < (k’)’ isto é, n é fixo enquanto as colunas k

O Triangulo de Pascal Ty pode ser obtido, realizando um deslocamento de duas

casas partindo da linha 1 e sempre do primeiro elemento da linha anterior do triangulo

original. Conforme a Tabela 2 indica.

Lema 2.1 Na construgao do Triangulo deslocado, partindo de uma linha fixa I, a variacao

da coluna c serd dada por
20 < e < 3l

(consequéncia imediata do deslocamento).
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Tabela 2 — O Triangulo de Pascal T;

. 0 | 1] 2 3 4 3 6 7 8 9 | .. ¢

Fonte - Prépria
Exemplo 2.1 Dada a linha | = 3, temos:
6<c<9

Exemplo 2.2 Dada a linha |l =7, temos:

14<e<?21

Por outro lado, no Triangulo original os nimeros binomiais presentes na linha
l
variam até o termo ik Considerando as modificagoes realizadas temos ¢ < 3[, tomando

¢ = 3l e subtraindo 2/ de ambos os lados da equacao obtemos ¢ — 2] = [.
Lema 2.2 Seja k, = ¢ — 2l, entdao os elementos da linha | varia até o termo (k: ) isto é:

0)=()=(s) o=

Exemplo 2.3 Seja | = 8 seque que:

ko =c—2l=k,=c—16

0k <l=0<k,<8=20<c-16<8=16<c<24

Entao:

ko=16—-16=0
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ki =17—-16=1

ko =18 — 16 =2

k3 =19 —-16=3

ky=20—-16=14

ks =21—16 =5

ke =22 —16 =6

ks =24 —-16=28

Portanto os elementos da linha § do Triangulo Ty sao:

(o) G G G 6 ) G G C)

Exemplo 2.4 Seja | =5 seque que:

Entao:

ko=c—2l=k,=c—10

0k, <l=0<k,<5=220<c-10<5=10<c<15

ko=10—10=0

khb=11-10=1
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by =12 — 10 = 2
ky =13 —10 = 3
ky=14—10 =4

ks =15—-10=5

Portanto os elementos da linha 5 do Triangulo T, sdo:

o) () () () () ()

Como consequéncia da desigualdade 2/ < ¢ < 3l obtemos:

k:a+2l<l<k‘a—|—21
3 - T 2

Proposicao 2.1 Tomando colunas multiplas de 6, isto é c = 6a, a € N* nota-se que as

linhas estao compreendidas entre 2a < | < 3a.

De fato,
l{:a+21<l<ka—|—2l
3 - = 2
Logo,
ka+2l§l§ka+2l<:>(c—2l)+2l§l§(c—2l)+2l
3 2 3 2
c c 6a 6a
- <[< = — <[ < — <[ <
3_l_2<:> 3 << 5 < 2a <1 <3a

Exemplo 2.5 Considere a = 3, desse modo ¢ = 18, além disso, a linha | varia de
6<1<09.

Seque que (k: >, 6 <1<9, indicara os nimeros binomiais presentes na coluna
(6%

maultipla de 6.
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c c
Proposicao 2.2 Para as colunas da forma c, = 6a + 1 temos que gp <1< gp.
De fato,
Cp p
2l§cp<3l:2l§cp:l§§ecp<3l:§<l
Assim,
p p
— <<= *
3 - 2 ()
|
Exemplos:

a)c,=7=2<1<3
)
)

d)e,=20=8<(<12

o

13=4<1<6

iy
I

19=6<1<9

o
o
I

S

Em (%) considere a parte inteira das divisoes de ¢, por 2 e 3.
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3 O critério de primalidade de Mann-Shanks

No artigo (MANN; SHANKS, 1972) temos determinado critério para verificar se um
numero inteiro é primo. No presente trabalho dividiremos tal resultado em dois teoremas

iniciais que juntos computam a prova necessaria e suficiente do método. Como se segue:

Teorema 3.1 Se o numero da coluna do Triangulo de Pascal Ty € primo, entdo o0s

coeficientes sao divisiveis pelo numero da linha correspondente.

A demonstracao de tal teorema sera realizada por intermédio de uma sequéncia

logica de resultados munidos de exemplos convenientemente elucidativos.

De inicio, nota-se que as colunas 2 e 3 sao primarias. Considere as seguintes colunas:

6a;6a + 1;6a + 2;6a + 3;6a + 4;6a + 5 = 6a — 1
Estamos a procura de colunas cujo resto da divisdao pelos ntimeros 2 ou 3 seja
diferente de 0.

Observe as seguintes congruéncias médulo 2 e 3:

6a = 0(mod2)

6a = 0(mod3)
6a + 1 = 1(mod2
6a + 1 = 1(mod3

6a + 2 = 0(mod2

6a + 2 = 2(mod3
6a + 3 = 3(mod2
mod3

6a + 4 = 0(mod2
6a + 4 = 4(mod3
6a + 5 = 5(mod3

)
)
)
)
)
)
)
)
)
6a + 5 = 5(mods3)

(
(
(
(
(
6a + 3 = 0f
(
(
(
(
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Com base em tais congruéncias, verificamos que as tnicas colunas que nao sao
multiplas de 2 ou 3,simultaneamente, sao colunas ¢, = 6a + 1 e ¢, = 6a + 5 = 6a — 1; N*.

Dessa maneira, podemos nos restringir ao estudo de tais colunas.

Denotamos ¢ os coeficientes binomiais da coluna ¢, = 6a + 1, onde:

[
qb:(kp), l,=2a+uek,=3u—1ondel <u<a.
P

Agora, com base nas construgoes anteriores , vejamos alguns exemplos elucidativos:

Exemplo 3.1 Tome a = 2, entdo c, = 13, donde

l,=4+uek,=3u—-1;, 1<u<2
Isto ¢é, os coeficientes da coluna c, = 13 sdo:
5 . 6
2 5

Pela definicao 1.2, esses numeros binomiais sao respectivamente complementares

d 6
aos inteiros (3) e <1> Seque do teorema 1.1 que:

5 5 6 6
= e =
2 3 5 1
E portanto os coeficientes binomiais da coluna c, = 13 sao:
5 6
e
2 5
Exemplo 3.2 Tome a = 4, entdo c, = 25, donde

l,=84+uek,=3u—-1; 1<u<4
Isto €, os coeficientes da coluna c, = 13 sdo:
9 10 11 12
) (5 ()« ()
Pela definicdao 1.2, esses niumeros binomiais sdo respectivamente complementares

L 9 10 11 12 L . .
aos inteiros b ls) s e L) E o raciocinio seque andlogo ao exemplo anterior.
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Retomando a demonstracao do Teorema, no caso em que os coeficientes ¢ per-
tencentes a coluna ¢, forem divisiveis pelas suas respectivas linhas [, nada temos que

provar.

Pela propriedade adicional (1) de niimeros binomiais:

l,—1
= 1 <u<
<kp B 1>lp Oky, 1 <u<a

Veja o seguinte exemplo elucidativo:
Exemplo 3.3 Tome a = 3, entao:
l,b=6+uek,=3u—-1 1<u<a
E obtemos os sequintes pares ordenados da forma (1, ky):
{(7,2)(8,5)(9,8)}

Computando os pares ordenados temos:

cuwg)¢<;:D~ :<D-$$<®~7:<D~2$6-T:%~2¢4%:@
b) (8,5) = (i::i>- ::<§>-5::»<Z>-5:: (i)-5::>35~8::56-5::>280::280

d@ﬁﬁ#@ib%ﬁ«@-&#@)92@)8#&9:9&¢m:m

Agora, prosseguindo a demonstracao, suponha, por absurdo, que ¢ nao é divisivel

pela respectiva linha [,,, considere a seguinte igualdade:

l,—1
[, = ok
<kp o 1) » = P
Se mdc(l,, k,) = 1 dividindo ambos os membros da equagao por [, temos:
l,b—1\ ¢k
k,—1) 1,

-k
) € Z*, entao gz5lp € Z*, mas mdc(l,, k,) = 1 logo [, divide ¢.
p

L1
k,— 1
Suponha agora que mdc(l,, k,) > 1, entdao mdc(3l,, k,) > 1.

Como <
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Como I, = 2a 4+ u e k, = 3u — 1 segue que mdc(3(2a + u),3u — 1) = mdc(6a +
3u, 3u —1).

Por defini¢ao ¢, = 6a + 1 o que implica 6a = ¢, — 1.
Assim mde((c, — 1) 4+ 3u, 3u — 1) = mde(c, + (3u — 1), 3u — 1) = mdc(3u — 1, ¢, +
(3u —1)).
Pelo lema 1.3: mdc(a,b) = mdc(a,a —b).
Tome a =3u—1eb=(c,+3u—1), logo:
mde(3u—1, ¢,+(3u—1)) = mde(3u—1, (3u—1)—(c,+(3u—1)) = mdc(3u—1, —(¢,)) = mde(cy, 3u—1)

Entao mdc(c,, k,) > 1. O que configura um absurdo pois ¢, é primo, logo cada

coeficiente é divisivel pelo niimero da linha correspondente.

Se ¢, = 6a — 1, tome :

l
o= (;), l,=2a+uek,=3u+1ondel <u<a-—1.
P
E o raciocinio é semelhante.

Exemplo 3.4 5 e ] sao os numeros binomiais presentes na coluna prima 13, e estao

localizados nas linhas 5 e 6 respectivamente.
5 6
Do teorema anterior devemos ter que b divide (3) e 6 divide <1>

De fato,

5

(3) =10 ¢ 5/10
6

<1> =6 ¢ 6|6

8\ (9 10 11
Exemplo 3.5 <7>, <5>, (3) e <1> sao 0s numeros binomiais presentes na coluna

prima 23, e estao localizados nas linhas 8,9,10 e 11 respectivamente.

) 8 9 10 11 e
Do teorema anterior devemos ter que ) ) e sao divisiveis por

7)°\5 3 1
8,9,10 e 11.
De fato,

(i) =8 ¢8[8
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9
( ) — 126 ¢ 9]126

5

<130> =120 ¢ 10[120

11
<1> =11 e 1111

A segunda parte do Teorema possui o seguinte enunciado:

Teorema 3.2 Se os coeficientes do Triangulo de Pascal Ty sao divisiveis pelo nimero da

linha correspondente, entdo o numero da coluna € primo.

Considerando a contra-positiva do teorema temos:

'Se o nimero da coluna nao é primo entdao algum coeficiente do Triangulo de Pascal

T5 nao é divisivel pelo nimero da linha correspondente.”

Observe a seguinte tabela:

Tabela 3 — Colunas pares do Tridngulo de Pascal T5

0 4 6 8 o |10 ] 12

Fonte - Prépria

Considerando a coluna ¢ = 6 o nimero binomial (O) nao ¢ divisivel pela sua

respectiva linha.

De fato,

<3> =1, e 3 nao divide 1.
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Dessa maneira, se cada coluna for da forma ¢ = 2¢;q = 0, 3,4, .. possuirda um

[

coeficiente:
(o

)zl;lEN

E o mesmo nao sera divisivel pela sua respectiva linha. Assim vamos nos restringir

a composi¢oes impares c. Segue que ¢ possui um fator primo p e podemos escrever:

c=p2g+1);qg>1

Tomando R = pq o coeficiente na linha R-ésima e na coluna C-ésima sera:
p

Exemplo 3.6 Tome ¢ = 15, entdo R = 6, pois 15 =3(2-2+ 1) e o coeficiente serd:

§-»

E evidente que 20 ndo ¢ divisivel pela sua respectiva linha.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.7 Tome ¢ =21, entdo R =19, pois 21 = 3(2-3+ 1) e o coeficiente serd:

(-

E evidente que 84 ndo ¢ divisivel pela sua respectiva linha.

Agora, retomando a demonstracao, considere o lema: 1.1 sabemos que

(pq) _qpa=1)(pg—=2)---(pg—p+1)
p (p—1)!

Suponha que a maior poténcia de p que divide ¢ é p*. Entao p*™! nao divide o
coeficiente e assim pg nao o divide. Portanto, mostramos que se o niimero da coluna nao é

primo entao algum coeficiente do Tridngulo de Pascal T; nao é divisivel pelo nimero (pq).

Ressaltamos que a notagao padrao do artigo (MANN; SHANKS, 1972), foi reescrita,

com vistas a facilitar a compreensao da demonstracgao.
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Temos no artigo (HONSBERGER, 1976) uma prova levemente diferente da apre-

sentada anteriormente. Como se segue:

Fonte - Prépria

Tabela 4
«[0]1 4] 5 [6] 7] 8[9 1011|1213 14][15] 16|17
01
1
2 1l@]1
3 1G] 1
4 1| @]6 @] 1
5 11 ® 00 G]1
6 1 |®]15]20] 15
7 1] 7]@
8

@BE

A Tabela anterior mostra que o resultado é vélido para k = 1,2,3 (de fato, até

k = 17). Para k = 2m, um ntimero par maior que 2, temos m > 1 e também que a primeira

entrada da linha m ocorre na coluna k. Mas tal entrada corresponde ao ntimero 1 e nao

sera circulado pois, para m > 1, m nao divide 1. Como os niimeros pares superiores a 2

sao compostos, a hipdtese é valida para k pares.

Suponha, entao, que k seja impar. Mostraremos que, se k € um niimero primo p,

todas as entradas na coluna k sao circuladas, isto é, £ é composto, pelo menos um niimero

na coluna k£ nao é contornado. Observe que as linhas, n, que atribuem entradas na coluna

k, sao aqueles para os quais

isto é,

2n < k < 3n,

W

<n<

o |

Analisando a linha n verificamos que a entrada atribuida por ela a coluna k é

n :
, conforme a tabela a seguir:
k—2n

Tabela 5
I\C 2n | 2n4+1|2n+2 | -- k --| 3n |--
n n n n n
n - R - -
0 1 2 k—2n n

Fonte - (HONSBERGER, 1976)
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n
(i)Se k = p, um primo maior que 3, as entradas na coluna k sao < 5 ) onde,
p—2n

w3

<n<

N3

Como p é maior que 3, temos 1 < n < p, implicando que n e p sao numeros

relativamente primos. Isso significa que n e p — 2n também sao relativamente primos.

Segue que para cada uma das entradas ( ) dessa coluna, temos

n
P —2n

n n!
(p—2n> - (p—2n)!(3n — p)!

n_ (n—1)!
p—2n (p—2n—1)1(3n—p)!

B n n—1
op—2n\p—2n-—-1

<p—%w;f%>zngf2;iﬂ

Consequentemente, n estd no lado direito da equacao. Mas, como n e p — 2n

E assim,

~ . . 7’ . . n /7

sao relativamente primos, concluimos que n divide on |’ e, portanto, a entrada é
p—2n

circulada.

(ii) Finalmente, suponha que k seja um ntimero composto impar. Como tal, é o
produto de dois ou mais nimeros primos impares. Denote por p um divisor primo impar
de k. Assim:

k=p2r+1)

(P divide k& um ndmero impar de vezes). Como k é composto, devemos ter r > 1.

Consequentemente, temos p < pr e

2pr < k =2pr +p < 3pr

Assim, a linha n = pr contribui para a coluna k, e sua entrada é

n ~(pr
p—2n) \p
Mostraremos que n = pr nao divide esse ntimero, implicando que a coluna k tem

um namero nao circulado.

Do lema: 1.2 sabemos que
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<pq> _palpg—1)(pg—2) - (pg—p+1)
p P!

Realizando a divisao de (pq) por pq tem-se
p

1'(pq> _ 1 palpg—1)(pg—2)---(pg—p+1)
pg \p pq P!
_ (pe=Dpg—=2)---(pg—p+1)
1-2-3..-p

Nenhum fator (pg — ¢) no numerador é divisivel pelo niimero primo p pois 1 < i <

p — 1. Desse modo, a fracdo nao se reduz a um ntmero inteiro e, por consequéncia pg nao
.. pq . N
divide ( . Portanto, se os coeficientes do Triangulo de Pascal com colunas deslocadas 2

p
a sao divisiveis pelo nimero da linha correspondente, entao o nimero da coluna é primo.
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4 Construcao de tabelas T,

O objetivo de tal capitulo é apresentar uma generalizacdo do resultado principal
dos capitulos anteriores. Veremos que existe um teste de primalidade para as tabelas
Tm. Faremos primeiramente a construgao das tabelas Tm e por fim apresentaremos (sem

demonstracao) o teste de primalidade geral para Tm.

Definicao 4.1 Para qualquer m > 0, T}, é a tabela cujas linhas sdo indexadas por n =

0,1,2,..., e colunas por k = 0, 1, 2, ... e cujas entradas sao obtidas da sequinte maneira:
(a) Ty é a tabela formada por zeros;
(b) Ty € a tabela cujas linhas sao compostas de 1 sequido por zeros;

(c) T; m > 2, € a tabela cuja linha n = 0 é formada por 1 sequido por zeros, cuja
linha n = 1 é composta de m niumeros 1 sequido por zeros e qualquer uma das entradas nas

linhas subsequentes é a soma das m entradas logo acima e a esquerda na linha anterior.

Exemplo 4.1 Construcao da tabela T5:

Tabela 6 — T

11213 ]4[5]|6

1/c | O

0|1

1 (1)1

2 11121

31|33 |1

4 1114161411

5 |15 110]10] 5 |1
6 [1]6|15][20]15 (6|1

Fonte - Prépria

Exemplo 4.2 Construgio da tabela Tj:

Exemplo 4.3 Construcio da tabela Ty:

Definigao 4.2 A intersecao da linha | e coluna ¢ na tabela T,, € denotada por C,(l,c).

Exemplo 4.4 (a) C5(0,0) =1
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Tabela 7 — T3

ljelO]1] 2] 3|4 5 6
0 |1

1 11(1]1

2 11121321

3 (1|3, 6]|7]6 3 1
4 (1141016 |19 16 | 10
5 1|5 |15(30 |45 | 51 | 45
6 [ 1621|5090 126 | 141

Fonte - Prépria

Tabela 8 — Ty

112 1] 3 4 ) 6

3 2 1

6 | 10 | 12 | 12 | 10
10 {20 | 31 | 40 | 44
15 135] 65 | 101 | 135
21 | 56 | 120 | 216 | 336

—_
@m.-bcow»—to}
e N e e B Y Y N e

| O x| W DO —

Fonte - Prépria

Exemplo 4.5 (b) C5(0,5) =0
Exemplo 4.6 (c¢) C5(6,4) = 15
Exemplo 4.7 (d) C3(6,4) =90
Exemplo 4.8 (¢) C4(6,4) = 120

Observemos que 715 € o triangulo de Pascal entao:

e (1)

Além disso, existem (m — 1)n + 1 entradas diferentes de zero na linha 1 e esses sdo

os coeficientes da expansao:
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(m—1)I

(1+z4+2°+.. +27 Z Cn(l, o)z

Exemplo 4.9 Considere a expansdo: (1 + x)? entdo:

1 + iL' ZCQ
=2
> Ca(2,0)z¢ = Co(2,0)2° + Co(2, 1)z" + Co(2,2)2”
c=0

Portanto,
1+z)P=1-2"42-2"+1-2°

Exemplo 4.10 Considere a expansio: (1 + z)* entdo:

1+$ 20230

1=3
Z 02(3, C)ZL’C = OQ(?), O)ZEO + 02(3, 1)]31 + 02(3, 2)1’2 + OQ(?), 3)%3
c=0
Portanto,
(1+z)P=1-243-2' +3-2°+1-2°

il

Definicao 4.3 O nimero ————
AR I .

denotado por ( ) ¢ denominado coefi-

lla l27 sy l’m
ciente multinomial.

Teorema 4.1 (Teorema multinomial) Para todo x4, xs, ..., Ty, € para | inteiro positivo vale

a sequinte igualdade:

[
l Lol Im
(1+x1+x2+...+xm)zz A R /4
lla l27 ) lm
onde a soma se estende sobre todas as combinacoes possiveis de inteiros nao

negativos ly,la, ..., L, tais que ly +lo + ... + 1, =1

Teorema 4.2 Se C,,(l,c) € a intersegio entre a linha | e a coluna ¢ em T,,; m > 3, entdo
para todo 1> 0 e0<c<lIl(m-—1), vale:

z
Cnll:e) = 2 <11 by, ... zm>

llyl27~~~7lm
onde a soma se estende sobre todas as combinacoes possiveis de inteiros nao negativos

li,loy by tais que by + 1o+ ...+ 1L, =1 e 0l + s+ ...+ (m — 1), =
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Teorema 4.3

it

O leitor interessado pode consultar (BOLLINGER, 1986), para as demonstragoes

dos teoremas 4.2 e 4.3. Nota-se também que tais resultados decorrem do teorema 4.1.

Exemplo 4.11 Encontre o termo C5(3,3).
Solucao:

C5(3,3) = §(i>02(j,3—j)
+ (i’) Cy(1,2) + @ Cy(2,1) + @ C(3,0)

<3>02(0,3)
= ()0 ()0 ()2 ()
+0+3-2+41-1

0
=7

=}

Exemplo 4.12 Encontre o termo Cs(5,5).
Solugdo:
!

Cs(5,5) = g( >O2 3,5 = J)
< )Cg(l 4) + <5> C3(2,3) + (g) C5(3,2) + (Z) Cy(4,1) + <i> Cy(5,0)

(o
RS R RNGRER

0+0+10-3+5-4+1-1

[\

= 51

Exemplo 4.13 Encontre o termo Cy(6,5).

Solugao:
1=6
( )CQ ja )

>

— ( ) < )03(1 4) + <g>03(2,3) + <g>03(3,2) + <Z>03(4,1) + ®03(5,0)
!
0+

Cy(6,5) =

o (e () 2§ 0§ 1+ (o

0+15-2+20-6+15-44+6-1+0
= 216

* Veja que C3(6,—1) nao existe em T3, logo tomamos como sendo 0.
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Enunciaremos o Teorema geral para o Teste de Primalidade em tabelas 7T,, que

pode ser visto de modo mais aprofundado em (EGER, 2014) .

Definicao 4.4 Os coeficientes binomiais estendidos (n) , onde N ={0,1,2,...}

(£(s))seN
sdo definidos da sequinte forma:

n n S
() =S ey
(f(s))seN se€N
Onde f: N — N é uma fungio de ponderacio e [z"|p(x) denota o coeficiente de

™ na série polinomial ou de poténcia p(x).

Teorema 4.4 Considere os coeficientes (Z) . Seja f(0) = f(1) = 1. Entao, um

(f(s))seN
m

5 ) para todo
=M (p(s))seN

numero inteiro n > 1 € primo se e somente se m divide (

nteiros m com 0 < 2m < n.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos O Triangulo de Pascal T, bem como a variacao da
coluna em relacdo a uma linha [ dada, isto é, partindo de uma linha fixa [, a variagao de

certa coluna c sera: 2/ < ¢ <. Observar tal comportamento se faz relevante para prova
do Critério de Primalidade de Mann-Shanks.

Nao obstante, analisamos a variagdo dos termos binomiais presentes em certa linha

l [ l
[, ou seja, os termos ( ), que estao limitados por <0> e (k’ >; 0<k,<I.
r o

Ressaltamos que a demonstragao do Critério de Primalidade de Mann-Shanks foi
realizada de modo a facilitar a compressao do leitor. Assim, dividimos a prova necessaria e
suficiente do Método em dois teoremas. Além disso, durante toda demonstracao, utilizamos

exemplos elucidativos com base nos processos logicos seguidos.

O trabalho possibilitou ainda, a construgao de uma notacao tnica baseada em
(MANN; SHANKS, 1972).0Onde, ¢, = 6a+1 e ¢, = 6a — 1 sdo as colunas analisadas, ¢ sdo
os coeficientes presentes na coluna c,.Utilizamos também (HONSBERGER, 1976) para

outra possibilidade de demonstracao levemente diferente.

Em resumo, mostramos que tal Critério é valido para O Triangulo de Pascal T5,
mas, de modo geral, é vilido para T'n como verificamos no quarto capitulo. O leitor

interessado pode consultar (EGER, 2014) para sua demonstragao.
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