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Resumo

O proposito deste trabalho é estudar a convergéncia com taxa superlinear/quadratica
do método de Newton para encontrar raiz de funcao definida no espago euclidiano n-
dimensional. A fim de constatar a eficiéncia do método de Newton, nés o aplicamos
para resolver dois problemas, a saber, minimizar o Quociente de Rayleigh na esfera
e uma funcado definida no cone de matrizes simétricas e definidas positivas - SDP. O
primeiro caso tem aplicagoes em processamento de imagens, enquanto o segundo é um
modelo matematico relacionado a sensibilidade da mao de um robd. Neste segundo caso,
determinamos uma classe de matrizes no cone SDP em que o problema pode ser resolvido
por meio de otimizacao irrestrita. Apesar de ser esperado que o método de Newton tenha
uma performance superior ao método do Gradiente, realizamos experimentos numéricos
utilizando os dois métodos para resolver os problemas mencionados, com o objetivo de

ilustrar o comportamento do método de Newton.

Palavras-chave: Método de Newton. Taxa de convergéncia. Otimizacao. Quociente de

Rayleigh. Robdtica. Performance numérica.



Abstract

In order to find a zero of a function defined on the n-dimensional Euclidian space, we study
the convergence with super linear/quadratic rates of Newton method. Besides, we have
applied this method to solve two problems, namely, to minimize the Rayleigh Quotient on
the sphere, and a function defined on the cone of symmetric positive definite matrices —
SPD. The first one, has application in image processing. The second one is a mathematical
model related to sensibility of hand robot. On this last one, we present a subset of matrices
on the SPD which the Newton method can be applied. We know that the Newton method
performs better than the Gradient method, despite that numerical experiments have been
performed using both methods to solve the mentioned problems, in order to illustrate the

behavior of the Newton method.

Keywords: Newton method; Rate of convergence; Optimization; Rayleigh Quotiente;

Robotic; Numerical performance.
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Introducao

Resolver equacoes é um dos problemas mais antigos da Mateméatica. E possivel
afirmar que para uma equacao polinomial de grau 1 ou 2 sao conhecidos métodos de
resolucao desde 200 a.c, dentre esses podemos destacar a formula de Bhaskara, um método
de resolugao da equacao polinomial do segundo grau bastante conhecida no Ensino Médio.
Muito tempo depois, em 1545 gracas ao esfor¢o de matematicos como S. del Ferro, N.
Tartaglia, G. Cardano, L. Ferrari, entre outros, as equagoes algébricas cubicas e quarticas
tiveram suas férmulas de resolugoes estabelecidas. Em resumo, para um polinémio f(x)
de grau 1 < n < 4 os mateméticos encontraram férmulas para as raizes de f(z) em fungao
de seus coeficientes. Essas raizes sao descritas por operacoes algébricas fundamentais e
extragao de raizes quadradas, ctbicas, etc, a isso chamamos de resolucao por radicais da
equagao f(z) = 0. Ao buscar solugao por radicais para uma equagio polinomial de grau 5
surgiram os trabalhos de Galois, periodo em que muitos consideram como o surgimento da
teoria de grupos. Galois, um dos matematicos mais brilhantes da histéria, concluiu que em
geral a equacdo f(x) =0 em que f(z) tem grau n > 5 nao pode ser resolvida por radicais.
Recomendamos [I] para o leitor interessado na resolugao de equagoes por meio de radicais.
Dessa forma, como podemos resolver a equagao f(z) = 0 quando o grau de f(z) é maior
ou igual a 57 ou no caso em que f(x) é uma fun¢do, ndo necessariamente linear? Cerca de
100 anos depois alguns mateméaticos se voltaram para uma abordagem muito diferente
daquela de encontrar solugoes por radicais de uma equacao polinomial, dando inicio ao
desenvolvimento dos métodos numéricos, ver [2]. Segundo [3] a maioria dos problemas
reais sao, em geral, complexos e envolvem fendmenos nao lineares. Quando aplicado em
equacgoes, os métodos numéricos, por meio de um processo iterativo, determinam uma
sequéncia de valores aproximados de uma determinada raiz, permitindo obter raizes com
qualquer ordem de aproximagao desejada. Essa solucao aproximada, também é conhecida
como solu¢do numérica. Ainda segundo [3] um modelo mateméatico, pode ser em geral,
demasiadamente complexo para ser tratado analiticamente. Nesse caso deve-se construir
modelos mais simplificados ou obter solugoes aproximadas. Dessa forma, muitos modelos
matematicos usam os métodos numeéricos para a obtencao de solugoes numéricas para

problemas reais.

O método de Newton (também conhecido por método de Newton-Raphson) é
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talvez o método numérico mais conhecido para aproximar uma raiz de uma funcao real
definida em um intervalo da reta [4], 5] [6]. Este foi um dos motivos que nos levou a estudar
a teoria de convergéncia do método de Newton para resolver um sistema de equagoes.
Originalmente, o método de Newton apenas se aplicava a polindmios. Uma generalizacao
do método para sistemas de equagdes nao lineares foi proposta por Thomas Simpson em
1740, veja [7, 8, 5 Q).

Neste trabalho, analisamos a convergéncia do método de Newton para resolver
equacoes nao lineares. O resultado principal nos diz que a solugao para o qual o método
converge depende da boa escolha do ponto inicial e quando converge, possui uma taxa de
convergéncia superlinear ou quadratica. Ademais, aplicamos o método de Newton para
resolver um problema matematico de autovetor ao minimizar o quociente de Rayleigh
sobre a esfera unitaria. Entre algumas aplicagoes desse problema podemos destacar uma
em processamento de imagens com relagdo a economizar armazenamento de dados, como
pode ser visto em [10]. Como segunda aplicagao, também analisamos o método de Newton
para minimizar uma familia de func¢oes definidas no cone de matrizes simétricas e definidas
positivas - SDP. Essas fungoes estao associadas ao problema Dextrous hand grasping force
optimization, veja [11),[12]. Em relagdo ao ultimo problema, apresentamos um novo resultado
que mostra ser possivel utilizar o método de Newton para minimizar uma determinada
funcao sobre o cone, de forma irrestrita sem utilizar projecoes ou estrutura diferencial em
variedades nao lineares. Para isso, mostraremos que o cone SDP é um conjunto aberto no

subespaco das matrizes simétricas.

O texto esta divido em 5 capitulos. O Capitulo 1 contem alguns conceitos de analise
no R™ que serao utilizados no decorrer do trabalho. Explicamos no Capitulo 2 o método
de Newton para resolver equacoes nao lineares, o objetivo principal é apresentar uma
analise de convergéncia para o método de Newton. No capitulo 3, aplicamos o método
de Newton no problema de minimizar a fung¢do Quociente de Rayleigh sobre a esfera
unitaria, como também no problema Dextrous hand grasping force optimization sobre o
cone SDP. A fim de constatar a eficiéncia do método de Newton, nés implementamos
todos os algoritmos que foram propostos e em seguida realizamos experimentos numéricos
que serao apresentados no Capitulo 4. No Capitulo 5 apontamos nossas consideracoes e

perspectivas futuras a respeito deste trabalho.
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Capitulo 1

Aplicacoes Diferenciaveis

O estudo de teoremas classicos do calculo diferencial é de grande importancia para
este trabalho, pois fundamenta todos os resultados que veremos a partir do Capitulo 2|
Assim, neste capitulo faremos um estudo elementar dos principais resultados do Calculo
Diferencial desde a noc¢ao de diferenciabilidade até o importante Teorema da Aplicacao
Inversa. Para isso, é importante que o leitor conheca alguns fatos basicos da topologia
métrica do espaco euclidiano R™, como o conceito de produto interno e norma, conjuntos
abertos, conjuntos fechados, conjuntos compactos e aplicagOes continuas, esses conceitos

poderao ser encontrados em [13, cap. 1].

Dividimos este capitulo em trés se¢oes, na primeira vamos mostrar que o espaco
vetorial das transformacoes lineares também é um espago normado e consequentemente
um espago métrico. Na segunda se¢ao estenderemos a nogao de diferenciabilidade, como
conhecemos, para as aplicagoes definidas em espacos euclidianos, ja na ultima secao
abordamos o estudo de alguns dos teoremas classicos como o Teorema da Aplicagao Inversa

e o Teorema da Aplicagao Implicita.

1.1 A norma de uma transformacao linear

E de grande importancia na Algebra Linear o estudo de transformacoes lineares.
Como bem sabemos, estas sao um tipo especial de fungoes que preservam as propriedades
de um espaco vetorial. Quando o dominio e o contradominio de uma transformacao linear
sao espacos vetorias de dimensao finita conseguimos um isomorfismo entre o espaco das
transformacoes lineares definidas nestes espagos com o espago das matrizes, permitindo que
identifiquemos, em diversas vezes, uma transformacao linear como uma matriz e vice-versa.
Além disso, também iremos necessitar obter propriedades topoldogicas do espago vetorial

das transformagoes lineares, o que nos leva a definir uma norma nesse espaco.

Uma transformagao linear A : R™ — R™ é uma aplicacao que associa a cada vetor

v € R" um vetor A-v = A(v) € R™ de modo que, para quaisquer u,v € R" e a € R,
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valem as relagoes:

Alu+v)=A-u+ A-v,
A(av) = aA - w.

-

E imediato que se A : R” — R™ é uma transformacao linear entdao A -0 = 0 e dados

vy, U, ER" e g, -+, € R, vale
Alaqvy + -+ o) = A -v 4+ -+ @, A vy,

Definimos a soma de duas transformacoes lineares A, B : R" — R™ e o produto de A
por um escalar a € R como sendo as transformagoes lineares A + B : R” — R™ ¢
aA : R" — R™ definidas por (A+B)-v=A-v+B-ve (aA)-v=aA-v, para todov € R".
Essas defini¢ées tornam o conjunto de todas as transformagoes lineares A : R* — R™,
denotado por L(R";R™), um espago vetorial. Chamamos de isomorfismo uma aplica¢ao
linear A : R" — R™ que é bijetora. Um resultado muito importante da Algebra linear nos
diz que fixando as bases canonicas de R™ e R™ é possivel encontrar um isomorfismo entre

L(R™;R™) e o conjunto M(m x n) das matrizes reais com m linhas e n colunas.

Exemplo 1.1.1. A aplicagdo R : R* — R? dada por R(z,y) = (zcosf — ysinf, xsinf +
ycosf), onde 0 < 6 < 2 é uma transformagao linear. Basta observar que as coordenadas
de R(z,y) sao dadas por combinagdes lineares de z e y. Essa transformagao leva cada
vetor v do plano no vetor R - v que dele resulta pela rotagao de angulo #, no sentindo

anti-horario, em torno da origem. A matriz de R relativa & base canoénica de R? ¢
cosf) —sinf
sinf)  cosf

Uma norma em um espago vetorial real V é uma fungao real [|.|| : V — R que,

para quaisquer z,y € V e a € R, cumpre as seguintes condicoes:

Al. z#0= || > 0;
A2. ||laz|| = |af||z||, onde || é o valor absoluto de «;
A3, |lz+yl <|lz]| + |ly|| (desigualdade triangular).

Exemplo 1.1.2. Dado z = (xy, -+ ,z,) € R", as fungoes ||.|| : R" — R definidas por

|zl = \/m , (Norma euclidiana)

|lz|lpr = max{|zi], - ,|za|}, (Norma do maximo)

[z]ls = |z + -+ |z, (Norma da soma)

sao normas usuais em R".
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Duas normas arbitrarias ||.||; e [|.][2 em V sdo equivalentes quando existirem
constantes a,b > 0 tais que ||z||; < al|lz||2 e [|z||2 < b|jz||; para todo x € V. Quando
V = R" temos um importante teorema que podera ser encontrado em [I3, Teorema 8,
p. 19], em que garante que duas normas quaisquer em espagos de dimensao finita sdo

equivalentes.

Fixemos arbitrariamente uma norma ||.||; em R” e ||.||2 uma norma em R™ e seja
f X — R™ uma aplicacao definida no conjunto X C R"”, dizemos que f é continua
no ponto a € X quando, para qualquer ¢ > 0 dado, conseguimos encontrar § > 0 tal
que se x € X e ||z —all; < d entdo || f(z) — f(a)||a < e Se f: X — R" é continua em
todos os pontos do conjunto X, diz-se que f é uma aplicacdo continua. Uma observacao
importante é que se usarmos a equivaléncia de duas quaisquer normas em R" é imediato
ver que a continuidade (ou a nao-continuidade) de f em um ponto continua vélida se
alterarmos as normas fixadas. A proxima defini¢ao serd 1til para darmos exemplos de
fungoes continuas, dizemos que uma aplicagao f : X — R, definida no conjunto X C R",
é Lipschitziana quando existe L > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer
z,y e X = [[f(x) — f(y)|l2 < L||lz — y|;. Em particular, quando 0 < L < 1 dizemos que
f é uma contragao. Segue que dado € > 0, se tomarmos § = €/k veremos facilmente que
toda aplicagao Lipschitziana é continua. O exemplo a seguir nos dard uma infinidade de

fungoes continuas.

Exemplo 1.1.3. Toda transformacao linear A : R®™ — R™ ¢é Lipschitziana, para ver isso,
tome L = max{||A - e1]l2, - ,[|A - enll2}, onde e; é 0 i-ésimo vetor da base canénica de

R™. Entao, para todo z € R", x = x1e1 + - - - + x,€, temos

|A -zl = JAQ wie)lle = | Y wiA-ella <> |aal[|A-eilla < LY |, (1.1)

Como duas normas quaisquer sao equivalentes em R”, nao ha perca de generalidade em

escolhermos ||z||; = ||z||s definida no Exemplo [1.1.2] Usando (|1.1]) tem-se
A - fla < Lf|][s, (1.2)

para todo z € R". Entdo, para z,y € R" arbitrarios, vale que ||A-z—A-y||s = ||A(xz—y)|]2 <

L||z — yl|1, donde segue o resultado. Em particular, a transformagcao linear A é continua.

A partir de agora, vamos omitir os indices para diferenciar as normas escolhidas
em R" ou R™, o leitor conseguira identificar a diferenca pelo contexto. Definimos uma

fungao real ||.|| no espago vetorial L(R";R™), pondo para cada A € L(R™; R™)
[A[l = sup{[|A - z[|, = € R", ||| = 1}. (1.3)

Veja que o supremo em ([1.3) estd bem definido, pois se nos restringimos aos vetores
unitarios de R™, podemos usar ((1.2) e verificar que z € R" e [[z]| =1 = ||A-z| < L,
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isto é, A transforma a esfera unitaria de R” em um subconjunto limitado de R™. O leitor
atento deve ter percebido que também poderiamos ter utilizado o fato da esfera unitaria
ser um subconjunto compacto, logo é transformada pela aplicacdo continua A em um
subconjunto também compacto, que em particular é limitado (veremos esse resultado no
cap. 3). Verifiquemos a seguir que a fungdo A — ||A|| € R cumpre os axiomas exigidos

para ser uma norma, onde A, B € L(R";R™) e o € R.

Al. Se A # 0, existe x € R™ ndo nulo, tal que A -z # 0, entdao ||A(z/|z])] > 0, logo

usando a defini¢do de supremo segue que ||A] > 0.

A2. Considere x € R com ||z|| = 1, entao ||aA|| = sup{||aA - z||} = sup{|a|]|A-z||} =
oo sup{[|A - z[[} = [e[|A]l.

A3. (desigualdade triangular) Considere x € R™ com ||z|| = 1, entao || A+ B|| = sup{|[(A+
B)-x||} = sup{[|A-z+B-z[|} < sup{||A-z[|+[|B-2[} = sup{[|A-z|[} +sup{[| B-z||} =
1Al + Bl

Vamos mostrar também que essa norma cumpre as seguintes propriedades:

P1 A~ 2| < [[A]l[l«]|, para todo & € R™;

e Dado =z € R™ nao nulo, pela propria definicao [|A(z/||z])|| < ||A|l, donde segue

trivialmente o resultado.
P2. ||AB| < ||AJ|l|B]|, se A € LIR";R™) e B € £(Rk;R”).

» [AB-z| = [[A(B - z)| e usando P1, tem-se [AB - x| < [|A|[|B - z[| < [|A[[[[ B[],

o resultado segue fazendo ||z|| = 1 e tomando o supremo.
P3. ||I]| =1, onde I € L(R™;R™) é a identidade.

« Com efeito, ||I-z|| = ||z].

Em P2 a norma em R” deve ser tomada a mesma, tanto no espago L(R™; R™) quanto em
L(RF;R™). Lembrando que a cada transformacio linear A € L(R™; R™) podemos associar
a sua matriz a € M(m x n) em relagdo as bases candnicas de R™ e R™. Além disso,
cada matriz real m x n pode ser considerada como um ponto do espaco euclidiano R™",
basta escrevermos as colunas, um apdés a outra, como um tunico vetor linha. Portanto,
sempre que for conveniente identificaremos L(R"; R™) = M(m x n) = R™" e usaremos
sem perca de generalidade a norma definida em A seguir, vamos utilizar a norma de

uma transformacao linear para demostrar uma importante propriedade dos isomorfismos.

Exemplo 1.1.4. Todo isomorfismo 7" : R™ — R” transforma abertos de R"™ em abertos de

R™. Para ver isso, seja U C R™ um subconjunto aberto. Dado y € T'(U), queremos exibir
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r > 0 de modo que B(y,r), a bola aberta de centro em y e raio r, é tal que B(y,r) C T(U).
Temos que = T *(y) € U e como U é aberto, existe 6 > 0 tal que B(z,d) C U. Tome
r=0/||T7!|| e seja b € B(y,r), fazendo b = T'(a), temos

la = 2|l =772 (0) = T ()l = 1T (b — )|
<|IT7Hllb = yll < 177 r =6,

donde segue que a € B(z,d) C U. Portanto, b = T'(a) € T(U).

Na préxima se¢ao veremos um importante exemplo de transformacao linear que sera
chamada de derivada, o que justifica a necessidade em se obter propriedades topologicas
de L(R™ R™).

1.2 Diferenciabilidade de uma aplicacao

Vamos estender para as aplicacoes definidas em espacos euclidianos a nocao de
uma funcao derivavel na reta. Uma maneira natural é relacionar a diferenciabilidade com a
existéncia de uma determinada transformagao linear que devera cumprir um papel analogo

ao da derivada como conhecemos.

Considere uma funcao real f : U — R definida em um aberto U C R" e sejam
a€UeveR" A derivada direcional de f no ponto a na dire¢ao de v, é por defini¢ao, o

limite

quando tal limite existe. Em particular, a derivada direcional na direcao de e; ¢ chamada
de i-ésima derivada parcial e denotamos por

of af
o, (a) = 2e, (a).

Seja agora f : U — R™ uma aplicacao definida num aberto U C R™. A derivada direcional
de f no ponto a € U na direcao de v € R™ é o vetor

gi@ _ (%J;l(a),... %{;ﬂ(@) eR™,

onde fi,---, f;n : U — R sao as fungoes coordenadas de f.

As defini¢bes anteriores sdo com certeza um caminho natural para se chegar em
uma noc¢ao de derivada que tenha propriedades andlogas as da derivada de uma funcao
real definida em um intervalo da reta. Pela defini¢ao, o calculo pratico da i-ésima derivada
parcial se faz considerando todas as variaveis como se fossem constantes, exceto a i-ésima,
que neste caso podemos aplicar as regras usais de derivacao. Entretanto, como veremos no
exemplo a seguir, a existéncia de todas as derivadas parciais num ponto nao implica a

continuidade da fun¢do nesse ponto.
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Exemplo 1.2.1. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = vy/(z> +y?) se 22 +y?> # 0 e
f(0,0) = 0. Dado um vetor z = (z,y) qualquer e nao nulo, usando as regras usuais de

derivagao tem-se

of Y3 — 2y of % — zy?
o-(2) = 2 nz © o-(2) = 2 22"
Ox (22 + y?) oy (22 4+ y?)
Quando z = (0,0)

U () g LB =TSO0 _ o 0F o 0.0 = £(0,0)

ox t—0 t dy t—0 t

=0.

Assim, f possui derivadas parciais em todos os pontos do plano. Contudo, f nao é continua
na origem, pois se considerarmos u = («, 3), teremos que lim; o f(ta, tf8) = aB/(a* + 5?%),

como este limite varia com a e 3, segue dai que nao existe lim, )00y f (2, ).

Vamos agora definir o conceito de diferenciabilidade, em que implicara a continui-
dade da funcao e a existéncia da derivada direcional em todas as dire¢oes. Uma aplicacao
f U — R™, definida no aberto U C R", é dita diferencidvel no ponto a € U se existir
uma transformacao linear 7' : R™ — R™ tal que, para todo v € R" com a + v € U, tem-se
fla+v)— f(a) =T v+ |v]|n(v), onde lim, ,on(v) = 0. Observe que se f é diferen-
ciagvel em a € U, entao lim,—,o f(a +v) = lim,o(f(a) + T - v + ||v|]|n(v)) = f(a), onde
utilizamos a continuidade da transformagao linear 7" e o fato de que lim,_, ||v||n(v) = 0.
Isso mostra que a diferenciabilidade de uma fun¢do num ponto implica a continuidade
nesse ponto. Além disso, para todo v € R™ e qualquer ¢t € R suficientemente pequeno,
teremos f(a+tv) — f(a) =T - tv + |[tv||n(tv), com lim, o n(tv) = 0. Como T -tv =T -v
e ||tv|| = [t|||v]], para t # 0, segue que

fla+tv) — f(a)
t

=T v+ |v|n(tv), (1.4)

implicando que

t _
lim flatto) = fla) =T 0. (1.5)
t—0 t
Portanto, T -v = %(a), donde segue que a transformacao linear 7' é tinica, sendo chamada

de a derivada de f no ponto a e representamos por df (a).

Observagao 1.2.1. Decorre diretamente de (1.4) que a aplicagdo f : U — R™ é di-
ferenciavel no ponto a € U se, e somente se, cada uma das suas fung¢oes coordenadas

fi,-+, fm : U — R é diferenciavel nesse ponto.

A matriz que representa a transformacao linear df (a) nas bases canonicas de R" e

R™ serd chamada de matriz jacobiana de f no ponto a, e denotamos por f’(a). Usando

Faa=gt= (S o)

(1.5) vemos que




Capitulo 1. Aplicagées Diferencidveis 16

donde of o7
1 1
aTh(a) T Txn(a)
fl(a) = . )
Ofm fm
Txl(a) S o (a)
onde f1,---, f;n : U = R sdo as fungoes coordenadas de f. Quando a aplicagdo f é uma

funcao real, isto é, m = 1, denotamos f’(a) por V f(a) e chamamos de vetor gradiente
da funcgdo f no ponto a. Assim, para todo v € R", temos df(x) - v = Vf(x)Tv, onde
Vf(z)T denota o vetor transporto do gradiente de f em z, de modo que V f(x)Tv é o
produto interno canonico entre os vetores V f(x) e v. Uma aplicagdo f: U — R™ diz-se
diferencidavel no aberto U C R™ quando é diferenciavel em todos os pontos de U, neste
caso, fica definido a aplicagdo derivada df : U — L(R";R™) = R™", que associa a cada
ponto x € U a transformacao linear df (x) : R® — R™.

Teorema 1.2.1. Se uma fungdo f: U — R possui derivadas parciais em todos os pontos
do aberto U C R™ e cada uma delas é continua em todos os pontos de U, entao f €

diferencidvel em U.

Demonstragio. Para o caso n = 2 veja uma demonstragdo em [13, Teorema 1, p. 133]. O

caso geral se trata de modo andlogo. ]

Uma aplicacdo f : U — R™ é de classe C*! no aberto U C R, e escreve-se f € C1,
quando f é diferenciavel e a aplicacao derivada df é continua. Resulta do Teorema [1.2.1
e da observacao m que f é de classe C' se, e somente se, cada uma das suas funcoes
coordenadas fi, -+, f,n : U — R possui derivadas parciais continuas em todos os pontos
de U. Mais geralmente, dado k € N, f : U — R™ é de classe C* no aberto U C R" quando
¢ diferenciavel e sua derivada, df, é uma aplicacdo de classe C*~!. No caso particular de
uma funcio real de classe C? a sequnda derivada de f no ponto a é ¥'(a) onde ¥ = V f,
também representamos por V2 f(a) e chamamos de Hessiana de f em a. Veremos a seguir

alguns exemplos de fungoes diferenciaveis.

Exemplo 1.2.2. Considere A € R” e defina f : R" — R, dada por f(z) = (z, A - ),
vamos mostrar que f ¢ diferenciavel. Usando as propriedades do produto interno e defini¢ao

de matriz transposta, temos que

fla+v)=(x+v,A(z+v))=(x+v,A-x+ A-0v)
=(x,A-x) +(x,A-v)+ (v,A-x) + (v, A v)
=f(z) + (v, A" - z) + (v, A x) + (v, A - v).

Donde resulta que

fla+v) = f(2) + (A+A") - 2,0) +[lv]n(v), (1.6)
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onde 7n(v) = (A(ﬁ),v). Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se ||n(v)|| <

||A(H5—H)||||v|| = ||A-v| < ||A]|]|v||, logo lim,_on(v) = 0. Portanto, f é diferenciavel e segue
de (1.6) que Vf(x) = (A+ AT) -z, em particular, quando A é simétrica AT = A entao

Vi(z)=2A"z.

Exemplo 1.2.3. Toda aplicacido constante é de classe C* e sua derivada é a transformacao

nula.

Exemplo 1.2.4. Toda transformacao linear 7' € L(R™;R™) é diferencidvel. De fato,
Tx+v)=T-24+T -v+0,logo dT'(z) =T. A aplicagao derivada dT": R™ — L(R";R™)

é constante, logo T' é de classe C*.

Exemplo 1.2.5. A funcao f(z) = (z, A - ) do Exemplo também é de classe C*,
pois df : R" — L(R™;R™) é dada por df (z) = (A + AT) - z que é linear. Assim, quando A

for simétrica tem-se V2 f(z) = 2A.

Exemplo 1.2.6. Considere a funcio traco que associa a matriz X € R™ & soma dos

elementos da sua diagonal principal. Se X = [z;;] entéo
tr(X) = 211 4+ @22 + - + T

Sabemos que o traco ¢ uma aplicacdo linear, logo ¢ de classe C* e para toda matriz
V € RY tem-se dtr(X) -V = tr(V). Se V = Ej; é a matriz cujo (i, j)-ésimo elemento é

igual a 1 e os demais sao zeros entao

otr
Omij

1, i=j
0, i77J

Portanto, Vtr(X) = I, (matriz identidade de ordem n) e V2f(z) = 0.

(X) = dtr(X) - Ej; = tr(£y) = {

Uma aplicacao é dita r-linear quando ¢ linear em cada uma das suas r entradas,

veremos na proposicao a seguir que toda aplicagao r-linear é diferenciavel.

Proposicao 1.2.1. Toda aplicagao r-linear p : R™ x --- X R™ — R™ ¢ diferencidvel e sua
derivada no ponto a = (ay,- -+ ,a,) é a transformagdo linear du(a) : R™ x -« x R" — R™,

dada por
du(a) - (vy, -+, v,) = Z,u(ab'“ s i1, Vg, Qg 1, Ay
i=1

Demonstracao. Para facilitar a notacao, vamos considerar » = 2, o caso geral se obtém
de maneira inteiramente andloga. Considere ¢ = max{u(e;, e;),1 <i <ny,1 <j < mno}.
Para quaisquer z € R™ e y € R" podemos escrever x = > x;e; e y = > y;e; e utilizando

a norma da soma, tem-se ||z]| = X |z[ e [lyll = Xly;l, logo [lz|[llyll = X [illy;|. Pela
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bilinearidade de i, podemos escrever u(x,y) = > x;y;iu(e;, €;), entao

e Il =1 D2 wayien e)ll < - lwillyslllndes, ;)]
" " (1.7)
<cd_lailly| = ellz ]yl

1]
Usando novamente a bilinearidade de g,
plar + vy, ag + v2) = plar, az) + p(vi, az) + plar, va) + p(vive). (1.8)

Fazendo uso da norma da soma também em R™ x R"2 = R™*"2 temos |[|(vy,v2)|| =

[[or]| + [[vz]| e usando (L.7)

||M(Ulav2)|| C||Ul||||1)2\|
[(vr, o)~ lloa]l + [loz]]

< cf|v1]| donde, lim M
(v1,02)>(00) | (v1, v2)]]

=0.  (1.9)

Basta tomar n(vy, v2) = p(v1, vs) e por (L.8) e (L.9) segue que p ¢é diferencidvel e du(a, as)-
(v1,v2) = p(vy, az) + p(ar, v2), como queriamos demonstrar. O

As fungoes produto interno ¢ : R” x R™ — R e a multiplicagdo de matrizes
o R x R — RP™ dadas por ¢(z,y) = (z,y) e u(X,Y) = XY sdo exemplos de
aplicagoes bilineares, entao pela proposi¢ao anterior essas funcgoes sao diferenciaveis e suas
derivadas sao dadas por dé(x,y) - (v,w) = (v,y) + (z,w) e du(X,Y) - (V,W) = VY + XW.
Em particular, para a funcio f : R” — R", dada por f(X) = u(X,X) = X? tem-se
df (X)-V =du(X,X)-(V,V) = VX4 XV. Veremos a seguir mais um importante exemplo

de aplicagao diferencidvel que também é consequéncia da proposicao anterior.

Exemplo 1.2.7. Considere a funcao determinante det : R” x --- x R® = R™ — R.
Sabemos da Algebra Linear que o determinante depende linearmente de cada coluna
X, da matriz X = (Xy,---,X,,) € R"”. Assim, pela proposicio o determinante é
diferenciavel e sua derivada no ponto X é o funcional linear d det X : R™ — R, que assume
na matriz V = (V;,---,V,) € R” o valor

ddet X - Zdet Xl, ,Xk_l,Vk,Xk+1,--~ ,Xn) (110)

Utilizando a expansao de Laplace segundo os elementos da i-ésima linha tem-se

0 det
0a7ij

det X = Z 1) 2, X5, logo (X) = (—1)"7 Xy, (1.11)
onde X[;; é o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém omitindo a i-ésima
linha e a j-ésima coluna de X. Obtemos assim outra forma de verificar a diferenciabilidade
do determinante, uma vez que possui derivadas parciais (polindémios) continuas para todo
X € R”. Além disso, usando Vdet(X) = (adj. X )T, a transposta da adjunta de X
ou a matriz dos cofatores de X. Este fato também se obtém ao aplicar ([1.10)) na matriz
V = Ej;.
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Observacao 1.2.2. Toda aplicacdo 7-linear ¢ de classe C* pois suas funcdes coordenadas

sao ainda r-lineares.

A regra da cadeia, bastante conhecida no calculo unidimensional, também é valida
para a derivada de aplicagoes. O teorema a seguir diz que a derivada da aplicagdo composta
é a composta das derivadas e sua demostragao podera ser encontrada em [I3, Regra da
Cadeia, p. 256].

Teorema 1.2.2 (Regra da Cadeia para aplicagoes). Sejam U C R™, V. C R™ abertos,
f U — R™ diferencidvel no ponto a, com f(U) CV, eqg:V — RP diferencidvel no ponto
f(a). Entao go f : U — RP ¢ diferencidvel no ponto a, com d(go f)(a) = dg(f(a))-df(a) :
R" — RP.

Corolario 1.2.1. A composta de duas aplicacoes de classe C* é uma aplicacdo de classe
C*.

Corolario 1.2.2 (Regras de derivacao). Sejam f,g : U — R™, definidas no aberto
U C R™ diferencidveis no ponto a € U e a € R. Entao a aplicagio (af +g): U — R™ €
diferencidvel em a e vale que d(af + g)(a) = adf(a) + dg(a).

Demonstragio. As aplicagoes s : R™ x R™ — R™ e & : R™ — R™ definidas por s(z,y) =
x4y e a(r) = ax sdo aplicagdes lineares, logo diferencidveis e ds = s e dov = a. Veja que
f+g=so(f,g) eaf=aof, donde segue o resultado simplesmente aplicando a regra
da cadeia. O]

1.3 Teorema da Aplicacao Inversa

Vamos demonstrar nesta secdo o Teorema da Aplicagdo Inversa. Considerado
como um dos mais importantes da analise matematica, ele nos permite deduzir algumas
propriedades das aplicagoes apenas analisando propriedades de sua derivada, o que é de
grande importancia uma vez que a derivada é uma aplicacao linear. Esse teorema também
ird nos possibilitar chegar ao Teorema da Aplicacao Implicita e algumas de suas aplicacoes,

como o método do multiplicador de Lagrange.

Dados x,y € R™, o segmento de reta fechado ligando = a y é o conjunto: [z,y] =
{z|]z = tx + (1 — t)y,0 < t < 1}. O segmento de reta aberto se define de maneira
inteiramente andloga e denotamos por (z,y). O Teorema a seguir também serd uma
importante ferramenta para a analise de convergéncia do método de Newton que sera

demonstrado no Capitulo [2|

Teorema 1.3.1 (Desigualdade do Valor Médio). Dado U C R™ aberto, seja f: U — R™

diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (x,y) e tal que sua restricio ao
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segmento fechado [x,y] C U seja continua. Se ||df (z)|| < M para todo z € (x,y), entdo
1f(y) = f(@)|| < Mlly — z]|.

Demonstragio. Veja uma demostragao em [13] p. 263]. ]

Um ponto fixo de uma aplicagao f : X — R", onde X C R", é um ponto x € X
tal que f(z) = x. Teoremas que asseguram a existéncia de ponto fixo possui diversas
aplicacoes, como por exemplo o Teorema de Existéncia e Unicidade de um sistema de

equagoes diferencidveis [14, Exemplo 37, p. 200].

Lema 1.3.1. Toda contracao ¢ : K — K, definida no compacto K C R"™, possui um unico
ponto fixo.

Demonstragio. Seja 0 < A < 1, tal que ||¢p(x) — ¢(y)|| < A||lx — y||, para todo = € K.
Considere a fungao real f: K — R dada por f(x) = ||¢(x) — z||. Veja que f é continua e

vale que

f(@(x)) = ll¢(o(x)) — ¢(@)[| < Mo(x) — =[] = Af(2), (1.12)

para todo z € K. Como K C R" é compacto, f(K) C R é também compacto, em
particular limitado. Seja 8 = inf f(K), entao 0 < 5 < f(x), para todo € K. Veremos
no capitulo 3 que pelo Teorema de Weierstrass (teorema a ser demonstrado naquele
capitulo) existe a € K, tal que = f(a). Supondo que 0 < 8 = f(a), usando (|1.12)
tem-se f(¢p(a)) < Af(a) < f(a), o que é uma contradi¢do. Assim, f(a) = 0, donde
f(a) = ||¢(a) — al]| = 0 & ¢(a) = a. Para provar a unicidade, suponha que a,b € K sao
tais que ¢(a) = a e ¢(b) = b, entdo [|a — b|| = ||[¢(a) — ¢(b)|| < ||a — b||, isso implica que

(1 =X)|ja—0b|| =0, logo a = b e estd provado também a unicidade. O

Dados os conjunto X C R” e Y C R™, dizemos que uma fungao f : X — Y ¢
um homeomorfismo quando f é uma bijecao continua cuja inversa f=!:Y — X também
é continua. Como toda transformacao linear é continua, os isomorfismos lineares sio
exemplos claros de homeomorfismos, pois a inversa ainda é uma transformacao linear. Em
particular, as translacoes 7, : R® — R", T,,(x) = p + x e as homotetias H, : R* — R",
H,(z) = az, onde p € R" e a € R estao fixos, sdo homeomorfismos, com Tp_1 =T ,e¢
H;'= H,-1. Como a composta de aplicagoes continuas é continua segue que a composta
de dois homeomorfismos é um homeomorfismo, além disso, o inverso de um homeomorfismo
também o é. O resultado a seguir é essencial para a demonstragdo do Teorema da Aplicagio

inversa.

Lema 1.3.2 (Teorema da Pertubacao da Identidade). Seja ¢ : U — R"™ uma contragao
definida no aberto U C R". A aplicagio f : U — R", dada por f(x) = x + ¢(x), é um

homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto f(U) C R™.
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Demonstragio. Dados z,y € U, seja 0 < A < 1, tal que ||¢p(x) — ¢(y)|| < ||z — y||, entdo

1 () = FW =llz + o(z) —y — o)l
Zllz =yl = llo(z) — o)l (1.13)
Zllz =yl = Mz =yl = 1 = Mz =yl

Decorre de ([1.13]) que se x,y € U sao tais que f(x) = f(y), entdo x = y, logo f é injetora
e segue que f: U — f(U) é bijetora. Como f ja é continua, para ser um homeomorfismo,

basta mostrar que f~! ¢ continua. Fazendo z = f~!(a) e y = f~(b), com a,b € f(U) e

usando , temos
177 @)~ 1O = lle =yl < = (@) — Fl)l = lla ],

isto ¢, f~! ¢ Lipschitziana, o que mostra ser f~' continua. Assim, f : U — f(U) é
um homeomorfismo. Para concluir a demostragio, resta provar que f(U) é aberto em
R™. Dado xy € U, existe 6 > 0 tal que B(zg,0) C U, podemos diminuir o tamanho
de § se necessario, de modo que B[xg,d] C U. Afirmamos que B(f(x¢),€) C f(U), onde
€ = (1—\)d. Basta mostrar que, dado a € B(f(xo), €), existe x € B(zo, ) tal que f(z) = a.
Para tal, considere a aplicagao ¢ : Blxg, 0] — R™, dada por ¢(z) = = — f(x) + a. Veja que
f(z) =ae x=1¢(x)=2— f(z)+a, isto é, x € Blxg, ] é ponto fixo de 1. Por hipitese
Y(x) = a— ¢(x), para todo x € B[xg, d], logo 1 é uma contracdo, pois ¢ o é. Lembrando
que, como f(xg) = xo + ¢(z0), entdo xog = f(zo) — ¢(z0), além disso, dado = € Bz, J],

tem-se

[(x) = ol =lla — d(x) — zol| = lla = ¢(x) + ¢(x0) — f (o)l
<lla = f (o)l + [lo(z) — d(xo)l
<e+ Az —zo|| < (1T =XN)d+ N =0,

ou seja, ¥(B|xg, §]) C Blxg,d]. Como B[z, d] é um subconjunto compacto de R™, segue do

Lema que % possui um tnico ponto fixo z € B[z, d], como queriamos demonstrar. [

Gostarfamos de observar na demostragao acima que embora f(U) C R" seja imagem
inversa do aberto U C R" pela funcio continua f~': f(U) — U, ndo podemos concluir
que f(U) é aberto em R™. Nesse caso, apenas podemos afirmar que f(U) é aberto no

dominio de f~! que é o préprio f(U).

Sejam U,V C R"™ subconjuntos abertos, um difeomorfismo f : U — V é uma bijecao
diferenciavel cuja inversa também ¢ diferenciavel. Em particular, f é um homeomorfismo,
mas nao vale a reciproca, como podemos ver no exemplo f : R — R, dada por f(x) = 3.
Neste exemplo, f é claramente um homeomorfismo, mas f~!(z) = ¥/ ndo ¢ derivavel em
x = 0. Como consequéncia da Regra da Cadeia, a aplicacao composta de dois difeomorfismos
¢ ainda um difeomorfismo. Temos agora, condi¢coes de enunciar e provar o Teorema da

Aplicagao Inversa.
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Teorema 1.3.2 (Teorema da Aplicagao Inversa). Seja f : U — R", uma aplica¢io de
classe C' definida no aberto U C R", tal que no ponto a € U se tenha det f'(a) # 0.
Nessas condigies, existem os abertos V-C U, coma € V e W CR"™, com f(a) € W, tais
que f:V — W é um difeomorfismo, e para todo y € W wale

@) =1 (1.14)

Demonstra¢io. A menos de composigao com translagoes, podemos supor que a = f(a) = 0.
Isso nao restringe a generalidade, pois a composicao de difeomorfismos ¢é ainda um
difeomorfismo. Fagamos T = df (0) para facilitar a notagao. Pela diferenciabilidade de f

em a = 0, para x € U suficientemente préximo do vetor nulo, temos

(@)

flz) =T(x) +r(x), com }311}% nall = 0. (1.15)
Isso nos dé r(0) = f(0) — T(0) = 0, pois f(0) = 0, além de dr(0) = df(0) — dT(0) =
T —T = 0, uma vez que T = df(0) é uma transformacio linear. Como r € C! e
dr(0) = 0, dado € > 0 existe um aberto V' C U com 0 € V tal que ||dr(z)| < ¢, para
todo x € V. Assim, como a derivada de r é limitada em V', pela Desigualdade do Valor
Médio temos |[|r(z) — r(y)|| < €|z — y||, para todo z,y € V. Como det f'(0) # 0 a
transformagao linear 7' = df(0) é invertivel. Considere entao a aplicagdo ¥ : V. — R”
dada por ¥(x) = T-(f(z)), usando tem-se ¥(z) = x + T~ (r(z)). Podemos supor
que € > 0 seja suficientemente pequeno de modo que €||T7!|| < 1. Neste caso, a aplicagio

T~ or é uma contracdo, pois

1774 (@) = T @) N7l () = r(»)ll
<e|| 77 [l= — yll,

para todo z,y € V. Pelo Lema [1.3.2] segue que ¥ é um homeomorfismo de V' sobre o
aberto U(V) € R™. Como ¥ (V) =T7(f(V)), entao f(V) = T(¥(V)) é um aberto em R",
pois T' é um isomorfismo linear (ver Exemplo [1.1.4). Escrevendo W = f(V), a aplicagao

Tol =f|y:V—W,

¢ um homeomorfismo entre V e W, pois ¥ e T o sao também. Como f € C!, a funcao
x € V= detdf(x) é composta de aplicagoes continuas, logo é continua. Assim, podemos
supor V' suficientemente pequeno tal que det f'(z) # 0, para todo z € V|, isto é, df (x) é
invertivel para todo € V. Denominamos g = f~! : W — V o homeomorfismo inverso
de f, devemos mostrar que g é diferenciavel em cada ponto y = f(x) € W. Considerando

T = df (), pela regra da cadeia, se existir dg(y) devera ser igual a T~!. Fazendo

gy +w) —gly) =T (w) + s(w),
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mostremos que lim,,_o s(w)/||lw| = 0. Seja f(z +v) =y + w, entdo w = f(x +v) —y =
f(x +v) — f(x), veja que v — 0 & w — 0, pois f é um homeomorfismo em V. A

diferenciabilidade de f em z fornece

flz+v)— f(z) =T(v) +r(v), onde })%m = 0.

Assim,
v=g(y+w)—z=gy+w)—gy)

=T w) + s(w) =TT (v) +7(v)) + s(w)
=v+ T (r(v)) + s(w),

donde s(w) = —T~!(r(v)). Logo

ot =t [ ()|
[[v]l

Quando w — 0, a razao [ Permanece limitada e o fator entre colchetes tende a 0

pois v — 0, o que mostra ser g diferenciavel para cada y € W, logo f : V — W é um

difeomorfismo, além disso dg(y) = T~ = [df (z)]"! e como f’(x) é a matriz que representa
df (z) (1.14) também esta provado. ]

Exemplo 1.3.1. Seja f : R — R" definida por f(X) = X?2. Vimos na secdo anterior
que f é diferenciavel e df(X) -V = VX 4+ XV, calculando no ponto X = I, resulta
df (I,) -V =2V logo det f'(I,,) = 2. Assim, pelo Teorema da Aplicagdo Inversa, existem
abertos V, W c R™ ambos contendo I,, = f (I,), tais que f:V — W é um difeomorfismo.
Isso mostra que toda matriz Y € W, isto é, suficientemente préxima da identidade possui

uma unica raiz quadrada.

Finalizaremos este capitulo com a demonstracao do Teorema da Aplicacao Implicita,

este serd usado no Capitulo [3| para garantir a existéncia dos multiplicadores de Lagrange.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Aplicagao Implicita). Considere f: U — R"™ uma aplicagio
de classe C1, definida no aberto U C R™ x R™ = R™*". Seja (a,b) € U, com f(a,b) =0
tal que df (a,b) : {0}™ x R" — R™ seja um isomorfismo, o que é o mesmo que a matriz M

de ordem n x n dada por

Of;

aanrj

(a’b) 1<4,5<n,

Y

|

tenha det M # 0. Entao, existem abertos VC U e A CR™, com (a,b) € U ea € A para
0s quais se tem: dado qualquer x € A, existe um unico elemento y = g(x) € R" tal que
(x,g9(x)) €V e f(x,g9(x)) =0. A fungio g assim definida é diferencidvel.
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Demonstragio. Considere a aplicagdo F : U — R™ x R" = R™™" dada por F(x,y) =
(z, f(x,y)), entdo F € C', pois f € C*!, além disso dF'(a,b)-(h, k) = (h,df (a,b)-(h, k)), para
todo (h, k) € R™ x R", logo det F'(a,b) = det M # 0. Assim, pelo Teorema da Aplicagao
inversa, existem abertos V.C U e W C R™™" com (a,b) € V e F(a,b) = (a,0) € W,
tais que F': V. — W é um difeomorfismo. Diminuindo W, se necesséario, podemos supor
W=AxB,comace ACR™e0e B CR" Assim, como F é bijetora, para todo z € A
existe um unico y = g(x) € R tal que (z,g9(z)) € V e F(z,y) = (z, f(z,y)) = (z,0) € W.
Portanto, a aplicagdo g : A — R™ assim definida, satisfaz f(z, g(x)) = 0, para todo = € A.
Para mostrar a diferenciabilidade de ¢, considere G = F~! : W — V, sabemos que G
é diferenciavel e G(z,0) = (z, g(z)), para todo x € A. Considere também as aplicagdes
diferencidveis m : R™ x R" — R" e £ : R™ — R™ x R", dadas por my(z,y) = y e
&(x) = (x,0) e veja que g = my 0 G o &, mostrando que g é diferenciavel, pois é composta

de aplicagoes diferencidveis. O]



25

Capitulo 2

Método de Newton

O método de Newton foi proposto por Isaac Newton em dois trabalhos, primeiro
no artigo De analysi per aequationes numero terminorum infinitas escrito em 1969 e
publicado em 1711, como também no livro De metodis fluxionum et serierum infinitarum
que foi escrito em 1671 e somente publicado 9 anos apds a morte de Newton em 1936 por
John Colson com o titulo Method of Fluxions. Contudo, a descricdo do método nesses
trabalhos difere substancialmente do método como conhecemos hoje, pois além de aplicar
o método apenas para polinoémios, Newton nao calculava as aproximagoes sucessivas
x1, T, - -+, Mmas uma sequéncia de polindémios, veja [I5]. Assim, o método ainda era visto
como puramente algébrico e Newton ainda nao havia percebido a conexao com o calculo,
o que sO aconteceu em 1960 quando Joseph Raphson descreveu o método em termos das
aproximacoes sucessivas para a raiz, em vez da sequéncia complicada de polinémios usada
por Newton. Finalmente, em 1740, Thomas Simpson descreveu o método como um método
iterativo para resolver equagoes nao lineares, além de perceber que o método de Newton

poderia ser usado para resolver problemas de otimizacao ao zerar a norma do gradiente.

Este capitulo estd divido em duas se¢bes. Na primeira faremos a descrigao do
método de Newton para a resolucao de equagoes e na segunda faremos uma analise de

convergéncia, comprovando a convergéncia pelo menos superlinear do método de Newton.

2.1 O método de Newton para equacoes

O método de Newton é utilizado em diversos ramos da ciéncia. E possivel afirmar
que grande parte da popularidade do método se deve ao fato dele ser reconhecido como
uma poderosa ferramenta para resolver equacoes. Equagoes aparecem em varios problemas
na Matematica, veremos, por exemplo, no Capitulo [3| que as condi¢des de otimalidade de
primeira ordem de alguns problemas de Otimizacao, a saber, o método do multiplicador de
Lagrange, sao reduzidos a solucao de um sistema de equagdes nao lineares. Comecaremos

apresentando a ideia usada pelo método de Newton para estimar solugoes de equagoes.
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Dado @ : U — R™ uma aplicac¢ao diferenciavel no aberto U C R", vamos considerar

o problema de encontrar x € U tal que
d(z) = 0. (2.1)

Além disso, vamos admitir que ® nao seja uma aplicacao linear, isto é, estamos interessados
em resolver sistemas de equagoes nao lineares. A ideia do método de Newton para resolver
o problema acima é aproximar alguma solu¢ao por uma sequéncia de pontos obtidos na
resolucao de um sistema linear dado pela linearizacao de . Em outras palavras, dado k
um numero natural, seja z € U uma aproximacao de alguma solucao x da equagao ,
pela diferenciabilidade de ® existe um d > 0 tal que, para todo z € U com ||z — zx|| < 0,
tem-se ®(x) — O(zy) = ' (xy)(x — xx) + ||z — x1||n(x — 2%), com lim,_,,, n(x — x) = 0.

Assim para essa vizinhanga de xj, podemos aproximar ([2.1]) pela sua linearizagao:
O (xy) + D' (2)(z — x1) = 0. (2.2)

O subproblema acima é chamado de equag¢do de itera¢io do método de Newton. Abaixo

apresentamos o Algoritmo do método de Newton para resolver o problema ({2.1)).

Algoritmo 1.

Método de Newton

Passo 0. Escolher um ponto inicial o € R™ e tomar k£ = 0.
Passo 1. Calcular x;; € R" como uma solugao da equagao linear (2.2)).

Passo 2. Tomar k := k + 1 e retornar ao passo 1.

Fazendo a mudanga de variavel v = x — x na equagao (2.2)) segundo o Algoritmo
a proxima iteragao do método de Newton serd zj,; = ) + v, onde v é uma solugao do

sistema linear

Q' (zg)v = —P(xy), (2.3)

também dizemos que v dado acima ¢ a diregio de Newton a partir de x. Supondo que
para todo k exista ®'(x;)~! (inversa da jacobiana de ® em x}), neste caso a solugao de

(2.3)) é unica, entao podemos escrever o Algoritmo (1| na forma do esquema iterativo:

xk—&-l = T — q)/(l‘k)_lq)(fbk), k’ = O, 1, s (24)
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Observamos que mesmo ®'(z) sendo inversivel, ndo é necessario o calculo da inversa
dessa matriz para computar xj, dado em (2.4). Em célculo numérico, estudamos vérios
métodos que resolvem sistemas lineares sem inverter a matriz associada ao sistema como

Eliminagao de Gauss e Decomposigao LU, veja [4].

Exemplo 2.1.1. A partir do ponto inicial x5 = 0 vamos aplicar o método de Newton
para encontrar uma aproximacao de erro inferior a 10~* da raiz da funcdo f : R — R dada,

por f(x) = exp(z/2) — 2, isto é, uma aproximacao para solugao da equagao:
exp(g) —2=0. (2.5)
Veja que f'(x) = 1/2exp(z/2) # 0, para todo = € R, de onde segue que:

_exp(3) —2

fi(@)” flz) = Texp(D) 2 —dexp(—5). (2.6)

Portanto, o Algoritmo |1| serd dado por ([2.4]) e usando (2.6 obtemos o seguinte esquema
iterativo:

Tpi1 :xk—2+4exp(—%), k=0,1,--- (2.7)

Assim, dado zg = 0 podemos usar (2.7 para calcular z; e assim sucessivamente. Veja na
Tabela[l], obtida por meio do software Matlab, as informagoes em cada iteragio do método
de Newton, onde o critério de parada foi |f(x;)] < 107%. Na Figura , apresentamos a

representacao geométrica do esquema iterativo dado em ([2.7)).
Tabela 1 — Iteragdes do método de Newton aplicado ao problema 1)

k T, |f ()|

0 0 1

1 2 0.7182818284590455
2 1.4715177646857691 0.0870652286345326
3
4

1.3880845998378306 0.0017910401957284
1.3862951621195427  0.0000008009998127

Na ultima coluna |f(xy)| estd diminuindo a cada iteracdo, indicando que f(zy) esta cada vez
mais préximo de 0.

Exemplo 2.1.2. Considere o sistema de equacoes ndo lineares

xz—y2:1

(2.8)

Para resolver o sistema [2.8] definimos ® : R? — R? dada por ®(z,y) = (2% + y* — 2,2% —

y* — 1) e consideremos o problema equivalente de encontrar (z,y) € R? tal que

O(x,y) =0. (2.9)
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Figura 1 — Representacgao geométrica do método de Newton aplicado ao problema 1)

<Y

Dado um ponto inicial x; suficientemente préximo de uma raiz de f, a préxima iteragao do
método de Newton é a intersecio da reta tangente a fun¢do f no ponto (z, f(z)) com o eixo x.

A aplicagdo ® ¢é diferenciavel pois suas coordenadas o sdo. Vamos entao aplicar o método
de Newton no problema [2.9| para encontrarmos uma aproximac¢ao de uma solucao do
sistema nao linear . Esse sistema admite quatro solugoes, como mostra a Figura .
Observe que a matriz jacobiana de ® é dada por

= &'(x)! = ! {x_l o ] :

1

y b=yt

@’(x)zz[m Y
T -y

desde que x,y # 0. Assim, seja (zg, ) € R? tal que zp,yr # 0, entdo podemos usar o
esquema iterativo dado em ([2.4)), obtendo:

T T 1|t at 2 +yP—2
e I ;il k_l 1; y,; k=01,
Yk+1 Yk 4 Y  —Yg T — Yy — 1
donde
T 1 |224 + 3zt
ki 4 k _kl C k=0,1,---
Yk+1 4 2y + Yy,

Para encontrarmos uma aproximacao da solu¢ao do primeiro quadrante vamos escolher
xo = (1,1) como ponto inicial e vejamos na Tabela 2 as informagoes em cada iterada,

obtidas no software Matlab, onde o critério de parada foi ||®(zk,yx)|| < 1072

2.2 Anaélise de Convergéncia

Os exemplos anteriores sugerem que o método de Newton gera uma sequéncia bem
definida e que converge de maneira rapida para uma solugdo do problema ([2.1]). O objetivo

dessa se¢ao é formalizar e demostrar a convergéncia da sequéncia gerada pelo método de
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Tabela 2 — Iteragoes do método de Newton aplicado ao problema

k Tk Yk ||‘I)($k:7yk)”
0 1 1 1
1 1.25 0.75 0.125

2 1.2250000000000001  0.7083333333333334 0.0026094853094524
3 1.2247448979591837 0.7071078431372549  0.0000021258960557

Na tltima coluna ||®(xg, yx)|| estd diminuindo a cada iteracdo, indicando que ®(xy, y) esta cada
vez mais proximo de (0,0).

Figura 2 — Representacao geométrica das solugoes do sistema nao linear 1)

2

A curva 22 + y? = 2 intercepta a curva 22 — y? = 1 em quatro pontos.

Newton. Para isso, comegaremos com algumas defini¢des que nos permitirdo entender a

nocao de taxa de convergéncia de uma sequéncia.

Uma sequéncia de pontos em R"™ é, como sabemos, uma aplicacdo N 3 k£ — x5, € R",
definida no conjunto N dos naturais. Usaremos a notac¢ao {x;} para indicar a sequéncia
cujo o k-ésimo termo ¢é z, € R™ e por conveniéncia consideramos que 0 € N. Dizemos
que {zy} = {xo,x1, 22, -+, } converge para £ € R" quando, para todo ¢ > 0 dado, é
possivel obter ky € N tal que k > kg = ||z — Z|| < € e denotamos por limy_,, T = T ou
simplesmente x;, — . Como duas normas em R" sao equivalentes, a no¢ao de convergéncia
de uma sequéncia independe da norma escolhida. Vimos na secao anterior que o esquema
iterativo do método de Newton produz uma sequéncia de pontos e caso essa sequéncia

seja convergente, gostariamos de saber o quao rapidamente se da esta convergéncia.

Considere uma sequéncia {x;} em R", dizemos que zy converge linearmente para

z € R™, quando existe uma constante ¢ € [0,1) e um ntimero natural ko, tais que

2541 — 2]

<, (2.10)
[z — 2]
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para todo k > kg. Se uma sequéncia cumpre a condigao ([2.10]), entao
ka‘o-H - j” < cH"leo - i”
lokys2 — 2l < cllanyer — 7| < Az, — 7.

Repetindo o processo acima, obtemos
kao-&-p_i'n < Op”‘rko _f||’ (2'11)

para todo p € N. Como ¢® — 0, pois ¢ € [0, 1) segue de (2.11)) que x; — Z. Uma sequéncia

{z1} em R™ é dita superlinearmente convergente para € R" quando

N S i I

lim

— = 0. 2.12
R P (2:12)

A condicao (2.12) também implica que x;, — Z, basta observar que dado 0 < € < 1 existe
ko € N tal que ||zg41 — || < €|l — Z||, para todo k > k.

Exemplo 2.2.1. A sequéncia x;, = 1/3F converge linearmente para 0, mas nao superline-

armente. De fato, basta notar que

[Tria| 1 R L

|| o 3k+1 3

Exemplo 2.2.2. A sequéncia zy =1/ ok? converge superlinearmente para 0, pois

T 21 o
!$k| T9(k+1)2 T 92k+1 )

Veremos agora uma forma de convergéncia ainda mais rapida do que a superlinear.

Seja {x;} uma sequencia em R™ que converge para T € R", dizemos que {z*} converge

com ordem quadrdtica para T se existe um nimero natural kg e uma constante M > 0, tal
que

lz*t =z < Ml|2"* — 7|, (2.13)

para todo k > ko. E facil ver que a convergéncia quadréatica implica na convergéncia
superlinear. No entanto, apenas a condigao (2.13) nao implica que xp — T, como veremos

no exemplo a seguir

Exemplo 2.2.3. A sequéncia z;, = 2% é ilimitada, logo ndo converge para nenhum Z € R,

mas
|xk+1| B 2k+1 - 2
w2 2% o — 0.

Exemplo 2.2.4. A sequéncia dada por x; = 1/ 22" claramente converge para 0, além disso

lawall _ (222
a2~ 2

=1,
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logo a convergéncia é quadratica. Vejamos alguns termos desta sequéncia

1
Zo 25 = 0, 5,
ot 0,25
X _22 - 4 — Yy )
BNEN. = 0,0625
X2 _222 - 16 - Y% )
1 0, 00390625
€3 _223 - 256 - Y 9
1 1
24 . —0,000015258,

22" T 65536

Observe que a partir do terceiro termo o nimero de decimais iguais a zero é duplicado,

esta é uma caracteristica da convergéncia quadratica de sequéncias numéricas.

No caso de uma sequéncia em R", nao necessariamente numérica, a caracteristica
da convergéncia quadratica, observada no exemplo anterior, pode ser vista no niimero de
decimais iguais a zero do erro ||z — Z||. Temos agora tudo o que precisamos para fazer
a analise de convergéncia do método de Newton. O lema a seguir ird nos fornecer uma

vizinhanga em que o método de Newton estarda bem definido.

Lema 2.2.1. Seja @ : U — R" de classe C* no aberto U C R"™. Se det ®'(z) # 0, entdo

existem constantes 6, M > 0 tais que
det ®'(z) #0 e ||®'(z)7| < M,
para todo x € B(Z,0).

Demonstragdo. Ja vimos na demonstracao do Teorema da Aplicagdo Inversa que
existe um aberto V' C R" tal que det ®'(x) # 0, para todo x € V. Considere ¢ =
1/(2||9'(z)71||), dado v € R™ podemos escrever |[v|| = ||®'(z) 1 (z)v|| < || () 7H|[|®'(Z)v]],
o que implica || (Z)v|| > 2¢||v||. Pela continuidade de @ : U — R™ em Z existe 6 > 0 tal
que, se € B(z,0) entdo ||¥'(z) — ¢'(z)| < ¢, além disso
19" ()0l = [|¥'(@)v + (¥'(x) — (2))v]|
> | (Z)v]| = (¥ (x) — ' (2))v] = 2c]jvl| — cl|v]],

donde

1@ ()0l = cllv]]. (2.14)
Como V é aberto, podemos diminuir o tamanho de ¢, se necessario, de modo que
B(z,§) C V. Portanto, se x € B(z, ), usando temos que ||v]| = ||®’(z)®'(z) " v)|| >
c||®’(z)~ ||, implicando que ||®'(x)~tv|| < ||v]|/c, para todo v € R™, logo ||®’(z) 7] < 1/c.

Concluimos a demonstracao tomando M = 1/c. O
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Dizemos que U C R™ é convezo se para quaisquer z,y € U, [z,y] C U. O exemplo

abaixo mostra um importante conjunto que é convexo:

Exemplo 2.2.5. Seja U = B(a,r), entdao U é convexo. De fato, dados z,y € U, temos

|z —al| <7 ely—al <r, entdo, para qualquer ¢t € [0, 1], tem-se
1A=tz +ty —all = [|(1 —t)(z —a) +t(y —a)|| < (1 =t)[lz —al| +t]y —al| <.

De maneira anéloga se verifica que Bla,r], a bola fechada de centro em a e raio r > 0,

também é convexa.

Os dois lemas a seguir sao essencialmente uma outra versao da Desigualdade do
Valor Médio. Estes serao uteis no estudo da velocidade de convergéncia do método de

Newton.

Lema 2.2.2. Considere ® : U — R", de classe C*, definida em U C R"™ aberto e convexo.
Seja = sup ||¥'(tz + (1 —t)y) — D' ()| com z,y,€ U, entdo
tef0,1]

[®(z) = @(y) — '(2)(z — )|l < Bllz —yll.

Demonstragio. Fixando x € U, considere h : U — R", dada por h(z) = ®(z) — ®'(z)z,
tem se que h ¢é diferenciavel em [z,y], pois U é convexo. Além disso, ||W/(2)|| = ||P'(z) —

d'(z)|| < B para todo z € [z,y]. Assim, segue da Desigualdade do Valor Médio que
[@(z) = @(y) — ' (z)(z — y)l| = [[A(z) — k()] < Bllz =yl O

Lema 2.2.3. Se além das hipdteses do lema anterior, a derivada de ® for Lipschitziana

com constante L > 0, entao

[©(2) — 2(y) — '(2)(z —y)| < Lz -yl

para todo x,y € U.

Demonstragio. Fixados z,y € U, defina § = L|jz —y|| e h : U — R", dada por h(z) =
®(z) = ®'(x)z. Assim, [[I'(2)]| = [[2(2) — ¥'(z)|| < Ll|z — 2| < Ll|x — y|| = 5, para todo
z € [x,y]. Como no Lema anterior o resultado segue por meio da aplicacao direta da
Desigualdade do Valor Médio. [

Reunimos agora os resultados necessarios para demonstrarmos que o método de

Newton estd bem definido e que converge pelo menos superlinearmente para uma solugao

do problema (2.1)).

Teorema 2.2.1 (Convergéncia local do método de Newton). Seja ® : U — R" uma
aplicagio de classe C' definida no aberto U C R™. Se x € U € tal que ®(x) =0 e a matriz

O’ (z) € invertivel (i.e det ®'(Z) # 0), para qualquer ponto inicial xo € U suficientemente
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prozimo a T, o método de Newton gera uma sequéncia {xy} bem definida que converge
superlinearmente para . Além disso, se ®' for Lipschitiziana numa vizinhanga de T, entdo

a taxa de convergéncia é quadrdtica.

Demonstragio. Sejam d, M > 0 as constantes dadas no (Lema|2.2.1)), fazendo B = B(z, d),
tem-se,
det ®'(z) #0, ||®'(z)7'||< M, VxeB. (2.15)

Para x; € B, (2.15)) mostra que a iterada xj,; do Algoritmo [1] estd bem definida e é dada

por (2.4)), além disso

k1 = 2] =17 — 2x + ()~ @ ()|
=[[®" (zx) " (®(2x) — ¥ (24) (21 — 7))
=[1®" () (@ (1) — 2(7) — ') (w, — 7))
<[|®'(zr) | ®(z2) — ©(2) — @' () (2 — ).

Usando novamente ([2.15)) tem-se
k1 — 2| < M| (zr) — D(2) — Y (2) (21 — Z)|- (2.16)

Podemos diminuir o tamanho de § se necessdrio de forma que sup ||®'(tz + (1 —t)y) —
te(0,1]

'(z)|| < 1/2M, para todo x,y € B. Usando (2.16)) e o (Lema [2.2.2)), obtemos
[2xs1 — 2| SM [P () — D(Z) — () (2 — )

<M sup @' (tzy, + (1 — 8)7) — @' () || |21, — 2]
te[0,1

<La—z)
=5 T xI|.

O argumento acima pode ser repetido de modo que para todo ¢, € (0,1/k) encontramos

Jr < 0, na medida em que z;, se aproxima de z, isto é, se xy € B(x,d;) C B,

|2k — Z[| < erllzr — 2| = lim M
k—o0 ||$k _ $||

= 0. (2.17)

Portanto, para x suficientemente préximo de z, (2.17)) mostra que {z}} converge super-

linearmente para . Quando @ é Lipschitiziana com constante L > 0 em B, usando o

(Lema [2.2.3]) obtemos,

[z — 2| < ML|jzy, — 2%,
ou seja, a convergéncia ¢ quadratica. O]

Exemplo 2.2.6. Seja f : R — R, dada por f(z) = z/v1+ 22. E facil ver que a tnica

raiz de f é x = 0, vamos entao verificar a convergéncia do método de Newton para esse
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ponto. Veja que f € C! e sua derivada ¢ dada por f'(z) = 1/,/(1 + x2)3, logo f'(x) # 0
para todo x € R. Portanto, as iteragoes do Algoritmo |1| serao dadas por (2.4), donde

Tk
T i
Y
k

Se |zg| < 1 a sequéncia gerada pelo método de Newton dada em ([2.18|) converge para z,

(1+27)3 =2, — 2p(1 4+ 23) = —3. (2.18)

mas se |zp| > 1 a mesma sequéncia claramente nao converge.

O Exemplo anterior mostra que apesar de possuir convergéncia rapida, em geral a
convergéncia do método de Newton é apenas local, isto €, para um ponto inicial xy que
nao esteja suficientemente préximo da solugao o método pode nao convergir, mesmo a

solucao satisfazendo todas as outras hipoteses do teorema de convergéncia.
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Capitulo 3

Aplicacoes

A velocidade de convergéncia e a simplicidade do método de Newton tornam este
método uma ferramenta extremamente importante para a Mateméatica Aplicada, uma
vez que muitos problemas praticos ao serem modelados matematicamente podem ser
resolvidos utilizando o método de Newton. Veremos neste capitulo o uso do método de
Newton para resolver problemas relacionados a aplicagoes em robdtica e processamento
de imagens. Contudo, para justificar o uso do método de Newton na resolucao desses

problemas precisaremos primeiro entender alguns aspectos da teoria de Otimizacao.

3.1 Introducao a Otimizacao

Otimizar é um dos poucos conceitos mateméaticos que poderiamos perguntar a
qualquer pessoa e ela, com uma alta probabilidade, nos daria uma boa noc¢ao para esse
termo. Isso porque segundo o Dicionario Aurélio "otimizar é um verbo que significa criar
condi¢bes mais favoraveis para; tirar o melhor partido possivel de algo". Ao passo que
matematicamente, poderiamos dizer que otimizar é um processo que permite encontrar
a melhor maneira de realizar algo, desde que esse 'melhor’ tenha uma boa defini¢ao
matematica. Observe que quando fazemos compras queremos minimizar o dinheiro gasto
de forma que maximizemos a qualidade dos produtos, além disso encontrar melhores
rotas que diminuam gastos é algo comum tanto no cotidiano das pessoas quanto das
empresas, afinal, quem nunca gastou mais combustivel errando o caminho? Ou, qual
empresa que nunca mudou a rota dos veiculos testando o caminho mais curto para gerar
economia? Otimizacao, direta ou indiretamente, faz parte do nosso dia a dia e na maioria
das vezes, mesmo inconscientes estamos otimizando algo. Na Matematica, a Otimizacao
consiste em encontrar pontos criticos de uma aplicacao, com valores pertencentes a um
determinado conjunto. Nesta secao, apresentaremos alguns dos principais conceitos e
resultados basicos da Teoria de Otimizagao que serao utilizados neste trabalho, dos quais

veremos um importante teorema de existéncia de solugao, bem como algumas condi¢oes
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de otimalidade para um problema de minimizacao.

Seja f : 2 — R uma funcao definida no aberto 2 C R" e dado um conjunto nao

vazio D C €2, o problema a considerar sera o seguinte:
Minimizar f(x) sujeito a x € D. (3.1)

Dizemos que um ponto x € D é um minimizador global em relacdo ao problema se
f(x) < f(x) para todo = € D, por outro lado, esse ponto serd chamado de minimizador
local quando existir um aberto U C Q com = € U, tal que f(z) < f(z) para todo x € DNU.
Quando D = R", dizemos que o problema é irrestrito e quando D # R™ chamaremos
de problema restrito, além disso, chamaremos f de fun¢do objetivo e o conjunto D de
conjunto vidvel. Em problemas de otimizagao restrita, tipicamente, o conjunto viavel pode
ser definido por um sistema de igualdades e/ou desigualdades. Por exemplo, dado as
aplicagdes g : 2 — Rl e h : Q — R™, definimos D = {x € Q ; g(x) =0, h(x) < 0}. Como
veremos a seguir, as condigoes de otimalidade (condigdes que a solu¢ao deve satisfazer)
para esse problema estao fortemente relacionadas a estrutura do conjunto viavel. Nesta
secao, iremos apresentar condigoes de otimalidade para problemas irrestritos, bem como
para caso restrito quando o conjunto viavel é descrito por um sistema de igualdades.
Recomendamos [§] ao leitor interessado em conhecer aspectos mais gerais da teoria de
otimizacao. Comegaremos essa se¢cao com um classico teorema da andlise que nos diz sob
que condi¢oes uma fungao objetivo e um conjunto viavel precisam satisfazer para garantir

a existéncia de um minimizador global.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Weierstrass). Seja f: Q2 — R continua no aberto Q C R",

se D C Q € compacto ndo-vazio, entdo existe minimizador global de f em D.

Demonstragio. Sabemos que a compacidade é um invariante topolégico, logo A = f(D)
é um conjunto compacto em R. Em particular, A é limitado e pela completude da reta,
existe m = inf A, o infimo de A. Suponhamos por contradigdo que m < f(x), para todo
x € D. Entéo a fungdo ¢g : D — R dada por g(x) = 1/(f(x) — m) é continua em D, mas
pela definicdo de infimo é facil ver que ¢ é ilimitada em D, o que é uma contradicao pois

D é compacto. Portanto, existe z € D tal que f(z) = m. O

A condicao de otimalidade que apresentaremos a seguir é chamada de condi¢ao
necessaria de primeira ordem, pois utiliza apenas informagoes da primeira derivada da
funcao objetivo para encontrar candidatos a minimizadores do problema . Esta
condigao serd suficiente para os propositos deste trabalho, ndo obstante o leitor interessado
encontrard em [§] condigoes necessarias de segunda ordem, a qual utiliza informagoes da

segunda derivada.
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Teorema 3.1.2. Seja f: Q0 — R uma funcdo definida no aberto 2 C R™ e diferencidvel

no ponto T € (). Se x é um minimizador local irrestrito de f, entdo
Vf(z)=0. (3.2)

Demonstragio. Considere d € ) uma direcao arbitraria, como x ¢ minimizador local
de f e Q é aberto, existe 6 > 0 tal que f(z) < f(z + td), para todo t € [0,6). Pela

diferenciabilidade de f em z, tem-se
f(@+td) = f(2) +tV f(2)"d + t]|d||n(td), (3.3)

com limy_,on(td) = 0. Dividindo (3.3) por ¢ e usando o fato de Z ser um minimizador local,
teremos

0 < VF(@)"d+ ||d||n(td). (3.4)

Tomando o limite em ({3.4) quando ¢ — 0, obtemos V f(z)"d > 0. Suponha que V f(Z) nio
¢ nulo, entdao podemos tomar d = —V f(Z) e terfamos que |V f(Z)|> = -V f(7)Td <0, o

que é uma contradigao. Portanto, V f(z) = 0. O

Quando o problema (3.1)) é irrestrito, ou mais geralmente, quando o conjunto vidvel
é aberto, os pontos que satisfazem a condi¢ao (3.2)) sdo chamados de pontos criticos. Se a
matriz Hessiana de f for definida positiva em um ponto critico, podemos afirmar que de

fato esse ponto é minimizador local de f, este é o contetido do préximo teorema.

Teorema 3.1.3. Seja f: Q2 = R definida em um aberto Q2 C R™ uma funcao de classe
C?. Se x € Q é um ponto critico (cumpre a condigio ) e tem-se

(V&) - d.d) >0, (3.5)

para todo d € R"\ {0}, entdo & é um minimizador local do problema . Reciprocamente
se x € Q) é um minimizador local de f entao vale a condicdo .

Demonstragio. Veja uma demonstragao em [8, Teorema 1.3.3, p. 18]. O]

Mesmo a funcao objetivo sendo diferenciavel, se o conjunto viavel nao é aberto
0 processo para encontrar pontos candidatos a solugdo se torna extremamente dificil e
ird depender fortemente das caracteristicas desse conjunto. Pelo menos no caso em que
conseguimos descrever o conjunto viavel por uma equagao ou um sistema de equagoes
sera possivel encontrar candidatos a solugao por meio de um método brilhante que sera
apresentado no préximo teorema. Esse resultado é devido a Joseph Louis Lagrange, seus
trabalhos em otimizacao com varias variaveis resultou na técnica que hoje conhecemos como
multiplicadores de Lagrange, ele tinha apenas 19 anos quando inventou esse método e até

muito tarde em sua vida ainda o considerava como o seu melhor trabalho em Matemaética.
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Teorema 3.1.4 (Teorema do Multiplicador de Lagrange). Sejam f,g: Q — R, definidas
em um aberto 2 C R" de classe C' e D = {x € Q; g(x) = 0} a superficie de nivel 0 de g,
com Vg(z) # 0 para todo x € D. Seja x € D um minimizador local de f. Entdo existe
A € R tal que

Vf(z) =AVg(z). (3.6)

Demonstragio. Para facilitar a notacio iremos considerar n = 2, isto ¢ 2 C R? = R x R,
o caso geral é andlogo e se obtém por meio de ligeiras adaptacoes desse caso particular ao
considerarmos R™ = R"™! x R. Seja T = (71,Z2) € D, como Vg(ZT1,Ts) # (0,0), podemos
supor sem perca de generalidade que g—g(fl, T9) # 0. Assim, pelo Teorema da Aplicagao
Implicita podemos concluir que D é localmente no ponto z, o grafico de uma funcao
diferenciavel, ou seja, existem abertos I,J C R, com x; € I e Ts € J, e uma funcao

diferenciavel ¢ : I — J tais que,

9(x, ¢(x)) =0, (3.7)

para todo x € I, e veja que ¢(z1) = To. Como T € D é um minimizador local de f, entdo
existem abertos B = I' x J' C R x R tal que f(z1,72) < f(x,y), para todo (x,y) € BN D.
Pela continuidade de ¢ existe 6 > 0 tal que |z — ;| < 0 entdo ¢(z) € J N J'. Assim, a
fungdo ¢ : B(71,0) — R, dada por ¢(x) = f(x, ¢(x)) admite um minimizador local em 1,
logo pelo Teorema V' (1) =0, ou seja,

Vf(@1,22)" 1 ¢'(21)] = 0. (3.8)
Por outro lado, aplicando a regra da cadeia em (3.7)) resulta
Vg(:il,ig)T[l QZS/(ZE'I)] =0. (39)

Portanto, segue de (3.8)) e (3.9) que os vetores V f(Z) e Vg(Z) sdo ortogonais a um mesmo
vetor nao nulo. Logo, os vetores V f(Z) e Vg(z) # 0 sao paralelos, donde segue (3.6). [

Quando o conjunto viavel no problema (3.1)) é dado por D = {x € Q;¢g(x) = 0}
dizemos que T € D é um ponto estaciondrio desse problema se (3.6]) é satisfeito para algum
A € R. Este A\ é chamado de multiplicador de Lagrange, associado ao ponto estacionério .

O sistema de equacoes

Vf(x) = AVyg(z)

07
g(x) =0

(3.10)
em relacao a (z, \) € R” x R caracteriza entao os pontos estaciondrios e os multiplicadores

de Lagrange associados e recebe o nome de sistema de Lagrange. E facil ver que o niimero

de varidveis desse sistema ¢ igual ao nimero de equagoes. Para apresentarmos a condicao
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suficiente a seguir, vamos formular o problema acima em termos de sua Lagrangiana. De

forma equivalente, podemos escrever (3.10]) como sendo
VL(z,\) =0, (3.11)

onde L : R" x R — R ¢é dada por L(z,\) = f(z) — Ag(z). Dizemos que L é a Lagrangiana
do problema (3.1)) quando D = {z € R"; g(z) = 0}.

Teorema 3.1.5. Sejam f,g: Q) — R, definidas em um aberto 2 C R™ fungoes de classe
C? ex € D tal que Vg(Z) # 0. Se T é um ponto estaciondrio do problema com \ o
multiplicador de Lagrange associado e vale
(82L(‘ A)yy) >0 (3.12)
a5 L, Y9 ; .
2 Y,y
para todo y € R™\ {0} que satisfaz (y,Vg(z)) = 0, entdo x é minimizador local do
problema . Reciprocamente, se & for um minimizador local de , entdo vale a

condicao .
Demonstragio. Veja uma demonstracao em [8, Teorema 2.3.2, p. 59]. ]

Vale ressaltar que existem versoes mais gerais do Teorema do Multiplicador de
Lagrange que podem ser encontradas em [8, Teorema 2.2.2, p. 52| e [I3, Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange, p. 331].

Observagao 3.1.1. Caso f seja de classe C? uma forma de resolver o problema (3.1]) é
aplicar o método de Newton na equagao encontrando assim pontos criticos no interior
do conjunto viavel, em seguida analisar o comportamento da funcao na fronteira. Caso a
fronteira do conjunto viavel seja descrita por um sistema de igualdades em que a funcao
g seja também de classe C?, aplicamos novamente o método de Newton para resolver o
sistema do qual resultara nos pontos estacionarios que se unirao aos pontos criticos

como candidatos a solu¢ao do problema de otimizagao.

3.2 Quociente de Rayleigh na esfera unitaria

Todos nés ja fizemos alguma busca no Google e nos surpreendemos com milhoes de
resultados que sao retornados, mas por algum motivo aquilo que estavamos procurando foi
nos apresentado nas primeiras paginas exibidas, isso nos leva a seguinte pergunta: o que
define a importancia de uma pagina segundo o Google? Essa pergunta levou o Google a
desenvolver um incrivel método chamado de algoritimo PageRank que ordena os resultados
de uma busca de acordo sua "importancia". Segundo [16] definir a importancia de uma
pagina pode ser modelado matematicamente pelo problema de encontrar o autovetor

associado ao maior autovalor da chamada matriz do Google (matriz onde se organiza os
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sites). Para mais, de acordo [10], em processamento de imagens sob o aspecto de economizar
armazenamento de dados, também encontramos um problema de autovetor. A vista disso,
podemos afirmar que encontrar autovetores é um problema matematico essencial, mas
que também sabemos ser, em geral, bastante complicado. Nesta se¢do, veremos como
transformar um problema de autovetor em um problema de otimizacao e assim utilizar as

técnicas estudados até aqui para resolvé-lo.

Seja A € R”, um vetor v € R é chamado de autovetor de A quando v # 0 e
A-v = v para algum A € R, o qual recebe o nome de autovalor associado ao autovetor v.
Além disso, o polinémio caracteristico de A é por definigao, pa(A) = det(A — AI,). Segundo
[17, Teorema 19.6, p. 252] para A € R ser um autovalor de A é necessario e suficiente que
pa(A) =0, donde concluimos que A possui no maximo n autovalores. No exemplo a seguir

veremos uma maneira algébrica de se obter autovetores e autovalores de uma matriz.

Exemplo 3.2.1. Encontrar os autovalores e autovetores da matriz

5 8 16
A=14 1 3
-4 —4 -11

Para encontrar o polindmio caracteristico de A, fazemos

5—A 8 16
det(A—A)=| 4 1-X\ 8
4 -4 —11-2)
1-x 8 4 8 4 1-)
=(5-M\)- — 3. +16-
4 —11-2) —4 —11- ) 4 4

= (5= A)[(1 = A) (=11 = X) + 32| — 8(—44 — 4X + 32) + 16(—16 + 4 — 4))
=(5—-AN)(A*+ 10\ +21) + 32X+ 12-8 — 64\ — 12 16

= —A* — 5A% + 29\ + 105 — 32\ — 96

= -\ =5\ =3\ +09,

logo pa(A) = =A% — 522 — 3\ + 9. Como pa(\) é monico e com coeficientes inteiros,
as possiveis raizes terao que ser divisores do termo independente, isto ¢, £1, +3,£9.
Facilmente vemos que 1 é raiz, entdo ao dividirmos p4s(A) por (A — 1) encontramos
pa(A) = —(A—=1)(A2+6X+9) = —(\ — 1)(\ + 3)2 Portanto, os autovalores de A serdao
A =1e \y = —3, veja que —3 é uma raiz de multiplicidade 2, nesse caso, dizemos que
A = —3 é um autovalor de multiplicidade algébrica 2. Para encontrarmos o autovetor

associado ao autovalor A = 1, teremos que resolver o sistema homogéneo abaixo:

4 8 16 U1
4 0 8 wl=10]. (3.13)
-4 —4 —12 U3
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Escalonando a matriz principal do sistema acima,

4 8 16 1 2 4 1 2 4 1 0 2
4 0 8 ~l0 -8 =8| ~1011|~]011
-4 —4 —-12 0 4 4 0 00 000
Dai, o sistema |3.13| é equivalente a:
2u3 =0
v 2t (3.14)
Vg + Vg = 0
Portanto, segue de [3.14] que
Uy —2v3 —2
V9 = —7U3 =v3| —1
V3 (%] 1

Como era esperado, qualquer miiltiplo escalar do vetor [-2 — 1 1]T serd um autovetor
associado ao autovalor 1. O mesmo processo pode ser feito para A = —3, nesse caso
veremos que qualquer combinagao linear dos vetores [—1 1 0]7 e [-2 0 1]7 serd um

autovetor associado ao autovalor —3.

O leitor pode ter percebido no exemplo acima que encontrar autovalores e auto-
vetores dessa forma é um processo bastante dificil, pois mesmo que o grau do polinémio
caracteristico seja relativamente pequeno, encontrar raizes algebricamente é um processo
muito dificil. Ressaltamos também que nem sempre uma matriz admite autovalores, como

mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.2.2. Considere a matriz

A p—
sinff  cosf

cosf —sin 9]

A matriz acima representa uma rota¢ao no plano, de angulo 6 no sentido anti-horério (ver
Exemplo[1.1.1]). Se 0 < 6 < 7, nenhum vetor pode ser levado em um multiplo de si préprio,

logo nao existem autovalores para a matriz A.

Um resultado bastante conhecido da Algebra Linear mostra que se A for uma matriz
simétrica entdo sempre admitird autovalores e autovetores, no préximo Teorema faremos
uma demonstracao desse resultado usando o Teorema do Multiplicador de Lagrange mas
antes disso precisamos definir o Quociente de Rayleigh associado a matriz A € R™ que
serd a funcao real

R(z) = W, (3.15)
onde x € R" é um vetor nao nulo. Veja que dado ¢ € R nao nulo pela linearidade do
produto interno tem-se R(cx) = R(z). O teorema a seguir relaciona o Quociente de

Rayleigh com autovalores da matriz associada.
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. 2 . . sy . .
Teorema 3.2.1. Considere A € R uma matriz simétrica e seja \,, € R 0 menor valor
assumido por R(x), entdo A\, é o menor autovalor de A e se v, € um autovetor associado

tem-se R(vy,) = Am. Um resultado inteiramente andlogo vale para o maior valor assumido

por R(x).

Demonstragio. Considera a fungdo f : R" — R dada por f(z) = (x, A - x), sabemos pelo
Exemplo que f é de classe C!, entdo usando o Teorema de Weierstrass podemos
garantir que f assume um valor minimo no compacto S"~! = {x € R"; ||z|| = 1}, além disso
Sl = {x € R"; g(x) = 0}, onde g : R*" — R é a fungao dada por g(z) = (z,z) — 1 que
também ¢é de classe C'!' pelo mesmo motivo que f. Assim, pelo Teorema do Multiplicador
de Lagrange se v,, € S® ! é um minimizador de f entdo existe um \,, € R tal que
Vf(vm) = AnVg(vy,), usando novamente o exemplo tem-se 2A - v, = A\ 20, isto
é, A vy = A\pUp. Suponha que m € R satisfaz m = f(v,,) < f(z) para todo x € S"1,
teremos

m = f(Um) = W, A V) = U, AnVm) = Al[ml]|* = A (3.16)
Para mostrar que A, é o menor autovalor de A, considere A € R um autovalor qualquer
de A, como qualquer multiplo de um autovetor continua sendo um autovetor, podemos
admitir sem perca de generalidade que existe v € S™7! tal que A-v = \v e usando (3.16)
segue que A, < f(v) = A. A demostragao esta concluida, uma vez que f(z) = (z, A - x) é
a restrigdo de R(x) a S"! e como observamos anteriormente R(cx) = R(zx) para todo

¢ € R, nao nulo. O

De maneira geral, a demostragdo acima mostra que qualquer ponto estacionario do
problema a seguir:

Minimizar R(z) sujeito a z € S", (3.17)

serd um autovetor da matriz associada ao Quociente de Rayleigh. Em outras palavras,

transformamos o processo de encontrar autovetor de uma matriz simétrica em um problema

do tipo (3.1]) que foi estudado na segao anterior e assim poder resolvé-lo numericamente.

Lembramos que a Lagrangiana do problema é dada por L(z,\) = f(z)—Ag(x),
onde f,g: R" — R sao dadas por f(z) = (x,A-x) e g(x) = (z,x) — 1 que sabemos ser
ambas de classe C? pelo Exemplo [1.2.5] Portanto, a aplicacio VL : R® x R = R"*! —
R" x R = R"™! dada por VL(z,\) = (Vf(z) — A\Vg(x), g(z)) é de classe C*. Sendo assim,
para aplicarmos o método de Newton para resolver a equacao VL(x, \) = 0 precisamos

calcular V2L(z, \). Usando as regras de derivagao tem-se

2 W2 _ T
Vg(x) 0
Sabemos que Vf(z) =2A-x e Vg(z) = 2z, entao segue do Exemplo (1.2.5) que
9A — oI, —227
V2L(z,\) = g ] . (3.19)
2x 0
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Sejam xp € R™ uma aproximacao dada a solucao & do problema e \; € R uma
aproximacao ao multiplicador de Lagrange \ associado a Z. Pelo método de Newton a
aproximagao seguinte é dada por (zi1, Apy1) = (Tx, A\e) + (v1,v2), onde (v1,v2) € R" x R
¢ solucdo do sistema linear V2L (zy, \p)(z,\) = —VL(zg, A\x). Usando podemos

reescrever esse sistema da seguinte forma:
(2A — 2\, D) -z — 21} = —2A - 24 — 2\ (3.20)
2wy, v) = — (g, 21) + 1,

em relagao a (z,A) € R” x R. Assim, o método de Newton para resolver o sistema de
Lagrange associado a minimizagao do Quociente de Rayleigh sobre a esfera unitaria consiste

no seguinte algoritmo.

Algoritmo 2.

Método de Newton aplicado ao Quociente de Rayleigh

Passo 0. Escolher um ponto inicial (zg, Ag) € R” x R e tomar k = 0.
Passo 1. Calcular (vy,v5) € R® x R, uma solu¢do do sistema linear (3.20|) e depois
computar (Tgy1, Aer1) = (T, \e) + (v1,v2).

Passo 2. Tomar k := k + 1 e retornar ao passo 1.

E claro que a convergéncia do Algoritmo acima é consequéncia direta do Teorema
desde que V2L(7, ) seja invertivel, o que veremos no lema a seguir:

Lema 3.2.1. Seja T € S a solucdo do problema e X o multiplicador de Lagrange
associado, entdo a matriz V>L(Z,\) dada em ¢ invertivel.

Demonstragio. Seja (x, \) um vetor arbitrario pertencente ao niicleo da matriz (V2L(Z, \)).
Entao, usando (3.20]) temos que

(24 —2XI) -z —2)\2" =0 (3.21)
2(z,x) =0 (3.22)

Fazendo o produto interno por x nos dois lados de (3.21)), obtemos

((2A = 2\I) - 2, 2) — 2\(z,x) = 0. (3.23)
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Usando (3.22) em ({3.23)) teremos

((2A —2XI) -z, x) = 0. (3.24)

Como 2L(z,)) = V2f(z) — AV?g(Z) = (2A — 2)I), pelo Teorema m, para x # 0,
terfamos ((2A — 2X\I) - z,z) > 0, pois (z,Vg(Z)) = 0 é satisfeito pela condicao (3.22).
Assim, por (3.24]) teremos x = 0 e como = # 0 segue de (3.21) que A = 0. Mostramos que

o niicleo da matriz V2L(Z, \) é trivial, portanto invertivel. ]

Atentando a natureza do problema em questao, se escolhermos uma aproximagao
xo suficientemente boa para r, uma boa aproximagao para \g podera ser obtida como

veremos a seguir. Sabemos que Vg(Z) = 27 # 0 e da condigio V f(Z) = AVg(Z), obtemos

(Vg(2), V(2))
(Vg(z), Vg(x))

(Vg(@), Vf(2)) = MVg(2), Vg(2)) = A = (3.25)

A fungao A : R™\ {0} — R dada por

(2x,2A - x)
AMz) = D=2 )
@)= 2

é continua ja que o produto interno é. Logo tomando Ao = A(zq) = (||270]]?) 1 (220, 24 - 1),

obtemos de (3.25) que Ao = A(zo) — A = A\(Z) quando zq — =

3.3 Sensibilidade da mao de um robo6

O desenvolvimento de maos robéticas é algo de grande importancia na Engenharia.
Segundo [12] o problema de sensibilidade da mao de um rob6 demanda um equilibrio
de forgas que pode ser modelado matematicamente por um problema de Otimizacao
conhecido como optimal dextrous hand grasping. Ainda, de acordo com [I1], esse problema
estd associado a minimizagao da fungao f(P) = In(det P) —tr(P) sobre o cone de matrizes
simétricas e definidas positivas. Nesta secao vamos estudar o método de Newton aplicado

a minimizagao dessa funcao.

Seja A € R™ dizemos que A é definida (semi-definida) positiva e representamos
por A >0 (A > 0) quando (A-v,v) >0 ((A-v,v) > 0), para todo v € R". Lembramos

que dado A € R™ podemos representar A = la;;], onde os indices i, j =1,--- ,n, entao A
serd definida positiva se para todo v = (vy, -+ ,v,) # 0 em R” tivermos
Z Qi V;V; > 0. (326)
ij=1
Para cada k=1, ,n definimos o menor principal de ordem k da matriz A como sendo

o determinante da submatriz A, = [a;;],1 < 4,5 < k. Veremos a seguir que no caso de

uma matriz simétrica temos um importante critério para verificar sua positividade.
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Lema 3.3.1. A fim de que uma matriz simétrica A = [a;] € R™ seja definida positiva é

necessdrio e suficiente que seus menores principais sejam todos positivos.
Demonstragio. Veja uma demonstragao em [17, Teorema 19.10, p. 262]. O]

Um subconjunto C' de um espaco vetorial V é um cone, se para cada vetor x € C
e escalares o > 0, o vetor ax € C. De acordo o lema anterior o subconjunto das matrizes
simétricas e definidas positivas - SDP dado por P, = {A € R : A = AT; 4 > 0}
é um cone. Assim como identificamos M(n x n) = R™ podemos identificar o espaco

. . .. n(n+1) . e .
vetorial das matrizes simétricas n X n com R™ 2 | pois uma matriz simétrica n x n fica

determinada pelos seus elementos da diagonal principal e acima dela, os quais sao em

nimerode 1 +2+4---+n=n(n+1)/2.

Lema 3.3.2. O conjunto P, € aberto no espaco R

. N n(n+1) . N
Demonstragdo. Defina a funcao F' : R™ 2 — R"™ que associa a cada matriz simétrica

A = [a;;] ao vetor

F(A) = zn:det(Ak)ek = (det(Ay),- - ,det(A,)).

k=1
Sabemos que H = {(z1,--- ,z,) € R" : 2; > 0} é o semi-espaco positivo que é um conjunto
aberto em R”, também F' é continua pois suas func¢oes coordenadas o sao. Portanto, pelo
, . n(n+1)
Lema [3.3.1| Py, = F~}(H) ¢ um conjunto aberto em R ol O

Passamos agora a estudar a familia de fungoes f : P, — R, dadas por
f(X) =aln(det X') — btr(X), (3.27)

onde a/b > 0. A diferenciabilidade de f resulta da Regra da Cadeia e de seu corolario
(1.2.2)). Nosso objetivo seré resolver o problema:

Minimizar f(X) sujeito a X € P, .. (3.28)

Veremos abaixo que f ¢ de classe C? logo pelo Teorema os candidatos a solucao desse
problema serdo as matrizes X € P, tal que Vf(X) = 0. Pelo Exemplo ([1.2.6) tem-se
Vir(X) = I,, e pelo Exemplo ([1.2.7), V det(X) = (adj.X)7, além disso usando a Regra da

Cadeia teremos
V det(X)

det X
Note que quando uma matriz X ¢ inversivel temos adj. X = (det X)X !, entao de (3.29)

concluimos que

ViX)=a — bVir(X) (3.29)

Vf(X)=aX""'—-0bl,, (3.30)
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pois X = X7 = (X )T = (XT)~! = X~. Resolvendo agora a equacao Vf(X) = 0

temos:
a

7In7
b

encontrando assim o tnico candidato a solu¢ao do problema que denotaremos por X,
isto ¢, X = a/bl,.

b
aX ' —bl,=0=X'1="1=X=
a

Para mostrarmos que f é de classe C?, basta verificarmos que a inversiao de matrizes

¢ uma aplicacao de classe Ct, o que veremos no préximo Lema, mas antes relembramos
. 2 . . ;.

que o conjunto GL(R™) = {X € R";det X # 0} formado pelas matrizes invertiveis é

aberto em R™ pelo mesmo argumento que usamos no Lema [3.3.2]

Lema 3.3.3. A aplicagio g : GL(R") — R™, dada por g(X) = X' ¢ de classe C" e sua
derivada no ponto A € GL(R™) é a transformagio linear ¢'(A) : R — R™ | definida por
gA) -V =-A"TWAL

Demonstracao. Fazendo
gA+V) —g(A) = —ATVAT +r(V), (3.31)

vamos mostrar que r(V) — 0 quando V' — 0. Multiplicando ambos os membros de ((3.31)),
a esquerda, por A+ V', obtemos

L —I,— VA = VA — (VA Y2+ (A+V)r(V), (3.32)

de onde segue que
r(V)=(A+ V) H VA, (3.33)

pois sendo GL(R™) aberto A+V ¢ inversivel para toda matriz V' com norma suficientemente
pequena. Afirmamos que existe um nimero real ¢ > 0 tal que, para todo V € R™*
que satisfaz ||V| < ¢, implica que A + V ¢é invertivel e ||(A + V)| < 1/c. Tome
c=1/2||A7|), dado z € R" podemos escrever ||z| = [|[A Az| < ||A7|||Az||, o que
implica ||Az| > 2¢||z||. Entao, se ||V < ¢ tem-se

A+ V) -z = A -z +V -z = |A- x| = IV - 2| = 2l|z]| - cllz]| = cllz].  (3.34)

Como ¢ # 0 (3.34) mostra que o niicleo de A + V é trivial, isto é A + V' é invertivel e
zll = [[(A+ V)(A+ V)" 2| = (A + V) 'z]], donde [[(A+ V)~ 'z|| < [lz]|/c e como
x € R" é arbitrdrio segue que [[(A + V)| < 1/c. Assim, de (3.33) temos

_ _ Lo
Ilr O < ICA+V)THIATIPIVIE < AT PIVIP, (3.35)
mostrando que limy_o7(V)/||[V| = 0. Fixando V € R vamos verificar que g—‘g/ :
GL(R") — R™ dada por g—g(X ) = —X'VX~! é continua. Para isso, considere as

aplicacoes ¢ : R™ x R" — R™ dada por ¢(X,Y) = XVY e : GL(R") = R x R™
plicag p : 9,9
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dada por (g,¢)(X) = (X1, X~1). A aplicagdo ¢ é continua pois é bilinear e (g, g) também

¢é continua pois suas fungoes coordenadas sao, como acabamos de ver, diferenciaveis entao

99 _
v —

temos que ¢ admite todas as derivadas parciais continuas e logo de classe C*', como

¢ o (g,9) é composta de aplicagoes continuas e logo continua. Como V' é arbitrario

queriamos demonstrar. O
Usando o Lema anterior encontramos V2f(X) -V = —aX 'V X! Dessa forma,

_ b2 v
@15 V) = (~2vvy = Ly (3:30

Consequentemente, caso a,b < 0 pelo Teorema [3.1.3| e a equacao anterior temos que o
ponto critico X é um minimo local do problema 1D Analogamente, caso a,b > 0 a

matriz X serd um maéaximo local.

Para resolvermos esse problema numericamente, vamos aplicar o método de Newton
na equagao nao linear V f(X) = 0. Resolvendo a equagdo de Newton V2 f(X)-V = =V f(X)
tem-se

—aX VX' = —aX' +bI,. (3.37)
Multiplicando a tltima equacao por X pela direita e pela esquerda teremos

LAV — —aX +bX? sV = X - Ux2 (3.38)
a

Portanto, dado uma aproximacao inicial X, para X, usando (3.38)) obtemos que Xj;1 =
X+ X —b/aX?, o que nos déd o algoritmo do método de Newton para resolver o problema
(13.28)).

Algoritmo 3.

Método de Newton aplicado ao problema de robética (|3.28)|)

Passo 0. Escolher uma matriz inicial Xy € P, e tomar k = 0.
n(n+1)
Passo 1. Calcular X;,; € R™ 2 | como sendo

b
Xk+1 == 2Xk - aX%

Passo 2. Tomar k := k + 1 e retornar ao passo 1.
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Como V2f(X) é inversivel, segundo o Teorema existe um d; > 0 tal que se
| Xo — X|| < 6, o Algoritmo acima vai gerar uma sequéncia X, bem definida que converge
para a solucdo X. Além disso pelo Lema , existe dy > 0 para o qual || X — X| < 0,
implica que X € P, ,. Portanto, tomando § = min{d;, J»}, podemos afirmar que se
| Xo — X|| < 6, o algoritmo vai gerar uma sequéncia vidvel convergente, isto é X, € P
para todo k. No entanto, é importante destacar que a depender do ponto inicial Xy € P
nao podemos garantir que o algoritmo vai gerar uma sequéncia Xj, viavel. Por exemplo,
tomando Xy = 3a/bl,, € P, teremos X; = 6a/bl,, — 9a/bl,, = —3a/bl, que nao pertence
a P, pois —3a/b < 0. O Lema abaixo nos fornece uma classe de matrizes em que o
algoritmo acima sempre ira produzir pontos viaveis. Mas, antes definimos para cada

1=1,---,n amatriz [; € R™ dada por:

1, 1=

L j=1,n.
0, i#j 7

Ii = [&ij]: onde 5Z~j = {
Lema 3.3.4. O Algoritmo[3 gera uma sequéncia de pontos vidveis no subconjunto o C Py,
dado por

L 2
Jz{Zaili;O<o¢i<ba}.

i=1
Demonstracio. Seja X, € o, entao

n

n n 2 n
i=1 i=1 i=1 =1 (3.39)

i=1

b

KXir1 = 2Xg — —
a

Veja que

a

b

b
a > 0= 2a; — —a; > 0.
a

1

O<ai<2%:>0<af<2ai%:>2ai

Portanto, Xy 1 dado em [3.39| é uma matriz simétrica e definida positiva, pois todos os

seus autovalores sao positivos. ]
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Capitulo 4

Experimentos Numéricos

Neste capitulo vamos apresentar um estudo numérico a fim de comparar a eficiéncia
do método de Newton comparado com o método do Gradiente para resolver os dois
problemas apresentados no capitulo anterior. Embora seja esperado que o método de
Newton tenha uma performance superior ao método do Gradiente, nosso objetivo é ilustrar
o comportamento do método de Newton. Os experimentos numéricos foram realizados no
software MATLAB R2020b - trial use em uma maquina com processador Intel Core i5
2.71 GHZ com 8.00 GB de memoéria RAM e sistema operacional Windows 10 Home 64
bits. Em todos os experimentos utilizamos o critério de parada |V f(Z)| < 107%, onde
||| é a norma Euclidiana. No caso de uma matriz A € R temos que ||A|| = y/tr(ATA).
Utilizamos também como critério de parada o maximo de 10000 iteradas. Gostariamos de
convencionar que ao escrevermos (R estamos nos referindo ao Quociente de Rayleigh dado
em (3.15)), por outro lado f serd a fungao dada em ([3.27)).

4.1 Quociente de Rayleigh na esfera unitaria

Como vimos na se¢ao anterior, o Algoritmo [2| representa o método de Newton
aplicado ao problema de minimizar o Quociente de Rayleigh sobre a esfera unitéria.
Para a apresentacao dos testes numéricos chamaremos esse método por MN. Também
implementamos o método do Gradiente para resolver o mesmo problema que MN e o
denominaremos por MG. Nés aplicamos os algoritmos em uma cole¢do de problemas dados

por varias dimensoes diferentes para a matriz A definida no Quociente de Rayleigh.

No estudo em que fizemos, consideramos matrizes A simétricas de dimensbes n =
2,3,5,8,10,50,70,100. As matrizes foram geradas da forma A = B*B’ onde B = rand(n).
Além disso, escolhemos 10 pontos iniciais para cada dimensao totalizando 80 problemas.
Os pontos inicias p foram escolhidos de maneira aleatéria usando p = rand(n,1) além
de satisfazerem ||p — || < 1. Em geral, foi possivel observar que MN é superior a MG

em tempo de processamento. Veja na Figura [3| que MG consegue resolver pouco mais de
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Figura 3
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Performance profile considerando MN e MG para minimizar R sobre a esfera unitaria em 80
problemas de dimensées n = 2,3, 5,8, 10, 50, 70, 100.

60%, enquanto MN resolve 100% dos problemas em menos tempo. Na Figura {4 podemos

Figura 4
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Aplicando MN e MG para minimizar R sobre a esfera unitaria com n = 5, a partir do mesmo

ponto inicial.

observar que mesmo MN tendo aumentando a norma do gradiente nas duas primeiras

iteragOes, em seguida consegue convergir de forma muito rapida. Por outro lado, MG



Capitulo 4. FEzperimentos Numéricos 51

diminui a norma do gradiente mais lentamente e consequentemente precisa de muitas

iteradas a mais que MN para satisfazer o critério de parada.

4.2 Sensibilidade da mao de um robé.

O Algoritmo [3| representa o método de Newton para resolver o problema de
minimizar f sobre o cone SDP e assim como na se¢do anterior representaremos esse
algoritmo por MN. O algoritmo do método do Gradiente para resolver o mesmo problema
também serd representado por MG. Comparamos a performance dos métodos em um
colecao de problemas, variando tanto a dimensao quanto os parametros a e b da funcao

f. Podemos observar na Figura |5| que em MN a norma do gradiente diminui muito mais

Figura 5

|| grad f ||

100 o 1

10-12 L I | I
0 50 100 150 200 250

lteradas

Aplicando MN e MG para minimizar f sobre o cone com n = 300, a/b = 1.5 ¢ Xy € o escolhido
randomicamente.

rapido do que MG, principalmente quando o método encontra a regiao de convergéncia
dada no Teorema [2.2.1] Na Tabela [3| em que podemos ver com detalhes os dados do
experimento apresentado na Figura 5] a sequéncia p, = In(ry)/ In(rg_1) onde rj, = || X1 —
X||/|| X — X|| converge para 2, comprovando numericamente a convergéncia quadrética
da sequéncia gerada pelo Algoritmo [2] Por fim, escolhemos os valores 0.0001,0.001, 0.1, 10
para a/b e dimensbes n = 2,3, 5,10, 50, 80, 100, 150, 200, 300 para comparar a performance
dos dois métodos. Para cada dimensao escolhemos 5 pontos iniciais Fy pertencentes
ao conjunto o dado no Lema [3.3.4] e gerados de maneira aleatéria da seguinte forma
C=2%(a/b)*rand(n,1); P = diag(C). Em todos os nossos testes MN se mostrou superior

a MG em tempo de processamento. Na Figura [6] podemos ver que apesar de ambos
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Tabela 3

IV (Xl

X5 — X

Dk

k

0  115.0471437930882700
1 1486.3938164650538000
2 742.3378832173432300
3 370.3566567112735600
4 184.4108997455978200
5  91.4770350051081070
6  45.0437427233334590
7 21.8600813074978470
8 10.3095926323725070
9 4.5959740864144614
10 1.8301824419293635
11 0.5760402050191902
12 0.1045066625607042
13 0.0049432656406861
14 0.0000121578376797
15 0.0000000000739058

1.4989007914590018
1.4978023884242813
1.4956079965129876
1.4912288528223954
1.4825089943266647
1.4652219455063060
1.4312502330621895
1.3656514864270477
1.2433359882536035
1.0305895864577097
0.7080765971433820
0.3342483116147674
0.0744812892115485
0.0036983082950761
0.0000091183228303
0.0000000000554292

2.0000000000002034
1.9999999999998115
2.0000000000000484
1.9999999999999727
2.0000000000000200
1.9999999999999949
1.9999999999999973
2.0000000000000031
2.0000000000000000
2.0000000000000004
1.9999999999999982
2.0000000000000200
1.9999999999977138
1.9999999721232928

Iteragoes de MN para minimizar f sobre o cone com n = 300, a/b = 1.5 e Xy € o escolhido

randomicamente.

Figura 6
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Performance profile considerando MN e MG para minimizar f sobre o cone em 200 problemas de
dimensoes n = 2, 3, 5,10, 50, 80, 100, 150, 200, 300 para a/b = 0.0001,0.001, 0.1, 10.

resolverem 100% dos problemas, MN possui um performance de tempo superior quando

comparado a MG.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O método de Newton é uma poderosa ferramenta para aproximar solugoes de
equagoes, o que o torna um dos métodos numéricos mais utilizados para esse fim. Estudamos
uma analise de convergéncia da qual vimos que a sequéncia gerada pelo método de Newton
esta bem definida e converge, desde que o ponto inicial esteja suficientemente préximo de
uma solugao, por essa razao a convergéncia ¢ local. Para tal, foi essencial abordar resultados
classicos da Analise no R™ que embasaram nossa andlise de convergéncia. Quando acontece,
a convergéncia do método se da de maneira rapida, isto ¢, converge com ordem superlinear
ou quadratica. Com o objetivo de constatar a eficiéncia do método de Newton, aplicamos
ele para resolver os problemas de minimizar o Quociente de Rayleigh na esfera e uma
funcao definida no cone de matrizes simétricas e definidas positivas a qual é um modelo

matematico para medir a sensibilidade da mao de um robd.

Muitos problemas de Otimizacdo sobre o cone SDP sao resolvidos utilizando
técnicas de otimizagao restrita. Ao nos restringirmos ao espago das matrizes simétricas
e demonstrado que o conjunto das matrizes definidas positivas é aberto nesse espaco,
conseguimos tratar o problema de minimizag¢ao no cone de maneira irrestrita. Dessa
forma, evitamos a necessidade de fazer projecoes de cada iterada gerada sobre o cone,
o que sabemos ser um processo extremamente caro do ponto de vista computacional.
Uma alternativa sem projegoes pode ser encontrado no método de Newton em variedades
Riemannianas, nesse caso o algoritmo gera uma sequéncia de pontos viaveis para qualquer

ponto inicial, veja [1§].

Por apresentar convergéncia local, muitas vezes ¢ necessario acrescentar outras
estratégias a este método para que a sequéncia gerada seja convergente para qualquer
ponto inicial dado. Em um trabalho futuro, podemos estudar estratégias que permitem a
globalizacao do método de Newton, mantendo sua velocidade de convergéncia superlinear

ou quadratica.
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Apéndice A

Implementacoes

Fizemos todas as implementacoes a seguir na linguagem de programagcao do Matlab.
O leitor interessado podera reproduzir os cédigos tanto no Matlab quanto no software

livre Octave.

A.1 Método de Newton

Codigo do método de Newton para encontrar ponto critico do Quociente de Rayleigh

sobre a esfera unitéria.

% Método de Newton para encontrar ponto critico do Quociente de Rayleigh na
% esfera unitéaria

%

% Dados de entrada

%

% kmax : nimero miximo de iteracoes

% tol : tolerdncia para norma do gradiente

% A : Matriz associada ao quociente de Rayleigh

% p : chute inicial

cle;

clear all;

tol= 1.0e—8;
kmax= 1000;

A = rand(n)

A = A'xA;

p = rand(n,1);
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%Aproximagao para o multiplicador de Lagrange
m = inv ((2%p) "% (2%p) ) *(2%p) "x(2*xAxp) ;

n = size(p,1);
%Matriz identidade de ordem n
[ = eye(n);

%Gradiente da Lagrangiana
gradL. = Q(x,y) [2xAxx — y*2xx ; x'*x — 1];

%Hessiana da Lagrangiana

HessL= @Q(x,y) [2%A — yxI%2 | —2xx ; (2xx)’ , 0];
k = 0;
fprintf(’ Iteragoes Norma do Gradiente\n’);

Y%Processo iterativo
tic;

while true

ng = sqrt (gradL (p,m) xgradL(p,m));
fprintf(’ %5d %23.12e\n’ ,k,ng);

if ng <= tol

tempo = toc;

fprintf(’\n ::: Tolerancia da Norma do Gradiente alcangada em:
%12.8f segundos\n’ ,tempo) ;

break ;

end

if k > kmax
fprintf(’\n ::: Tolerancia da Norma do Gradiente nao alcancada.’)
break ;

end
k =%k + 1;

%Construcao da equacao de Newton
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K
b

HessL (p,m) ;
—gradL (p,m) ;

%Solucao da equagio de Newton
v = K\b;

%Atualizacao da nova iteracao

p=p+ v(l:in);
m=m + v(n+l);

end

Cédigo do método de Newton para encontrar ponto critico da fungao f(X)

aln(det X') — btr(X) sobre o cone SDP.

% Método de Newton para encontrar ponto critico da funcao f sobre o cone
%

% Dados de entrada

%

% kmax : ntmero midximo de iteracoes

% tol : tolerdncia para norma do gradiente

% a constante a na definicao da funcao

% b constante b na definicao da funcao

% p chute inicial

cle;

clear all;

tol= 1.0e—S8;
kmax= 1000;

a

b =

p

n

3;
2;
2xa/bxrand (1)*eye(2);

size (p,1);

%Matriz identidade de ordem n

|

eye(n);

%Gradiente da funcao
gradf= Q(x) axinv(x)—bxI;
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k = 0;
fprintf(’ Iteragoes Norma do Gradiente\n’);

%Processo iterativo
tic;

while true

ng = sqrt(trace(gradf(p) ’xgradf(p)));
fprintf(’ %5d %23.12e\n’ ,k,ng);

if ng <= tol

tempo = toc;

fprintf(’\n ::: Tolerancia da Norma do Gradiente alcangada em:
%12.8f segundos\n’ , tempo) ;

break ;

end

if k > kmax
fprintf(’\n ::: Tolerdncia da Norma do Gradiente ndo alcangada.’)

break ;

end
k =k + 1;

%Solucao da equacao de Newton
v=p— (b/a)*(p~2);

%Atualizagio da nova iteracao

p=p+V;

%Teste para verificar se as iteradas sao SDP
[~,dp] = chol(p);

if dp ~= 0
fprintf(’\n ::: O método ndo estd produzindo pontos vidveis.’);
break

end
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end

A.2 Meétodo do Gradiente

Coédigo do método do Gradiente para encontrar ponto critico do Quociente de

Rayleigh sobre a esfera unitaria.

% Método do Gradiente para encontrar ponto critico do Quociente de Rayleigh na
% esfera unitaria

%

% Dados de entrada

%

% kmax : numero maximo de iteragoes

% tol : tolerdncia para norma do gradiente

% sigma : parametro da busca linear de Armijo

% A : Matriz associada ao Quociente de Rayleigh

% p : chute inicial

cle;

clear all;

tol= 1.0e—S8;
kmax= 10000;
sigma = 5.0e—1;
B = rand(2);
A= BxB’;

p = rand (2,1);

%Aproximagao para o multiplicador de Lagrange
m = inv ((2%p) "*(2xp) ) *x(2xp) "x(2xAxp) ;

n = size(p,1);

I = eye(n);

%Gradiente da Lagrangiana
gradl. = @Q(x) [2xAxx(1:n) — x(n+1)*2«x(1:n) ; x(1l:n)’s«x(1l:n) —
1]

Y%Funcao auxiliar
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phi = @(x) 1/2xgradL(x) ’sxgradL(x);

%Gradiente da funcao auxiliar

gradphi = @Q(x) [2%A — x(n+1)*«I%2 | —2«x(1l:n) ; 2xx(1l:n)’ , 0] =
gradL (x) ;

P=[p;m];
k = 0;
fprintf(’ Iteragoes Norma do Gradiente\n’);

%Processo iterativo
tic;

while true

ng = sqrt (gradL (P) "sgradL (P));
fprintf(’ %5d %23.12e\n’ ,k,ng);

if ng <= tol

tempo = toc;

fprintf(’\n ::: Tolerdncia da Norma do Gradiente alcancada em: %12.8
f segundos\n’, tempo);

break ;

end

if k > kmax
fprintf(’\n ::: Tolerdncia da Norma do Gradiente nao alcancada.’):
break ;

end
k =k + 1;

%Busca linear de Armijo

alpha=1;

while true

iphi = phi(P — alphaxgradphi(P));

jphi = phi(P) — alphaxsigmax(gradphi(P) «xgradphi(P));
if iphi <= jphi

break

end
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alpha=0.5xalpha;

end

%Atualizacio da nova iteracao
P = P — alphaxgradphi(P);
p=P(1:n);

m=P (n+1);

end

Codigo do método do Gradiente para encontrar ponto critico da fungao f(X) =

aln(det X) — btr(X) sobre o cone SDP.

% Método do Gradiente para encontrar ponto critico da fungao f sobre o cone
%

% Dados de entrada

%

% kmax : numero maximo de iteragoes

% tol : tolerdncia para norma do gradiente

% a : constante a na definicdo da funcao

% b : constante b na definicao da funcao

% sigma : parametro da busca linear de Armijo

% p : chute inicial

cle;

clear all;

tol= 1.0e—S8;
kmax= 1000;
a = 3;
b = 2;

sigma = 5.0e—1;
p = 2xa/bxrand (1)x*eye(2);

n = size(p,1);
[ = eye(n);

%Gradiente da funcado
gradf= Q(x) axinv(x)—bxI;

Y%Funcao auxiliar
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phi = @Q(x) 1/2xtrace(gradf(x) «xgradf(x));
%Gradiente da funcao auxiliar

gradphi = @Q(x) —axinv(x)*gradf(x)*inv(x);
k = 0;

fprintf(’ Iteracoes Norma do Gradiente\n’);

%Processo iterativo
tic;

while true

ng = sqrt(trace(gradf(p) xgradf(p)));
fprintf(’ %5d %23.12e\n’ ,k,ng);

if ng <= tol

tempo = toc;

fprintf(’\n ::: Tolerdncia da Norma do Gradiente alcangada em: %12.8
f segundos\n’,tempo);

break ;

end

if k > kmax
fprintf(’\n ::: Tolerdincia da Norma do Gradiente nao alcangada.’);
break ;

end
k =k + 1;

%Busca linear de Armijo

alpha=1;

while true

iphi = phi(p — alphaxgradphi(p));

jphi = phi(p) — alphaxsigmaxtrace(gradphi(p) «gradphi(p));
if iphi <= jphi

break

end

alpha=0.5xalpha;

end
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%Atualizacao da nova iteracao

p = p — alphaxgradphi(p);

%Teste para verificar se as iteradas sao SDP

[~,dp] = chol(p);

if dp ~= 0

fprintf(’\n ::: O método ndo estd produzindo pontos vidveis.’);
break

end

end
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