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Resumo

Este trabalho tem por objetivo facilitar a compreensdo de conceitos voltados a classe
de restos médulo m e a regra de sinais por meio da utilizagdo de materiais concretos
e manipuldveis no ensino da algebra abstrata. Buscando tal propésito, apresentamos
a teoria necessdria ao projeto, conceituando cada propriedade a ser utilizada como
embasamento para a aplicacdo dos materiais em sala de aula. Ao decorrer do projeto,
veremos todo o processo de construcao de tais materiais, expondo os erros cometidos e
os caminhos encontrados para contorné-los. Além disso, sugerimos algumas propostas
de atividades a serem realizadas com o auxilio dos materiais confeccionados, com o
intuito de tornar um pouco mais tangivel o conceito da dlgebra. Veremos que, com
materiais simples e de facil acesso, é possivel construir caminhos que facilitem esta troca
de experiéncias entre educador e educando, aprimorando o ensino-aprendizagem e

tornando um conceito que por vezes parece tdo complexo em algo facil de ser entendido.

Palavras-chave: Algebra, Materiais concretos, construcdo, ensino-aprendizagem.



Abstract

This work aims to facilitate the understanding of concepts related to the m module
class and the rule of signs through the use of concrete and manipulable materials in
the teaching of abstract algebra. Seeking this purpose, we present the necessary theory
for the project, conceptualizing each property to be used as a basis for the application
of materials in the classroom. During the project, we will see the entire construction
process of such materials, exposing the mistakes made and the ways found to get
around them. In addition, we suggest some activity proposals to be carried out with
the help of made materials, in order to make the concept of algebra a little more tangent.
We will see that, with simple and easily accessible materials, it is possible to build paths
that facilitate this exchange of experiences between educator and student, improving
teaching and learning and making a concept that sometimes seems so complex into

something easy to be understood.

Keywords: Algebra, Concrete materials, construction, teaching and learning.
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Introducao

O presente trabalho tem por objetivo facilitar a compreensado de conceitos volta-
dos a classe de restos médulo m e aregra de sinais. Para tanto, exploraremos no decorrer
do projeto a opgao de trabalhar com materiais concretos e manipuldveis no ensino da
algebra, abordando os passos para sua construgdo e, posteriormente, apresentando
propostas de atividades a serem trabalhadas em sala de aula.

A ideia de trabalhar com tal tema surgiu do contato com a monografia de
Sergiana Alves Cangusqu Miranda, intitulado CAIXAS DE FUNCOES: Uma proposta
com material concreto e manipulavel que, assim como nosso trabalho, apresenta uma
metodologia de ensino que se baseia na utilizagdo de materiais concretos em sala de
aula.

Esta monografia foi dividida em 4 capitulos, sendo que, no primeiro, apresen-
tamos a teoria ao qual se baseia nosso projeto. Desde a nocdo de divisibilidade no
conjunto dos nliimeros inteiros, apontando as caracteristicas do Algoritmo Euclidiano
bem como da relagdo de congruéncia médulo m até o estudo sobre a Teoria de Anéis,
tendo como foco o anel (Z,,, +, -).

No segundo capitulo discorreremos sobre o processo de construgdo, apontando
os materiais necessdrios e as ferramentas utilizadas até obter o resultado final. Retra-
taremos o passo a passo do trajeto apontando os erros cometidos na confecgao e os
caminhos que seguimos para um aprimoramento.

Ja no terceiro capitulo, propomos atividades para serem aplicadas em sala de
aula utilizando os materiais confeccionados, visando o desenvolvimento dos conceitos
algébricos citados acima, relacionando a manipulagdo dos materiais com suas proprie-
dades.

Por fim, mas ndo menos importante, trazemos no quarto capitulo as solucdes
das atividades propostas buscando, da maneira mais clara possivel, explicitar o que
foi pensado a se trabalhar com os materiais concretos e manipuldveis apresentados

durante o decorrer do nosso trabalho.
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Capitulo 1

Teoria

Neste capitulo discutiremos as defini¢des e propriedades relacionadas a divi-
sibilidade no conjunto numérico dos inteiros (Z), prosseguindo com a defini¢do de
Congruéncia e a Teoria de Anéis. Tais contetidos serdo de suma importancia no an-
damento do presente trabalho, visando um melhor entendimento acerca das ideias

propostas.

1.1 Divisibilidade em Z

1.1.1 Divisdo exata

Defini¢do 1.1.1 Sejam a,b € Z. Dizemos que b é divisivel por a se existir um c € Z de
forma tal que b = ac. Podemos também dizer que b é multiplo de a. Para indicar que 4

divide b usaremos a notacao alb.

oL g b .
Se alb com a # 0, o nimero inteiro c; b = ac serd indicado por — e chamado de quociente
a

da divisdo de b por a.

Exemplo 1.1.1 42 é divisivel por 7 uma vez que 42 = 7 - 6. Dizemos também que 42 é

42
mdultiplo de 7. O inteiro 6 = - é chamado de quociente da divisdo de 42 por 7.

Sejam a,b e ¢ € Z, a relagdo entre tais elementos, definida por alb, preserva as

seguintes propriedades:

i) ala;

Demonstracdo: De fato,a.1 =a Va € Z. |

ii) Sea,b >0, a|b e bla entdo a = b;

12



Capitulo 1. Teoria 1.1. Divisibilidade em Z

iii)

Demonstragio: Temos por hiptese a = bg; e b = ag, onde g1 e g € Z.
E 6bvio que a = 0 & b = 0. Suponhamos entdo a,b > 0.

Assim:

{a = b
= a=agqy = g1 =1
b=aq,

Sendo ¢1,4, > 0, pois a,b > 0, ocorre imediatamente que ¢q; = g, = 1 e consequen-

temente, a = b. (]

Se alb e b|c entdo ac;

Demonstragdo:
alb dg: € Z;b = ag,
- = ¢ =aqi1q>
blc A9, € Z;c = bgy
Como g1g» € Z, ocorre imediatamente da defini¢do 1.1.1 que a]c. (]

Se a|b e alc entdo a|(bx + cy) quaisquer que sejam os x e iy € Z.

Demonstragdo:

= bx + cy = a(xq1 + yq2)

dg, € Z;c =aq,

alb dg:1 € Z;b =aqy bx =a(xq1)
> >
alc cy =a(yq2)

Como (xq; + yq2) € Z ocorre imediatamente da defini¢do 1.1.1 que a|(bx + cy). =

Segue em particular desta propriedade que:

e albealc = a|(b+c)eallb-rc);

e glb = albx Vx e Z.

Se a|b e c|d entdo ac|bd.

Demonstracdo:
alb dg,€Z;b=a
| - 1 1 = bd = ac(g142)
cld dg, € Z;d = cq,
Tendo 419> € Z seque que aclbd. n

Exemplo 1.1.2 Note que 6 é divisor do préprio 6 e do 12 entdo, pela propriedade
iv, 6 também é divisorde 6 -3 + 12 -5 = 78. De fato 78 = 6 - 13.

13



Capitulo 1. Teoria 1.1. Divisibilidade em Z

1.1.2 Algoritmo Euclidiano

Proposicao 1.1.1 Sejam a,b € Z com b > 0. Existem tinicos g,7 € Z tais quea = bg +r

sendo 0 < r < b. Os inteiros q e r sdo denominados quociente e resto, respectivamente.

Demonstragdo:

i) Existéncia:

Inicialmente, considere o conjunto
S={y=a-bx;y>0ex e}

Note que S # @ pois se x = — |a| entdo:

y=a+blalza+a|>0=yeS

Como S # @ e S C Z,, segue pelo Principio da boa ordenagio' que existe em S um
menor elemento.

Seja r este menor inteiro. Logo, pela defini¢do do conjunto S:
r=a-bx;x €e”Z
Considerando x = g teremos:
r=a-bg=a=bg+r

Resta mostrar que 0 <r <b
A primeira desigualdade é imediata uma vez que r € S.
Suponha entdo por absurdo que r > b logo:
A7 >0, r=b+7V = r—-vr=b>0=r>7r
Sendo r o0 menor elemento de S podemos afirmar que r’ ¢ S.
Noteagoraquer =r—-b=r =a-bg-b=r =a-b(g+1) =1 €S.
~——
eZ
O que é uma contradi¢do. Portanto r < b.
ii) Unicidade:

Suponhamos que existam g’ e 1’ tais que:

a=bg +r com 0<r <b

1A demonstracdo pode ser encontrada em (LIMA, 2004, p.39)

14



Capitulo 1. Teoria 1.1. Divisibilidade em Z

Assim:

a=bg+r
= bg+r=bg’+v = r-r =bg'-bg = r—1 =b(g—q’) = bl(r—71")
a=bq +7

Sabemos que:
r<b=r-r<b-r<b=r-r<b

Como:

r—1r <b
=r-r=0=r=r
{bl(r—r')
Da mesma forma:
r—1r =0 0= b y
: ), =0=0q-q
r—r =blg-1q)

Sendo, por hipétese, b # 0 segue que:

-9 =0=q=4¢q

Exemplo 1.1.3 O resto da divisdo de 15 por 6 é 3 umavezque1l5=6-2+3

Veremos, no decorrer do trabalho, que o algoritmo de Euclides é uma ferramenta

importantissima quando tratamos das classes de equivaléncia médulo m.

1.1.3 Relac¢ao de Congruéncia

Defini¢dao 1.1.2 Sejam a,bem € Z e m > 0. Diz-se que a é congruo a b médulo m se
m|(a —b), ouseja, q € Z; a—b = mq. Para indicar que a é congruo a b médulo m usa-se
a notacao

a=b (mod m)

Quando a — b nédo é divisivel por m, dizemos que a ndo é congruo a b médulo m
cuja notagdo é dada por
a#zb (mod m)

Propriedades 1.1.1 Temos as seguintes propriedades para a relagdo de congruéncia

modulo m:

15



Capitulo 1. Teoria 1.1. Divisibilidade em Z

1)

2)

3)

4)

5)

a=a (mod m);

Demonstracdo:
De fato:
mla—a, VaeZ

a=b (mod m) = b =a (mod m);

Demonstragdo:
a=b (mod m)=m|a-b)=gecZa-b=mg=b-a=m(—q) = mlb-—a =
b=a (mod m) ]

a=b (mod m)eb=c (mod m) = a=c (mod m);
Demonstragdo:

a=b (mod m)eb=c (mod m) = m|(a—Db)em|(b—c) = m|[(a—0b)+ (b -c)] =
ml|(a — c¢) = a = ¢ (mod m) [ |

a=b (mod m)e0 <b<mc béoresto da divisdo de a por m;

Demonstragdo:

=)

a=b (modm)=mla-b)= g€ Z,a-b=mg=a=mg+b; 0<b<m.

A concluséo é decorrente da unicidade do quociente e do resto na divisao euclidiana

de a por m visto na proposigdo 1.1.1.

<)
Por hipétese, dg € Z;a =mg+be 0 < b < m. Logo:

a-b=mg=m|la-b)=a=>b (mod m)

a=b (mod m) &< ae b possuem o mesmo resto da divisdo euclidiana por m;
Demonstragdo:
=)

a=b (modm)=mla-b)=AgecZ,a-b=mg=a=mq+Db

16



Capitulo 1. Teoria 1.1. Divisibilidade em Z

Sejam g; e r, respectivamente, o quociente e o resto na divisdo euclidiana de a por
m, logo:

a=mq+r, 0<r<m
Entdo:

a=mq+b
= mg+b=mp+r=b=m(g1—q)+r, 0<r<m
SV/4

Portanto, r é o resto da divisdo euclidiana de b por m.

<)
Por hipétese, a e b deixam o mesmo resto na divisdo euclidiana por m, entdo existem
g1 € o € Z tais que:

a=mq +7r
0<r<m=a-b=m(q1—q) = mll@a-b)=a=b (mod m)
b=mg, +r —_—

[SY/4

6) a=b (mod m) < atc=b+c (mod m);

Demonstracdo:
a=b (modm) = mla-b) = geZ,a-b=mge (atc)—(btc)=mqg
mlatc)—(b+tc)=axc=bzxc (mod m) |

7) a=b (mod m)ec=d (mod m) = a+c=b=+d (mod m);

Demonstracdo:
{a =b (mod m) {m|(a —-b) {3q1 €Z;a—-b=mq
e e e

c=d (mod m) ml(c — d) A, €Z;c—d=mq,
= (a-b)t(c—d) = mg1tmg, = (axc)—(b+d) = m(q1 = q2) = m|(axc)—(b+d) =
N——
eZ

—a+xc=bxd (mod m). [

8) a=b (mod m) = ac = bc (mod m);

17



Capitulo 1. Teoria 1.2. Teoria de Anéis

Demonstragdo:
a=b (modm)=mla-b)= g€ Z;, a—b=mqg= (a—b)c=mgc—=
= ac — bc = m(qc) = m|(ac — bc) = ac = bc (mod m). [

9) a=b (mod m)ec=d (mod m) = ac = bd (mod m);

Demonstracdo:

Tendo por hipétese a = b (mod m), segue pela propriedade anterior que
ac = bc (mod m).

Da mesma forma, de c = d (mod m) tem-se bc = bd (mod m).

Devido a transitividade vista na propriedade 3 conclui-se que ac = bc (mod m) =

10) Seke€ Z,k>0ea=b (mod m) entdo a* = b* (mod m).

Demonstragdo:

Basta notar que:
= =@ -b)(@d + a0+ a8 + -+ alb2 + DY

Tendo por hipétesea = b (mod m), segue da defini¢cdo 1.1.2 que m|a —b e consequen-

temente, m|a* — b*. Portanto, a* = b* (mod m). m

Exemplo 1.1.4 Vamos calcular o resto da divisdo de 3% por 11.
Note inicialmente que 243 = 3° =1 (mod 11) uma vez que 11/243 — 1.
Dessa forma, pela propriedade 10:

3°=1 (mod 11) = 3% = (3°)!% =12 (mod 11) = 3°® =1 (mod 11)

3625

Portanto, o resto da divisdo de por 11 éigual a 1.

1.2 Teoria de Anéis

1.2.1 Anel

Defini¢do 1.2.1 Seja E um conjunto ndo vazio. Uma operagdo sobre E é uma fungéo:
*+: EXE—E

(a,b)r—axb

Isto é, a cada par ordenado (4,b) de E X E corresponde, pela operagdo *, um tnico
elemento de E, designado por a * b.

18



Capitulo 1. Teoria 1.2. Teoria de Anéis

Definic¢do 1.2.2 Seja A um conjunto ndo vazio onde estejam definidas duas operacdes,
as quais chamaremos de adi¢do e multiplicagdo e denotaremos por + e - respectiva-
mente.

Dizemos que A é um anel, e denotaremos como (A, +, -), se as seguintes propriedades

sdo satisfeitas para quaisquer a,b,c € A:

i) @+b)+c=a+(b+c) (associatividade da adi¢ao)

iil) 10€A; a+0=0+a=a (existéncia do elemento neutro da adigado)
iii) Vx€e A, Ax € A; x+x' =x"+x=0 (existéncia do simétrico)
iv) a+b=b+a (comutatividade da adicdo)

v) (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade da multiplicacdo)

vi) a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c (distributividade da multiplicagdo

em relacdo a adigado)

Dizemos que (A, +, ) ¢ um anel com unidade se satisfazer a seguinte propriedade:

vii) de€A; x-e=e-x=xVxeA.

Dizemos que (4, +,-) é um anel comutativo se satisfazer a seguinte propriedade:
viii) Vx,y €A, x-y=y-x.
Dizemos que (A, +,-) é um anel sem divisores de zero se satisfazer a seguinte

propriedade:

ix) x,y€A, x-y=0=>x=0ouy=0.

Se (A, +,-) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos

que (A, +,-) ¢ um dominio de integridade.

Dizemos que um dominio de integridade (A, +, -) é um corpo se satisfazer a seguinte

propriedade:
x) VxeAx#0,dyc Atalquex-y=y-x=e.

Exemplo 1.2.1 O conjunto dos Ntumeros inteiros Z munido das opera¢des usuais
de adigdo e multiplicagdo é um anel de integridade pois este é comutativo e possui

0 1 como unidade.

19



Capitulo 1. Teoria 1.2. Teoria de Anéis

Exemplo 1.2.2 O conjunto

b
Mo = {(i d];ﬂ, b,c,de IR}

das matrizes quadradas de ordem 2 por 2 com as operagdes usuais de adicdo e

10
multiplicacdo é um anel com unidade I = (0 1]. Porém, este ndo é um anel

11 21
comutativo pois, se tomarmos A = (3 2) eB= (3 0] teremos A-B # B - A.

Exemplo 1.2.3 Como exemplo de corpo temos o conjunto dos ntiimeros Reais R
com as operagdes de adi¢do e multiplicagdo. O mesmo ocorre para o corpo dos

ntmeros complexos C.

1.2.2 Propriedades de um anel

Dado um anel (4, +, ), sdo vélidas as seguintes propriedades:
P1) O elemento neutro 6 € (A, +, -) é tinico;

Demonstracdo:

Suponha existentes 0 e 0" elementos neutros aditivos de (A, +, -). Logo:
6=0+0" =6

O que garante a unicidade de 0. m

P,) Se existe, o elemento neutro e € (A, +, ) também é tnico;

Demonstracdo:

Analogamente a propriedade anterior, suponha existentes e e ¢* elementos
neutros multiplicativos de (A, +, -), entdo:

Portanto, e é tnico. |

P3) Unicidade do elemento simétrico;

Demonstracdo:
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Py)

Ps)

Sejaa € (A,+,.)ea’ ea” € (A, +,-) simétricos de a. Assim:

O=a+da . , ,

—ad =ad+0=d+@+a")=0@ +a)+a”" =a"
O=a+a”

Portanto, o simétrico é tinico. [ |

Adotaremos daqui pra frente, quando ndo houver ambiguidades,as seguintes
notagoes:

O anel (A, +, ) simplesmente por A;

O elemento neutro aditivo 6 de A por 0;

O elemento neutro multiplicativo e de A por 1;

O simétrico de um elemento a € A por —a.
a—-b=a+(-b)

Prosseguindo com as propriedades, para quaisquer a,b e c € A temos:

0=a-0e0=0-4g

Demonstracdo:

De fato:
a-0=a-(0+0)=a-04+a-0

Somando o simétrico —(a - 0) em ambos os membros da igualdade:
a-0-@-0)=a-0+a-0-@-0)=a-0+[a-0-(@-0)] = 0=a-0

Analogamente se demonstra que 0 =04 n

~@-b) = (-a)-b=a-(-b);

Demonstracdo:

Note inicialmente que:
O=a+(—a) = 0-b=la+(-a)]-b = 0=a-b+(-a)-b

Chegamos entdo que (—a) - b é o simétrico de a - b e, como demonstrado anteri-

ormente, o simétrico de um elemento do anal A é tnico. Portanto:

(—a)-b=—(a-b)
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Analogamente se demonstra que a - (=b) = —(a - b). n

Ps) (=a)-(=b)=a-b;

Demonstracdo:

Pela propriedade anterior:

—a)-(=b) = —[a-(=b
{( a) ( ) [61 ( )] :(_a),(_b):_[g.(—b)]:—[—(a'b)]:a'b

a-(=b)=—(@a-b)

1.2.3 O conjunto Z,,

Defini¢do 1.2.3 Para cadaa € Z definimos a classe de congruéncia médulo m determi-

nada por a como sendo o conjunto:
a={xeZ|x=a (mod m)}

Definic¢do 1.2.4 O conjunto de todas as classes de congruéncia médulo m, denotado

por Z,, é chamado de conjunto das classes de congruéncia médulo m em Z, ou seja:
Z,={a|laeZ)}
Proposi¢io 1.2.1 Sejam 7 e b € Z,, entdo:
i=beua=b (mod m)

Demonstragdo:
=)
Seja x € 4 entdo, por hipétese, x € b, logo:

— a=b (mod m)

{x =a (mod m)

x=b (mod m)

<)

seja x € a, segue entdo que x =a (mod m).
Tendo por hipétese a = b (mod m), podemos afirmar, pela transitividade, que
x =b (mod m), entdo, x € be consequentemente a C b.

Analogamente se demonstra que b C a e, portanto,a = b u
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Proposicdo 1.2.2 Se m € Z' entdo o conjunto Z, possui exatamente m classes de

equivaléncia, a saber:

Z,=1{0,1,2,.. m—1}

Demonstragio: Provemos inicialmente que se
Oa<b<m=a#b

b

De fato, seja 0 < a < b < m. Pela proposigdo anterior, temos que a = b a
(mod m) & ke Z;0<a—-"b=km.

Agora como 0 < a < b < m temos que a — b ndo pode ser miiltiplo de m, ou seja, @ # b.
Assim, {6, T, 5, ...,m} C Z,, é um conjunto contendo exatamente m elementos. Para
provarmos a igualdade Z,, = {0,1,2,...,m — 1} é suficiente mostrarmos que: sea € Z,,
entdoa € {0,1,2,...,m — 1}. Podemos escolher k inteiro suficientemente grande tal que
a’ = a + km seja ndo negativo. Mas ¢é claro que @’ = a (mod m), e dai segue que a’ = a.
Assim, é bastante provarmos que a’ e {6, T, 2, ...,m} com a’ > 0. Pelo algoritmo da
divisdo temos que, dg,r € Z tais quea’ = gm + ronde 0 < r < m.

Mas entdoa’ —r = gmouda’ =r (mod m) e portantoa =a’ =7e 0 < r < m. m

Exemplo 1.2.4 Tem-se que Z, = {0,1,2,3,4,5}.

1.24 O anel (Z,,+,")

Definigado 1.2.5 Seja m € Z;m > 2 podemos entdo definir as operagdes de adigdo e

multiplicacdo neste conjunto respectivamente por:

+ 1Ly X Ly = Ly, Ly X Ly — Ly,

@b)—a+b @,b) —> ab

Proposicdo 1.2.3 As operagdes de adicdo e multiplicagdo no conjunto Z,, sdo bem
definidas, ou seja, sendoa,a’,b,b’ € Z coma = 7 eb = b entio:

a+b=a+b e ab=al

Demonstracdo:

a=a a=a (mod m) a+b=a +b (mod m) a+b=a +b
- — - - — .

b=V b=b" (mod m) ab=a't’ (mod m) ab=a't’
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Vemos entdo que, dado um conjunto Z,,, é indiferente quais dos representantes de suas

classes de equivaléncia usemos para efetuar operacdes. Ou seja, em Z:

3+4=15+10=27+46=1
uma vez que 3,15e27 pertencem a uma mesma classe. O mesmo ocorre para 4,10 e 46.

Proposicao 1.2.4 Se m > 2 entdo (Z,,, +, ) € um anel.
Demonstragdo:
Para realizar a demostragdo deste fato verificaremos que (Z,, +,-) atende as carac-

teristicas da defini¢do 1.2.1. Dessa forma, para quaisquer a,b e ¢ € Z,, temos:

* Associatividade da adigdo:

a+ (E +c)=a+b+c (pela defini¢do 1.2.5

=a+b+c (pela defini¢do 1.2.5

= (a+Db)+c (pelaassociatividade em Z

)
)
=a+ (b+c) (pelaassociatividade em Z)
)
=a+b+c (pela definigdo 1.2.5)

)

=@+b)+¢ (pela definigdo 1.2.5

* Existéncia do elemento neutro:

ol
Il

a+ a+0 (pela definigdo 1.2.5)

a (0 é o elemento neutro aditivo de Z)

Portanto, 0 é 0 elemento neutro aditivo em Z,,.

* Existéncia do simétrico:

Dado @ procuremos por seu simétrico @’ e, para isto, devemos ter 2 +a’ = 0. De onde

segue:

_ — =125 — 121 6
a+a=0=a+a=0=a+a"=0 (modm)=a"=-a (mod m)

Notando agora que:

{a’ = —a (mod m)

0=m (mod m)
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Ora, obviamente m —a € Z,,. Isso mostra que todo elemento a € Z,, tem como

simétrico o m — a.

* Comutatividade da adigao

A+b=a+b (pela defini¢do 1.2.5)
=b+a (pelacomutatividade em Z)
=b+a (pela definigdo 1.2.5)

* Associatividade da multiplicagdo

a- (E -c)=a- b-c (pela definigdo 1.2.5)

x_

b-c (pela definic¢do 1.2.5)
= m (pela associatividade em Z)
= m (pela associatividade em Z)
=a-b-¢C (pela definigdo 1.2.5)
=@-b)-c (pela definicdo 1.2.5)

* Distributividade da multiplicacdo em relagdo a adigdo

a- (E +c¢)=a-b+c (pela defini¢do 1.2.5)
=a-(b+c) (pela defini¢do 1.2.5)
= m (pela distributividade em Z)
=a-b+a-c (pela defini¢do 1.2.5)
=@-b)+@-0 (pela definicdo 1.2.5)

Analogamente se verifica que (7 + E) c=(@-c)+ (E - C)

Verificadas todas as propriedades, completamos nossa demonstragdo de que (Z,,, +, -)

é um anel. n

Exemplo 1.2.5 O anel (Z, +, )

Zs=10,1,2,3,4,5}

Vemos agora as tdbuas de operagoes? de adi¢do e multiplicagdo em Zs:

2Podemos encontrar este conceito em (DOMINGUES e IEZZI, 2003, p.124)
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+/0 1 2345 |01 23145
0/0 1 2345 0/0 0000O0
1/1 23450 10 1 2 3 45
2|12 3 4501 210 2 40 2 4
3|13 45012 3/0 3030 3
41450123 410 4 20 4 2
5/5 012 3 4 5/0 543 21
Podemos notar pelas tdbuas de operagdes que:
e 3+5=2,pois3+5 = 8 e este deixa resto 2 quando dividido por 6;
e 5.4=2,pois 54 =20 que também deixa resto 2 ao ser dividido por 6;

Zs ndo é um anel de integridade pois, 4 - 3 = 0 mesmo tendo 4 e 3 diferentes de 0;

Os tinicos elementos de Z¢ que possuem inverso multiplicativo sdo o 1 e 0 5, sendo

que estes sdo seus proprios inversos, ouseja,1-1=1e5-5=1.
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Capitulo 2

Construcao

No decorrer deste capitulo descreveremos o processo de elaboragédo e construgao
dos materiais concretos de ensino relacionados as classes de resto médulo m e a regra
de sinais em que se baseia nosso trabalho, desde os materiais e ferramentas utilizadas
até os erros e acertos ocorridos durante a construgdo. Procuraremos, durante este
processo, detalhar cada passo ocorrido e, quando necessério, fazer uso de fotografias
acerca do andamento do projeto. Para discorrer sobre esta fase, dividiremos o contetido
em duas partes, inicialmente, trataremos da congruéncia médulo m e em seguida, sera

explorado sobre a regra de sinais.

2.1 Congruéncia médulo m

Para este primeiro material, pensamos numa forma de agrupar todos os repre-
sentantes das classes médulo m em conjuntos distintos. A principio, foi acordado de
utilizarmos o conjunto dos ntimeros inteiros de 0 a 30, visando a facilidade em construir
e manusear uma quantidade formidédvel de nimeros.

Entramos, entdo, em duas questdes: como construir tais nidmeros para repre-
sentar os elementos de cada classe e a forma de agrupé-los caracterizando seu devido
conjunto.

Na confecgdo dos elementos das classes foi utilizado um material leve e maledvel
de modo a facilitar sua moldagem, uma vez que este necessitaria ser cortado varias
vezes. Ja para o agrupamento desses elementos, necessitamos utilizar um material
transparente, pois, é preciso visualizar os nimeros que ficardo em cada pacote. Tendo
esta ideia em mente, elencamos nos quadros 2.1 e 2.2, respectivamente, os materiais e

ferramentas necessarias a execucdo do trabalho.
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Tabela 2.1: Material utilizado

MATERIAL UTILIZADO | QUANTIDADE
Envelopes de Pasta Catalogo 20
E.VA 5
Fita adesiva 1

Fonte: Acervo do autor

Tabela 2.2: Ferramentas utilizadas
FERRAMENTAS UTILIZADAS

Régua
Tesoura
Estilete

Lapis Preto

Fonte: Acervo do autor

Uma vez definidos todos os materiais e ferramentas a serem utilizados no tra-
balho, partimos para a confeccdo. Usaremos duas cores distintas para a criagdo dos
nimeros. A cor verde para os nimeros de 0 a 30 e a cor laranja para criar os repre-
sentantes das classes de equivaléncia. Vemos na tabela 2.3 a quantidade especifica de
material a ser produzido.

Tabela 2.3: Material a ser produzido
MATERIAL PRODUZIDO QUANTIDADE
numeros de 0 a 30 na cor verde (sem a barra superior) | 2 cépias por nimero
numeros de 0 a 7 na cor laranja (com a barra superior) | 5 cépias por nimero

Pacotes de pasta catdlogo com o suporte 14
Fonte: Acervo do autor

1° Passo - Confec¢ao dos moldes numéricos

No primeiro momento foi necessario determinar o tamanho e forma em que os
numeros seriam moldados no E.V.A. Suas dimensdes devem prezar pelo bom anda-
mento da aula, ndo podendo ser pequeno, o que pode dificultar a visualizacdo dos
alunos, nem grande, causando um desconforto ao se trabalhar com tanto material.
Optamos entdo por usar a fonte Arial Black, tamanho 150 pt. Para ter uma leve nog¢do
do tamanho de cada nidmero usamos o ntiimero 4 com suas devidas dimensdes para

exemplificar o processo, conforme figura 2.1.
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Figura 2.1: Dimensdes do molde.

7 cm

55cm

Fonte: Acervo do autor

Ja para abarra acima do ntimero que caracteriza os elementos das classes de resto
modulo m, optamos por omiti-los, de inicio, uma vez que sua inser¢ao poderia causar
certa confusdo entre os alunos. Porém, na confec¢do dos elementos que representarao as
classes de equivaléncia introduziremo-nos. Para isto resolvemos ndo fazer um molde
especifico, pois este varia conforme o numeral em que se estd trabalhando. Sendo
assim, padronizamos a altura em 1cm e o tamanho se ajustaria a situagdo.

Tendo definido a fonte e 0 tamanho dos numerais, partimos para a impressao
dos moldes.

Figura 2.2: Moldes.

12345
67890

Fonte: Acervo do autor

Ap6s impressos, os moldes foram recortados para serem utilizados na criagdo
dos ntimeros no E.V.A.

2° passo - Marcacao e recorte dos ntiimeros no E.V.A

Com os moldes em maos, fizemos as marcagdes no E.V.A onde foram recortados

os ntimeros que representam os elementos das classes de equivaléncia. Primeiramente,
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para as duas cores, desenhamos o ntiimero com o auxilio do molde e, em seguida, para
a cor laranja, fizemos o tragado da barra logo acima do numeral. O resultado deste

processo pode ser visto nas figura 2.3 e 2.4.

Figura 2.3: Marcagdes no E.V.A.

Fonte: Acervo do autor

Figura 2.4: Marcagdes no E.V.A.

Fonte: Acervo do autor

E agora, ja tragadas as marca¢des no E.V.A, partimos para o recorte conforme

tiguras 2.5 e 2.6.
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Figura 2.5: Recortes numéricos.

Fonte: Acervo do autor

Figura 2.6: Recortes numéricos.

Fonte: Acervo do autor

3° passo - Forma de agrupar os ntiimeros por classe de equivaléncia

Para o agrupamento dos ntimeros em sua respectiva classe de resto, utilizamos
os envelopes de pasta catdlogo. Durante a elabora¢do do projeto, notamos a necessi-
dade de exibir um representante para cada classe de equivaléncia. Assim sendo, tal
representante ficard exposto no préprio conjunto de tal forma que, ao olharem para o
pacote de nimeros de uma das classes também seja possivel identifica-lo.
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Assim, em cada envelope atribuimos um suporte no qual serd inserido o repre-
sentante da classe em questdo. Este suporte serd feito da seguinte forma: Para cada
envelope sera recortado um pedago de uma folha da pasta catalogo, figura 2.7 onde sera
colada com a fita adesiva na frente do envelope designado para agrupar os elementos
das classes de resto médulo m. O resultado final pode ser visto em 2.8.

Figura 2.7: Suporte.

Fonte: Acervo do autor
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Figura 2.8: Agrupamento da classe de resto.

Fonte: Acervo do autor

E assim, concluimos a criacdo do material a ser trabalhado com as classes de

equivaléncia médulo m.

2.2 Regra de sinais

Para trabalhar com a regra de sinais, a ideia é confeccionar cartdes retangulares
de cartolina de tal forma que cada cartdo simbolize um ntimero. Ainda, em cada um dos
cartdes teremos a representagdo do valor positivo e negativo do ntimero simbolizado.
Para tanto, utilizaremos a cor verde em uma das faces para representar o valor positivo
e a cor vermelha na outra face para o valor negativo. Para isto, usaremos as folhas de
papel dupla face nas cores supracitadas como material para este trabalho.

Uma vez tendo a representacdo dos valores de cada ntiimero, precisamos de
uma maneira para manipuld-los de forma prética, alternando entre suas faces quando
preciso. Pensando nisso, além dos cartdes numéricos, necessitaremos de um painel
magnético para, com o auxilio dos imés de neodimio, fixar os cartdes confeccionados
e mudar suas devidas faces quando conveniente. Porém, como alternativa a esta
opcao, utilizaremos a placa de papeldo na qual sera colado partes da fita magnética,
possibilitando assim a utilizagdo dos imas de neodimio.

Como no caso da congruéncia médulo m, iniciaremos esta se¢do apresentando
0 passo a passo para a constru¢do do material idealizado para a regra de sinais. Para
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tanto ilustraremos nas tabelas 2.4 e 2.5, respectivamente, os materiais e ferramentas

utilizadas para o prosseguimento do projeto.

Tabela 2.4: Material utilizado

MATERIAL UTILIZADO | QUANTIDADE
Imas de neodimio 3mm/2mm 100
Folhas dupla face 2
Fita magnética 2mm 1
Placa de papelao 1
Cola branca 1
Folha de cartolina 1

Fonte: Acervo do autor

Tabela 2.5: Ferramentas utilizadas
FERRAMENTAS UTILIZADAS

Régua
Tesoura
Estilete

Lépis Preto

Fonte: Acervo do autor

Vemos na tabela 2.6 os materiais a serem produzidos.

Tabela 2.6: Material a ser produzido

MATERIAL PRODUZIDO QUANTIDADE
Ntmeros de 0 a 9 na cor verde 3 copias por nimero
Ntmeros de 0 a 9 na cor vermelha | 3 copias por nimero
Cartoes numéricos de 0 a 9 3 copias por nimero
Painel magnético 3
cartdo operacional da multiplicacdo 3
cartdo operacional da multiplicagdo 3

Fonte: Acervo do autor

1° Passo - Confec¢ao dos moldes numéricos

Inicialmente devemos especificar as dimensdes em que serdo confeccionados
os cartdes numéricos e para isto, tomaremos como referéncia o tamanho dos moldes
utilizados para o recorte dos ntimeros na folha dupla face. Para uma melhor pratici-
dade, utilizaremos as mesmas dimensdes que no material de congruéncia médulo m,
conforme ilustra a figura 2.1 e, para o molde, também nos basearemos no produzido

na figura 2.2.
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Assim, cada cartdo numérico terd as dimensdes apresentadas na figura 2.9 sendo

que sua base sera recortada em uma cartolina de cor branca.

Figura 2.9: Dimensoes do cartio numérico.

S cm

6 cm

Fonte: Acervo do autor

2° passo - Marcacao e recorte dos niimeros no papel dupla face

Novamente, nos basearemos nos passos adotados para a constru¢do do material
para a congruéncia médulo m, ou seja, nesta fase serdo feitas as marcagdes que poste-
riormente serdo recortadas e utilizadas para construcdo dos cartdes numéricos. Vemos
um esbogo das marcagdes na figura 2.10. Lembrando que, esta etapa serd realizada

tanto para a folha dupla face de cor verde como para a de cor vermelha.

Figura 2.10: Marcag¢des no papel dupla face.

Fonte: Acervo do autor
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Observe que os niimeros foram marcados de forma refletida no verso do papel
dupla face para que, ao serem recortados, estes se apresentassem da maneira correta

no lado colorido. Temos um panorama dos ntimeros recortados na figura 2.11.

Figura 2.11: Recortes numéricos.

Fonte: Acervo do autor

3° passo - Confeccao dos cartdoes numéricos

Neste passo, utilizando a cola branca, os ntimeros que foram recortados em
papel dupla face serdo colados nos cartdes retangulares de cartolina. De um lado ficara
o ndmero na cor vermelha (representando o valor negativo) e do outro ficard o nlimero
na cor verde (representando o valor positivo). Serdo produzidos cartdes numéricos de
0 a9. O resultado final pode ser visto na figura 2.12.

Figura 2.12: Cartdes numéricos.

Fonte: Acervo do autor
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4° passo - Construcao dos cartdes operacionais

Além dos cartdes numéricos, necessitaremos de cartdes representando o opera-
dor da multiplicagdo (x) e o sinal de igualdade (=). Adotaremos aqui 0s mesmos passos
realizados para a confec¢do dos cartdes numéricos exceto pelo fato de que nado serd pre-
ciso usar duas cores e as duas faces da cartolina em que serdo colados os operadores.
Para a base de cartolina branca adotaremos as dimensdes apresentadas na figura 2.13 e

os moldes dos operadores na figura 2.14.

Figura 2.13: Dimensoes do cartdo operacional.

4 cm

4 cm

Fonte: Acervo do autor

Figura 2.14: Moldes dos simbolos operacionais.

Fonte: Acervo do autor

Uma vez prontos os moldes, os operadores serdo recortados e colados na base
de cartolina. Note que, para ndo optar por uma das cores usadas para os sinais dos
numeros, os recortes dos operados foram colados na cartolina com o verso do papel

dupla face exposto. Podemos ver o resultado final na figura 2.15.
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Figura 2.15: Cartdes operacionais.

Fonte: Acervo do autor

5° passo - Construcao do painel magnético

Como ja mencionado, na construgdo do painel magnético utilizaremos uma placa
de papeldo na qual serd colada uma fita magnética com 2mm de espessura visando a
fixagdo dos cartdes numéricos com o auxilio dos imas de neodimio. Podemos ter uma

ideia do processo na figura 2.16.

Figura 2.16: Painel magnético.

Fonte: Acervo do autor

2.3 Erros encontrados no processo de construcao

Durante a construgdo dos materiais de aprendizagem houveram alguns equivocos
que acabaram por mudar os planos que haviamos estipulado inicialmente. Sendo as-

sim, optamos por realizar algumas mudancas durante o decorrer do trabalho.
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Classe de equivaléncia médulo m

Uma mudanga proposta na execugdo do projeto foi a forma como seriam re-
cortados os ntimeros com dois algarismos. Inicialmente, cada algarismo foi recortado
individualmente porém, apds detectada uma possivel confusdo com seu manuseio,
optamos por recorta-los ja conectados. Podemos ver um exemplo do recorte na figura
2.17.

Figura 2.17: Recorte de nimero com dois algarismos.

Fonte: Acervo do autor

Regra de sinais

Nossa ideia inicial foi usar somente uma folha dupla face para a construgao
dos cartdes numéricos, visto que cada lado ja seria da cor apropriada ao projeto.
Porém, ao recortar o primeiro nimero nos damos conta de que deixamos passar algo
muito importante: ao usar o verso do papel, ou seja, ao vird-lo do lado oposto, a
forma de representagdo do numeral era exposta de forma refletida, ficando invidvel
sua utilizacdo.

Depois de notado o erro é que foi decidido recortar dois ntiimeros individual-
mente, um em cada cor, e depois entdo colar no papeldo para que assim, ao representar
o verso do cartdo, o nimero aparecesse da forma adequada.

Outra questdo que causou uma certa confusao foi o modo como seria construido
o painel magnético, visto que comprar um ja pronto acarretaria um custo muito alto, o
que fugiria do intuito nosso trabalho. Foi pensado entdo em trabalhar com uma chapa
de zinco na qual seriam fixados os cartdes numéricos com os imas de neodimio.

Novamente a questdo do custo ficou em pauta e além do mais, 0 manuseio com

este tipo de material seria uma dificuldade a mais para se trabalhar em sala de aula.
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Por fim optamos pela opgdo que foi apresentada na segdo anterior.

Omaterial base para os cartdes numéricos também foi mudado pois, inicialmente
este seria construido com papeldo. o motivo de tal mudanga se deu por conta da maior
espessura do papeldo em relacdo a cartolina, dificultando assim o magnetismo dos

imds de neodimio no painel magnético.
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Capitulo 3

Proposta de Atividades

3.1 Atividade 1

PRE-REQUISITO: Divisibilidade em Z;
OBJETIVOS:

e Conhecer o material produzido;
e Agrupar os elementos conforme o resto da divisao;

e Identificar um elemento que represente o conjunto de restos.
DURACAO: 2 aulas (140 min)
METODOLOGIA

1° Momento:

Inicialmente a turma sera dividida em dois grupos, sendo que cada grupo recebera
um conjunto com ntmeros de 0 a 30 e sete envelopes de Pasta catdlogo. Ja com o
material em maos, lhes serd questionado sobre quais as formas de dividir os ntimeros

nos envelopes seguindo um padrao.

Em seguida, lhes serd apresentado a forma de agrupamento por meio dos restos da
divisdo Euclidiana. Fixaremos o valor 6 e dividiremos todos os algarismos (de 0 a
30) por ele. Assim, de acordo com o resto deixado na operagdo, tais nimeros serdo
agrupados nos pacotes de pasta catdlogo. Podemos ver um exemplo do processo na
figura 3.1. Realizada a operagdo, deve ser registrado no caderno a quantidade de
grupos formados e a quantidade de elementos em cada conjunto.
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Capitulo 3. Proposta de Atividades 3.1. Atividade 1

Figura 3.1: Agrupamentos.

3

Fonte: Acervo do autor

2° Momento:

Ap6s a primeira experiéncia com a nova forma de agrupar, os alunos deverdo variar o
numero pré-estabelecido, agora utilizando os ntimeros 3,4 e 7 para a divisdo e efetuar

um novo agrupamento, sempre registrando os pontos explorados no 1° Momento.

3° Momento:

Serdo levantadas as seguintes questdes para os alunos:

a) Quantos envelopes foram utilizados em cada agrupamento?

b) Existe alguma relagdo entre a quantidade de envelopes usados e o ntimero que
foi fixado para realizar a operagdo?

c) Fixado qualquer namero para realizar a operagdo, é preciso fazer o agrupamento
para saber a quantidade de envelopes que serdo utilizados?

d) Pegue os elementos de um dos envelopes e organize-os de forma crescente. Qual
a relacdo que é possivel notar nesta disposi¢ao?

e) Escolha um dos agrupamentos feito anteriormente. Olhando para todos os enve-
lopes que foram criados, existe algum ntimero inteiro que, feita a divisdo com o
nuamero fixado, ndo se enquadraria em nenhum destes grupos? Por qué?

f) Na divisdo dos ntimeros por 3 é possivel saber em qual conjunto ficaria o ndmero
278?

g) O numero 0 ficou em qual conjunto durante as opera¢des? E possivel encontrar

alguma relagdo entre o conjunto em que ele estard independente do ntimero que
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Capitulo 3. Proposta de Atividades 3.2. Atividade 2

for fixado para a divisdao?

h) Olhe para todos os pacotes formados na divisdo por 5. Se juntarmos todos eles em

um s6, como vocé chamaria esse novo conjunto? Ena divisdo pelos outros valores?

4° Momento:

Sanadas as questdes referentes ao 3° Momento, serd apresentado o conceito de classes

de equivaléncia.

3.2 Atividade 2

PRE-REQUISITO: Divisibilidade em Z;
OBJETIVOS:

e Operar com as classes de Equivaléncia;
e Relacionar os membros de cada classe com a operagdo;
¢ Identificar o elemento neutro de cada operacéo;

e Identificar o inverso aditivo de cada classe de equivaléncia.
DURACAO: 2 aulas (140 min)
METODOLOGIA

1° Momento:

Inicialmente os alunos deverdo agrupar os nimeros de modo a caracterizar o conjunto
Zs, ou seja, agrupar os numeros de acordo com o resto que cada um deixa na
divisdo por 6. Para cada classe de equivaléncia médulo 6 eles deverdo eleger um
representante e este serd colocado no suporte da pasta catdlogo preparado para ele,

conforme figura 3.2.
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Capitulo 3. Proposta de Atividades 3.2. Atividade 2

Fonte: Acervo do autor

2° Momento:
A partir de entdo, os alunos serdo induzidos a fazer operagdes de adigdo utilizando

os conjuntos e para isso, usardo os representantes de cada classe de equivaléncia.

3° Momento:

Assim como na atividade 1, Ihes serdo levantados alguns questionamentos:

a) Qual o resultado obtido entre a adigdo do representante do conjunto 2 com o do
conjunto 3?

b) Em qual conjunto o valor do resultado encontrado deve ser colocado?

c) Agora faga a mesma operagdo com os dois conjuntos porém com representantes

diferentes. Em qual grupo o valor novamente deve ser colocado?
d) Hé& alguma semelhanga entre os passos que vocé acabou de realizar? Se sim, qual?

e) E sefizermos operagdes com elementos de um mesmo conjunto? O resultado final
também fard parte deste conjunto?

f) Olhe agora para o conjunto 0. Faga operagdes de adicdo envolvendo seus elemen-

tos e os elementos de outra classe. O que acontece com o resultado?
g) Qual seria um possivel nome para o conjunto 0?
h) Opere 05 com o 1. Qual o resultado?
i) E se operarmos o 3 com o 15

j) Sera que para qualquer conjunto é possivel encontrar outro que operado com ele
dé como resultado o 0?
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Capitulo 3. Proposta de Atividades 3.3. Atividade 3

4° Momento:
Assim como feito para a operacdo de adigao, os alunos deverao realizar operagdes

com as classes com relagdo a multiplicagdo.

5° Momento:
Da mesma maneira, lhes serd indagado as seguintes questdes:

a) Qual o resultado obtido entre a multiplicagao do representante do conjunto 2 com
o do conjunto 3?
b) Em qual conjunto o valor do resultado encontrado deve ser colocado?

c) Foi visto que na adigdo ndo importava o representante da classe para fazer a

operacgdo. Podemos dizer o mesmo na multiplicacdo?

d) Na adicado existia um elemento neutro. Na multiplicacdo também existe? se sim,
quem?

e) O mesmo se pode dizer do inverso?

f) O que acontece se fizermos a multiplicacio de uma classe com o 0?

3.3 Atividade 3

PRE-REQUISITO:Multiplicagio em IN;
OBJETIVOS:

e Multiplicar em Z;

e Relacionar os fatores da operagdo com a regra de sinais;
DURACAO: 2 aulas (140 min)
METODOLOGIA

1° Momento:

Inicialmente os alunos deverdo se familiarizar com o material a ser trabalhado, para
entdo comegar a operar. Dessa forma, lhes serd explicado o significado de cada cor
nos cartdes numéricos, explorando o fato de que, na multiplicagdo entre elementos do
conjunto Z teremos como resultado um elemento do conjunto Z, ou seja, o resultado
pode ser tanto positivo como negativo a depender do sinal dos fatores envolvidos

na multiplicagao.

45



Capitulo 3. Proposta de Atividades 3.3. Atividade 3

2° Momento:

Nesta etapa, a turma serd dividida em trés grupos sendo que cada um dos grupos
receberd os cartdes numéricos de 0 a 9, um painel magnético e 20 imds de neodimio,
necessarios ao andamento da atividade.

3° Momento:
Com os materiais em maos, cada grupo devera “operar”utilizando o painel magnético

da seguinte forma:

Ap6s decididos os fatores que serdo multiplicados, os alunos deverdo considerar o
resultado em valor absoluto, ou seja, o valor positivo do resultado. Em seguida,
deverdo armar a operacdo no painel magnético, conforme a figura 3.3. Observe que
0 Unico a ser tomado em valor absoluto é o resultado final, os outros fatores devem

ser representados segundo o seu respectivo sinal.

Figura 3.3: Operagdo no painel magnético.

Fonte: Acervo do autor

Em seguida, para cada fator da operacdo cujo sinal seja negativo (que aparega na
cor vermelha) o cartdo que representa o resultado final deverd ser mudado de lado,
ficando assim com o sinal oposto ao que apresentava anteriormente. Note que, para
o exemplo da figura 3.3 o resultado final foi mudado de lado uma vez por conta do
fator 5 em vermelho. Como segue na figura 3.4.
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Capitulo 3. Proposta de Atividades 3.3. Atividade 3

Fonte: Acervo do autor

4° Momento:

Nesse momento lhes serdo levantados alguns questionamentos:

a) O que acontece se multiplicarmos dois elementos positivos, ou seja, dois fatores
de cor verde?

b) E se forem dois de cor vermelha?

¢) Qual a relagdo entre a quantidade de fatores negativos (cor vermelha) e o sinal do
resultado final?

d) E se um dos fatores for 0, qual o resultado final da operagdo?

e) Sendo um dos fatores o 0 o sinal dos outros fatores mudardo o resultado fi-
nal?Porque?

5° Momento:

Agora, os alunos deverdo realizar o caminho inverso, ou seja, primeiro serd colocado

o valor final com seu devido sinal e o fatores envolvidos na multiplicagdo em valor

absoluto. Veja um exemplo na figura 3.5.

Figura 3.5: Operagdo no painel magnético.

Fonte: Acervo do autor
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Capitulo 3. Proposta de Atividades 3.3. Atividade 3

Em seguida, os alunos deverdo mudar o lado dos fatores da multiplicacdo para que
o resultado final fique de acordo, conforme figura 3.6.

Fonte: Acervo do autor

Note que esta forma de resolugdo ndo é tinica, um outro exemplo que poderia ser
feita é apresentado na figura 3.7.

Figura 3.7: Operagdo no painel magnético.

Fonte: Acervo do autor

6° Momento:

Como no momento anterior, lhes sera indagado as seguintes questdes:
a) O que ocorre se o resultado final for positivo?

b) E se for negativo?

c) E preciso mudar o lado de mais de um fator envolvido na operagao?

d) Existe apenas uma maneira de ajustar o sinal dos fatores para que a operacao
fique correta?

e) E seoresultado final for o 0, o que deve ocorrer com os fatores para que tenhamos
uma igualdade?
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Capitulo 4

Soluc¢oes das Atividades

4.1 Solucao da Atividade 1

3° Momento:

a)

b)

d)

Quantos envelopes foram utilizados em cada agrupamento? Quando fixado o 6
foram utilizados 6 envelopes, fixado o 3 foram 3 envelopes, fixado o 4, 4 envelopes

e fixado 0 7, 7 envelopes.

Existe alguma relacdo entre a quantidade de envelopes usados e o nimero que foi
fixado para realizar a operagdo?

Sim, a quantidade de envelopes sera exatamente a quantidade representada pelo
valor fixado para a divisao.

Fixado qualquer ntimero para realizar a operagdo, é preciso fazer o agrupamento
para saber a quantidade de envelopes que serdo utilizados?

Nado, uma vez que, conforme dito na questdo anterior, a quantidade de envelopes
serd condizente com o ntimero fixado.

Pegue os elementos de um dos envelopes e organize-os de forma crescente. Qual
a relacdo que é possivel notar nesta disposi¢ao?

Tendo o 6 como ndmero fixado para a divisdo, pegamos o pacote que continha o

numero 0 e fizemos a disposi¢do conforme figura 4.1.
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Capitulo 4. Solugdes das Atividades 4.2. Solugdo da Atividade 2

f)

g)

Figura 4.1: Disposicdo em ordem crescente.

Fonte: Acervo do autor

Notamos que a diferenga entre os nimeros que se sucedem é sempre 6, exatamente

aquele fixado para a divisao.

Escolha um dos agrupamentos feito anteriormente. Olhando para todos os enve-
lopes que foram criados, existe algum ntamero inteiro que, feita a divisdo com o

namero fixado, ndo se enquadraria em nenhum destes grupos? Por qué?

Nado, os envelopes que surgem para qualquer ntimero fixado para a divisdo cobrem
todas as possibilidades de resto existentes.

Na divisdo dos ntimeros por 3 é possivel saber em qual conjunto ficaria o nimero
278?

Sim, como o resto de divisdo deste por 3 é 2, podemos afirmar que o ntimero 278

ficaria no mesmo envelope que o ntimero 2.

O namero 0 ficou em qual conjunto durante as operagdes? E possivel encontrar
alguma relacdo entre o conjunto em que ele estard independente do ntimero que

for fixado para a divisdo?

Ele sempre se encontra no mesmo envelope onde fica o préprio ntmero fixado.

4.2 Solucao da Atividade 2

3° Momento:
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Capitulo 4. Solugdes das Atividades 4.2. Solucdo da Atividade 2

a)

b)

d)

f)

g)

h)

j)

Qual o resultado obtido entre a adicdo do representante do conjunto 2 com o do
conjunto 3?

A resposta a esta pergunta varia conforme os representantes escolhidos. Por exem-
plo, se forem tomados 0 2 e 0 3 tem-se como resultado o 5.

Tomando o 8 e 0 15 tem-se 0 23 como resultado.

Em qual conjunto o valor do resultado encontrado deve ser colocado?
Independentemente dos representantes escolhidos, o resultado final sempre serd
um elemento pertencente ao conjunto cujo 5 pertence.

Agora faca a mesma operagdo com os dois conjuntos porém com representantes
diferentes. Em qual grupo o valor novamente deve ser colocado?

Este serd um elemento do 5.

Ha4 alguma semelhanga entre os passos que vocé acabou de realizar? Se sim, qual?
Sim, ap6s obtido o resultado da adicdo entre os representantes das classes, o resto
da divisdo deste por 6 sera sempre 5.

E se fizermos operagdes com elementos de um mesmo conjunto? O resultado final
também fard parte deste conjunto?

Nao necessariamente. Olhando para o conjunto representado pelo 3, se fizermos a
operacao aditiva do 3 com 0 9 obtemos o0 12 como resultado. Note que o resto da

divisdo de 12 por 6 é 0 e consequentemente, o 12 ndo pertence ao conjunto 3.

Olhe agora para o conjunto 0. Faca operacdes de adicio envolvendo seus elementos
e os elementos de outra classe. O que acontece com o resultado?

O resultado serd sempre o representante da outra classe, ou seja, o 0 tem um papel
neutro na operagao.

Qual seria um possivel nome para o conjunto 0?

Elemento neutro da adicdo.

Opere 0 5 com o 1. Qual o resultado?

6, que também é um elemento pertencente ao conjunto do 0.

E se operarmos o 3 com o 15

Novamente temos um representante do 0. Dessa vez, o resultado da operacéo é 18.

Serd que para qualquer conjunto é possivel encontrar outro que operado com ele
dé como resultado o 0?

Sim, uma vez que 0 Zs é um anel.

5° Momento:
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Capitulo 4. Solugdes das Atividades 4.3. Solucdo da atividade 3

a)

b)

d)

f)

Qual o resultado obtido entre a multiplicacdo do representante do conjunto 2 com
o do conjunto 3?

6.

Em qual conjunto o valor do resultado encontrado deve ser colocado?

E um elemento pertencente ao conjunto do 0.

Foi visto que na adigdo ndo importava o representante da classe para fazer a
operacdo. Podemos dizer o mesmo na multiplica¢dao?

Sim.

Na adicdo existia um elemento neutro. Na multiplicacdo também existe? Se sim,
quem?

Sim, na multiplicagio é o 1.

O mesmo se pode dizer do inverso?

Nao pois existem classes que ndo possuem um inverso multiplicativo, ou seja, ndo
existe nenhuma outra classe que, quando operado com esta, tenha por resultado o

1. Tome por exemplo a classe representada pelo 0.

O que acontece se fizermos a multiplicacio de uma classe com o 0? O resultado

serd sempre o proprio 0.

4.3 Solucgao da atividade 3

5° Momento:

a)

b)

<)

O que acontece se multiplicarmos dois elementos positivos, ou seja, dois fatores de
cor verde?

O resultado serd sempre positivo, ou seja, 0 nimero que o representa terd a cor
verde pois, seguindo o procedimento estabelecido, ndo sera necessario troca-lo de

lado uma vez que os fatores envolvidos sdo também positivos.

E se forem dois de cor vermelha?

Novamente o resultado serd positivo. Porém, desta vez sera preciso trocar a face
do resultado final duas vezes pois os dois fatores envolvidos na multiplicacdo sdo

negativos (de cor vermelha) e assim, o resultado final retorna a sua posigdo original.
Qual a relagdo entre a quantidade de fatores negativos (cor vermelha) e o sinal do
resultado final?

Quando a quantidade de fatores envolvidos na multiplicagdo for impar, teremos
como resultado um valor negativo e quando esta quantidade for par, o resultado

sera positivo.
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Capitulo 4. Solugdes das Atividades 4.3. Solucdo da atividade 3

d)

E se um dos fatores for 0, qual o resultado final da operagdo?

Nesse caso, independentemente dos outros fatores envolvidos na multiplicacado, o

resultado sera sempre 0.

Sendo um dos fatores o 0 o sinal dos outros fatores mudardo o resultado fi-
nal?Porque?

Como ja explorado na questdo anterior, uma vez tendo o 0 como um dos fatores
da multiplicagdo, o resultado final serd o préprio 0, ndo importando quais sdo os

outros fatores envolvidos no processo.

6° Momento:

a)

b)

d)

O que ocorre se o resultado final for positivo?

Entéo, os fatores envolvidos na multiplicagdo devem ser todos positivos ou haver
uma quantidade par de fatores negativos.

E se for negativo?

Nesse caso é necessario uma quantidade impar de fatores negativos.

E preciso mudar o lado de mais de um fator envolvido na operagao?

Nao pois uma vez que se altera o sinal de um dos fatores o resultado final também
se altera.

Existe apenas uma maneira de ajustar o sinal dos fatores para que a operagdo fique
correta?

Nao, ha diversas formas.

E se o resultado final for o 0, o que deve ocorrer com os fatores para que tenhamos
uma igualdade?

E preciso que um dos fatores também seja 0.
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Consideracoes finais

Um dos objetivos iniciais do trabalho era aplicar a uma turma de alunos as
atividades propostas no capitulo 3, porém, por motivos maiores ndo foi possivel realizar
tal processo.

Por se tratar de um ramo tdo abstrato, o ensino da Algebra se tornou um desafio
a ser superado por professores e alunos ao longo do processo de aprendizagem. Apés a
construgdo dos materiais e elaboracdo das atividades a serem trabalhadas, foi possivel
identificar a importancia existente no fato do professor sair dos métodos tradicionais
de ensino e buscar novas ferramentas que possam captar a atencdo de seus alunos e
tornar este conceito um pouco mais palpével.

Vimos que, com materiais simples e de facil acesso, é possivel construir caminhos
que facilitem esta troca de experiéncias entre educador e educando, aprimorando o
ensino-aprendizagem e tornando um conceito que outrora parecia tio complexo em
algo fécil e até divertido de se estudar.

Os materiais aqui apresentados ndo podem sozinhos ser a fonte de aprendizado
e conhecimento inerentes a um aluno ao se tratar dos conceitos algébricos que foram
trabalhados. Porém estes sdo uma grande ferramenta que, com o auxilio dos livros
didéticos, possam propiciar aos alunos uma experiéncia um pouco mais estimulante

ao se tratar do estudo desta ciéncia tdo bela que é a matematica.
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