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Resumo

G-graduacgoes sao decomposicoes de espacos vetoriais como somas diretas da forma:
A = @gecAy, onde A é uma algebra e G é um grupo. Descreveremos nesse trabalho todas as
G-graduagoes para a édlgebra das matrizes de ordem 3, M3(K), onde K é um corpo qualquer.
Mostraremos que todas as G-graduacoes possiveis nessa algebra se resumem a 3 graduagoes
especificas: Boas graduacoes, Zs-graduagoes e Zs X Zsz-graduagoes.

As boas graduacoes sao caracterizadas pela existéncia de todas as matrizes elementares
nas componenetes homogéneas da graduacao, de fato, é suficiente que apenas uma matriz
elementar atue como elemento homogéneo, resultado demonstrado por Bathurin. Em M;(K)
¢é suficiente para uma G-graduacao receber o adjetivo de boa graduacao a existéncia de um
elemento de ordem 2 ou de ordem 4 contidos no suporte. Portanto, as demais graduagoes
ocorrem apenas quando o suporte consiste de elementos de ordem 3.

Um grande resultado que serd mostrado ao longo do trabalho classifica essas novas
graduacoes a partir do seu suporte, veremos que o suporte é um subgrupo abeliano de G cujos
elementos tem ordem 3, nesse caso, as unicas possibilidades sao Z3 e Zs X Zs.

Por meio da teoria de Galois construiremos uma Zs-graduagao denotada por A(a) e, por
fim, mostraremos que todas graduacoes nesse suporte sao isomorfas a alguma dessa classe.

Para o caso Z3 X Z3, construiremos uma graduagao a partir de matrizes X, Y € M3(K); X3, Y3 €
KIze YX =¢&XY. E, assim como em suporte isomorfo a Zs, mostraremos sua unicidade, nesse

suporte, a menos de isomorfismos.
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Introducao

Um dos problemas classicos de matematica, numa perspectiva combinatoria, é de con-
tagem e, eventualmente, de classificagao de certos objetos inseridos em alguma area especifica.
Por exemplo, niimeros naturais podem ser decompostos como soma de dois outros nimeros,
para elucidar, tomemos o nimero 4, que pode ser escrito como 4=1+43 e 4=242, ou seja, exis-
tem duas formas de decompor o 4 como soma de outros naturais, a dizer: (1,3) e (2,2), a menos
de comutatividade.

Agora tome A uma algebra, que é uma estrutura que se comporta, a grosso modo, como
um anel e um espaco vetorial. Vamos formular um problema parecido com o apresentado
no paragrafo anterior, dada uma algebra A: de quantas formas a podemos decompor como
soma direta de seus subespacos vetorias? E mais ainda, quais sao essas formas. Desse modo,
nosso problema ¢é muito geral, pois o conjunto dos ntimeros reais, complexos, o conjunto dos
Z,; (p primo) e o conjunto das matrizes, munidos de certas operagoes, sao algebras. E nesse
ultimo exemplo de algebra que o nosso trabalho se concentra, buscando determinar todas essas
decomposigoes possiveis, no que se conhece como o problema de Zelmanov.

Como tal problema se encontra ainda em aberto, iremos apresentar a solucao para o
caso de Mj3(K). Inspirados num artigo de 2007 intitulado: “Group Gradings on M3(K)”,
apresentaremos a solucao do problema de Zelmanov, de modo a explorar esse trabalho e trata-
lo numa abordagem mais elementar, a fim de que um estudante de graduagao com os pré-
requisitos necessarios possa compreender a prova completa de um trabalho de pesquisa recente
em matematica.

Para tal, faremos a divisao desse trabalho em quatro capitulos. No capitulo 1, iremos
introduzir as definicoes e resultados necessarios de algebra abstrata e algebra linear elementares,
tais como grupos, anéis e algebras. Veremos que essas decomposicoes especificas sao chamadas
de G-graduacoes e sao explicitadas na forma: A = @©4cqA,, em que os subespacos vetorias sao
indexados por elementos de um grupo. No capitulo seguinte, apresentaremos alguns resultados,
que embora elementares, serao de grande relevancia, pois “filtram”as graduagoes possiveis.

No capitulo 3, enunciaremos e demonstraremos um resultado muito importante que

classificard todas as graduagoes quando o conjunto dos elementos g associados a um subespaco
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A,, nao nulo (chamado de suporte da graduacao), for um subgrupo de G isomorfo ao grupo
Zs3, a menos de isomorfismos. Nao apenas os descreveremos, como também apresentaremos sua
representacao matricial concreta.

No capitulo 4, mostraremos a tltima classe de G-graduacoes em M;5(KK), que ocorre
quando o suporte é um subgrupo de G isomorfo a Z3 x Zs. Para finalizar, faremos uma breve

discussao sobre resultados futuros.



Capitulo 1

Estruturas algébricas

Nesse capitulo, iremos trabalhar com as nossas ferramentas bases para o desenvolvimento
de toda teoria ao longo do trabalho: estruturas algébricas. Além de apresentarmos a defini¢ao
das estrutura que nos serao uteis ao longo do trabalho, bem como alguns exemplos, falaremos
um pouco sobre teoria de Galois e, finalmente, sobre a definicao e propriedades das estruturas
adicionais que chamamos de G-graduagoes. A abordagem que escolhemos se concentra em
apresentar definigoes basicas e algumas propriedades necessarias para um leitor que nao tenha
cursado alguma disciplina de &algebra, portanto, ao leitor mais habituado com tais termos,

recomendamos pular para a ultima secao deste capitulo em diante.

1.1 Estruturas algebricas

1.1.1 Grupos

Grupos tem uma das estruturas dentre as mais “simples”entre todas as que iremos citar
aqui, pois exige menos propriedades e operacoes em relacao as demais. O estudo de grupos
tem uma vasta aplicacao em varias areas da matematica, que vao desde a ferramenta relevante
no estudo de solugoes de equacoes algébricas, bem como tem suas aplicagoes em simetrias de
figuras geométricas (este chamado grupo das simetrias de uma figura, nas quais a simetrias
preservam a “estrutura da figura”) e, além disso, pode ser aplicada em teorias combinatdrias

como veremos no exemplo [1.1.4] a seguir.

Definicao 1.1.1 Grupos: Seja G um conjunto nao vazio e X : G X G — G wma fungao,
que denominaremos eventualmente de adicao ou de multiplicagao. Suponha que, para quaisquer
a,b,c € G, vale :

lax (bxec)=(axb)xc
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2deceGiaxe=exa=a
3dyeGiaxy=yxa=e

Ou seja, G munido da operagcao X tem a propriedade associativa, existéncias de elemen-

tos neutro e simétricos (a esquerda e a direita). Entao G serd dito um grupo.

Definigao 1.1.2 ordem: Seja G um grupo e g € G, chamamos de ordem de g o nimero

n € N, tal que g" = e, onde e é o elemento neutro de G.

Definicao 1.1.3 Seja S C G um conjunto que munido da mesma operacao que dota G de um

grupo que € também um grupo, diremos que S € um subgrupo de G.

No caso em que G munido de X tem ainda a propriedade comutativa, dizemos que G é um
grupo abeliano em relacao a x. Além disso, quando estivermos trabalhando com operagoes

entre elementos de um grupo denotaremos ab ao invés de a X b

Exemplo 1.1.4 Grupos das permutagoes: Seja X = {z1,x9,...,x,}, 0 conjunto de todas
as funcoes bijetoras: f : X — X forma um grupo munido da operacdo de composicao de
fungoes. Sem muita surpresa, o nome dado a esse grupo € o grupo das permutacoes no conjunto

X. Denotaremos esse conjunto por S,,.

O grupo das permutacoes terd um importante papel em alguns resultados em teoria de

Galois, no que se refere, em particular, ao chamado grupo de Galois.

Exemplo 1.1.5 Classes residuais em modulo 3: Tome 7Z o conhecido conjunto dos
numeros inteiros, analisando todos os possiveis restos da divisao euclidiana entre os elementos
de Z por 3 podemos construir um conjunto Zz = {0,1,2}, onde 0,1 e 2 denotam os restos (é
como se estivessemos, a grosso modo, reduzindo 7. a um conjunto com 3 elementos). Sobre a

operacdo usual de produto ou soma dos elementos 0,1,2, Zs se torna um grupo.

Exemplo 1.1.6 O grupo diedral Seja P, um poligono regular. Chamamos de D, o con-
junto de todas as transformagoes geometricas que preservam essa estrutura de poligono reqular.

Munido da operacao de composi¢ao de tranformagoes geométricas, D,, se torna um grupo.
Dados esses exemplos, iremos apresentar a definicao de ordem de um grupo.

Definigao 1.1.7 Seja G um grupo, dizemos que G € finito se G = {z1,...,x,};x; € G. Cha-

mamos de ordem de G e denotamos por |G| a quantidade de elementos de G, ou seja, |G| = n.
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1.1.2 Corpos

O conjunto dos niimeros reais possui diversas propriedades que nos dao muitos resultados
interessantes acerca de seus elementos. As propriedades de ordenacao e completude de R, por
exemplo, nos dizem que toda sequéncia de Cauchy na reta é convergente. Além disso, as pro-
priedades das operagoes de multiplicagao e adigdo (usuais) nesse conjunto nos fornece algumas
informagoes sobre o comportamento das solugoes de um sistema linear a partir da matriz dos
coeficientes desse sistema. Estendendo as propriedades operatérias obtidas com as operacoes
de R para um conjunto qualquer, chegamos na definicao de corpo, que é essencialmente um
conjunto que se comporta como grupo abeliano tanto na adicao como na multiplicacao.

Como nem tudo é um mar de rosas, o conjunto dos nimeros reais nao tem todas as
propriedades que gostariamos que tivesse, um exemplo disso reside no fato de que nem todo
polinomio de coeficientes reais tem todas as suas raizes em R, como no caso do polinémio:
p(r) = 2?2 + 1. Em casos como esse, apelamos para a construgao de um novo corpo que
contenha as raizes de polinomios desse tipo, conhecido como o corpo dos complexos (C). Para
encontrar corpos que contenham as raizes de um polinémio tal como p(z) sem necessitar de

usar C, apelamos para a construcao de um corpo especial, chamado de Corpo de decomposicao.

Definicao 1.1.8 Caracteristica Seja K um corpo, o menor numeron € N tal quen x a = 0,

para todo a € K € chamado de caracteristica de K, denotado por a = char(K).

Exemplo 1.1.9 Corpos de Decomposicao: Dado um polinomio f de coeficientes reais,
chamamos de corpo de decomposi¢ao de f, denotado por Gal(f,R) , o menor corpo em C que

contenha todas as raizes de f.

De fato, tal corpo existe, basta tomar a intersegao (intersegao qualquer de corpos é
corpo) de todos os corpos em C que contenham todas as raizes de f, Na pior das hipéteses,
Gal(f,R) =C.

Naturalmente, a mesma idéia pode ser estendida para um corpo qualquer K contido em
um outro corpo IL que contenha todas as raizes de qualquer polindbmio com coeficientes em K.

Essas idéias serao retomadas posteriormente na nossa secao sobre teoria de Galois.

1.1.3 Anéis

Diferente dos grupos, um anel A é uma estrutura munida de duas operagoes, chamadas
de adicao e de multiplicacao, + : A x A — A, x : A x A — A, respectivamente. Além disso,
A é um grupo abeliano em relacao a adicao e a operacao de multiplicacao deve ser associativa

em A e distributiva sobre a adi¢do , ou seja, a X (b+¢) = a X b+ a x ¢. No caso em que



Capitulo 1: Estruturas algébricas

a segunda operacao obedece a algumas propriedades adicionais, o anel recebe, naturalmente,
seus adjetivos, por exemplo, se cada elemento de A possui inverso multiplicativo, entao A é

dito anel de divisdo.

Exemplo 1.1.10 Anel dos Polinémzios: Seja K um corpo , o conjunto dos polinémios
(K[z]) da forma p(z) = ag+ a1z + ... + a,x"™ , onde a; € K e n € N com as operagoes usuais de
multiplicacao e adicao determinam um anel, chamado anel dos polinomios em K. Desde que

a, # 0, dizemos que o grau de p € igual a n.

Observagao 1.1.11 Também serd comum usarmos a notagao K[B] para denotar o conjunto

dos polinomios avaliados na constante B.

Os polinomios também serao de enorme relevancia em nosso trabalho. Como trabalharemos com
matrizes, nomes como: “polindmio minimal”’ou “polinémio caracteristico”’serao bem comuns.
Apesar de suas propriedades interessantes, o conjunto dos polindomios nao formam um anel de
divisao, isso nao quer dizer que nao podemos efetuar uma espécie de divisao e, assim como em
Z, é possivel determinar uma divisao euclidiana, ou seja, dados p, ¢ € K[z], existem g, r € K[z]
tais que p = qg + r, com o grau de r menor que o grau de ¢. Quando r # 0,Vq € K[z], dizemos

também que p é irredutivel sobre K.

1.1.4 Espacos vetoriais

Uma das ferramentas fundamentais no estudo de geometria analitica sao os vetores. Sao
a partir deles que somos capazes de trabalhar com equacoes de reta e plano mais convenientes.
Além disso, eles possuem algumas propriedades que tem significados geométricos muito inte-
ressantes, por exemplo, em célculo no R" o chamado vetor gradiente da curva em um ponto é
ortogonal a curva. Aqui, o uso desses conceitos tem interesse mais algébrico, no qual faremos
uso das propriedade operatérias do conjunto de vetores , que munido dessas operacoes recebe o
nome de espaco vetorial. Em outras palavras, iremos generalizar a idéia de vetores da geometria

andlitica e do céalculo para casos mais gerais.

Definicao 1.1.12 Seja K um corpo e E um conjunto. Considere ainda as sequintes operacoes:
+:ExE—FEx:KxE—FE. Se:

I. (E,+) éum grupo abeliano.

II. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

II’. 1xv=11€eKveFk

IT' A s (u+v)=Asxu+ A5, (u+N*su=prut+rsuupIcKueckE

IT" X% (pxv) = px (Axv) = (Axp) xv Com essas operagées, E se torna um espaco

vetorial sobre K, e os elementos v € £ sao chamados de vetores.
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Definicao 1.1.13 Vetores L.I e L.D: Seja E um espaco vetorial sobre um corpo K. Um
conjunto de vetores {vy,va, v3, ..., vy} C E sao ditos L.I se qualquer equac¢ao: ayvy + asvy+ ...+
a,v, = 0;0; € K implica em cada o; = 0.Em caso contrdrio, dizemos que esses vetores sao
L.D.

Defini¢ao 1.1.14 Geradores: Seja E um espago vetorial sobre um corpo K. Sejam {vy, v, ..., v, }
vetores, o conjunto: < vy, Vs, ...,V >= {0101 + QoUa+, ..., Uy o € K} € dito conjunto gerado
por esses vetores. Vale ressaltar que esse conjunto tem sempre estrutura de espaco vetorial.
Caso o espaco vetorial seja gerado por esse conjunto, dizemos que o primeiro € gerado pelo

sequndo.

Observagao 1.1.15 Vale ressaltar que toda a base de um espago vetorial sempre tem a mesma

quantidade de elementos.

Defini¢ao 1.1.16 Base: Seja V' um espago vetorial, dizemos que B = {vy,vs,...,v,} € uma
base para V' se:

I. Os elementos de B sao L.I.

II. V =<B >.

Defini¢ao 1.1.17 Dimensdo: Seja V um espago vetorial (de dimensao finita) sobre um
corpo K e B = {vy,vs,...,u,} uma base para V. Chamamos de dimensio de V sobre K o

numero de elementos de B, e denotamos por: dim(V)g =n

Observagao 1.1.18 Até o fim desse capitulo, mencionaremos alguns resultados relevantes para
0 nosso trabalho, dos quais optaremos por omitir as provas a fim de nao deixar esse trabalho
enfadonho. Para o leitor interessado, recomendamos o livro “Algebra: A graduate course”de

Serge Lang.

Definicao 1.1.19 Subespacos vetoriais: Seja E um espacgo vetorial sobre um corpo K, se
S C FE € tal que S sobre K tem também estrutura de espaco vetorial, entdo dizemos que S €

um subespaco vetorial de E.

Defini¢ao 1.1.20 Soma direta: Sejam P = {S\} uma familia de subespagos vetoriais,
cuja intersecao dois a dois seja apenas o elemento neutro, de um espaco vetorial E, onde \
sao elementos de uma familia de indices. Se E =), Sy, dizemos que E € decomposto como

soma direta desses espacos Sy. Serd mais comum usarmos a notagcao: E = ®yA,
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1.1.5 Algebra

Essa estrutura exige que o conjunto seja munido de trés operagoes e , como podemos
perceber a seguir, se comporta , a grosso modo, como um anel e um espaco vetorial. Logo,
nao ha muito o que dizer sobre suas propriedades, visto que as que precisaremos decorrem
imediatamente das propriedades de anéis e espagos vetoriais. Por outro lado, ela terd uma
importante atuagao nesse trabalho visto que nosso objeto de estudo aqui (as matrizes) serdo

abordados sob a perspectiva dessa estrutura.

Defini¢ao 1.1.21 Um espacgo vetorial (R,+,*)x (onde K é um corpo) é chamado de uma
dlgebra (ou de uma K-dlgebra) se R € munido de uma operag¢ao bindria: X : R x R — R,
chamada de multiplicacao, tal que para todo a, b, ¢ € R e a € K as sequintes condigoes sao
satisfeitas:

I (a+b)xc=axc+bxc

II. ax(b+c¢)=axb+axc;

ITT. ax(axb)=(a*xa)xb=ax (axb).

Exemplo 1.1.22 A dlgebra das matrizes: Seja K um corpo e n € N.O espago das
matrizes de ordem n de entradas em K define uma dlgebra sobre K com as operacoes usuais de

multiplica¢ao, adi¢ao e produto por escalar de matrizes. Denotaremos essa dlgebra por M, (K).
Vamos mencionar sucintamente duas defini¢coes importantes que decorrem desse objeto.

Definicao 1.1.23 O polinémio caracteristico: O polinomio caracteristico de uma matriz
M € M, (K) ¢ o polinémio da forma: C(X) = det(\l,, — M), onde I,, é a matriz identidade.

Defini¢ao 1.1.24 O polinémio minimal: Seja M € M,(K), chamamos de polinémio

minimal de M, o polinomio monico P de menor grau tal que (X)) =0

Dadas essas duas definigoes, enunciaremos a seguir o belissimo teorema de Caley-Hamilton,

que faz uma relacao entre as duas definigoes dadas acima.

Teorema 1.1.25 Seja M € M,(K), C(\) e u(\) seus polindmios caracteristico e minimal,
respectivamente. Entao pu(\) divide C(\) .
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1.2 Morfismos

Dedicaremos essa secao para discutir o conceito de morfismos e suas propriedades, que
¢ um tema classico de qualquer curso de algebra. Em &lgebra linear, eles recebem o nome de
transformacoes lineares e, em teoria de grupo e teoria de anéis, é conhecido como homomorfismo.
Trazer uma definicao geral para essas fungoes nos sera muito 1til, uma vez que estamos lidando
com mais de um tipo de estrutura.Sem mais delongas, vamos apresentar esses conceitos cruciais

para o nosso trabalho.

Definicao 1.2.1 Morfismos: Sejam A e B duas estruturas dlgebricas de mesma estrutura.
Chamamos de um morfismo u de A em B uma func¢do que preserva a estrutura dos mesmos,
ou seja, dadas duas operacoes correspondentes T e w em A e B, respectivamente, deve-se valer
que p(ath) = p(a)wu(b),Va,b € A.

Faremos, eventualmente, o uso do seguinte resultado:

Teorema 1.2.2 O conjunto dos morfismos pp: A — B, onde A e B sao estruturas de mesma

definicao, tem a mesma estrura dlgebrica que A e B.

Definigao 1.2.3 Isomorfismos: Sejam A e B estruturas de mesmo comportamento, se

¢ um morfismo e, como funcao de A em B, € bijetora, entdo dizemos que p € um isomorfismo.

Definigao 1.2.4 Automorfismos: Seja A uma estrutura dlgebrica munida de certas operacoes,

o conjunto de todos os ismorfismos de A em A € dito o conjunto dos automorfismos de A

Observagao 1.2.5 Dada A uma estrutura dlgebrica, o conjunto (que também € uma estrutura
dlgebrica de mesma natureza) de todos os automorfismos de A é chamado de conjunto dos

automorfismos em A.
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1.3 Um pouco de teoria de Galois

O francés Evariste Galois, talvez seja a figura mais polémica na histéria da matemética.
Prodigio matematico de morte precoce, desenvolveu alguns dos manuscritos que iriam mudar o
percurso da algebra abstrata, fazendo com que florescesse uma etapa da matematica chamada
de “libertacao da algebra”. Dentre seu trabalho matematico, se destaca a teoria de grupos que
ele criou para demonstrar quais eram e quais nao eram as equacgoes algebricas soltuveis por meio
de radicais.

Alguns conceitos importantes de dlgebra recebem seu nome, como por exemplo grupo de
Galois, extensoes de Galois, entre outros. Alguns desses objetos serdo muito usados em nosso
trabalho, principalmente no capitulo 3. Portanto, vamos a essas defini¢oes. Iremos fazer uso
de alguns dos resultados dessa teoria sem demonstracao, das quais o leitos interessado pode

encontra-las em [3].

Definicao 1.3.1 Extensoes: Seja K um corpo, dizemos que um corpo L € uma extensdao de

K se, e somente se, K C L

Veja que se considerarmos K um corpo de escalares, I se torna um espago vetorial sobre

o primeiro. Como espacgo vetorial, I tem direito a uma dimensao sobre K.

Defini¢ao 1.3.2 ( Grau de uma extensdo: ) Seja L uma extensio de um corpo K, cha-

mamos de grau da extensao L sobre K, o nimero [L : K] = dimg(L).

Observagao 1.3.3 Quando essa dimensao é finita, dizemos ainda que L € uma extensao finita

de K

Nesse ponto, iremos retomar um exemplo apresentado na secao de anéis, o qual cha-
mamos de corpo de decomposicoes. Vamos estender esse conceito para corpos quaisquer e o

usaremos para apresentar e definir extensoes de Galois.

Definigao 1.3.4 (Corpos de decomposi¢ao: ) Dado um polinémio f de coeficientes em um
corpo K, chamamos de corpo de decomposicio de f , denotado por Gal(f,K) , o menor corpo
em L (onde L é uma extensdo que contém as raizes de qualquer polindmio com coeficientes em

K) tal que contenha todas as raizes de f.

Exemplo 1.3.5 Seja Q o corpo dos racionais e p(z) = 22> —2 € Q[z]. O corpo Q(v/2) =
{a + bv/2;a,b € Q} € o corpo de decomposicio de p(x), uma vez que, tomando-se b = 0,
Q C Q(V2) e, das propriedades de fechamento de adi¢do e multiplicagio de corpos, quaisquer
que sejam L extensées de Q que contém /2 deve valer que a + byv/2 € L,Va,b € Q, ou seja,
@(\/5) C L. Por defini¢ao, esse € o corpo de decomposi¢io de p(x).
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Observacao 1.3.6 FEsse processo € conhecido em dlgebra abstrata como a “adjuncao”de raizes,
que consiste em construir uma extensao envolvendo operacoes entre multiplicacao das raizes do

polinomio e elementos do corpo base com a soma de todos esses fatores.

Definicao 1.3.7 Dizemos que uma extensao finita I de um corpo K é uma extensao de Galots

de K se Af(z) € K[z] tal que L = Gal(f,K)

Observacao 1.3.8 Apenas vamos observar que K[x] € o conjunto de polindmios com coefici-

entes em K

Observagao 1.3.9 O grau dessa extensao finita serd também o grau da extensdo de Galois.

Por exemplo, se a extensao tiver grau 3, a chamaremos de extenao cubica de Galois.

Agora daremos duas definicoes de extensoes especificas que serao importantes para o grande

teorema dessa se¢ao.

Definicao 1.3.10 Extensoes normais: Dizemos que uma extensao I de K é normal se
Vg(x) € Klz|, irredutivel sobre K que possui uma raiz o € 1L, possui todas suas raizes em L e,

além disso, todo elemento de . € raiz de algum polinomio de K[z].

Exemplo 1.3.11 C ¢ uma extensao normal sobre R. Isso decorre imediatamente do teorema
fundamental da dlgebra, que diz que todo polinomio com coeficientes em C possui todas as suas

raizes em C.

Definicao 1.3.12 FElementos separdveis: Seja K um corpo, . uma extensao de K e
a € L, dizemos que o € separdvel sobre K se f(x) € Klz] tal que f(a) =0 e f(z) ndo possui

raizes multiplas.
Exemplo 1.3.13 2 ¢ separdvel sobre Q, uma vez que é raiz do polinomio f(x) =z — 2.

Definicao 1.3.14 Extensoes separdveis Uma extensao I de um corpo K é dita separdvel,

se todo elemento de I € separdvel sobre K.

Exemplo 1.3.15 C ¢ uma extensdao separdvel sobre R. Isso decorre de uma propriedade que
diz que todo corpo de caracteristica zero tem extensoes finitas separdveis. Damos a esses corpos

bases o adjetivo de corpos perfeitos.

Agora vamos enunciar um resultado formidavel em teoria de Galois sem a demonstracao,

resultado este que serd ferramenta chave para resultados no trabalho:

11
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Teorema 1.3.16 Seja L uma extensao de um corpo K, I é uma extensao de Galois de K se,

e somente se L. € normal e separdvel.

Corolario 1.3.17 C ¢ uma extensdao de Galois de R. Mais geralmente, toda extensao finita e

normal de um corpo de caracteristica zero € uma extensao de Galois.

A partir desse ponto, passamos a definir o grupo de Galois, que fard a ligagao dessas

idéias com a teoria dos grupos ja mencionada.

Defini¢ao 1.3.18 (O grupo de Galois: ) Seja L uma extensao de um corpo K, chamamos

do grupo de Galois da extensdo Lg o conjunto:
Autg (L) = {0 € Aut(L);o0(a) = a,Va € K}
munido da operagao de composi¢do de fungoes.

Uma propriedade muito relevante que decorre imediatamente dessa defini¢ao se encontra

enunciada a seguir:

Teorema 1.3.19 Seja f(z) € K(z], 0 € Autx(L) e o € L raiz de f(x), entao o(a) € outra
raiz de f(z).

Esse teorema caracteriza o grupo de Galois como um conjunto de permutadores das
raizes de um polinémio de coeficientes em K. Os proximos resultados concretizam esse fato de

forma muito elegante.

Teorema 1.3.20 A quantidade de elementos do grupo de Galois (que denotamos por | Autx(L)|)
€ igual ao grau da extensdio IL sobre K, ou seja, |Autyx(L)| = [L : K].

Teorema 1.3.21 Autk(L) é um subgrupo de S,, para algum n € N

Como S,, é um grupo de permutagoes, vale o que mencionamos anteriormente.
O resultado que daremos maior énfase dessa se¢ao é o teorema|[1.3.19] pois iremos aplicar

esse resultado para fazermos “permutacoes de matrizes”.
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1.4 (G-graduacoes

1.4.1 Do que estamos falando?

O que iremos falar no inicio dessa secao parece destoar um pouco com tudo o que foi
trabalhado até aqui, visto que faremos comentarios combinatérios entre objetos das estruturas
ja estudadas. Vamos considerar o anél dos inteiros Z e o grupo das transformagoes geométricas
D3, conhecido como o grupo diedral das transformacoes em um triangulo equilatero. Como um
anel, Z deve ter duas operacoes definidas, que sao a adicao e a multiplicacao usuais, e, como
ja citamos, D3 tem como operacao do grupo as transformacoes geométricas possiveis em um

triangulo que preservam sua estrutura de triangulo equildtero, a menos da posicao dos seus

vértices. A essas operacoes chamamos de simetrias.

Agora que ja vimos a estrutura dos conjuntos munidos das operacoes, podemos analisar
dois problemas que podem sugir de modo natural:

I. Dado um numero inteiro, de quantas e quais sao as formas de reescrevé-lo como
soma de outros dois nimeros inteiros?. Por exemplo, o niimero 2 pode ser escrito como (a+2)-
a, mas esses casos sao elementares, ¢ mais interessante analisar os casos em que essa soma ¢
decomposta em N, dessa forma: 2=1+1, apenas. Quando estendemos para o nimero 4, vemos
que suas decomposicoes em naturais sao 2, a dizer, 4=2+2 ou 4=1+3.

II. No caso dos grupos podemos formular um problema de mesma natureza. Por
exemplo, o grupo D3 pode ser escrito como D3 = { Ry, Ri0, Roso}{Ro,a}. Note que essa
decomposi¢ao nao é feita de qualquer maneira, pegamos dois subconjuntos que também tem
estrutura de grupo, que chamamos de subgrupo. Falando em grupos finitos, uma pergunta
natural a se fazer é, de quantas formas e quais sao os subgrupos que o decompoe.

Agora, vamos pensar em algebras. Como vimos, essas estruturas tem um comportamento
de espaco vetorial sobre um corpo K, e um conceito que apresentamos anteriormente foi o
de soma direta de subespacos vetoriais de um espago vetorial dado. Veja que no item II
decompomos grupos como produtos de subgrupos, dessa forma, se torna interessante analisar
para as algebras com a operagao de soma direta, pois cada componente da soma direta tem
uma estrutura de subespaco vetorial. Entao, dada uma algebra A, de quantos modos podemos

escrevé-la como:

A=YV:VCA

com V espaco vetorial. A pergunta se parece com as feitas anteriormente, porém temos
um problema aqui: “E como fica a operagao de multiplicacao da dlgebra?”. Da forma como

escrevemos € possivel que, dados v € V' e u € U, podemos eventualmente ter que vu nao per-
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tenca a nenhum dos subespacos que decompoe a algebra em soma direta. Portanto, precisamos
de uma forma de “amarrar”’essas componentes.

Uma forma eficaz de reparar esse problema ¢é indexar os espacos vetoriais e exigir um
bom comportamento entre os indices e o produto entre os elementos da &dlgebra vistos como
espagos vetoriais. Estamos acostumados a olhar indices de conjuntos como nimeros naturais,

assim terfamos que essas decomposicoes seriam da formas:

A= @nGNAn

A forma natural de se “amarrar”esses produtos seria exigir que se u € Ay e v € A,, entao
uvAy,. Porém, isso limita a generalidade da nossa construcao, dado que nao poderfamos ter
uma dessas decomposicoes em que a soma direta seja composta por uma familia nao enumeravel
de subespacgos vetoriais. Em seu livro Real Analysis, o autor Halsey Royden apresenta uma
generalizagao para o conjunto de indices associadas a uma familia de outros conjuntos, nesse
caso o conjunto de indices sera formado por elementos de um conjunto escolhido.

Como queremos ter uma boa relagao entre os indices de cada componente da soma direta,

bem como uma boa relacao entre o produto de elementos da dlgebra, podemos pensar em
A= 69gEG‘AQa

no qual G é um grupo. Assim, para o bom comportamento esperado, vamos exigir que,
sea € Ajeb c Ay, entao ab € Ay. Com isso, nossos elementos estao “amarrados”pelos
indices e podemos “quebrar’a &algebra como soma direta de espacos vetoriais, assim como
“quebramos”nimeros naturais como soma de outros nuimeros naturais em I. . Veja ainda
que a nossa escolha de indices foi bem estratégica, visto que grupos tem menos propriedades
algébricas que as demais estruturas apresentadas e, além disso, existe um fechamento entre as
operacoes envolvidas.

Essas discussoes preliminares nos levam a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.4.1 Seja K um corpo, A uma K-dlgebra e G um grupo. Uma G-graduacao em
A € uma decomposicao A=Bgyecq A, como soma direta de K-subespagos vetoriais de A, tal que

AgAy C Ay, para quaisquer g e h € G

Os passos naturais agora sao: encontrar exemplos de G-graduacoes e tentar formular

um problema geral andlogo ao que vimos em I e II.
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1.4.2 Exemplos e o Problema de Zelmanov

Inicialmente, vamos apresentar alguns exemplos de G-graduagoes em &lgebras, . Para
isso, € necessario ressaltarmos que tomaremos a nossa algebra sempre como a algebra de matri-
zes. Temos a seguir dois exemplos, ambos em M;(K) para visualisar como funciona na préatica

esse conceito.

Exemplo 1.4.2 Seja K um corpo qualquer de caracteristica diferente de 2. Seja G = Zy =

{0,1} como grupo aditivo. Os segquintes subespacos formam uma graduagdo para My(K):
K 0 0 K
As = A =
0 K K 0

E facil de ver que Ay e Ay sao subespagos vetoriais que decompoe Msy(K) em soma
direta. Além disso, precisamos mostrar que, de fato, os elementos 0 e 1 “amarram”o produto de
elementos da graduacao, ou seja, devemos mostrar que AgAg C Agrg = Ag, ATAs C A = A7
e como My(K) nao é comutativa, devemos também analisar que AgA7y C Ay = Ar. Entao

vamos analisar separadamente cada uma das condicoes:

I.AﬁAﬁgAﬁ.'
K 0\ (K 0y (K 0
0 K/\o K/ \o K

Dessa forma, temos como resultante uma matriz diagonal composta por elementos de K,

portanto, vale o fechamento acima.

I1. ATAﬁgAT.'
K 0\ (0 K\ [0 K
0 K/J\K 0/ \K 0

Temos que esse produto gera uma matriz diagonal secunddria, ou seja, o produto entre
elementos de Ay com elementos de Ag pertencem a Ay, como jd esperdvamos.
Resta analisar o caso AgA7 C A1. De fato:
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s [ Ey

Como podemos perceber, a unica diferenca entre esse caso e o seu antecessor $ao 0s

produtos que aparecem na diagonal secunddria. Isso nao vai mudar o fato de que essa opera¢ao
também € bem comporda em relacdao ao produto de elementos da dlgebra e a adi¢do de elementos

em Zy. Com isso, podemos, portanto, afirmar que A = Ag® Ay € uma Zo-graduacao em My(K).

Dado esse exemplo que elucida os passos de verificacao para que uma decomposicao da
algebra em soma direta possa ser considerada uma G-graduacao, podemos comecar a definir
alguns objetos basicos, como por exemplo, qual nome damos as “partes”que compoem a soma

direta, ou ainda,qual o nome que damos aos elementos do grupo associados a essas partes.

Definicao 1.4.3 Dada A uma dlgebra, G um grupo e uma G-graduacao em A da forma A =
®gecAy, chamamos de componente homogénea de grau g o subespaco vetorial de indice
g, Ag.

Definicao 1.4.4 Dada A uma dlgebra, G um grupo e uma G-graduagcao em A da forma: A =

DgecAy. Chamamos de elemento homogéneo de grau g qualquer elemento de AN A,.

Definicao 1.4.5 Dada A uma dlgebra, G um grupo e uma G-graduagdo em A da forma: A =
BgecAy. Chamamos de suporte de A e denotamos por Supp(A) o conjunto de todos os

elementos de G associados a um subespago vetorial nio nulo, ou seja, Supp(A) = {g € G; A, #

0}.

Definicao 1.4.6 Homomorfismo G-graduado Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas.
Se f: A — B é um homomorfismo de dlgebras, tal que f(A), = B,, diremos que f é um

homomorfismo G-graduado

Dito isso, podemos fazer uma analogia a decomposi¢ao de grupos em subgrupos simples e nos
perguntarmos quais sao todas as G-graduagoes em uma algebra dada. No exemplo das matrizes

de ordem 2, além da graduacao apresentada existe uma outra graduagao que pode ser assim

definida:
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Em que G é um grupo multiplicativo e A, = 0 para h € G — {1,g9,97'}, onde g é
um elemento de ordem maior do que 2. Entao descrever todas as G-graduagoes ja se mostra
uma tarefa um pouco complexa para o caso da algebra das matrizes de ordem 2. De modo

geral, o problema de encontrar todas as G-graduacoes de uma algebra dada depende muito da

escolha da prépria Algebra. Se restringirmos a questao para a algebra das matrizes, chegamos
no conhecido como o problema de Zelmanov, que se encontra enunciado abaixo.

O problema de Zelmanov: “Dada a algebra das matrizes de ordem n sobre um
corpo qualquer K e G um grupo qualquer qualquer, determinar todas as G-graduacoes da
algebra M, (K) .

1.4.3 Um Pouco do Contexto Histdrico

Efim Isaakovich Zelmanov é um matematico russo naturalizado americano que trabalha

especialmente nas dreas de algebras nao-associativas e conceitos combinatorios de algebras. E
muito conhecido por ter resolvido o problema restrito de Burnside. Suas pesquisas o levaram a
ser um dos premiados da medalha fields em 1994.

Tal como foi enunciado, o problema de Zelmanov despertou um certo interesse nos
matematicos que trabalham com algebras associativas. Ocupando uma certa parte de tedricos
em algebras e Anéis associativos no fim do século passado até os dias de hoje, esse trabalho
arduo ainda continua em andamanento, visto que o problema ainda nao foi resolvido de modo
geral.

Para termos uma nocao da complexidade do problema, vamos citar brevemente alguns
trabalhos que foram feitos para, enfim, apresentar o nosso foco de pesquisa deste trabalho.

Um primeiro artigo que obteve resultados de graduacoes em algebras matriciais foi Knus
(1969). Em Green (1983) e Green e Marcos (1994), certas graduagoes foram construidas em
algebras matriciais a partir de fungoes-peso no grafico completo em n pontos. Em um estudo
sistemédtico de graduagoes em algebras matriciais iniciado por Dascalescu (1999), uma classe
especial de graduagoes, chamadas de boas graduagoes (também chamadas de graduagoes ele-
mentares em Bahturin (2001)) foram investigadas. Uma graduacao ¢é dita boa graduagao se
toda matriz unitaria e;; ¢ um elemento homogéneo. Sob certas condigoes, qualquer graduacao
na élgebra de matrizes é isomorfa & uma boa graduagao. Dascalescu (1999) e Sehgal and Zaicev
(2001), mostram que isso acontece em algumas das seguintes situagoes:

I. G é ciclico e K é algebricamente fechado.

II. G é livre de torgao.
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III, G = Z, onde p ¢ um numero primo. K tem uma raiz p-enésima primitiva da unidade
e p nao divide n. As boas G-graduagoes em M, (K) foram classificadas por Caenepeel(2002)
via orbitas da biacao do grupo simétrico S,, a esquerda e G a direita no conjunto G,,. Usando
teoria da “descent”, graduacoes via grupos ciclicos foram descritas por Caenepeel (2002) em
termos cohomologicos.

Para outras casos, podemos citar os seguintes resultados: se K for algebricamente fe-
chado, todas as graduagoes por um grupo abeliano foram descritas em Bahturin (2001), onde
ficou provado que tais graduagoes sao isomorfas a um produto tensorial de uma boa graduacao
com outro tipo de graduacao, chamado de graduacao fina, definida pelo fato de que a dimensao
de qualquer componente homogéneo é no méaximo 1. Um resultado semelhante foi provado em
Bahturin (2002) para graduagoes por grupos finitos arbitrarios, desde que K seja algebricamente
fechado e tenha caracteristica zero.

Em Khazal (2003) foram descritas todas as G-graduagoes em Ms(K), onde K é um
corpo arbitrario e G um grupo qualquer.E, foi provado que quaisquer destas graduagoes ou sao
isomorfas a uma boa graduagao ou se reduz a uma graduacao por Zs ou por Zsy X Zo. Tais fatos
também podem ser encontrados em Boboc (2002, 2003) e Boboc e Dascalescu (2001).

Infelizmente, de acordo com esse breve historico, a tnica algebra que tem todas as
G-graduagoes classificadas para K e G genéricos é a dlgebra My(K), no trabalho realizado
por Crina Boboc e Dascalescu em 2002. Em 2016, Pedro Souza Fagundes, em sua monografia
intitulada: “G-graduagoes para Ms(K)”, fez uma analise detalhada do artigo “Group grandings
on M5(K)”(Boboc e Dascalescu), no qual é feita uma discussao e exploracao das idéias e tem

como o grande resultado o seguinte teorema:

Teorema 1.4.7 Seja G um grupo com elemento neutro 1, K um corpo e A = My(K).

I. Se char(K) # 2 entao qualquer G-graduac¢ao de A € isomorfa a um dos sequintes
tipos:

(1) A graduagao trivial, que é Ay = A, A, = 0 para qualquer g # 1.

(2) Uma boa graduacdo da forma:

e ffe e fe D)oo

Para h € G — {1, g}, onde g é um elemento de ordem 2.

(3) Uma graduagao da forma Ay = v su,v e Kp Ay = “ v cu,v € K
bv u —bv —u

A =0para h € G—{1,g9}, onde g € G é um elemento de ordem 2, e b € K — K2,
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) K 0 0 K 0 0
(4) UmagmduagaodaformaAlz{(0 K>}7A92{<0 0)}’A91:{<K 0)}

A =0para h € G—{1,9,9'}, onde g € G é um elemento de ordem maior do que 2.

(5) Uma graduagdo da forma Ay = Kly, Ay = KX, A, = KY, Ay, = KXY, A, =0 para
u€ G—{l,g,h,gh}, onde g,h € G sao tais que {1, g, h,gh} é um subgrupo de G isomorfo ao
grupo de Klein, e X,Y sdo matrizes invertiveis tais que X2, Y? € KI, e XY = -Y X.

II Se char(K) = 2, entao qualquer graduacao € isomorfa a uma das graduacoes do tipo
(1),(2),(4) em I, ou a graduagio da forma:

b
(3°) Ay = v Ty v, ye Ky Ay = Tty o x,y e Ky Ay =
blx+y) vy Y br +y

0 para h € G —{1,g}, onde g € G é um elemento de ordem 2, e b € K — {a® + a;a € K}.

Para se mostrar esse teorema, usaram-se muitos conceitos de algebra linear, princi-
palmente no que se refere a polinomios caracteristicos e minimais, autovetores e autovalores.
Dividindo o resultado em casos em que o suporte tem 2, 3 ou 4 elementos, e o resultado foi

completamente demonstrado.

1.4.4 G-graduagoes para M;(K)

Diante a tudo que foi citado, chegamos agora ao pricipal objetivo do presente trabalho,
que é determinar todas as G-graduagoes para a algebra M3(K). Para isso, vamos nos basear no
artigo “Group gradings on M;3(K)”dos autores Crina Boboc e Dascaslescu de 2007, que enuncia

o seguinte teorema a ser provado:

Teorema 1.4.8 Seja K um corpo e G um grupo. Entao qualquer G-gradua¢ao A=®gecqAy em

M;(K) ¢é isomorfa a algumas das sequintes graduagoes:
I: Uma boa graduagao.

II: Uma graduag¢ao com supp(A) ~ Zs, ndao isomorfa a uma boa graduagao. Tal gra-

duagao € descrita a sequir:

IT’: Se char(K) # 3, essa graduacdo serd da forma A(a) para algum a € K tal que a #
£-3t+1 para qualquer t € K—{0,1} tal que A(a), = K[B,] = {a(Ba)*+ B, +7I3;, 8,7 € K},

t2—t
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A(a). = XK[B,] e Ala)2 = X?K[B,] com:

0 1 0 0 0 1
B, = 0 0 11, X=10 -1 1
-1 3—a a 1 -2 1

II’: Se char(K) = 3 essa graduagao serd da forma As(a) para algum a € K tal que a # t3—t,
para todo t € K, onde As(a). = K[C,] = a(C,)* + BC, + vI3la, 8,7 € K, As(a). = XK[C,] e

010 1 00
As(a)e = X?K[C,), comC, =10 0 1|, X=|-1 1 0
a 1 0 1 11

E temos que Asz(a) ~ A3(b) se e somente se a —b =13 —t para algum t € K.

Para ambos os casos, se A € uma graduacao, temos que A, € uma extensao cubica de Galois

de K, A € um anel de divisao graduado e, quando considerado como dlgebra Zs-graduada, temos
que A ~ A, x Z3, A serda um anel de grupo torcido.

III: Uma graduagao cujo supp(A) = Zs X Ly =< 0 > X < T >, nao isomorfa a uma boa
graduacado. Essa graduacdo € isomorfa a uma das sequintes:

1 0 0 010
Hr: A(X,Y,), onde X =10 & 0 |eYo,=[0 0 1[;aeK
00 & a 00
II1”: A(Xy,Y (2,9, 2)), onde
010 x Y z
Xa=10 0 1].,Y(z,y,2)=|&dz &2 &y
d 0 0 Edy E%dz o

,onde d € K* — (K*)3, e x,y,z € K, ndo todos nulos.
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Aqui £ é uma raiz cibica primitiva da unidade de K. Para qualquer par de matrizes X,Y
como em (IIT") ou (III”), a graduacio A(X,Y") é definida por A(X,Y )iy = kXYY,
Esse teorema é o tema central do trabalho, os préximos capitulos serao dedicados a

prova em detalhes do mesmo.
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Capitulo 2

Resultados Preliminares

2.1 Principios

Nessa secao, o nosso objetivo é usar alguns resultados importantes que nos levarao a
condigoes suficientes para a existéncia da chamada “boa graduacao”. Essas graduagoes sao
caracterizatas por terem matrizes elementares atuando como elementos homogéneos. Para
encontra-las, faremos apenas exigéncias sobre o suporte, de modo que K e G é um corpo

qualquer e um grupo qualquer, respectivamente.
Lema 2.1.1 Seja A = ®A, uma G-graduacao numa dlgebra A, entao 14 € A,

Demonstracao: A demonstragao de tal fato pode ser encontrada em [8]. m

Lema 2.1.2 Seja A=®4cqA,; uma graduacao e seja B um elemento homogéneo de grau g.
Entao essa graduacgao € isomorfa a uma graduacao tal que a forma de Jordan Jg de B é um

elemento homogéneo de grau g.

Demonstracao:

Sabemos que a forma de Jordan de uma dada matriz é um tipo especial de matriz seme-
lhante & ela, logo usemos a seguinte caracterizacao para Jg: Jgp = UXU!: onde U é invertivel.
Agora provaremos que a seguinte funcao: ¢ : A — A, ¢(X) = UXU~! é um automorfismo na
algebra A. Vamos dividir a prova em 3 passos habituais: (1) mostraremos que ¢ é um homo-

morfismo de algebras, (2) que ¢ é injetora e, finalmente, que (3) ¢ é sobrejetora.

(1) Note que apenas devemos avaliar se ¢ preseverva a nossa estrutura de dlgebra, de fato

isso ocorre como podemos ver nas 3 igualdades a seguir:
LOX +Y)=UX+YVVWU ' =UXU "+ UYU* =6(X)+ oY)

22



Capitulo 2: Resultados Preliminares

2.0(XY)=UXY) U ' =UX(UTO)YU ' = (UXUHYUYU ) = ¢(X)p(Y)

3.0(aX) =U(aX) U =a(UXU) = ap(X)

(2) Vejaque ¢(X) =0 UXU ' =0« X =0 = Ker(¢) = 0, usando o teorema do

homomorfismo para algebras temos que ¢ é um homomorfismo injetor em A.

(3) A sobrejetividade de ¢ é garantida pelo fato de U ser invertivel, pois se X € M3(K) basta
tomar Y = U~'XU e teremos ¢(Y) = X.
De acordo com a defini¢ao de homomorfismo G-graduado, vale que Jg serd um elemento

homogéneo de grau g. =

Lema 2.1.3 Seja A=@y4ccAy uma graduacao de tal forma que exista uma matriz inversivel

U e A, para algum g € G. Entdo dim(Ap) = dim(Agyy,) para todo h € G.

Demonstracao: Vamos tomar a seguinte funcao ¢ : A, — Ay, ¢(X) = UX é uma bijecao
de Aj, em Agy,. Veja que ¢ é uma transformacao linear (embora nao seja um homomorfismo de
dlgebras) e a demonstracao desse fato é anédloga aos passos 1 e 3 da prova do Lema . A
prova da injetividade e da sobrejetividade de ¢ sao andlogas, respectivamente, aos passos 2 e
3 do Lema [2.1.2] logo dim(im(¢)) = dim(Agp), do Teorema do nicleo e da imagem, segue-se
que dim(Ap) = dim(Ag,). =

Observagao 2.1.4 Caso G nao seja abeliano ainda temos que dim(Ap) = dim(Ap,), € a

demonstracao é andloga.

Corolario 2.1.5 Suponha que G tenha um elemento g de ordem 2 e seja M3(K) =@ ecA, uma

G-graduacgao. Se existe um elemento homogéneo B de grau g, entdo B nao € invertivel.

Demonstracao: Vamos supor, por absurdo, que B seja invertivel, nesse caso vale o Lema

2.1.3] Por outro lado podemos escrever:
M3(K) = (Ae © Ag) & (An, ® Agn,) @ .. & (An, S Agn,,); hi € {Supp(A) — g}

Observemos que Supp(A) é finito, visto que M5(K) tem dimensao finita. Além disso, gh; #
h;,Vj € (1,...,n), pois g # e. E, caso, h; = gh; para alguns i,j € (1,...,n),vale que gh; = h;
pelo fato de g ter ordem 2. Ora, nesse caso terfamos que: Ap, © Ay, = Aghj &) Ahj . Podemos,
assim, dizer que M3(K) estd decomposta como unido disjunta de conjuntos da forma gh;, h;.

Como dim(Ap,) = dim(Agn,) segue que dim(M;(K)) é par, absurdo. m
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Agora que ja vimos esses resultados, no qual daremos maior enfase ao resultado 2.1.5]
desenvolveremos uma pequena sequéncia de resultados na proxima secao que reduziram em
muito a quantidade e a caracterizagdes possiveis dos elementos de G'N Supp(A). Veremos que
para grupos com elementos de ordem 4 ou 2 as graduagoes possiveis sao isomorfas a um tipo

especial de graduagoes que recebe o nome de boas graduagoes.

2.2 Boas graduacoes

Defini¢ao 2.2.1 Matrizes elementares: Dizemos que uma matriz M € M, (K) é elemen-
tar se uma das suas componentes a;; = 1 e as demais sao nulas. Nesse caso, iremos denotar

essas matrizes por e€;;.

Definicao 2.2.2 Uma graduacio A=@gec Ay tal que e;; € um elemento homogéneo para alguns

1,7 € dita uma boa graduacao.

Lema 2.2.3 Seja A=®,cqA, uma graduacgao tal que exista um elemento homogéneo B dife-

rente de zero tal que B3 = 0. Entdo a graduagdo é isomorfa a uma boa graduacdo.

Demonstracgao: Pelo lema podemos assumir que B estda em sua forma de Jordan Jp ja
que as graduagoes associadas a B serao isomorfas as associadas a Jg. Considere os 3 possiveis

blocos de Jordan para M3(K),em seguida analisemos separadamentamente cada um dos casos:

(1) (2) (3)

o O >
o > O
> o O
S =
o > O
S o o
O = >
_ > O
> o O

Aplicando-se B?® para cada uma das formas obtemos as seguintes, respectivamente:

A0 0 Moo oo Moo 0
MYy o X o [@)]3x2 X 0|@)][3x2 X 0
0 0 XA 0 0 of 3V 3A2 N3

Em todos os casos os valores da diagonal principal de Jg deverao ser todos nulos pois B? = 0,
entdo substituindo (1),(2'),(3’) em (1),(2),(3), respectivamente, B deverd ser de alguma das 3

seguintes formas:

000 000 000
@looolG)|[1 o0oolGi)|1 0 0
000 000 010
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(1) Nao é possivel pois B é nao nula por hipétese.
(17) B = ey que serd um elemento homogéneo de grau g. Por defini¢do, A serd uma boa
graduacao.
(i11) B? = e3; como B? ¢ um elemento homogéneo de grau g?, novamente, pela definicao A serd
uma boa graduacao. m

Agora comecaremos a “filtrar”as possiveis graduacoes da nossa algebra através dos ele-
mentos do seu suporte. Até agora nao colocamos condigdes sobre Supp(A).

A seguir mostraremos duas condigoes suficientes para A ser uma boa graduacao. A
primeira é a existéncia de um elemento g € Supp(A) de ordem maior ou igual que 4 e a

segunda a existéncia de um elemento g € Supp(A) de ordem 2.

Teorema 2.2.4 Seja A=®,cqA, uma graduagdo tal que supp(A) contenha um elemento g de

ordem pelo menos 4. Entao a graduacdo € isomorfa a uma boa graduacao.

Demonstracao: Seja g € Supp(A) tal que ord(g) > 4, pelo Teorema de Caley-Hamilton,
existem «, 8, A € K tais que B* + aB? + 3B + A3 = 0. Por outro lado, I3 € A,,B € A,, B? €
Agp, B € Ay, como ord(g) > 4 vale que esses termos sdo componentes homogénios de grau
distinto, entao: B? = aB? = 3B = A3 = 0. Como B? = 0, do Lema A é isomorfa & uma

boa graduacao. m

Teorema 2.2.5 Seja A=®,ccA, uma graduacdo tal que supp(A) contenha um elemento de

ordem 2. Entdo essa graduacdo € isomorfa a uma boa graduacao.

Demonstragao: Seja g € Supp(A) tal que ord(g) = 2 e seja B € A, nao nula, pelo Lema[2.1.2]
,vamos assumir que B tenha a forma de Jordan. O Teorema de Cayley-Hamilton nos diz que
B? —Tr(B)B?* 4+ ¢B — det(B)I3 = 0, para algum ¢ € K. Como ord(g) = 2 vale que B* € A,
e B¥ € A,. Logo B®, B € A, e Tr(B)B? det(B)I3 € A, com isso Tr(B)B* + det(B)I3; = 0 e
B3+ c¢B=0.

Além disso, pelo Corolério , temos que det(B) = 0, pois nesse caso B nao é invertivel,
portanto, Tr(B)B? = 0. Essa igualdade em um espago vetorial é vélida se, e somente se,
Tr(B) =0 ou B> =0. Se B> =0 entdao B®> = 0 e o resultado decorre do Lema Agora,
caso Tr(B) = 0, entao: B®> — Tr(B)B? + ¢B — det(B)Is = B3 + ¢B = 0, assim, o polinomio
caracterfstico de B ¢ da forma P(t) = t3 4 ¢t = t(t* + ¢). Vamos novamente considerar a forma

de Jordan de B, na qual dividiremos em 3 casos novamente como no Lema [2.2.3

(1) (2) (3)

o O >
o > O
> O O
S = >
o > O
S o o
S = >
_ > O
> O O
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O caso (1) nao deve ser levado em conta pois B ¢ A., aplicando o polindémio caracteristico em

(2) e em (3) temos as seguintes relagoes:

A (A2 +0) cA cA
()B(B>+c)= [N +X2 +c)+¢c AN +c)+¢  cAt+ec | =0
ca ca a (a? +¢)
A (N +0) cA cA
(i)B(B*+c¢)= [ N +X 2 +)+¢c AN 40)+c cA+c =0

(c+DA+22 +c N+AX2 \+c)+c A (N +c)+c

Em (i), devemos ter que A\c = ac = 0 < A\,a = 0 ou ¢ = 0, mas se ¢ = 0, entao P()\) = A3,
onde B3 = 0 e, novamente, pelo Lema A sera uma boa graduacgao. Considerando que

apenas a = A = (, nossa matriz B é da forma:

000
B=110 0
000

Ou seja, B = ey1. Por defini¢ao, A é isomorfa a uma boa graduagao.

Analisando o caso seguinte (i7), observamos novamente a equagao Ac = 0 que terd solugao

para A = 0, pois o caso ¢ = 0 j4 foi analisado em (7). Assim B serd escrita sob a forma:

000
B=1100
010

E sabemos que B? = e3;. E assim B? é um elemento homogéneo de grau e. De qualquer
modo, acabamos de mostrar que a ordem de g ser 2 leva a graduacao a ser isomorfa a uma boa
graduacao. m

E assim concluimos a nossa se¢ao com um resultado formidavel. A partir da andlise do
comportamento dos polindomios caracteristicos,conseguimos deduzir uma relacao entre a ordem

dos elementos do Supp(A) com a estrutura da élgebra G-graduada, mostrando duas condigoes
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suficientes para se ter uma boa graduacao: a existéncia de um elemento de ordem 2 no suporte
ou de ordem maior ou igual que 4. Veja que fomos muito cautelosos ao enfatizar a palavra
suficiente, isso porque podem existir boas graduacgoes em um cenario onde todos os elementos
do suporte nao tenham ordem 2 ou 3, basta tomar como exemplo a graduacao trivial.

Além disso, o resultado tem uma consequéncia imediata quanto a ordem dos elementos
do suporte. Ou seja, ou todos os elementos podem ter ordem 1, nesse caso a graduacao sera
trivial, ou todos os elementos tem ordem 3. Toda graduacao trivial é uma boa graduacao,
pois e;; € M3(K);Vi,j € (1,2,3), portanto, nos resta a seguinte pergunta: Toda graduacao
em M;(K) é uma boa graduagao? Para responder essa pergunta basta analisar qual o
comportamento da graduagao quando o seu suporte consiste de elementos de ordem 3.

Na segao seguinte iremos construir duas G-graduagoes quando o Supp(A) é constituido
de elementos de ordem 3. A primeira delas é um exemplo de uma boa graduacao, a segunda é

um exemplo de uma G-graduagao que nao faz parte dessa classe.

2.3 Existem apenas boas graduacoes?

Exemplo 2.3.1 Uma Boa graduacao:
Considere G = Zs = {0,1,2} e K um corpo qualquer. Defina as sequintes partes ho-

mogéneas da graduagao:

K K 0 00 K 0 0 0
A=<S|K K o]A;=S|0o0K|rAa4=<|0 00
0 0 K 00 0 K K 0

Agora vamos fazer a verificagdo de praxe para o fechamento da operagao de multiplica¢dao

quanto ao fechamento do grupo, ou seja verificar se AygAp, C Agp, Vg, h € Zs. Nesse caso, como

o grupo € abeliano, basta analisar se o produto de componentes de 0 e 1 ou 2 funcionam de
forma adequada, além de analisar o produto de componentes de 1 e 2 sob a mesma dptica.

Vamos apenas verificar para os casos AgAy C Ag, AsAs C Ay e A7As C Ag -

K K 0
AA;={ |K K 0
0 0 K
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0 K
AsAz =<0 0 K
0 0

K K 0
AA; ={ K K 0
0 0 0

O 1ltimo passo para se verificar que essa decomposi¢cao é uma graduagao é mostrar que
M;3(K) = Ag® A7 As. Esse fato € trivial dada a caracterizagao de cada espago que foi definido
no exemplo.

Nao podemos afirmar, portanto, que uma boa graduacao é equivalente a nao existéncia
de elementos de ordem 3 em Supp(A). Além disso, nem toda G-graduacao é isomorfa a uma

boa graduacao em M;(K), como veremos no seguinte exemplo:

Exemplo 2.3.2 Uma graduacao misteriosa

Seja G = Zz e K = Zs também, vamos agora construir as 3 partes homogéneas da
graduacdo da sequinte forma, onde x,y, z € K:

2tz Tty x
A, = x T +2y+z T4y
r+y  2x+y r+2y+z

2y + 2 r+y o«
Ac=|o+y+22 y+z vy
2r+z wHytz oz

2y + 2 Tty x
Ae=|x+2y+2z 22+2z 22+y
2 20 +22 x+y+=z

Nao faremos a demonstragao das condigoes que essa decomposi¢cao deve ter para ser um

graduacado, tal fato poderd ser considerado verdadeiro com base em resultados futuros. Nesse
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instante, vamos mostrar apenas a impossibilidade da existéncia de componentes homogéneos
elementares.

Para ezistir uma matriz elementar de grau e, deveriamos ter que x = 0, pois se nao o
fosse teriamos duas de suas compomentes nao nulas a dizer es; +e13 ou 5(621 +e13), por motivo

andlogo y = 0. Com x =y = 0 teriamos:

N
. Ol
ol

A =

ol
|

ol
ol
N

Assim, A. ndo contém elementos homogéneos.

Em A., a existénicia de uma matriz elementar exige que entre x,y,z dois deles sejam
nulos. Digamos, sem perda de generalidade, que x =y =0, assimx+y+2=0= 2 =0, logo
a matriz em questao, que depende totalmente das varidveis x,y e z deve ser nula, portanto,
nao € elementar.Mas ainda nao excluimos a possibilidade da matriz ser iqual ess podendo-se
tere+y+z=1=2=1, porém 2y + 2 = 1 o que mostra que ainda assim ndo temos uma
matriz elementar.

Na ultima parte homogénea podemos avaliar as possiveis matrizes elementar atribuindo
valores para x, y e z.

Vamos supor que x = 1 e tentar construir e;s, em particular 2 =0 ex+y =0=y = 2,
dai 2y + z = 1 e ndo temos a matriz elementar apropriada.

Para z = 1 queremos construir a matriz elementar es, assim, vale que 2y +1 = 2y =
2=y =1, de x +y + z encontramos que x = 1 e ndo teremos, novamente, uma matriz
elementar.

Das duas andlises anteriores podemos concluir que x =y = 0, por v +y+2z = 0 teremos
y =0 e assim a matriz serd nula, portanto, ndo elementar.

Desse modo, nao existem componentes homogéneos elementares e isso significa que tal
como foi definida, Ay, Ay e Az nao decompoem M3(K) na forma de uma boa graduagao, embora

as mesmas formem uma estrutura G graduada para a nossa dlgebra.

Os dois exemplos acima mostram que as boas graduagoes atuam de modo muito denso
no conjunto das possiveis graduacoes em M;3(K), visto que em todas as ordens possiveis dos
elementos de Supp(A) podem existir boas graduagoes associada & esse suporte. Por outro lado,
vemos que existem graduacoes que nao sao isomorfas as primeiras e mais ainda, em suportes

iguais podem existir graduacoes de diferentes classes associadas ao suporte. Isso elucida o
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comportamento complexo inerente a estrutura de algebras G-graduadas.

Com essa discussao que tivemos até o momento, sabemos que quando o suporte nao tem
elementos apenas de ordem 3 teremos uma boa graduacao, porém, mesmo no caso contrario a
esse podem existir boas e outros tipos de graduacoes. Veja que nos exemplos pegamos apenas
graduagoes em Zjz como suporte e corpo base, mas ainda nao respondemos qual a estrutura
de Supp(A), nem mesmo sabemos ainda se esse conjunto tem uma estrutura de grupo. Na
préxima secao apresentaremos 3 teoremas que responderao algumas perguntas relacionadas ao

comportamento dessas classes de graduagoes nao isomorfas a uma boa graduacao.

2.4 Um importante resultado

Nessa secao apresentaremos 3 teoremas que serao fundamentais para o estudo das gra-
duacoes em que o suporte associado seja composto apenas por elementos de ordem 3.Ja vimos
nas duas secoes anteriores que as boas graduagoes determinam as graduagoes nos demais casos,
porém, podem ainda aparecer nesse caso. O que faremos nos capitulos subsequentes ¢ classificar
essas outras graduagoes “misteriosas”. Veremos que estudo dessas graduacoes estara associado
ao tipo de suporte que iremos trabalhar. Com o préximo resultado seremos capazes de identi-
ficar qual o comportamento desse suporte, para em seguida comecar o trabalho de classificar
as demais graduacoes.

Considere nos enunciados a seguir: A=®,c¢A, uma graduagao nao isomorfa a uma boa

graduagao, e tal que supp(A) — {e} consista apenas em elementos de ordem 3.

Teorema 2.4.1 A € um anel de divisao graduado, ou seja, qualquer elemento homogéneo nao-

nulo € invertivel.

Demonstragao: Vamos provar que dado qualquer elemento homogéneo nao nulo da graduagao
,este serd invertivel. Seja B € A,(g # e) nao nula, por Caley Hamilton, temos que existem
a, B € K tais que B> +aB?+ 8B —det(B)I3 = 0. Considere o seguinte diagrama, onde z = B>
ey = B3

Ay —s Ap
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Analisando o caso em que B ¢ A, vale que B e z = B? sdo elementos homogéneos
de grau diferentes, bem como y = B? € A,. Por serem elementos homogéneos de diferentes
graus, vale que a equagao acima tem solucao se, e somente se, B> — det(B)I; = aB* = B = 0.
Portanto, se det(B) = 0, entdao B? = 0 e teremos uma graduacao isomorfa & uma boa graduacao
pelo Lema Concluimos que todo elemento homogéneo de grau g ou g2 é invertivel.

Agora seja X € Ag; X # 0, assim dada B € A, nao nula, vale que XB € A, ora,
X B # 0, pois caso contrario X = 0 (da condi¢ao de B ser invertivel), assim, X B é invertivel.
Como det(XY) = det(X)det(Y') # 0 tem-se, em particular, que det(X) # 0, logo X ¢é invertivel
também. m

Com esse teorema, podemos aproximar as componentes homogéneas da graduagao para

um corpo.
Teorema 2.4.2 Seja G um grupo e A = M3(K), entdo Supp(A) € um subgrupo de G.

Demonstragao: Vamos fazer a verificacao de praxe: (i) mostrar que Supp(A) é nao vazio, (i)
se dado g € Supp(A), entao g~ € Supp(A) e, finalmente, (i77) dados g,h € Supp(A), entao
gh™' € Supp(A):

(7) Supp(A) nao é vazio, visto que e € Supp(A);

(4¢) Vamos tomar X € Ay, como X ¢ invertivel, vale que X? # 0, mas X2 € A2, logo
g* = g~ (por hipétese ord(g) = 3) pertence a Supp(A)

(273) Assim, seja X € A, e Y € A1, sabemos que det(XY) = det(X)det(Y), onde
det(X) # 0,det(Y) # 0, entao det(XY') # 0, pois K é um corpo e, assim, gh~' € Supp(A). Por
tanto, Supp(A) é um subgrupo de G =

Agora sabemos que o suporte dadas essas condi¢oes tem uma estrutura bem comportada
de grupo e isso decorre imediatamento da estrutura de anel de divisao graduado das componen-
tes homogéneas da graduacao. Tal fato é ébvio quando estamos trabalhando em G-graduacao

em corpos, porém o anel das matrizes tem divisores de zero, como por exemplo:

100 010
X=1000|Y=1]0 00
000 0 00
Sao matrizes nao nulas, porém:
1 00 010 0 00
XY =000 00 0]=1(000
0 00 000 000
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Esses exemplos mostram que nem sempre o Supp(A) tem essa propriedade de fecha-
mento e que existe a possibilidade do produto de dois elementos do suporte nao pertencer
necessariamente ao suporte. No caso de anéis de divisoes nao existem essas matrizes divisoras
de zero.

Assim, resolvemos o problema do fechamento e mostramos que em suportes de elementos
de ordem 3 “ganhamos”uma estrutura de grupo. Mais ainda, esses resultados ainda implicam
num terceiro resultado que serd o nosso “pontapé” de saida em buscas das novas graduacoes. Ele
fara uma relacao entre esse suporte com a estrutura dos componentes homogéneos, mostrando

que até mesmo estes preservam uma boa estrutura para os nossos estudos seguintes.

Teorema 2.4.3 Seja G um grupo, A = M3(K). Ou temos que: (i) supp(A) ~ Zz e dim(Ap) =
3,Vh € Supp(A) ou: (ii) supp(A) >~ Zs x Z3 e dim(Ay) =1 para todo h € supp(A).

Demonstragao: Da nossa hipétese sabemos que, no minimo, Supp(A) = {e,g,9?}. Se o
suporte conter apenas esses elementos entao ele serd um subgrupo de G isomorfo a Zz (tinico
grupo de ordem 3 a menos de isomorfismos) e pelo Lema , como todo elemento homogéneo
de A, é invertivel, temos que dim(A.) = dim(Age—y) = dim(Agp._,2). Como M;3(K) = A, @
Ay ® A, tem dimensdo 9, devemos ter que dim(A.) = dim(Age—y) = dim(Ape—g2) = 3 €
cairemos no primeiro caso (7).

Se existir h € Supp(A) — {e, g,¢*}, vale que ord(h) = 3 e , portanto, h? & {e, g, ¢*},
pois se h? = g = hg = e e se h? = ¢g> = h?’g = e. Em ambos os casos temos uma con-
tradigao pela unicidade do elemento inverso no grupo.Logo, h* € Supp(A), pelo teorema
anterior. Além disso, gh,gh® € Supp(A) e, utilizando de raciocinio andlogo & prova ante-
rior, temos que gh,gh* ¢ {e,g,g? h,h*}. Por fim, g*h,g?h* € Supp(A) e sao diferentes
dos demais elementos, e a justificativa, novamente, se repete. Temos, por enquanto, que
Supp(A) = {e, g, 9% h,h? gh,gh?, g*h, g*h?} =< g,h >. Mas g" 'h™! # ¢, onde m,n nao
sao simultaneamente iguais a 1. Devido a unicidade dos inversos e da ordem de g e de h, temos
gh = hg. Nesse caso, M3(K) é decomposta por nove componentes, portanto dim(A,)=1 (com
g € Supp(A)). =

Com isso, completamos nossa prova que implica em um bom comportamento dessas
novas graduacgoes que iremos encontrar, principalmente no que se refere ao suporte das mesmas.
Mostramos que elas obedecem a uma estrutura de grupo, mais ainda, ela é isomorfa a grupos
cujo o comportamento é bem conhecido no caso Zs e Zz X Zz. A dimensao das componentes
dessas graduacoes sao também conhecidas, sendo iguais a 1 e a 3. Dito isso podemos inciar a
nossa busca pelas graduagoes restantes da nossa algebra (M;(K)).

Na nossa proxima se¢ao analisaremos quais sao as graduagoes possiveis para um suporte
isomorfo ao Zs, cuja as dimensoes das componentes homogéneas sao todas iguais a 3. Na secao

subsequente, faremos a analise do segundo caso resultante desses teoremas.
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Capitulo 3
As Z3-Graduacoes

Agora que ja classificamos algumas graduagoes como boas graduacoes e no final do
capitulo anterior deduzimos um grande resultado a respeito do suporte das G-graduagoes res-
tantes, iremos descrever nesse capitulo todas as graduacoes em que o suporte é o grupo Zs.
Faremos uma construgao de uma G-graduacao sob essas condicoes e, por fim, mostraremos que

essa construcao de fato é a unica Zs-graduacao, a menos de isomorfismos.

3.1 Resultados preliminares

Seja A = M3(K), G ~Z3 e A= Pyez, Ay, uma G-graduagdo em A. Nessa secdo, vamos
mostrar que numa Zs-graduagao temos que a componente homogénea A, é um corpo e, mais

ainda, A, é também uma extensao de Galois de K.

Teorema 3.1.1 A, é um corpo.

Demonstracao: Seja B um elemento homogéneo em A, cujo o polindbmio minimal pg tem
grau 3, vamos mostrar que A, = K(B). Como A, é um anel de divisdo graduado, provar essa
afirmagao garante a A, uma estrutura de corpo, uma vez que dados X,Y € K(B), tem-se
que XY = YX. Como queremos mostrar a igualdade de dois conjuntos, provaremos que:
(1)K(B) C A, e (ii)A. C K(B).

(1) seja K(B) = {f(B); f(z) e K(z)} = {ap+ a1 B+ ...+ a,B";a; € K,Vi € (0,1,...,n)}.
Veja que Vn € N temos que B" € A,. De fato, I, B € A, e dado que B" € A, entdao B"B € A,
por definicao de graduacao, e assim B"*' € A,, e, por inducao, o resultado se segue. Dito
isso, basta usar o fato de que a;B* € A., pois A, é espaco vetorial e, pelo mesmo motivo,
ap+a;B+ ...+ a,B" € A.,Vn € N. Assim, K(B) C A..
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(i1) Para provar a inclusdao contrdria, mostramos que o seguinte conjunto: {Iy, B, B?}
¢ uma base para A.. Veja que dada a equacao aly + B + AB? = 0, temos solucdo apenas
para o = = X\ = 0, visto que d(ug) = 3 (aqui 0 denota o grau do polinémio ug). Agora,
do Teorema do Niicleo e da Imagem temos que A, ~ K3. Seja T : A, — K3 a transformacao
linear bijetiva entre os espacos vetoriais tal que: T(I;) = a,T(B) = b,T(B?) = c. Assim,
ra+yb+ zc = 0;z,y, 2 € K se, e somente se, T (1;) + yT~'(B) + 2T~*(B?) = 0. Usando
o fato de que T—! é uma transformagao linear bijetiva, vale que T~ !(zI; + yB + 2zB?) = 0,
portanto, xly + yB + 2B% = 0 (pois Ker(T™!) = 0), e daf a,b,c sao L.I. Dessa forma, a
matriz dos coeficientes dos vetores a, b, ¢ tem determinante diferente de 0. Isso significa que
K3 =<a,b,c>.

Para concluirmos, seja M € A, entao M = T7Y(d);d € K> = M = T (xa + yb + zc)
com x,y,2 € K, isto é, xT"(a) + yT~1(b) + 2T (c) = M = xl; + yB + 2B* = M, portanto,
A, =< 14, B, B?> >. Logo, {I;, B, B*} é base para A, e o resultado se segue.

[ |

Teorema 3.1.2 A, é uma extensao normal de K

Demonstracao: Conforme a definicao de extensao normal, devemos mostrar que dado um
polinémio irredutivel em K[z] que contenha, pelo menos uma raiz em A., tém todas as suas
raizes em A.. No nosso caso vamos analisar essa propriedade para ug e o resultado se seguird
para os demais polinémios que contenham raizes em A., visto que K[B] = A..

Tome X € A. nao nulo, temos pela proposigao 1.8 que X é invertivel. Mostremos agora
que A, = XA, e A = X?A,.:

A, = XA, se, esomente se, X 1A, = A.. De fato, seja M € A,, vejaque XM = N € A,
assim M = X'N € X~'A,, portanto A, € X 'A.. Além disso, como consequéncia da
definicao de G-graduacoes, vale que X *A, C A, A.-1 C A.—1 = A, isso completa o nosso
argumento de que X A, = A, e, com isso, temos que A, = X A,. De modo anilogo, obtemos
Ap = X?A,.

Portanto, ¢x : A, — A, definido por ¢x(U) = XUX ! é um automorfismo de A, pelo
Lema ¢ leva elementos de A, em A, da propria definicao de graduagao, uma vez que se
XeA - X1tecA1eAA C A e ALA1 C Ay = A,. Visto que A, tem estrutura de
corpo, dadas M, N € A, vale que M N = NM. Por outro lado, se Y, Z € M3(K) entao existem
matrizes u;, u; € A taisque: Y = ug + Xug+X?uge Z = u'1+Xul2—|—X2u;. Se ¢x ¢ identidade,
entao isso significa que X comuta com todas as matrizes de A, donde A, é comutativo. Dal
concluimos que YZ = ZY implicando que nossa dlgebra é comutativa, absurdo. Logo, ¢, # I

Por outro lado, p(UBU™') = Xu(B)X~! = 0, leva B em uma matriz semelhante, ou

seja, ¢ leva uma raiz de pp em uma outra raiz do mesmo. Em particular, ¢ € AutxA.,ou seja
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leva B em XBX ! que é uma outra raiz. Com |AutgA.| = 3 e AutgA. ~ S,, deve valer que
Autg A, = {id, ¢, $*}, por outro lado, ¢? = X B>*X~! que ¢ a terceira raiz de ug. Logo todas
as raizes desse polinomio estao em A..

Como K[B] = A,, vale que A, é uma extensao normal de K m
Teorema 3.1.3 A, ¢ uma extensao separdvel de K.

Demonstracao: A, é separavel se, e somente se, VM € A.;3f(x) € K[X]; f(M) =0e f(M)
é decomposto em raizes simples em qualquer extensao. J& sabemos que A, é uma extensao
normal pelo item anterior, ou seja, se tal f existe ele serd decomposto totalmente em A., nossa
trabalho é mostrar a existéncia de f bem como a sua decomposi¢ao simples em A..

Suponha, por absurdo, que A, nao é separavel. Assim, deve existir M € A, tal que
Vf(z) € K[z]; f(M) = 0 no qual f tem raizes multiplas em A.. Em particular, pys tem raizes
multiplas em A.. Sabemos que as matrizes da forma Al3 nao entram nessa hipdtese, visto
que nesse caso iy tem grau 1. Também nao devemos analisar o caso em que pup tem grau 2,
pois nesse caso usando a funcao ¢ da demonstracao anterior terfamos que py = (T — M) (T —
XMX™1) e seria totalmente decomposto em raizes simples. Por tanto, nos atentemos ao caso
em que uy tem grau 3.

Para o caso em que Char(K) = 3, temos que py; = T3 +aT?+ BT+ A, se esse polinomio
tem a raiz M com multiplicidade 2 ou 3, vale, por propriedades da derivada formal, que:
Wy = 3M? + 2aM = 0, entao py; tem grau 2, um absurdo.

Para o caso em Char(K) # 3 é suficiente analisar a condi¢do de separavel para os
polindémios minimais de M (onde M € A.). Para isso, como char(K) # 3, note que a fungao
¢ definida na demonstragao anterior é um elemento de AutxA., entao todas as raizes de py,
sao simples, pois o grupo de Galois associado a A, é o Zs. Pelo fato de uy, ter grau trés sua
decomposi¢ao deve ser simples. =

Nessa primeira secao mostramos que essa componente homogeénea detém propriedades
muito especificas. O primeiro resultado implicou que A, atende a todas as propriedades de
corpo, qualquer. Pelo fato de A, = K[B|, B € A.. Em seguida provamos um belo fato: que
dado um polinomio de coeficientes em K que tenha uma raiz em A, entao ele é totalmente
decomposto em A, e essa andlise foi feita sobre os polindmios minimais, visto que se P(B) =
0= P(A\) =Q(N)up(N). E mais ainda, essa decomposi¢ao nao ocorre de qualquer maneira, ela
determina um produto de monomios em suas raizes e, como vimos, a analise foi feita sobre os
polinémios minimais, uma vez que se P tem uma raiz e , portanto todas, as raizes em A, ele
deve ser escrito como P = i, fin,---fin,; Ni € Ae. A estratégia de mostrar essa decomposicao
simples em cada minimal mostra que a decomposicao de P deverd certamente ser simples, logo

a extensao ¢ também separavel.
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Essa particularidade de A, mostra que ele é uma extensao normal e separavel. Esses tipos
de extensoes assim construidas, como podemos perceber, sao corpos extremamente “pequenos”’e
que contém todas as raizes de um polinomio em K desde que ele contenha pelo menos uma.
Quando isso ocorre, a extensao recebe um nome especial: “extensao de Galois”. Durante as
demonstragoes dessa se¢ao, utilizamos muito o grupo de Galois AutxA. e de fato, para cada
extensao de Galois existe sempre um desses grupos que fazem o papel de “permutadores”das
raizes do polinomio simplesmeste decomposto. Por isso dizemos que AutxA. é o “grupo de
Galois associado a A, ”e como estamos trabalhando em dimensao 3, AutgA. = 3.

Dados esses comentarios e resultados da secao, estamos aptos a construir uma Zs-

graduacao em M;3(K).

3.2 Construindo uma Zs-graduagao (char(K) # 3)

Agora iremos comecar a trabalhar com as nossas graduacoes em Zs X Z3 e em Zz em
termos da teoria de Galois. . Em um artigo de 1987 intitulado : “A characterization of Galois
field extensions of degree 37, os autores Kersten e Miachalicek provam que uma extensao cibica
L de Galois de um corpo K ¢ o corpo de divisao do polinémio : P, = T3 —aT? + (a — 3)T + 1,

onde a € K — %,‘v’t ¢ {0,1}}. Em outras palavras, P, é irredutivel.

1 _

Tal como foi definido, se a for uma raiz de P, entao as suas outras raizes sao: = =

2+ (a—1a—a?e =t =a?—aa+ (a —2). Como a extensao de Galois ¢ ctbica, seu grupo

de Galois associado é S3 = {i4, 0,0%}, onde o(a) = ﬁ

A partir desse resultado que iremos admitir sem a sua demonstracao enfadonha, iremos

0 1 0
construir uma Zs-graduacao com uma raiz de P, sendo a seguinte matriz: B, = | 0 0 1
-1 3—a a
0 1 0
Teorema 3.2.1 Seja B, = | 0 0 11, entao B, € uma raiz de P,
-1 3—a a

Demonstragao: Para isso basta mostrar que: (B,)® —a(B,)* + (a — 3)(B,) + 1 = 0. De fato,
o polinémio caracteristico Cg, = —FP,. A menos do sinal, vamos considerar P, seu polinomio
caracteristico, pelo fato de ser o polinomio caracteristico e irredutivel ele também é o minimal.
|

Dessa forma, sendo B, uma raiz de P,, vamos usar o resultado de Kersten e Micha-
licek sobre as rafzes de P,, ou seja, que o(B,) = (I3 — B,)™' = 2I3 + (a — 1)B, — (B,)? =
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2 a—1 -1
—BQ+(a—1)Ba+213, onde o(B,) = ([3—Ba)_1 = 213—1-(a—1)Ba—(Ba)2 =11 a—1 -1
1 a—2 -1

Observagao 3.2.2 Dada uma matriz qualquer em M3(K) podemos escrevé-la na notagao de
matriz composta em colunas de vetores de 3 elementos (dizemos que estes sao elementos de V).

Por exemplo, a matriz:

2 a—1 -1
1 a=-1 -1
1 a=2 -1

Pode ser escrita sob a forma (V1|V2|V3), onde:

2 a—1 —1
Vi=|1|,Va=]a-2|Vs=]|-1],
1 a—2 —1
Como [B,] = {al3 + B, + vB%} ¢ um corpo e uma extensao de K ele deverd ser,

consequentemente, o corpo de divisao de P, pelo resultado dos autores citados. A partir desse
corpo, aparentemente inéquo, construiremos uma componente homogeénea de grau e e, com as
demais raizes de P,, construiremos uma componente de grau ¢ e uma de grau ¢2. Sabemos que

dim(K[B,]) = 3, e veremos que o mesmo vale para as demais componentes que serao definidas.

Lema 3.2.3 Assuma que char(K) # 3. Seja a € K tal que a # L3l para todo t € K— [0, 1].

t2—t
Entao

K[Ba] = {(V|(aBa - (Ba>2)v| - Bav); Ve V:a}

Demonstragao: Vamos denotar por A, = {(V|(aB, — B)V| — B,V);V € V4(K)}.
Vale que:

0 a 0 0 0 1 0 a —1
aB,—B2=| 0 0 al|l—|-1 3—a a =|1a-3 0
—a (3—a)a a® —a 3—a)a—1 a*—a+3 0 1 a-—3
x
Se considerarmos V' = | y |, temos as seguintes relacoes:
z

37



Capitulo 3: As Zs-Graduacgoes

0 a 0 T ay — z
(i)(aB, — BV = | 0 0 a yl=z+(a—-3)y
—a (3—a)a a*) \z y+ (a—3)z
0 -1 0 x —y
(i) —-B,V=10 0 -1 y| = —z
1 a—3 —a z r+ (a—3)y—az

Como A, = {(V|(aB, — B>)V| — B,V);V € V3(K)}, poderemos reescrevé-lo sob a forma:
A, ={U,y.;2,y,2 € K}, onde

x ay — z —y
Ury-=1y x4+ (a—3)y —2z
z y+(a—3)z v+ (a—3)y—az

Com isso, vale que I3 = U9, B, = Upo_1 ¢ B> = Uy_1,_4, portanto, temos que
K[B,] € A,. Por outro lado K[B,] =< I3, B,, B2 >, visto que o grau de P, é igual a 3. Como
K[B,] e A, tem dimensao 3 sobre K, podemos concluir que K[B,] = A,

[ |

Essa caracterizagao de K[B,| serd muito util quando estivermos trabalhando com sis-
temas lineares devido ao vetor V ser “livre”na primeira coluna dessa matriz. Em seguida,
iremos construir uma Zs-graduacao em que cada componente serd dada em termos semelhan-
tes a essa caracterizagao de K[B,]. O préximo resultado trard a luz do nosso trabalho uma
nova graduacao nao isomorfa a uma boa graduacao. Assim como veremos, essas componentes
homogéneas sdo determinadas pelas raizes de P,, ou seja, B, (que ja temos definida), o(B,) e
0?(By,).

Lembremos que:

0 1 0 2 a—1 -1
B, = 0 0 1|,0Bs)=1|1 a—1 -1
-1 3—a a 1 a—2 -1

Teorema 3.2.4 Assuma que char(K) # 3. Seja a € K tal que a # % para todo t €
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K —{0,1}. Seja
Ac = {(V(aBy — (Bo)*)V| = BV); V € Vs}

Ac ={(V(aoBy = 0(B.)*)V| = o(B,)V); V € Vs}
Ac ={(V[(ao®By — (0*(Ba))*)V] = 0*(Ba)V); V € V3}

Entao A(a). + A(a). + A(a)2 = M3(K), que é uma soma direta e A(a) = @yez,Ala), € uma

estrutura algébrica Zs-graduada em M3(K), que ndo € isomorfa a boa graduagao.

0 0 1
Demonstragao: Pelo Lema[3.2.3] A(a). = K[B,]. Seja X = [0 —1 1 |. Veja que X3 = I3.
1 -2 1
Além disso, vale a seguinte igualdade:
0 0 1 0 1 0 1 -2 1 2 a—1 -1
XBX*=|[0 -1 1 0 0 1|]1 -10]=[1a-1 —1]|=0(B,)
1 -2 1 -1 3—a a 1 0 0 1 a—2 -1

E teremos que: (XB,X?)X =0(B,)X = XB,=0(B,)X(1).
Se U € K[B,] devemos ter que U = alsz + BB, + A\B>? — XU = X(al3+ 8B, +
AB%) = aXI3 + XB, + AXB,B,. Por (1), devemos ter que: XU = aXI3 + fo(B,)X +
)\U(B )X B,, como I3 € K, entao: XU = aXo(l3) + fo(Ba)X + Ao(B,)XB, = ao(I3)X +
B0(By)X + Ao(B,)o(By)X = ac(l3)X + Bo(B.)X + Ao(B,)?’X = ao(I3)X + Bo(B,)X +
Ao (Bo)*X = (ao(I3) + fo(B,) + Ao(B,)?) X, como o é um automorfismo vale, finalmente, que:
XU = (o(alsz + B(B,) + M(B,)*)X = o(U)X;VU € K[B,]. Assim, XK[B,] = K[B,]X e,

consequentemente, YV € V3(KK) temos que:
X(V|(aBy = B2)V| = B,V) =

(XVIX(aB, = BY)V|X(=B.V)) =
(XVI(aX B, = XB)V|((-XB,)V) =
(XV[((a0(Ba)X = o(Ba)* X)V|((—0(Ba) X)V) =
(XV[(ao(Ba) — 0(Ba)*) X V(=0 (Ba))XV) = X (V|(ao(Ba) — 0(Ba)*)V|((—0(Ba))V) = X A

Como XV € V5(K) temos que A(a). = XA(a).. Como ¢ é automorfismo, vale que
o(U) € A;;VU € A, — XA, = A.X (aigualdade decorre da bijetividade de o).
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Devemos ter que 0?(B,) = (B, — I3)B, ", j4 que 0 € Autg(LL). Logo o leva uma raiz
de P, em uma outra raiz tal que 0*(B,) # o(B,), caso contrario terfamos o(B,) = By, 0 que é
uma contradicao.

De modo andlogo, teremos que A(a): = X?A(a)e = A(a)eX?. Consequentemente,
X?A(a), = A(a).X? Assim, A A, = K[B,|K[B,] C K[B,] = Ac; A, A. = (X A(a).)A(a). C
XA, = AgAsA, = (X?A())XA0). = X2(AX)A, = X (XA(a))A, = (X*)(4A,) =
(A.A.) C A.. Nesse ponto, concluimos uma parte da demonstragao, ou seja, que A(a)., A(a)., A(a).
tem um “bom comportamento”em relagao a multiplicagao de componentes da graduacao.

Resta, portanto, mostrar que a soma: A(a). + A(a). + A(a)2 = M3(K) é direta.

Veja que dim(A(a).) = dim(A(a).) = dim(A(a).2) = 3, logo nosso dever agora é mostrar

que sao partes disjuntas, isso equivale a mostrar que na equacgao:
Lo+ Zo+ Z2=0

onde Z, = (Vi[(aB, — (Ba)*)Vi| = BaWi) € A(a)e, Ze = (Val(ao(Ba) — 0(Ba)*)Va| — 0(B,)Va) €
Aa)e e Za = [(Vs|(ao?B, — (0%(Ba))?)Vs| — 0%(B,)V3) € Aez. Ao efetuarmos essa soma,

devemos ter a seguinte expressao:
e+ Ze+Z2=0&

(Vit+Va+Va|(aBa—(Ba)*)Vi+(ao (Ba)—0(Ba)*) Vot (ao” Ba—(0*(Ba))*) V3| (Ba)*Vi+0(Ba)* Vat-o?(Ba) V) =

o O O
o O O
o O O

Tal igualdade matricial tem solucao se, e somente se:

Vi+Vo+V5=0
(4B, — (Bo)))V4 + (ac(B,) — 0(B,)*)Va + (ac?B, — (6%(B,))*)Vs = 0
(B.)*Vi + 0(B,)*Va + 0(B,)Vs = 0

Reescrevendo nosso sistema sob a forma matricial:

.[3 I3 -[3 ‘/1
aB, — (By)? aoB, — 0(B,)? ao?B, — (6?B,)* | | Vo | =0
Ba O-Ba U2Ba ‘/YS
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A primeira matriz M, via operagoes de linha (-al3+Iy) é equivalente a seguinte matriz N:

I3 I3 I3
_(Ba)2 a— U(Ba)2 _(UQBa)2
B, B, o’B,

Como o determinante é invariante por operagoes linha-operagoes, vale que det(M) =
det(N). Por outro lado det(N) = (0(B,) — B,)(0*(B,) — Ba)(0*(B,) — 0(B,)). Lembremos
que By, 0(B,),0%(B,) sao distintas e que todas pertencem a A., mas A, é um anel de divisao
graduado (como j4 mostramos), entao det(N) = (0(By)—Ba)(0%(B,)—By)(0%(B,)—0(B,)) # 0.
Da condicao de A, ter estrutura de corpo, vale que o sistema possui solucao tinica e determinada,
a saber: Vi = Vo = V3 = 0, e isso significa que A, + A. + A2 é uma soma direta. Portanto,
A(a) é uma estrutura algébrica Zs-graduada em M;(K).

Para concluir essa demonstracao resta mostrar que, de fato, tal graduacao nao é isomorfa
a uma boa graduacao, para isso vamos usar, inicialmente, o fato que X é invertivel e todo
elemento de A(a), também é. Como A(a). = X A(a), vale que todo elemento de A(a). também
¢ invertivel, além disso, A(a)e = X?A(a)., donde X? = X! logo todo elemento de A(a).
¢ invertivel. Ora, entdo A(a)., A(a). ¢ A(a)= sdo anéis de divisdo graduados, em particular
e11 nao é invertivel, portanto A(a) nao pode ser uma boa graduacdo, e serd, portanto, uma
Zs-graduacgao por um resultado anterior. m

Agora que ja construimos uma Zs-graduagao nao isomorfa a uma boa graduacao da forma

3_ . s . .~ . .
A(a) com a # %, iremos mostrar na proxima proposicao um fato ainda mais profundo,
que cada Zs-graduacao nao isomorfa a uma boa graduacao deve ser isomorfa a uma do tipo
A(a), sob essas mesmas condigoes. Dividiremos a discussao para o caso em que char(K) # 3 e,
posteriormente, para o caso contrario, visto que o fato de A, ser uma extensao ctbica de Galois

dividiu a discussao para esses dois casos.

Teorema 3.2.5 Assuma que char(K) # 3. Seja A = @yez, A, uma Zs-graduagio de M;(K)

nao isomorfa a uma boa graduacao. Entdao existe a € K, a # £-3t1 para todo t € K —[0,1],

2t
tal que A ~ A(a).

Demonstragao: Como queremos mostrar que a graduagao serd isomorfa a uma graduacao da

forma A(a), lembremos que essa tltima é definida pelas componentes:
Ao ={(V|(aB, = (B.)*)V| = B.V); V € Va}
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Ac ={(Vl(ao By — 0(B.)*)V| = 0(Bo)V); V € V3}
Ac ={(V[(a0® By — (0*(Ba))*)V] = 0*(Ba)V); V € V3}

Pelo Teorema , A, é um anel de divisao, logo dim(A,) = 3,Vg € Supp(A), pela
Proposigao A, é uma extensao de Galois de K, entdao, A, = K[B];d(up) = 3. Usando
novamente o resultade de Kersten e Machaliceck, se A, = K[B] é uma extensao cibica de
Galois de , entdo A, = Gal(P,(T),K), com P,(T) = pp. Da Proposicao [3.1.2] vimos que:
A, = K[B], como j& mostramos, as propriedades do conjunto A, uma das raizes do minimal
de B, nesse caso caracterizado como P,(7T), é a sua forma de Jordan Jg, entdo se B, # B deve
valer a igualdade para a forma de Jordan correspondente, entao Jg = B,, consequentemente,
A, = K[B,].

Para todo elemento homogéneo nao nulo X de A seja ¢y : Ac — Ae, ox(U) = XUX L.
Ainda pela proposicao citada no paragrafo anterior, sabemos que ¢x # Id para todo X €
A, U A, do caso contrario como vimos na prova desse resultado, terfamos que M3(K) é uma
dlgebra comutativa. Veja que ¢(K) = XKX ! = XX'K = K,VK € K, como ji mostramos,
vale também que ¢ é um automorfismo em A., entdo ¢ € Autg(A.) = {I4,0,0%}. Se para
alguns X,Y € A. — {0} tivermos que bx = 0 e ¢y = 02, entdo ¢xy(U) = XYU(XY)™!
(XYY UY'X H=XYUY HX ! =¢,00¢,=Id

Assim, podemos considerar: A? = XY A, e A. = (XY)?A,, isso se deve ao fato de
que A? é um anel de divisao graduado e a prova é andloga & que usamos para mostrar que se
XecA — A, = Xa. e A2 = X?A,. Dessa forma, dados u € Ms(K) e U;, U; elementos das
componentes da graduacio sabemos que: U = U, + (XY)2Uy + (XY)Us, U’ = U, + (XY)2U, +
(XY)U,, como A, é corpo, segue imediatamente que UU’ = U'U. Novamente, Msz(K) seria
comutativa, um absurdo. Concluimos que ou ¢ = o ou ¢ = 02, VX € A..

A partir desse momento, vamos analisar o que ocorre em cada um dos casos separada-
mente. Vamos comecar pelo caso em que ¢x = o, para todo X € A..

Assuma, incialmente que ¢x = o para todo X € A., Portanto XB, = o(B,)X para
todo X € A,, visto que ¢,(B,) = XB,X . Como ¢x = o, vale que ¢,(B,) = o(B,), assim
Xb, X '=0(B,) & XB, =0(B,)X. Seja X = (V1|V5]V3) onde:

Z1 U1 21
Vi= X2 ;V2 =1 Y2 7V3 = | %2
x3 Ys zZ3
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0 1 0
Lembrando que B, = | 0 0 1| , devemos ter que:
-1 3—a a
T Y 21 0 1 0 -2z 3—a)zi+x az+uy
XB,= |22 12 2o 0 0 IL|=1-2 (3—a)z+z aznty|=
T3 Y3 23 -1 3—a a —z3 (3—a)z3+x3 azz+ys

(=V3IVi 4+ (3 — a) V3| V2 + aV3)

Por outro lado, 0(B,)X = (0(Ba)Vi|o(Ba)Va|o(B.)V3). Portanto, XB, = 0(B,)X <
‘/3 = _U(Ba)‘/la dai segue que Vo = —CL‘/:), + U<Ba>‘/3 = aU(Ba)‘/l - O-(Ba)Q‘/l = (CLU(Ba) -
o(B,)?). Assim, obtemos a seguinte relacao entre A, e A(a).:

A, C [(VI(@o(Ba) — o(B.))V| - o(B.)V;V € Va] = A(a)..

Assim, dim(A.) =3 = A, = A(a).. Usando argumentos analogos, encontramos que:
Az = XA, = A(a). = A(a).2 mostrando que A = A(a).
Agora vamos analisar o segundo caso: ¢x = 02, VX € A.. Sabemos que A, = A(a), e,

com célculos andlogos aos feitos com o, temos as mesmas propriedades para o2 e, consequen-

temente, A, = A(a)? e A% = A(a).,.

00 1
Seja H=|0 1 0| ef:A(B—a)— A f(Z)=HZH
1 00
Note que:
001\ /001 100
H*>=|0 1 0]]010|l=]010
1 00/ \100 00 1

Dessa forma, H? = I3, e a funcao assim definida é um isomorfismo pelo Lema [2.1.2l Assim,

Podemos caracterizar f como um automorfismo de M3(K) associado a H.
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Veja que as seguintes relacoes sao validas:

0 1 0 0 1 0
B.=|0 0 1|=Bsag=|0 0 1
-1 3—a a -1 a 3—a
Entao:
0 01 0 1 0 0 0 1 3—a a -1
HB; . ,H=10 10|l 0 0o 1 o1ol=(1 o of=8B"
1 0 0 -1 a 3—a 1 0 0 0 1 0

Como K[Bs_,] =< I3, Bs_,, (B3_4)? >, deve valer que: HY H = H(al3 + Bs_, + (Bs_o)H =
HalsH + HBBs H + H(B3_,H, para Y € K[B,],a,5,A € K. Usando o fato de que
H? = I3 = H = H'! e que HB3 ,H = B;'. Devemos ter HYH = al3 + B;! +
MNH(Bs_oH)(H(Bs_oH) = als + 8B, + AB,?. Ora K[B,] ¢ um corpo, portanto, B, ! e
B;? sao elementos de K[B,], o que implica que Y € K[B,]. Logo, podemos afirmar que

a

HK[Bs_o|H C K[B,].

Vale que dim(K[B,]) = 3 = dim(HK|[B;_,)H) pelo fato de f ser um isomorfismo.
Portanto, obtemos a seguinte igualdade: HK[B3;_,JH = K[B,], ou seja, f(A(3 — a).) = A,
dada a caracterizagao de A, = K[B,] e K[B;3_,| = A(3 — a).

0 0 1
Vamos definir: X = |0 —1 1
1 -2 1

A matriz X assim definida determina as componentes homogéneas A(a). e A(a).2, como
vimos no Teorema [3.2.4 Como A(3 — a) também ¢é uma Zj-graduagao, X determina também

as demais componentes além de A(3 — a)..

Dessa forma, vemos que:

001 0 0 1 00 1 1 -2 1
HXH=|(01 0 0 —1 1 010]l=11-10|=x?
100 1 -2 1 1 00 1 0 0
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Em particular vale que HX = X?H. A partir dessa relacio, podemos deduzir,dada
defini¢ao de f, que f(A(3—a).) = HA(3—a).H, retomando que A(3—a). = XA(3—a)., entao
HA(3—a).H = HXA(3—a).H = X?HA(3—a).H, e como j4 demonstramos HA(3—a).H = A,
logo HA(3 — a).H = X?A, = A..

Assim mostramos que para ¢, = o2 definida dessa forma temos que A(3 — a). ~ A(a).
e A3 —a)., ~ A(a)z2, pela f. Baseado em manipulagoes algébricas como no passo anterior
a componente A(3 —a).2 ~ A(a). e dal segue que A(3 — a) é uma Zs-graduagao em M;(K)
isomorfa a uma graduacao da forma A(a).

Isso conclui, finalmente, a demonstracao desse teorema. m

Acabamos de demonstrar um resultado muito forte no Teorema anterior. Ja haviamos
construido uma Zs-graduagao pelo Teorema [3.2.4] e agora mostramos que, a menos de isomor-
fismos, essas sao todas as graduagoes dessa classe, exceto as boas graduagoes. Diante a esse
grande resultado cuja a prova é um tanto longa, criamos um esquema que resume os passos da
prova.

I. Ultilizando um resultado de Kersten e Michaliceck, definimos uma matriz B, =
0 1 0
0 0 1], cujo o polindémio caracteristico irrediitivel era: P, = T3 —aT?+ (a—3)T +1,
-1 3—a a

ondea € K— {t3t_2?fj1 ,Vt ¢ {0,1}}. Mostramos que o conjunto K[B,] era um corpo e que, além

disso, A, = K[B,]

II. Com isso, no Teorema [3.2.4} construimos uma Zs-graduagao de M3(K) a partir dessa

matriz B,. A qual chamamos de A(a) e descrevemos as suas componentes homogéneas como:
Ac ={(V|(aB, — (B.))V| = B,V); V € V3}

A, ={(V|(aocBy — 0(B)*)V| — a(B,)V); V € V3}

Az = {(V|(a0®By — (0*(Ba))*)V| = 0*(Ba)V); V € V5}

Do Teorema vimos que dado A., as demais componentes eram dadas por: A. = XA,
e A2 = X?A.. Para esse fato particular, encontramos uma matriz X da forma: X =

0 0 1

0 —1 1 |. Essa matriz foi fundamental na prova desse resultado e no resultado seguinte.
1 -2 1
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ITI. Mostramos que, de fato, A(a) determina uma estrutura de dlgebra graduada para
M;(K). Ainda no Teorema mostramos que essa estrutura nao é isomorfa a uma boa
graduacao, devido ao fato de que e;; nao era um elemento homogéneo.

IV. Apresentamos o maior resultado dessa secao no Teorema [3.2.5, onde conseguimos
demonstrar que a nossa construcao anterior determina todas as graduagoes sobre Z3, a menos de
isomorfismos. A partir do grupo Autx A, ~ S3, fizemos uma andlise da fungao ¢x (U) = XUX !
e tivemos que dividir a prova em duas partes essenciais.

IV’. Analisamos as possibilidades para o automorfismo ¢x que foram: I, 0,02, Cla-
ramente, ¢x nao pode admitir o primeiro valor, pois caso admitisse, concluirfamos que M;(K)
seria comutativa, o que é um absurdo, entao verificamos as duas tltimas possibilidades.

IV”. No caso em que ¢px = g, provamos que a componente homogénea A. era igual a
A(a).. Com a matriz X as seguintes relagoes A2 = XA, = X A(a). = A(a).2 foram possiveis
devido ao Teorema [3.1.2) mostrando assim que A(a).2 = A(a).. Com isso A = A(a)

IV”’. No ultimo caso, ¢x = o2, nao tivemos uma igualdade imediata, entdao criamos
0 01
um isomorfismo de A(3 — a) em A definido por: f(Z) = HZH, onde: H = |0 1 0
1 00

com a propriedade: H? = I3. Por meio de algumas manipulacoes matriciais, mostramos uma
igualdade “indireta”entre as componentes de A(3 —a) e A, tal como se segue: A(3 —a). ~ A,
A(a)2 ~ A, e, finalmente, A(a). ~ A..

E isso conclui a nossa se¢ao, nao apenas com a construcao de uma nova graduagao nao
isomorfa a uma boa graduacao, como também com um resultado que classifica essas novas
graduagoes como da forma A(a), ou seja, elas sdo unicas, a menos de isomorfismos. Claro que

esse resultado, embora muito forte, ainda é bastante abstrato, pois a seguinte caracterizacao:
Ae ={(VI(aBa = (Ba)*)V| = BV);V € Vs}

Ae ={(VI(ao By — 0(B.)*)V| = 0(Bo)V); V € V3}
Az = {(VI(aoB, — (0°(Ba))*)V] = 0*(Ba)V); V € V3}

¢ muito bela numa perspectiva limitada a solug¢ao do nosso problema de Zelmanov. Porém, em
termos computacionais e de aplicagao em outras areas, é mais razoavel se trabalhar com uma
definicao concreta das matrizes, ou seja, é necessario descrever as matrizes que atuam como
elementos homogéneos. Felizmente, é possivel fazer essa descricao e dedicaremos a tltima secao
deste capitulo para tal.

Antes de descrever os elementos homogéneos de forma concreta, resta ainda analisar
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o comportamento das Zs-graduagoes para corpos de caracteristica 3, e faremos isso na nossa

secao seguinte.

3.3 Construindo uma Zs-graduagao (char(K) = 3)

Nessa penultima segao, iremos construir uma Zs-graduagao para o caso em que char(K) =
3. Vale ressaltar que nao ha nada que seja fortemente diferente dos resultados da secao ante-
rior para esse caso. De fato, os passos sao os mesmos com leves diferencas. Portanto, vamos
incialmente lembrar o que fizemos resumidamente na se¢ao anterior:

I. Construimos um corpo base K[B,] pelo resultado de Kersten e Michaliceck.

IT. Construimos uma Zs-graduagao que chamamos de A(a), onde impomos certas
condicoes sobre o a.

ITII. Mostramos que, a menos de isomorfismos, toda Zs-graduacgao era isomorfa a uma
graduagao da forma A(a) (quando a consideramos nao isomorfa a uma boa graduacio).

Esses passos vao nos nortear para a nossa conclusao andloga. Por isso, optamos por
nao apresenta-los em forma de teoremas, apenas indicando as principais diferencas para carac-
teristica diferente de 3, e as explorando.

I. No livro “Algebra: A Graduate Course”, de Serge Lang, o autor cita e prova um
teorema conhecido como o Teorema de Artin-Schreier, que afirma que uma extensao ctbica de
Galois de K é o corpo de decomposicao de um polindémio da forma: Q, = T3 —~T —a;a € K, a #
t3 — t(t € K). Assim como no resultado de Kersten e Michalicek em caracteristica diferente de
3, aqui encontramos também uma matriz que tenha como polinomio caracteristo (), e a matriz,

a saber, é:

C, =

2 o o
I e R
o~ o

Como det(C,) # 0, entao K[C,] é um corpo. Ele também determina a componente homogénea
A, ou seja, A, = K[C,].

Outra propriedade relevante é que as demais raizes de ), sao C, + I3 e C, + 213, onde
no grupo Autx(A.) o(C,) = Cy + I3.

II. Agora que ja definimos nossa componente homogénea A., vamos determinar as

demais componentes em funcao da mesma. No caso de caracteristica diferente de 3, A. =

0 0 1
XK|[B,] e Az = X?K[B,], onde X = [0 —1 1]. Aqui usaremos uma matriz diferente, a
1 -2 1
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dizer:

Com isso, as relacoes entre as componentes homogéneas em caracteristica diferente de
3 também se seguram no caso em caracteristica 3, ou seja: A, = K[C,],A. = XKI[C,] e
Ae = X*K[C,].

O proximo passo sera reconstruir o Teorema [3.2.4] para esses corpos.

No Teorema dada a definicao da matriz B, e as relacoes entre as componentes ho-
mogéneas, construimos uma graduagao que chamamos de A(a), cujas componentes homogéneas

eram definidas como:

Ae ={(V|(aB, — (B.)*)V| = B.V); V € V}
Ae ={(V{(aoB, — 0(B,)*)V| — o(B.)V); V € V3}

Ac ={(V[(ao®By — (0*(Ba))*)V] = 0*(Ba)V); V € V3}

onde o e 02 eram os automorfismos de Autg(A(a).) que levavam B, nas demais raizes de
P,, adizer: (Is— B,) ™' =23+ (a—1)B, — (By)* e (B, — I3)(B,) ™' = (B,)?> —aBy + (a —2)I5.
Em caracteristica 3 vimos que essas raizes se reduzem a C, + I3 e C, + 2[5 e a nossa

graduagao a ser construida A(a) serd determinada da seguinte forma:

Az(a)e = {((C3 +2)VICVIV); V € Va} = K{C.}
As(a)e = {((CF +2C)V[(Ca + L)VIV); V € Va}

As(a), = [((C* 4+ CH)V|(Cy + 2I)V V), V € V3]

Retomando a matriz X, que tem a propriedade de X3 = I3, faremos uma relaciao andloga
a feita no Teorema [3.2.4 Estamos fazendo referéncia & conclusao de que A(a). = X A(a). =
A(a)X e A(a)e = X?A(a). = A(a)X?, aqui ficamos com: XC, = (C, + I3)X, A3(a). =
XAs(a)e = Az(a)eX.
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Agora adaptaremos o Teorema associado a esses corpos.

III. Como vimos, o Teorema foi construido a partir do grupo dos automorfismos
Autg(A.) tomando ¢y = o, que qualquer Zsz-graduacao é da forma A(a) . No caso em que
Oox =0 2
A(a) (a Zs-dlgebra graduada em questao), definido por: f: A(3—a) — A; f(Z) = HZH, onde:

0 01
H=10 1 0| com a propriedade: H? = I3. Por meio de algumas manipulacoes matriciais,

1 00

, nao tivemos a mesma sorte, mas ainda conseguimos ganhar um isomorfismo entre

mostramos uma igualdade “indireta”entre as componentes de A(3 —a) e A, tal como se segue:
AB —a)e ~ Ae, Ala)2 ~ A, e, finalmente, A(a), ~ Ae.

No primeiro caso, nao trabalhamos em momento algum com elementos da forma: nx;n €
Z,r € K, em outras palavras nao se fez necessaria a analise da caracteristica de K. Portanto,
o resultado se segue de modo totalmente analogo.

Em contrapartida, no segundo caso estamos falando de um isomorfismo entre A(3 — a)
e A, mas a operagao 3 — a é uma operacao em K, isso significa que em corpos de caracteristica
3 o isomorfismo deve ser entre A(—a) e A. Agora vamos tomar uma matriz H e relembrar a

configuracao de Cj:

1 0 0 010
Hy= |1 -1 0|Co=10 0 1
1 1 1 a 1 0
Dai segue-se que:
0
C_o= 01
—a 0
Note que:
1 0 0 1 0 0 1 -1 0
H3C Hy= |1 -1 0 0 01]|1r -1o0fl=] 0 -2 -1 (3.1)
1 1 1 —a 1 0 1 1 1 3—a -1 1

Por outro lado:
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100 010 1 -1 0
ILi—-C,=1010]-C,=(001|=C.=|0 1 -1 (3.2)
00 1 a 10 —a -1 1

Nesse instante, se afirmarmos que as equagoes e sao equivalentes, pode parecer a
principio algo um tanto quanto suspeito, uma vez que deveriamos ter 3—a = —a e —2 = 1, mas
essas igualdades decorrem imediatamente do fato do corpo ter caracteristica 3, assim 3—a = —a
e(3)(1)=1+1+1=0= —2=1, e, de fato, as igualdades se seguem.

Assim, ao construirmos um homomorfismo f : A(—a) — A, definido por f(Z) = H3Z Hj,

deveremos ter que f(K[C,]) = K[C,], além disso vamos usar a matriz X3, definida como:
1 00
Xs=|-110
1 11
Logo:
1 0 1 0 1 0 1 0 0
HsX3Hs3; =11 —1 0 -1 10 1 -1 0l=1|1 1 O
1 1 1 11 1 1 4 -1 1

Mas temos ainda que:

1 0
X;=1-21
1 2
Novamente, de modo aparentemente audacioso, afirmamos que H3X3H; = XZ2. J4

vimos que em caracteristica 3, -2=1, mas também, pelo mesmo motivo deve valer que (4)(1) =
I1+1+1+1=(1414+1)+1=(3)(1)+1 =1, e aigualdade se segue.

Finalmente, observemos que:

1 0 0\ /1 0 0 100
Hiy=|[1 -1 0|1 =1 0]=[010
11 1/ \1 1 1 301
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Pela caracteristica de K, podemos afirmar que H: = I3. Dito isso, vemos que H3 X3H3 =
X2 = H3X3; = X7H;. Nesse ponto, podemos fazer uma comparagao dos resultados obtidos
com os resultados do teorema [3.2.5]

L4 encontramos uma certa matriz H; H?> = I3, da qual tinhamos XH = X?H para
uma matriz X que fora definida. A funcao f do isomorfismo entre a dada Zs-graduacao e a
graduagao construida ( naquela ocasiao f associava A com A(3 — a)), tinha a propriedade de
que HK[B;_,|H = f(K[Bs_,]) = K[B,]. Aqui, nossas manipulagoes algébricas nos levaram a
concluir os mesmos resultados. Construimos, inicialmente, f(K[C,]) = K[C,] e por fim, vimos
que H3 X5 =X ??H 3. Naturalmente tudo segue de modo andlogo como acontece em caracteristica
diferente de 3.

Portanto, podemos concluir que, assim como ocorre em caracteristica diferente de 3, o
argumento de que A(—a), ~ A., A(a)2 ~ A. e, finalmente, A(a). ~ A., também valera para
esse caso.

Com isso, concluimos essa se¢ao, mostrando que o comportamento de Zs-graduagoes em
caracteristicas 2 e 3, tem suas particularidades, porém o resultado segue de forma andloga em
ambos os casos. Ou seja, todas as Zs-graduagoes, nao isomorfas a uma boa graduacao, devem
ser todas da forma A(a), a menos de isomorfismos. Como prometido, finalizaremos esse capitulo
com uma descri¢cao concreta dessa classe de graduacgoes, isso ird nos permitir identificar melhor

os elementos de cada uma de suas componentes homogéneas.

3.4 Uma descricao concreta das Zs-graduacoes

E muito comum em &reas de matemética pura, nos depararmos em algum momento com
teoremas sobre a existéncia ou a unicidade de alguns objetos inerentes a mesma. A exemplo
disso podemos citar o famoso Teorema do Valor Médio da analise que diz que: “Se f é uma
fungao continua em [a,b] e derivavel em ]a,b[, entdo existe um nimero real ¢ pertencente a
la,b[, tal que a reta tangente ao grafico de f tragada pelo ponto (¢, f(c)) é paralela a reta que
passa por (a, f(a)) e (b, f(b)), isto é, f'(c) = W”. O Teorema do valor médio garante um
resultado esteticamente belo, uma vez que diz que existe um ponto no intervalo de definicao da
fungao no qual a variacao média dela no intervalo inteiro ¢ a variacao instantanea da mesma
nesse ponto. Porém ele nao afirma nada sobre qual seja esse ponto, dai se torna necessaria uma
analise mais ntimerica e menos analitica.

O que fizemos nas duas ultimas secoes se encaixa nesse espirito de teoremas dessa na-

tureza. Garantimos com as graduagdes da forma A(a) a existéncia de Zs-graduagoes, nao
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isomorfas as chamadas boas graduacoes e, em seguida, mostramos a sua unicidade, sempre
enfatizando a questao de ser a menos de isomorfismos. Veja que seguimos a receita de bolo do
Teorema do Valor Médio, e assim como nesse teorema, é natural se perguntar , quais sao as
matrizes de fato que pertencem as componentes. E nessa se¢ao descreveremos todas as matrizes
que atuam como elementos homogéneos nessa graduagao. Mais ainda, daremos uma expressao
nao apenas aproximada (como ocorre com os métodos numéricos para encontrar o valor médio),
mas precisa e exata da caracterizacao dessas matrizes. Novamente, dividiremos nossa conversa

nas situagoes de caracteristica diferente de 3, bem como em caracteristica 3.

3.4.1 Caso em que Char(K) # 3

A idéia por tras da busca pela caracterizacao dos elementos homogéneos reside em,

essencialmente, explorar a seguinte relagao obtida no Teorema |3.2.4] :
A. ={(V|(aB, — (B.))V| = B,V); V € Vs}

Ae = {(V|(aoB, — 0(B.))V| — 0(B)V); V € V5}
Az = {(V|(ao®B, = (0*(Ba))*)V| = 0*(Ba)V); V € Vs}

Como conhecemos a matriz B,, bem como o(B,) e 0?(B,), poderfamos considerar um
vetor coluna V' genérico e determinar os valores das demais colunas das matrizes em funcao
de V e B,. A fim de seguir os passos dos autores do artigo, iremos usar a matriz o(B,),

determinando, assim, a forma das matrizes em A(a).. Para tal, sejam:

T 2 a—1 -1
V=|yl|,0Bs)=1]1 a—1 -1
z 1 a—2 -1

Dada a caracterizacao de A(a)., vamos determinar todos os vetores colunas que compdem

as matrizes dessa componente, respectivamente: V', (acB, — 0(B,)?)V e —o(B,)V:

<
I
Nl s
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2a ala—1) —a a+2 ad*—-a+1 —a T
(a0B, — 0(B,)*)V = a ala—1) —a| — a a*—2a+2 1—a y| =
a ala—2) —a a—1 a*—3a+3 2-a z

a—2 -1 0 T (a—2)x—vy
= 0 a—2 —1 y| = (a—2)y—=z
1 a-—3 =2 2 r+ (a—3)y—2z

Com isso, ja temos a configuracao da segunda coluna das nossas matrizes, resta analisar

o comportamento da ultima coluna.

-2 1—a 1\ [z —2x—(a—1)y+=z
—0(B)V=]-1 1—-a 1 yl=1 -rv—(a—1y+=
-1 2—-a 1 2 —x—(a—2)y+=z

Agora que determinamos a caracterizacao de cada coluna que compée os elementos de

A(a)., podemos determinar a caracterizagao de todo o conjunto, que serd dada por:

r (a—2)x—y —2z—(a—1Dy+=z
Ala), = y (a—2)y—z —zx—(a—ly+z |;7,y,2€K
z (a—3)y—2z —zx—(a—2)y+=z

Note que ainda restaram as componentes A, e A.2. Claramente, poderfamos fazer uso

dessa mesma estratégia e determinar suas respectivas caracterizagoes, porém lembremos que no

0 0 1
Teorema [3.2.4] mostramos que A, = XA, e A2 = X?A, = XA, noqual, X = [0 —1 1
1 -2 1

tem a propriedade de que X? = I;.
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Com isso, valem as seguintes propriedades:

Ala), = XAa). & X?A(a). = Ala),

II.
A(a)cz = XA(Q)C

Ora, dado que j& descobrimos a expressao concreta de A(a)., basta efetuar a multi-

plicacdo dela pelas matrizes X e X?, respectivamente, para obter a caracterizacio de A(a). e

A(a).2. Entao, segue-se que:

L.
1 -2 1 r (a—=2x—y —2z—(a—1)y+=z
Ala)e=11 =1 0] |y (a—2)y—2 —z—(a—1)y+z2 | =
1 0 0/ \z (a—3)y—2z —x—(a—2)y+=2
x—2y+z (a— 1)z —ay —r+y
= r—y (a—2)x—(a—1)y+=z —x
x (a—2)x—y —2x—(a—1)y+=z

E esse resultado significa que:

r—2y+z (a—1)x —ay —r+y
A(a), = T —y (a—2)r—(a— 1y +=z —x x,y,z €K
x (a—2)x—y -2z —(a—1)y+ =2

Por outro lado, temos ainda:
I1.
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0 0 1 r (a—2)rx—y 20— (a—1y+=z
Ala)e =10 =1 1| |y (a—2y—2 —z—(a—1)y+z | =
1 -2 1 z (a=3)y—22z —x—(a—2)y+=z2
z r+(a—3)y—2z —x—(a—2)y+=z
= —y+z r—y—=z Y
r—2y+z (a—1)x—ay —r+y

Novamente, como no caso anterior, a caracterizacao da nossa tultima componente ho-

mogénea sera dada por:

2 r+(a—=3y—2z —oz—(a—2)y+=z
Ala)e = —y+z T—y— 2 y jx,y, 2 €K
r—2y+z (a—1zx—ay —r+y

Esses resultados que vimos completam metade da nossa afirmacao, de que poderiamos
determinar uma descrigao concreta das Zs-graduacoes, que sao todas da forma A(a), a menos de
isomorfismos. Apenas com base na defini¢ao em forma de colunas de A(a). e das relagoes entre
as demais componentes a partir da matriz X, conseguimos realizar esse trabalho com algum
esforco computacional. Ainda estamos devendo a segunda parte, ou seja, devemos mostrar ainda
uma caracterizagao analoga para o caso em que a caracteristica do corpo ¢ igual a 3. Mas antes,
segue resumidamente as componenetes homogeéneas dessas Zs-graduacoes em forma matricial.

Sao essas todas as Zsz-graduagoes em M3(K):

r (a—2)x—y —20—(a—1Dy+=z
Ala)e = y (a—=2)y—z —zx—(a—ly+z |;2,y,2€K
z (a=3)y—2z —xz—(a—2)y+=z

x—2y+z (a—1)x —ay —r+y
Ala)e = T —y (a—2)x—(a—1)y+2 —z x,y,2 € K
x (a—2)x —vy —2r—(a—1Dy+=z
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z r+(a—=3y—2z —oz—(a—2)y+=z
Ala)e = —y+z T—y—z y ;29,2 €K
r—2y+z (a—1)zx—ay —z+vy

3.4.2 Caso em que Char(K) =3

Uma vez encontrada a caracterizacao das Zs-graduagoes para corpos de caracteristica
diferente de 3, vamos encontrar essa mesma caracterizacao para corpos de caracteristica 3. Vale
ressaltar, que os passos serao todos analogos aos feitos no caso anterior, ou seja, primeiramente
determinaremos a forma concreta de As(a). e fazendo-se uso das relagoes (que se seguram
aqui também) I. X2A(a). = A(a). e IT. A(a).2 = X A(a)., determinaremos as caracterizagoes
das demais componentes. Relembremos que em caracteristica 3, foi mostrado que toda Zs-

graduacgao ¢ determinada pelas seguintes componentes:
As(a)e = {((C2 4+ 2I3)V|C,VIV); V € Vs}

As(a)e = {((CF + 2Ca)V[(Co + I)VIV); V € Va}

As(a)e ={((C2 + Co)V|(Ca + 2I3)V|V); V € Vi}

Além disso,
x 1 00 010
V=lyl|X=]|-110]|C,=1]0 0 1
z 1 a 1 0

Com isso, se M é uma matriz de As(a)., entdo, as suas colunas serdo dadas por:
(C? +2C,)V:

00 1 0 2 0\] /= 0o 2 1\ [« 2+ 2y
(C242L)V =||a 1 O] +]0 0 2 yl=1a 1 2||y]|= 22 +y+ax
0 a1 20 2 0 z 20 a+2 1 z 2+ (a+2)y + 2ax
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(Ca+]3)VI
010 10 x T +y
(Cy+ 1)V = 00 1]1+(01 Yyl = y+z
a 1 0 0 0 z ar +y+z
V.
x
V =
z

Com esses resultados, podemos compor a nossa primeira componente homogénea em

caracteristica 3 (note que em momento algum usamos o fato de que o corpo tenha caracteristica

3) A saber:

2y + 2 r+y x
As(a). = az + 1y + 22 y+z ylivyzeK
2ax+ (a+2)y+2z ar+y+z =z

Agora, de modo andlogo ao que fizemos em caracteristica diferente de 3, vamos deter-

minar Az(a). e Az(a).2, que indicaremos por I e I, respectivamente.

1 00 2+ =2 r+y x
X*(As(a)e)=]-2 1 0 ar +y + 2z y+z yl|=
1 21 2ax + (a+2)y+2z ar+y+z =z

z+ 2y y+uw x

ar — 3y z—1y— 2T Yy — 2T
6z+ (a+6)y+4dar 3z+4dy+x+ax z+4+2y+ua
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Usando o fato de que estamos em um corpo de caracteristica 3, deve valer que:

—3y =0
-y =2y
—2r=x
6z=0
(a+6)y=ay
dy=y

Com esse resultado podemos, enfim, concluir que:

2y + =z r+y x
As(a), = ax T+2y+ 2 r+y |izy,z€eK
ar+ay (a+lx+y x4+2y+z

Resta identificar a caracterizacao de As(a).2, e ela serda dada por:

II.
1 00 2y + =z T +y x

As(a)ee = XA(a).=| -1 1 0 ar +y + 2z y+z y| =
1 11 2ax + (a+2)y+2z ar+y+2z =z

z 42y Y+ x
= zZ—Y+axr Z— Yy—x

dz+(a+5)y+3axr 2:4+3y+(a+1)z z4+y+a

Vamos novamente simplificar a expressao pela caracteristica do corpo:
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—y =2y
—xr =2z
4z =z
(a+5)y=(a+2)y
3ax =0
\ 3y =
Entao devemos ter que:
2y + 2 T+y x
As(a)e = ar + 2y + 2 2r + 2 2v+y |iwy,z€K

(a+2)y+z (a+1l)z+22 z4+y+2

E assim, como em caracteristica diferente de 3, temos a seguinte caracterizacao para

uma Zs-graduagao em M;3(K), que pode ser explicitada da seguinte forma:

20+ =z T+y T

As(a)e = ax r+2y+z T+y 2,y,z € K
(\az+ay (a+1l)z+y 2+2y+=2 )
¢ )

2+ z r+y T
As(a). = ar + vy + 2z y+z yliz,y,z€eK
( \20z + (a+2)y+2 av+y+z 2 )

20+ z T+y x

As(a)e2 = ar + 2y + z 2 + 2 20 +y |;7y,2€K

(a+2)y+z (a+1)z+2z z4+y+=2

E esse dois grandes resultados concluem o nosso capitulo de Zs-graduagoes, para quais-

quer corpos de quaisquer caracteristicas.
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3.5 Comentarios finais sobre o capitulo

Podemos dizer até o momento que 2/3 do nosso trabalho foi concluido, e, reservamos
essa se¢ao para discutir a respeito de algumas idéias que foram inseridas ao longo do mesmo,
bem como comentar resumidamente as relagoes que essas idéias tém entre si.

O primeiro resultado, o Teorema tratava sobre extensoes cubicas de Galois e a
sua relagao com uma das componentes homogéneas da nossa Zs-graduagao, que era justamente
A. = K[B,], onde o polinémio minimal de B, tinha grau 3. O primeiro adjetivo que A,
recebeu foi o de extensao de corpos. Quando trabalhamos com extensao de racionais é facil
de ver a multiplicacao entre os escalares e os elementos da extensao, ja que estamos falando
de produto com elementos de subconjuntos de C. Em matrizes é necessario identificar uma
imersao de corpos, a saber K — M3(K), que é identificada por K ~ kl3; k € K. Além disso,
falar sobre extensoes de Galois no contexto de polinémios de variaveis complexas ja nao é algo
tao elementar e aqui trabalhamos com esses conceitos em um caso mais geral, das matrizes.
Ou seja, todas aquelas defini¢oes que sao dadas em um curso de teoria de Galois podem ser
generalizadas para corpos quaisquer.

Como K[B,] tinha dimensao 3 sobre K, entao a extensao de Galois também teve grau
3. Pelo fato da idéia de extensao de Galois estar associada a idéia do corpo de decomposicao
de um polinémio, usamos uma caracterizagdo de K[B,] no qual a mesma era um corpo de
decomposigao desse polinomio.

Também nesse capitulo, em algum momento da prova do Teorema |3.1.2, usamos a idéia
de derivada para um polinémio em K[B,], apesar de ambas as nogoes parecerem nada convenci-
onais, tanto polinomios com coeficientes matriciais quanto a derivada do mesmo, vale ressaltar
que a derivada polinomial que vemos no céalculo diferencial e integral se comporta essencial-
mente como a regra da poténcia para cada monomio, entao, mesmo sem uma topologia definida,
podemos axiomatizar essa regra para derivada de polindmios em &lgebra, no qual chamamos

de derivada formal:

Definigao 3.5.1 Seja p(z) = a,a" +a,_ 12" +...+a1x+ag, dizemos que sua derivada formal

¢ o polinomio: p'(xz) = na,z" '+ (n — 1)a, 12" 2+ ... + ay.

Além disso, todas as propriedades de funcoes polinomiais que decorrem da nocao de

derivadas (como a relagdo das raizes multiplas) também se aplicam a esse caso.
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Capitulo 4

As graduacoes finas

Nesse quarto e dltimo capitulo, iremos encontrar as demais graduagoes em M3(K). No
segundo capitulo encontramos condigoes suficientes para determinar as chamadas boas gra-
duagoes. Ao fim desse mesmo capitulo, apresentamos e provamos o Teorema [2.4.3] que nos
indicou onde procurar as demais graduacoes. Vimos que elas seriam graduacoes cujo suporte é
(0] Zg ou Zg X Z3.

Designamos o capitulo anterior para estudar e deduzir quais eram as graduagoes sobre
um suporte isomorfo a Zs. Para tal, construimos inicialmente uma familia de subespacos de
M3(K) que decompods a mesma em uma G-graduagao nao isomorfa & uma boa graduagao. A
idéia de construir essa graduacao foi voltada inteiramente para mostramos em seguida que, a
menos de isomorfismo, ela era, de fato, unica.

Visando descrever todas as graduacgoes de suporte isomorfo a Zs X Z3, usaremos de tatica
andloga, ou seja, construiremos, inicialmente, uma graduagao sobre esse suporte nao isomorfa
a uma boa graduacao. Em seguida, iremos demonstrar que, a menos de isomorfismos, tais
graduagdes sao tunicas sobre Zs x Zs. Essas graduacoes que serdo denotadas por A(X,Y),
serao chamadas de “graduacoes finas”, terminologia usada por Yurin Bathurin em seu artigo
“Gradings of matrix algebras by cyclic groups”.

Dadas essas consideragoes, vamos definir essas graduagoes da forma A(X,Y) e mostrar

a sua “unicidade”.

4.1 Construindo uma Zs x Zs-Graduacao

Seja A= yez,x7,4, uma graduagado em M;3(K) ndo isomorfa a uma boa graduagio. Pela
Teorema [2.4.3], temos que ou o suporte é um subgrupo de Zs de ordem 3, e essas graduagoes
foram discutidas na Secdo 2, ou que supp(A) = Zs x Zs, com dim(A,) = 1 para qualquer

g € Z3 X Z3, e A é um anel de divisao graduado. Nessa secao vamos construir um tipo de tal
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graduacao a partir de dois teoremas, um deles serd um objeto auxiliar para o outro. Antes de
enunciar e demonstra-los, vamos definir as matrizes que determinaram as nossas componentes
homogéneas, bem como elas proprias.

Suponha que K contenha uma raiz cibica primitiva da unidade £. Sejam X, Y € M;3(K)
tal que X3, Y3 € K*I3 e YX = £XY. Vamos mostrar que se A,i,; = kX'Y7 para qualquer
0 <i,j <2, entdo A=Fyez,xz,A, ¢ uma graduagdo em M;3(K). Note que a combinatdria

funciona, visto que teremos nove componentes homogéneas que serao todas de grau 1.
Teorema 4.1.1 O polinémio minimal fx de X é da forma fx(T) = T3 —d para algum d € K*.

Demonstracao: Como X? € K3, entdao X3 — dl; = 0. Vamos denotar essa expressao sucin-
tamente por X3 — d = 0, para algum d € K — {0}. Dessa forma fx|(T? — d). Vamos entao
dividir a nossa analise em dois casos: (i) d ¢ K3 e (ii) d € K>:

(i) Nesse caso, o polinomio 7% — d é irrediitivel e portanto, deve coincidir com fx.

(it) Se d € K3, entao d = a*;a € K. Vamos usar o fato de que ¢ é uma rafz ciibica
primitiva da unidade em K, portanto, £3 =1 e £" # 1, para n € {0, 1,2}. Daf segue que, como
E—-1=(£-1)(2+&¢+1) =0, entdo &+ £+ 1 =0. Assim deve valer que:

(T —a)(T — €a)(T — &%a) = (T? + (—a — £a)T + a*¢)(T — %a) =
T3 — (%a+ Ea+ a)T? + (£%a® +2 +a))T — a® =

TP —a(@+E+ )T+ a®(E+E+ )T —a* =T° - a®

Isso, em particular, implica que fx|(T — a)(T — &a)(T — &€2a). Assim, é fcil ver que fx
é escrito como produto de mondmios lineares da forma fy = (T'—a) (T — £a)’ (T — £2a)*, onde
i.j. k€ {0,1}.

Sabe-se que se fx ¢ escrito de tal forma, entao X é diagonalizavel e sua forma de Jordan

correspondente sera dada por:

&5 1 0 0
X = 0 beg 0
0 0 a&

Da forma como apresentamos nao ¢é explicito que os elementos da diagonal sejam distintos
dois a dois. E ¢é isso que iremos mostrar agora a partir da relacao fornecida na hipdtese:

Y X = £XY. Vamos considerar Y = (V;[V5|V3), onde:
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T Y1 21
Vi=la | Vo= Y2 V= | 2
x3 Y3 z3
Desse modo obtemos:
1§61 & s 1186 s w1l
YX = | 2261 12&s 2063 | XY = | 226 & 1€ & 2€&
2361 Y32 2383 3883 Y383 238 &3

O leitor deve ter percebido a auséncia do coeficiente a na matriz X, isso se deve ao
seguinte fato: da condicao Y X = £XY o termo a se cancela na igualdade, portanto, é mais
conveniente e facil trabalhar com X de tal forma, e é o que faremos a partir de agora. Assim,

decorrem as seguintes relacoes:

& =6 & =& My 216 =&,
T9lo = E 1wy 1 Y& =& e 1 2 =
x38s = &1 ysés = £ 163 2383 = E 123

Isso nos permite deduzir que XV; = £71¢V;;i € {1,2,3}. Vamos provar rapidamente
que esse sistema tem solugao tnica se, e somente se, £71&; € {&1, &, &1

Sabemos que Y3 € KIs, logo, Y é invertivel. Entao nenhuma linha da matriz Y pode
ser inteiramente nula. Vamos supor sem perder generalidade que xoy3z; # 0 para respeitar o

fato de & ser uma raiz cibica da unidade. Desse modo:

Toly =& e = G =6
ys&s = € 'ys = £ =&
26 = Gn =G =4

E7 aSSima vale que 57151' € {517 527 53}
Reciprocamente, devemos mostrar que qualquer sistema do tipo:
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Sz =16
Loy = E 20y
§32 = sz

tem solugao. Sabemos que £71& € {£1,&,&). Entdo em alguma das trés relagoes
podemos fazer uma escolha de um elemento nao nulo de K que seja solu¢cao da mesma. E isso
conclui esse pequeno resultado.

Uma consequéncia imediata desse fato, agregado a Y nao ter todas as linhas nulas
ETHEL &, &) = {&, &, &) Para isso, basta dividir, respeitando o fato de que £ é raiz cibica
primitiva, o fator nao-nulo em cada um dos sistemas. m

Nesse ponto, estamos aptos a enunciar o teorema que descreve uma graduacao nesses

suportes.

Teorema 4.1.2 Se A,i; = kX'Y7 para qualquer 0 < 4,7 < 2, entdo A=@ecz,x2,4, € uma
graduagao em M3(K).

Demonstragao: Seja:

> XY =0 (4.1)

0<i,j<2

. - i o
Considere Z; = > ;. @i X" Ou seja:

Zo = ago + a10X + g X?
Como Zl = Oé(ny -+ OéllX + (,1421X2
Zy = agg + a12X + g X?

Ao fazer isso, estamos apenas reescrevendo a soma geral em partes das quais podemos
colocar os fatores Y e Y? em evidéncia posteriormente. Queremos mostrar que cada a;; = 0,
pois assim teremos que Zy, Z1, Zs sao LI, como eles geram cada uma de suas componentes
homogéneas correspondentes, teremos uma soma direta de M3(K). Com isso, a equagao se
torna:

Zo+ Z)Y + Z,Y? =0 (4.2)

Multiplicando-se essa nova igualdade por X & direita e X2 & esquerda e usando a relacao
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Y X =£XY, obtemos as novas relagoes:
Zo+E2)Y +E2,Y2 =0 (4.3)

De modo andlogo, podemos também deduzir que Zy + £2Z, + £Z, = 0, bastando multi-
plicar por X? & direita da equacao e depois por X a esquerda na mesma.

Colocando os termos Y em evidéncia em cada uma dessas relacoes, obtemos o sistema:

Zo+EZ,Y +E27Z,Y? =0
Zo+E2)Y +E2,Y% =0

Onde Zy = g + 190X + a9 X?, Zi = ag + an X + ag X?, Zé = agy + 019X + a9 X?

E com isso, temos que &(Z1Y — ZoY?) = £2(Z,Y — Z,Y?), que tem solucao tnica para
2,Y — Z,Y? = 0. Como ambos sao elementos homogéneos de componentes homogéneas dis-
tintas, vale que Z,Y = Z,Y2? = 0. Como Y € kI3, vale em particular que det(Y?) # 0 =
[det(Y)]? # 0, ou seja, det(Y) # 0, assim Y é invertivel. Isso implica que Z; = Zy = 0, assim

Zy = 0. Entao obtemos as relagoes:

[070N) + (1/10X + 042())(2 = 00[01 -+ OéllX + a21X2 = 00102 + CY12X + a22X2 =0 (44)

Do teorema anterior, temos que fx que é o polindbmio minimal de X, tem grau 3,
portanto, para que essas relacoes ocorram ¢é necessario que a;; = 0. Ou seja, a equagao é
uma soma direta de M3(K), como queriamos mostrar.

Para demonstrar que A(X,Y') é uma G-graduacao, resta mostrar o bom comportamento
do produto matricial em relagao ao produto de elementos do suporte, mas para isso basta
perceber que X'YIXFYyn = ¢mXithyitn nu

Seguindo os mesmos passos para os suportes isomorfos a Zs, iremos mostrar que essa
graduacao construida é, de fato, a tnica graduagao com suporte isormorfo a Zs X Zsz, a menos

de isomorfismos. Esse resultado se encontra enunciado a seguir.

Teorema 4.1.3 Seja A=@gecz,x2, A, uma graduagio em Ms(K) nao isomorfa a uma boa gra-
duagao, e tal que supp(A) ~ Zz X Zz. Entao, A~ A(X,Y) para alguns X,Y € M3(K) tais que
X3 Y3 ck*'ly e YX = (XY, onde £ é uma raiz cibica primitiva da unidade em K.

Demonstragao: Veja que numa Z3 X Zs-graduacao, vale que a dimensao de cada com-
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ponente homogeénea € igual a 1. E nesse caso, A, = Agy = KI5, A, = KX e A, = KY. Como
supp(A) = o177, devemos ter que A,ir; = KXY7.

Agora, vamos mostrar que X,Y € KI3;. Essa propriedade decorre de X? e Y? serem,
respectivamente, elementos homogéneos de A,z e A, s, ora, supp(A) ~ Zs x Zs, ou seja Ays = Ay
e A;s = Ay, como Ag = I3, o resultado se segue.

Para concluir a nossa prova, resta mostrar que existe uma raiz ciubica primitiva da
unidade £ tal que YX = ¢XY. Para isso, seja Y € A, e X € A,, em particular, Y ! € A, 1.
Com isso, devemos ter que YXY ' € ALA,A. -+ C A, .—1. Lembremos que ¢ = 1,7 = 2, entao
707 ' =24+141=1,logo YXY ! =¢£X, para £ € K¥, ou seja, YX = XY

Por outro lado, essa igualdade também implica que (Y XY 71)3 = £3X3 logo Y 3 X3Y3 =
§3X3. Como Y? € KIj, teremos que Y? = d € K, logo teremos 3 X3d = £3X?, daf decorre
que £ = 1. Veja que £ # 1, caso contrdrio valeria que XY = Y X, como as componentes
homogéneas dependem exclusivamente dessas variaveis teriamos que M3(K) é comutativa, um
absurdo.

Com isso, acabamos de provar que A,i,; é uma graduagao da forma A(X,Y'), para alguns

X eY em K, que atendem as condigoes inicialmente impostas. m
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4.2 Comentarios finais sobre o capitulo

Nesse capitulo, tentamos “recriar”a prova feita no caso anterior, que foi, inicialmente,
construir uma graduagao em suporte isomorfo a Zs x Zs, e em seguida mostramos essa unicidade
a menos de isomorfismos. Para tal usamos um resultado muito sutil, mas relevante, exibimos
uma caracterizacao do polinomio minimal da matriz X. Lembrando que em graduacoes de
suporte isomorfo a Zs, caracterizamos uma componente homogénea como uma extensao cubica
de Galois e aqui optamos por caracterizar o polindmio minimal. Esse tipo de artificio contorna
um problema geral em um caso mais especifico em que os elementos envolvidos na demonstracao
se tornam mais “concretos”. KEssa engenhosidade também pode ser encontrada em “Group
grandings of M5(K)”, no qual os mesmos autores usam das caracterizagoes dos polinémios
minimais e caracteristicos dessas matrizes geradoras das componentes.

O termo curioso “graduagoes finas”foi introduzido em um artigo de Bathurin. Esse nome
criativo se refere a graduacoes nas quais a dimensao das componentes homogéneas sao todas
iguais a 1, pois nesse caso é como se o “filtro”’que a graduacao faz na algebra torna a segunda

dividida em componentes muito “pequenas”.
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Ao fim desse trabalho, que foi dividido em boas graduagoes, Zs-graduacgoes e Zs X Zs-
graduagoes, mencionaremos cada tipo de graduacao abaixo:
I. Boas graduagoes, que sempre ocorrem quando o suporte tem elementos de ordem 2 ou 4.
Eventualmente, podem ocorrer em suporte de elementos de ordem 3, como vimos ao fim do
capitulo 2.
I1. Zs-graduagoes, que sao explicitamente dadas na forma:

(i) Char(K) # 3:

r (a—2)x—y 20— (a—1Dy+=z
Ala)e = y (a—2)y—z —zx—(a—1ly+z |;7,y,2€K
z (a—3)y—2z —x—(a—2)y+=z2

x—2y+z (a— 1)z —ay —x+y
Afa). = r—y (a—2)r—(a—1)y+=z —x o,z € K
x (a—2)x—y —2x—(a—1)y+ =
2z r+(a—3)y—22 —x—(a—2)y+=z
Ala)2 = —y+z rT—y—z Yy sz, Y,z € K
r—2y+z (a—1)z—ay —x+y
(ii) char(K) = 3:
20+ =z T+y T
As(a). = ax T+ 2y + 2 r+y sr,y,2 €K

ar+ay (a+lx+y x+4+2y+z
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2+ 2z r+y T
As(a)e = ar + 1y + 2z Y+ z y|;z,y,2z€eK
2az+ (a+2)y+2z ar+y+z =z

2y + 2 T+y x
As(a)2 = ar + 2y +z 2x + 2 2v+y |iw,y,z€K
(a+2)y+z (a+1)z+22z z4+y+2

IT1. Zj x Zs-graduagoes, que sao graduagoes isomorfas as graduagoes do tipo A(X,Y’), para
YX = (XY, onde € é uma raiz ctibica primitiva da unidade e X3,Y? € KIs.

Dado esse pequeno resumo, dedico os tltimos paragrafos do trabalho para comentar
sobre a minha experiéncia pessoal com o tema.

Em 2018, comecei a trabalhar no programa de iniciagao cientifica orientado pelo pro-
fessor doutor Julio César dos Reis. Me foi apresentado inicialmente um material com o titulo:
“Matrizes: existem perguntas que ainda nao sabemos responder? Uma introducao as Algebras
com Identidades Polinomiais”, assim fui apresentado a uma nova area da algebra que ia bem
além do que o estudado em sala de aula. Nos primeiros meses senti uma certa dificuldade por se
tratar de pesquisa matematica, pois o ambiente da pesquisa é diferente do ambiente “discipli-
nas académicas”, este segundo é bem estruturado o que possibilita um processo de aprendizado
mais acelerado, porém mais limitado, a pesquisa expandiu meus horizontes.

Deixando o trabalho mais técnico de resolver exercicios em algumas horas e passando a
pensar em alguns problemas durantes semanas, eu analisei o artigo Group Gradings of Ms(K)
e em seguida o artigo Group Gradings on M3(K). Por se tratar de artigo de 2007, algumas
ferramentas ultilizadas pelos autores eram muito sofisticadas em relacao ao conhecimento que
eu tinha. Sob a orientacao sempre proxima do professor Julio, foi possivel que eu aprendesse
muitos conceitos que para mim eram novos, como, por exemplo, teoria de Galois elementar
e teoria de Galois estendida, que foi uma ferramental crucial para o desenvolvimento desse
trabalho.

Agradego, novamente, ao professor Julio por ter me apresentado esse mundo matematico

novo em pesquisa académica.
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