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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo central fazer um estudo detalhado da construcao do
quociente nos grupos, anéis, espagos vetoriais e dlgebras. Dividido em seis capitulos, sendo qua-
tro deles destinados especificamente a construgao do quociente em cada uma dessas estruturas,
trazemos definicoes, exemplos, proposigoes e teoremas que sao importantes para entender o que
vem a ser o quociente.

Ao longo da construcao do quociente percebe-se semelhancas e diferencas existentes
entre as estruturas. Veremos que para se chegar ao quociente em cada uma delas é seguido
um padrao: equivaléncia, classes laterais, subconjuntos, conjunto de classes laterais e operagoes
bem definidas que obedecem a certas propriedades.
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Introducao

No presente trabalho fazemos um estudo sobre a estrutura quociente de diferentes estru-
turas algébricas, utilizando de diferentes bibliografias que abordam o tema, buscamos observar
as diferencas e semelhancas entre os quocientes dessas estruturas. Dessa forma, comecando com
grupos, passando por anéis e espacos quocientes, e enfim chegando as algebras com identida-
des polinomiais, mostramos que apesar de se tratar de estruturas diferentes, com propriedades
e comportamentos diferentes, a construcao do quociente em cada uma delas se da de forma

bastante semelhante.
O trabalho esta dividido em seis capitulos. Cada capitulo traz defini¢oes, teoremas,

algumas demonstracoes relevantes e exemplos, afinal, nada melhor do que exemplificar o que

esta sendo estudado.
No capitulo 1, trazemos apenas as defini¢oes de grupo, anéis e espagos vetoriais. Trata-

se de um capitulo de revisao, ou melhor, um capitulo base, uma vez que essas defini¢oes serao
importantes ao longo do trabalho.

No Capitulo 2 falamos sobre a construcao do grupo quociente. Em linhas gerais, toma-
mos um subgrupo H normal a um grupo GG. O conjunto das classes laterais a esquerda de H
com relagao a G e é denotado por

G/n ={zxH; x € G}.

Ao definir uma operagao nesse conjunto e verificar que a mesma estd bem definida, ou
seja, que nao depende da escolha dos representantes, nao ¢é dificil mostrar que esse conjunto ¢é
também um grupo, chamado de grupo quociente.

No Capitulo 3 estudamos os anéis quocientes. Na construcao dos anéis quocientes uti-
lizamos ideais I no anel A. Definida a classe lateral de I em relacao a A, o conjunto dessas
classes laterais é denotado por

Alr={a+1; a€ A}.

Uma vez definidas as operagoes de adigao e multiplicagdo nesse conjunto e verificada
que elas estao bem definidas, nao é dificil mostrar que esse conjunto é também um anel, o anel
quociente.

No Capitulo 4 falamos sobre os espagos quocientes. O processo de construcao dessa

estrutura é semelhante ao de grupos e anéis quocientes. Para essa construcao ¢ indispensavel



tomarmos um espaco vetorial V' sobre um corpo F e um subespaco W de V. Definida a
congruéncia de vetores de V' médulo W, essa congruéncia ¢ uma relagao de equivaléncia sobre
V. As classes de equivaléncia dessa relagao sao conhecidas como as classes laterais de W e o

conjunto de todas as classes laterais é denotado por
Viw ={a+W; acV}.

Ao definir as operagoes de adicao de vetores e multiplicagao por escalar nesse conjunto e
mostrando que ambas estao bem definidas, é facil verificar que o mesmo é também um espaco
vetorial, chamado de espago quociente.

Por fim, no Capitulo 5 estudamos as dlgebras quocientes. Para isso, vimos a defini¢ao
de algebra e alguns exemplos, para enfim apresentar um exemplo concreto de uma algebra
quociente que desempenha papel fundamental na Pl-teoria. Desse modo, nos aprofundamos
um pouco mais na teoria de algebras e estudamos as algebras com identidades polinomiais,

T-ideais e algebras com identidades polinomiais graduadas.



Capitulo 1

Algumas definicoes importantes

Nesse capitulo traremos a definicao de grupos, anéis e espagos vetoriais, bem como al-
guns exemplos de cada uma dessas estruturas. Nao poderiamos falar do quociente de estruturas
algébricas sem antes recordar essas defini¢oes vistas durante a graduacao e que serao tao im-
portantes para entendermos o tema de cada um dos capitulos seguintes. Entender o que sao
anéis e espacgos vetoriais, por exemplo, é essencial para entender uma estrutura algébrica muito
interessante cujo quociente serd trabalhado no Capitulo 5,a saber, as dlgebras.

Neste capitulo nao demonstraremos nenhum dos exemplos de grupos, anéis, ou espagos

vetoriais, uma vez que este nao € o proposito do trabalho.

1.1 Definicao de Grupos

Definicao 1.1.1 Sejam G um conjunto nao vazio e x uma opera¢ao bindria. Dizemos que G,

munido dessa operacdo, € um grupo se as sequintes condicoes sao satisfeitas.
1. Va,byce G, ax(bxc)=(axb)x*c (Associatividade);
2.Va€e@G, Feeq, tal que axe=exa=a (Elemento neutro);

3. YaeG, 3beq, tal que axb=bx*a (Elemento simétrico).

Definicao 1.1.2 Um grupo G é chamado de grupo abeliano , ou grupo comutativo se a

operacao x € comutativa, ou seja, para quaisquer a, b € G, vale:

axb=>bxa.



Vejamos a seguir alguns exemplos de grupos e também de grupos abelianos, apenas para
relembrar algumas definicoes importantes para que possamos entender o que estudaremos mais

adiante. Sao exemplos de grupos abelianos:

Exemplo 1.1.3 O conjunto dos nimeros inteiros Z, munido da operacao de usual de adicao.
Exemplo 1.1.4 O conjunto dos niumeros racionais Q, munido da operacao de adicao.
Exemplo 1.1.5 O conjunto dos nimeros reais R, munido da operacao de adigao.

Exemplo 1.1.6 O conjunto Q — {0}, munido da operagdio usual de multiplica¢do.

Exemplo 1.1.7 O conjunto R — {0}, com a operagdo usual de multiplicag¢ao.

Exemplo 1.1.8 O conjunto C — {0}, com a oper¢ao usual de multiplicagao.

Exemplo 1.1.9 O conjunto dos nimeros complexos C, munido da operacao de adicao.

Observagao 1.1.10 Note que os conjuntos Z, Q e R, munidos da opera¢ao usual de multi-

plicagao, nao sao grupos, pois o 0 nao possui inverso em nenhum destes conjuntos.

Exemplo 1.1.11 O conjunto de classes residuais modulo n, denotado por Z,, com a opera¢ao

de adicao dada por:

a+b=a-+b
¢ um grupo abelino.

Exemplo 1.1.12 O conjunto formado pelos elementos inverstiveis de Z,, denotado por U,,

com G 0peragao:

Q|
SN
I
S
S

é um grupo abeliano.

Veremos mais alguns exemplos de grupos no préoximo capitulo.



1.2 Definicao de Anéis

Definicao 1.2.1 Seja A um conjunto nao vazio munido de duas operagoes bindrias, adi¢cao

(+) e multiplicagdo (). Dizemos que(A,+,-) € um anel se obedece as sequintes condigoes:

Sejam a,be ce A

1. a+ b= b+ a (Comutatividade);

2. (a+b)+c=a+ (b+c) (Associatividade);

3. 30€ A, tal que, a+0 =0+ a=a (Elemento Neutro);

4. 3—a €A, tal que,a+ (—a) =a—a =0 (Simétrico Aditivo);
5. (a-b)-c=a-(b-c) (Associatividade);

6. a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (Distributividade);

7. (b+c¢)-a=(b-a)+ (c-a) (Distributividade).

Vemos que os itens de 1 a 4, que chamamos de axiomas, apenas afirmam que A é um
grupo abeliano com relagao a adigao. J& os axiomas 6 e 7 afirmam que A é fechado e associativo
em relacao a mutiplicacao, ou seja, A é um anel associativo.

Além disso, quando o anel A possui elemento neutro na multiplicacao, ou seja, V a €
A, d1€ A, tal que a-1=1-a = a, o chamamos de anel com unidade. Ja quando o anel A
satisfaz a comutatividade do produto, ou seja, V a,b € A, temos que a -b=b - a, o chamamos

de anel comutativo. Vejamos a seguir alguns exemplos de anéis.

Exemplo 1.2.2 O conjunto dos niumeros reais R é um anel.

Exemplo 1.2.3 O conjunto dos nimeros complexos C € um anel.

Exemplo 1.2.4 O conjunto das matrizes M,(F) com F =7, Q, R,ou C é um anel.

Observagao 1.2.5 Mais exemplos de anéis serao encontrados no Capitulo 3, a partir da pdgina
22.

Definicao 1.2.6 Dizemos que um anel com unidade K € um corpo se, ¥V a,b € K, as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

1.a-b=b-a



2. Para cada a € K existe d’, tal que a-a' =a’-a=1.

Em outras palavras, um corpo K é um anel comutativo com unidade, tal que todos os seus

elementos admitem simétrico multiplicativo.
Vejamos abaixo alguns exemplos de corpos.

Exemplo 1.2.7 O conjunto dos numeros racionais Q com as operagoes usuais de adicdo e

multiplicagao € um corpo.

Exemplo 1.2.8 O conjunto dos nimeros reais R € um corpo.

a multiplicagao, e cada elemento nao nulo desse conjunto possui simétrico multiplicativo como

podemos ver abaixo:

[ ] [ ]
N} —
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Exemplo 1.2.10 Do mesmo modo, os anéis Zsy € 7L Sa40 corpos.
Exemplo 1.2.11 O anel dos complexos C é também um corpo.

Definicao 1.2.12 Seja um corpo K. Dizemos que a caracteristica de K € igual a n, denotamos

por charK = n, se n € o menor inteiro positivo tal que

{I+14---4+1}=0
—_—

n vezes

Caso nao exista esse n, dizemos que charK = 0.

Exemplo 1.2.13 Veja que nos corpos Q, R e C ndo existe um n de forma que 1 +1+--- +1

n vezes

seja igual a zero. Portanto, temos char Q = char R = char C = 0.
Exemplo 1.2.14 A caracteristica do conjunto Z, € p.

Observagao 1.2.15 A caracteristica de um corpo é sempre 0 ou um niumero primo. Dessa

forma, um corpo finito tém sempre um niumero primo como caracteristica.



Definicao 1.2.16 Um anel A é chamado dominio de integridade se:

e A ¢ comutativio;

A possui o elemento identidade 1;

e A nao possui divisores de zero, ou seja, ab # 0 Ya,b € A com a # 0 # b;

0# 1 pois, se 0 =1 entioa=a-1=a-0=0. Assim, se 0 =1, entao R = {0}.

Exemplo 1.2.17 Os anéis Z, Q, R e C nao tém divisores de zero e, portanto, sao dominios

de integridade. Note que nestes conjuntos se ab =0, entao a =0 ou b= 0.

Exemplo 1.2.18 O anel Zg, por exemplo, nao € um dominio de integridade, pois, 2 -3 = 0,
mas 2 # 0 # 3. Portanto, 2 e 3 sao divisores de 0.

1.3 Definicao de Espacos Vetoriais

Definicao 1.3.1 Seja V' um conjunto nao vazio munido de uma operacao bindria + e uma
operacao mista - : K x V. — V, esta ultima chamada de multiplicacao por escalar. Dizemos
que V' € um espaco vetorial sobre o corpo K se for um grupo abeliano em relacao a operagao
de adicao de vetores e se, com relagao a multipicacao por escalar, as sequintes condig¢oes $ao

satisfeitas:
1. a-(v+w)=a-v+a-w (Distributividade);
2. (a+p)-v=a-v+p-v (Distributividade);
3. a-(B-v)=(a-p)- v (Associatividade);
4. 1-v=w (Elemento Neutro).

para todo o, 3 € K e v, w eV, onde 1 é a unidade de K com relacao a multiplicacao.

Em resumo, um espago vetorial ¢ uma estrutura algébrica composta por um corpo, um
conjunto de vetores e duas operacoes que obedecem a certas propriedades. Vejamos a seguir

alguns exemplos.

Exemplo 1.3.2 O conjunto dos nimeros reais R é um espaco vetorial.
Exemplo 1.3.3 O conjunto dos niumeros complexos C € um espaco vetorial.
Exemplo 1.3.4 O conjunto das matrizes M, «x,(R) € um espaco vetorial sobre R.

9



Exemplo 1.3.5 O conjunto de todas as n-uplas de nimeros reais, denotado por R™, € um

espaco vetorial. O R™ pode ser visto como um espago vetorial sobre R desde que a adi¢do

e multiplicagao sejam definidas da seguinte maneira: Sejam o« = (x1, Tg,-+, x,) e f =
(1, Y2, Yn), com z;,y; ER
at+B= (21, T2, oy ) (Y1, Yoo o, Yo) = (@1 F Y1, Tatye, o, T+ Yn)
ca = (1, Tay o0, xy) = (cx1, CToy -+, CTyp).

Observacao 1.3.6 Veremos mais exemplos de espagos vetoriais no Capitulo 4.

Neste capitulo relembramos algumas defini¢goes que serao fundamentais para entender-
mos o conteudo que serd estudado nos préoximos capitulos. E importante ressaltar que estas
definicoes sao estudadas durante a graduagao, e portanto, nos sao familiares. No capitulo 5, no
entanto, traremos a definicao de uma estrutura dlgebrica que, ao contrario das demais, nao é

estudada durante a graduagao, a saber, a estrutura de dlgebra.

10



Capitulo 2

Grupos Quocientes

2.1 Classes Laterais

Nesta secao definiremos classes laterais e traremos algumas de suas propriedades basicas.
Esse estudo sera de extrema importancia para mais a frente estudarmos o Teorema de Lagrange,

subgrupos normais e Grupos Quocientes.

Definigao 2.1.1 Seja (G, *) um grupo e H um subgrupo de G. Para cada z, y € G, podemos

estabelecer a sequinte relagao:

yex< 3 heH ta que y = zh.

Prova-se que esta relagao, de fato, € de equivaléncia.

Chamamos de classe lateral a esquerda de H em G que contém x o conjunto:
xxH={x*xh; he H}.

Quando nao houver confusao possivel, chamaremos essa classe apenas de classe lateral

de z a esquerda.
Analogamente, podemos definir a seguinte relacao de equivaléncia:

ycwlm@ElhEHtal que y = hzx.
Denominamos de classe lateral a direita de H em G que contém z o conjunto:

Hxx={h*z; he H}

11



que chamaremos de classe lateral de z a direita quando nao houver confusao possivel.

Observagao 2.1.2 Note que se G for um grupo comutativo x * H = H % x, ou seja, a classe

lateral a esquerda de x € igual a classe lateral a direita de x,Vx € G.

A seguir veremos alguns exemplos de classes laterais. Note que podemos construir classes

laterais tanto de grupos aditivos quanto de grupos multiplicativos.

Exemplo 2.1.3 Seja o grupo multiplicativo G = {1,i,—1,—i} e H = {1,—1} seu subgrupo.

Temos as sequintes classes laterais:

1-H={1-1,1-(-1)}={1,-1} =H-1
(=1)-H={(-1)-1,(=1) - (=) ={-1,1} =H - (-1
i H={i-1i (-)}={i,—i}=H-i

(=) - H =A{(=0) - 1, (=) - (=)} = {=i,i} = H - (=)

Exemplo 2.1.4 Sejam o grupo aditivo G = Zg e seu subgrupo H = {0,3}. Temos as sequintes

classes laterais:

e 0+H={0+0,0+3}={0,3}=H~+0
e I+H={1+0,1+3}={1,4} =H+1
e 2+ H={2+0,2+3}={2,5} =H+2
e 3+ H={3+0,3+3}={3,0}=H+3
e 4+ H={440,4+3}={4,1} =H +4
e 5+H={5+0,5+3}={52}=H+5

Observagao 2.1.5 No exemplo acima podemos notar que, como o grupo G = Zg é comutativo,

as classes laterais a esquerda e a direita de um mesmo elemento sao iguais.

12



Observacgao 2.1.6 E importante notarmos também que 0+ H =3+ H, T+ H =4+ H ¢
2+ H =5+ H. Portanto, como sdo iguais, temos apenas trés classes laterais distintas, que
sio H, 1T+ H e2+ H.

A seguir, relembremos a defini¢ao de ordem de um grupo, que serd muito trabalhada em

exemplos e proposicoes mais adiante.

Definigao 2.1.7 Seja G um grupo finito, ou seja, que contém um nimero finito de elementos,

definimos ordem , denotada por |G|, como sendo o nimero de elementos de G.

Observacao 2.1.8 De modo geral, a ordem de um conjunto é simplesmente a quantidade de

elementos que ele possui.

Junto dos elementos invertiveis de Zog ¢ H = {1,13,15,27} um subgrupo de ordem 4 de G. As

classes laterais a esquerda de H em G sao:

I
—

a

ot

°
wl
SulE S
I
—~—
ol
—_
\.)—‘
=
~
&
Tt
——

13,

[\)
—

I

Il
—
o
©l

=
\.QD

&

w
—

Observagao 2.1.10 Note que Usg € abeliano. Logo as classes laterais a esquerda e a direita

840 1gUaLs.

Observacao 2.1.11 Assim como no exemplo 2.1.4, aqui temos apenas trés classes laterais

pois, as demais sao iguais uma das classes laterais acima. Como por exemplo, 9+ H =5+ H
ell+ H=3+H.

A seguir temos algumas proposicoes basicas de classes laterais.

Proposicao 2.1.12 Sejam (G,*) um grupo, H um subgrupo de G e xz,y € G. Temos que
yexH & yH =xH.

Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.13 Tomando o grupo Zg e o subgrupo H = {0,3} de Zg. Vejamos os sequintes

casos

13



e 0e3+H<0+H=3+H
e lcd+He1+H=4+H

e 2c5+He24+H=5+H

Observando o exemplo 2.1.4, vemos que as implicagoes acima sao vdlidas e portanto temos um

exzemplo da proposicao anterior.

Proposicao 2.1.14 Para todo x, y pertencentes a um grupo G:
oH = yH < y~'o € H.

Proposicao 2.1.15 Sejam xzH e yH duas classes laterais modulo H, ou seja, que dependem
de H. Temos que tH NyH = () ou zH = yH. Logo, se tivermos pelo menos um elemento na

intersecao, as classes sao iguais.
Proposicao 2.1.16 Sejam xq,x9, 23, ...,2, € G, tais que

Dado um grupo finito G' e um subgrupo H de G, 4 n, de modo que a uniao de todas as classes

laterais modulo H resulta no préprio G.

Proposicao 2.1.17 Seja G um grupo finito, toda classe lateral tH € equipotente a H, ou seja,

todas as classes laterais possuem o mesmo numero de elementos que H. Em outras palavras
lzH| = |H|, ¥V z € G,
1sto €, o numero de elementos de xH € igual a ordem de H.

Nota: A partir das proposicoes acima, podemos concluir que o conjunto das classes laterais,
modulo H, formam uma particao em G, com a caracteristica de que aqui as classes sao conjuntos

equipotentes, ou seja, com a mesma cardinalidade.

Lema 2.1.18 Considere a aplicacdo

¢ : {classes laterais a esquerda} — {classes laterais a direita}
rHw— Hz™!

Entao ¢ € uma bijecao.
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Definicao 2.1.19 Se o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G € finito, o nimero
de classes laterais a esquerda € igual ao numero de classes laterais a direita, pelo Lema 2.1.18.

Chamaremos de indice de H em G o numero de classes laterais modulo H em G denotado por

(G : H).

A seguir, para melhor entender o que é o indice de um subgrupo, traremos alguns

exemplos.

Exemplo 2.1.20 Tomemos o grupo aditivo Zg e consideremos o subgrupo H = {0,2,4}. As

classes laterais, a esquerda ou a direita, pois Zg € comutativo, sao:

O+H={0,24} e 1+H=/{135).
Note que as outras classes laterais que poderiam ser construidas coincidem com uma das classes
acima, como por exemplo, 2+ H =0+ H = {0,2,4}.

Logo, como a particao de Zg neste caso € feita por duas classes, cada uma com 3 ele-

mentos, temos que (Zg : H) = 2, ou seja, o indice de H em Zg ¢ 2.

Exemplo 2.1.21 Retomando o exemplo 2.1.4, vemos que a particao de Zg € feita por trés
classes laterais, cada uma com dois elementos. Dessa forma, (Z¢ : H) = 3, ou seja, o indice

de H em Zg € trés.

Exemplo 2.1.22 Observando o exemplo 2.1.9, vemos que a particao de Usg € feita por trés
classes laterais, cada uma com quatro elementos. Portanto, (Uss : H) = 3, ou seja, o indice de

H em Uy € trés.

2.2 Teorema de Lagrange

Nesta secao falaremos sobre o Teorema de Lagrange e alguns corolarios, considerando

grupos finitos.

Defini¢ao 2.2.1 (Teorema de Lagrange) Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao

|G |=[H | (G:H).
Em particular, a ordem e o indice de H dividem a ordem de G.

A seguir vejamos um exemplo no qual o Teorema de Lagrange ¢é utilizado para encontrar

todos os subgrupos de Sg.
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Exemplo 2.2.2 Procure todos os subgrupos de Sg com suas ordens.

Solugao. O grupo Sg tem 6 elementos. Um subgrupo H de Sg , pelo Teorema de La-
grange, so pode ter | H |€ {1,2,3}, que sdo os divisores de 0.

e O dnico subgrupo de ordem 1 € {id}.

e Os subgrupos de ordem 2 sao:

< (23) >={id,(23)}, < (13) >={id,(13)}, < (12) >= {id, (12)}.

e O unico subgrupo de ordem 3 é < (123) >={id,(123),(132)} =< (132) >.

Observacao 2.2.3 A reciproca do Teorema de Lagrange € verdadeira apenas para alguns gru-
pos, como por exemplo todos os grupos ciclicos. No entanto, em geral é falsa, pois, dado um
divisor n da ordem de um grupo G, nao existe necessariamente um subgrupo H de G com ordem

n.
Vejamos um exemplo em que a reciproca do Teorema de Lagrange nao é vélida.

Exemplo 2.2.4 O grupo A4, que contém as permutacoes pares de Sy, possui 12 elementos,

que Sao:
Ay ={id,(123),(132),(124),(142),(234),(243),(134),(143),(12)(34),(13)(24),(23)(14)}.

Logo, a ordem de Ay € 12. No entanto, esse grupo nao possui nenhum subgrupo de ordem

6, apesar de 6 ser um divisor da ordem de Ay.
Corolario 2.2.5 Sejam G um grupo finito e K, H subgrupos de G, com K C H. Entao
(G:K)=(G:H) - (H:K).
A seguir, relembremos a definicdo de ordem de um elemento de um grupo.

Definicao 2.2.6 Sejam G um grupo e x € G. Dizemos que:

e x tem ordem finita se existen € 2" tal que x™ = e. Sendo assim, o menor inteiro positivo

n que obedece a essa condicao € chamado de ordem de x.

e 1 tem ordem infinita caso ndo exista n € Z* tal que x" = e.
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Corolario 2.2.7 Sejam G um grupo finito e a um elemento de G. Entao a ordem de o divide

a ordem de G.
Corolario 2.2.8 Sejam G um grupo finito de ordem n e o € G, entao o™ = e.

Corolario 2.2.9 Seja G um grupo de ordem prima p. Entao G é ciclico e seus unicos subgru-

pos sao os triviais: G e {e}.

2.3 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Vimos até aqui que dado um grupo G podemos encontrar uma particao de G em classes
laterais do subgrupo H. Nessa secao, estudaremos a estrutura das classes laterais e a relagao
entre elas. Veremos também que é possivel formar grupos de classes laterais, denominados de

grupos quocientes.

2.3.1 Subgrupos Normais

Definicao 2.3.1 Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal de G
(escrevemos H < G) se tH = Hzx para todo x € G, ou seja, as classes laterais a esquerda de H

sao iguais as classes laterais a direita de H.

Observagao 2.3.2 O significado de H < G, ¢ que dado x € Geh € H, existem h',h" € H tal

que
zh =h’x e hx=xh”.
Note que o fato de H ser um subgrupo normal de G nao implica em zh = hz, Vh € H.

Para melhor entender o que sao os subgrupos normais, vejamos alguns exemplos a seguir.

Exemplo 2.3.3 Seja G um grupo, os subgrupos triviais de G, {e} e G sdo subgrupos normais
de G.

Definicao 2.3.4 Se os unicos subgrupos normais de G forem os triviais, dizemos que G € um

grupo simples .

Exemplo 2.3.5 Seja G' um grupo abeliano, todo subgrupo H de G € subgrupo mormal. No
entanto, a reciproca em geral € falsa. O grupo Q3, grupo dos quaternios com 8 elementos, por

exemplo, nao é abeliano apesar de todos seus subgrupos serem normais.
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Antes do proximo exemplo, vejamos a definicao de centro de um grupo.

Definicao 2.3.6 Sejam G um grupo e x € G. O centro de G é o conjunto definido como
Z(G)={heG; z.h=haxV x G}, ou seja, esse conjunto é composto pelos elementos de G

que comutam com todos 0s outros.

Exemplo 2.3.7 Nao é dificil mostrar que Z(G) é um subgrupo de G. Além disso, Z(G) €
sempre normal a G, pois, como vimos na defini¢ao acima, teremos xth = hx,Vx € G eV h €

Z2(Q).

Teorema 2.3.8 Se H ¢ subgrupo de G e (G : H) = 2, entao H < G, ou seja, H é subgrupo

normal de G.

Teorema 2.3.9 (Teste para subgrupos normais) Se H € subgrupo de G ex € G, H1 G <
xHx ' CH.

2.3.2 Grupos Quocientes

Nesta secao construiremos uma operacao binaria no conjunto das classes laterais G/H ,

a fim de torna-lo um grupo.

Definicao 2.3.10 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Denotamos por
G/l = {zH; z € G}

o conjunto das classes laterais a esquerda de H com relacdao a G.

Note que, como H é um subgrupo normal de G, vtH = Hx. Logo, tH = Hx, ou seja, o
conjunto das classes laterais a esquerda de H com relagao a G ¢é igual ao conjunto das classes
laterais a direita de H com relacao a G. Vamos definir a seguinte operagao no conjunto das

classes laterais G/H :
V:G/HxG/H—C/n

dada por

cH - -yH — (zy)H
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Precisamos verificar se a operacao 1 é bem definida, ou seja, se nao depende da escolha
dos representantes de x e y das classes laterais xH e yH respectivamente.

Suponha que z,z’,y,y’ € G sao tais que tH = 2’HeyH =y H. Entao, 2’ = xhiey =
yho para algum hy, hy € H. Entao

v(@'HyH) = (2'y)H pela de finicao de 1)
= (ZL‘hlyhg)H
= zhyyH pois hy € H

= xzh Hy pois H é normal
xHy pois hy € H
xyH pois H é normal
= Y(xH,yH)

Portanto, a operacao 1) em G/H ¢ bem definida. Além disso, sejam *H, yH,wH & G/H,

temos que as seguintes propriedades sao satisfeitas.

e (Associatividade) (zH - yH) - wH = (2y)H - wH = ((zy)w)H = (z(yw))H = zH -
(yw)H = zH - (yH - wH).

¢ (Elemento Neutro) O elemento neutro do conjunto das classes laterais G/H é o proprio
H = eH, onde e é o elemento neutro do grupo G. Vejaque xH-H = zH -eH = (ve)H =
xH.

e (Elemento Simétrico) Para cada classe aH, como G é grupo, 3 a~! € G, tal que

aa~! = ala = e. Desse modo, aH -a™'H = (aa ')H = eH = H.

Portanto, como o conjunto das classes laterais & /H satisfaz as condicoes que definem um

grupo, concluimos que ele é também um grupo.

Definicao 2.3.11 Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G. O conjunto das classes
laterais G/H munido da operagdo v construida anteriormente, é chamado de grupo quociente
de G modulo H.

A seguir, veremos qual a ordem de um grupo quociente e de um elemento de um grupo

quociente.

Proposicao 2.3.12 Sejam G um grupo finito e H um subgrupo normal de G. Entdo
_ Gl
| G/H | = ik
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Observagao 2.3.13 Podemos definir a ordem | xH |, de duas maneiras:
e a ordem de tH como elemento de G/H
e 0 comprimento do conjunto tH

E importante saber qual dos casos considerar a depender do contexto.

Proposicao 2.3.14 Sejam H <G ex € G. Entao, a ordem de tH em G/H € o menor inteiro

positivo n tal que " € H.
Proposicao 2.3.15 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Temos que:

e Se G € um grupo abeliano, entdo o grupo quociente G/N € um grupo abeliano.
e Se G € um ciclico, entao o grupo quociente G/N € um grupo ciclico.

Lema 2.3.16 Se G é um grupo e Z(G) é o centro de G, tal que G/Z(G) é ciclico, entao G é

abeliano.

Proposicao 2.3.17 Seja G um grupo e Z(G) seu centro. Se G/Z(G) é ciclico, entao Z(G)=G.

Em particular, o indice de Z(G) em G nunca serd primo.

E importante mencionar que o nucleo de qualquer homomorfismo é sempre um subgrupo
normal. Dessa forma, a seguir veremos um teorema muito importante, nao somente na estrutura

de grupos quocientes, como também nas demais estruturas que serao estudadas mais adiante.

Teorema 2.3.18 ( Primeiro Teorema do Isomorfismo) Sejam G e J grupos e ® : G — J

um homomorfismo de grupos. Entao a aplicacao
O : G/Nuc(@) — Im(®), definida por ®(z.Nuc(®)) = &(x)
¢ um isomorfismo de grupos. Em particular
G /Nuc(@) = Im(P)
Demonstracao: Chamaremos o ntcleo de ® de N. Assim, queremos mostrar que a aplicacoes

®: G/N — Im(®) é um isomorfismo de grupos.

Inicialmente mostraremos que ¢ estd bem definida. Assim, precisamos verificar que se
' € xN, entdao ®(zN) = $(2'N). Note que, se 2’ € N, entdo ' = xn, para algum n € N.

Portanto:
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e O(2'N)=d(2') = ®(xn) = ®(2)®(n) = ®(x) - ¢’ = &(x) = ®(zN).
Em seguida, mostraremos que esta aplicacao ¢ um homomorfismo grupos.
o O(zN-yN) = d(zy - N) = &(z-y) = B(z) - B(y) = («N) - (yN)
Logo, ® é um homomorfismo e resta mostrar que é também injetora e sobrejetora.

o O(z)=d(2') = d(z) - () =0, = Pz —2')=0;=1—2"€ N= N =2'N. Logo,
® ¢ injetora.

e Seja y € Im(®), entdo existe v € G, tal que y = ®(z). Considerando a classe de
equivaléncia x - N € G/N, ®(z- N) = ®(x) = y. Logo, ® é sobrejetora.

Assim, como a aplicacao ® um homomorfismo bijetor, concluimos que ® é um isomor-

fismo de grupos. =

Exemplo 2.3.19 Seja S,, o grupo de permutagées de {1, 2, 3, ..., n} e A, o subgrupo de
permutagoes pares de S,. A aplicagao definida por sgn : S, — {1,—1} ¢

e um homomorfismo com Nuc(sgn) = A,

e sgn € sobrejetora

Portanto, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos que
Su/a, =2 {1, -1},

Neste capitulo estudamos a construcao do grupos quocientes. Inicialmente defiinimos
uma relacao de equivaléncia entre os elementos de um grupo, definimos classes laterais, falamos
sobre o Teorema de Lagrange, importante teorema da teoria de grupos, e definimos subgrupos
normais, fundamentais na construc¢ao dos grupos quocientes. Por fim, definimos o conjunto

das classes laterais G/H , definimos uma operagao nesse conjunto, que obedece as condigoes que

definem grupo, e assim vimos que o conjunto quociente G/H é também um grupo, o Grupo
Quociente.
No préoximo capitulo estudaremos a construcao dos anéis quocientes e observaremos as

semelhancas e diferengas dessa construcao com a que vimos neste capitulo.
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Capitulo 3

Anéis Quocientes

No capitulo anterior estudamos classes laterias, subgrupos normais e grupos quocientes.
Neste capitulo, buscaremos entender o que sao os ideais de um anel, bem como entender como
sao definidas as classes laterais nesse conjunto. Esse estudo inicial é de suma importancia para

mais a frente estudarmos a estrutura dos Anéis Quocientes.

3.1 Ideais

Nessa segao traremos a definicao de subanel e ideais, que nada mais sao do que subaneis
especiais utilizados na construcao dos anéis quocientes. Entender o que é um ideal num anel é

fundamental para entender a estrutura do anel quociente.

Definigcao 3.1.1 Seja A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que B é um

subanel de A se, e somente se obedece as sequintes condigoes:

e B ¢ fechado para as operagées de adi¢io e multiplicagao em A, ou seja, (V a,b € A =
a+be Beabe B).

e B ¢ também um anel, ou seja, munido das operagoes de adi¢do e multiplicacao de A, B

obedece a todas as condigoes que definem um anel.

Na proposicao a seguir veremos uma forma muito mais simples de verificar se B é ou

nao um subanel de A. sem ter que mostrar que ele é um anel através dos axiomas

Proposicao 3.1.2 Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A, B é um subanel de

A se, e somente se:

eVa beB=a—-0beB.
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eVa beB—abeB
Vejamos a seguir alguns exemplos de subaneis.
Exemplo 3.1.3 O subconjunto 27, ¢ um subanel de Z.
Observagao 3.1.4 De forma mais geral, os subconjuntos nZ sao sempre subaneis de Z.

Exemplo 3.1.5 O subconjunto

é um subanel de My(R).

Definigao 3.1.6 Sejam A um anel e I um subanel de A. Dizemos que I €

e umideal de A, seVreleace A=xaclecaxel.
e um ideal a direita de A, se Ve eleac A= x.a € 1.

e um ideal a esquerda de A, seVerelea€e A= ax € l.

Observacao 3.1.7 Notemos que se A for um anel comutativo os ideais a direta e a esquerda

8G0 1gUaLs.

O Teorema a seguir estabelece as condi¢oes necessarias para que um subconjunto I de

A seja ideal.

Teorema 3.1.8 Sejam A um anel e I # () um subconjunto de A. I é um ideal em A se, e

somente se
(i) Ve,yel =z —yel
(iil) Veeleac A= x-a€lea-z €l

Exemplo 3.1.9 No anel Z dos inteiros todos os subconjuntos nZ = {nq|q € Z}, onde n é um

inteiro dado, sao ideais. Mostraremos inicialmente que esse conjunto € nao vazio.
o nZ # () pois, 0 € nZ, uma vez que 0=n0.
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Pelo Teorema 3.1.8, vejamos que nZ, é um ideal em 7.

(i) Sejam nqy,ngs € nZ, temos que

ng —ngz = n(q — q2) € nZ.
(ii) Ya €Z e ng € nZ, a(ng) =n(aq) € nZ.

Como 7. é um anel comutativo, os ideais a esquerda e a direita em 7Z sao iguais, ou seja,

a(nq) = (nq)a, tal que (nq)a € nZ.
Exemplo 3.1.10 O subanel mZ x nZ € ideal em Z X Z.. Vejamos que o mesmo € nao vazio.
e mZ x nZ # 0 pois, (m0,n0) = (0,0) € mZ x nZ.
Pelo Teorema 3.1.8:
(i) Sejam (mqi,ng), (mp1,nps) € mZ x nZ temos que
(mq1, nga2) — (mpy, np2) = (mqr —mp1, mga —mpa) = (m(q1 — g2), n(p1 — p2)) € MZ x nZ.
(i) Sejam (mqi,ngs) € mZ x nZe (a,b) € Z X Z, temos que
(mq1,ngs) - (a,b) = ((mq1)a, (ng2)b) = (m(qra), n(q2b)) € mZ x nZ.
Como o anel Z X 7. € abeliano, os ideais a direita e a esquerda sao iguais. Logo,

(a,b).(mq1,ng2) € MZ x nZ.

Exemplo 3.1.11 Em todo anel A, os subconjuntos {0} e A sao sempre ideais em A, chamados

de ideais triviais de A. Um ideal nao trivial é chamado de ideal préprio .

Definicao 3.1.12 Se os unicos ideais de A forem os triviais e A for um anel com unidade,

dizemos que A € um anel simples.

Observacao 3.1.13 Por definicao, todo ideal I num anel A é subgrupo de A. No entanto, a
reciproca nao € verdadeira. Por exemplo, 7 ¢ subgrupo de Q, mas nao € ideal em Q. Basta

notarquelEZe%E@, masléz%-l:%géz
Proposicao 3.1.14 Seja I um ideal num anel comutativo A. Entdo:

(a) 0 € I, ou seja, o zero de A pertence a I;
(b) (Va)lael = —a€l);
(¢c) Va,b)(a,bel = a+bel);

(d) Se o anel A possui unidade e se existe um elemento inversivel u € Atal quew € I, entao

I=A.
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3.1.1 Ideais gerados e Ideais principais

Seja A um anel comutativo com unidade. Tomemos ay, as, ...,a, € A (n > 1). Indique-

mos por < ai, as, ..., a4, > 0 seguinte subconjunto de A:
< ay, a9, ... ,an >= {x101 + 209 + ... + THA, | X1, Ta, ..., X, € A}

Verifiquemos que o subconjunto acima é um ideal em A. Primeiramente, mostraremos

que 0 mesmo é nao vazio:
o < aj,ay, - ,a, ># 0, pois, 0 = 0a; + 0ay + -+ +0a, = 0 €< ay,as, - ,a, >.
Agora, verifiquemos que as condigoes estabelecidas no Teorema 3.1.8 sao satisfeitas:

(i) Sejam z,y €< ay,aq9,- - ,a, >, entao:
dxy,--- 1, €A, tais que v = 101 + - - - + THay,
Jy,- - yn € A, tais que y = yr1a1 + - - + Ynay
Dali, temos que
T—y= (21 —y)ar+ -+ (Tn — Yn)an € < ay, a2, ,ay >.
(ii) Seja x € < ay, a9, -+ ,a, > e b€ A, entao:

xb = (101 + - + Tpap)b = (x101)b+ - - - + (xpa,)b = b(x1a1) + - - - + b(xpay,) = (bry)a; +
+(bxn)an e < ai, g, ,0n >.

Como A é um anel comutativo, temos que bx = xb, ou seja, os ideais a direita sao iguais

aos ideais a esquerda.

Portanto, como todas as condigoes necessarias sao satisfeitas, concluimos que o subcon-

junto < aq,as, - ,a, > é ideal em A.

Definicao 3.1.15 O ideal < ay,as,--- ,a, > obtido sequndo as consideragoes acima € cha-

mado de ideal gerado por ay,as, - ,a,.

Definicao 3.1.16 Chamamos de ideal principal um ideal I gerado por um unico elemento
a € A, ou seja, I = < a>.

Observacao 3.1.17 Quando tratamos de ideais principais, além da notacdo < a >, usamos

também a notacdo aA. Note que essa tultima foi usada no exemplo 3.1.9 quando falamos de

ideais em 7.
Teorema 3.1.18 Seja A = Z ou Z,, para algum m € Z, . Entao
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0s subgrupos de (A,+) = subaneis de A = ideais de A
Além disso, todo ideal em A € principal.

Vejamos a seguir um exemplo que ilustra esse teorema.

I = {0}

IQ =<< 1 >= 1Z6 :ZG

o [3=<2>=2s= {G,E,Z}
o [, =<3>=3%¢ = {6,§}
[ ] [5 :<4>: 426:{67571}

Is =<5 >= 526 :Zﬁ

Como Zg é um anel comutativo, nao ha diferenca entre os ideais a esquerda e a direita.
Além disso, o teorema anterior nos diz que os ideais de Zg sao principais e iguais aos subgrupos

e subaneis de Zg.

3.1.2 Ideais Primos e Maximais

Definicao 3.1.20 Seja P um ideal num anel A. Dizemos que P é um ideal primo se P # A

¢
Va,be Aabe P—=a€ Poube P
A seguir, vejamos alguns exemplos de ideais primos.
Exemplo 3.1.21 {0} em Z € primo, pois {0} # Z e ab € {0} = a € {0} ou b € {0}.

Exemplo 3.1.22 27 em Z € ideal primo, pois 27 # Z e ab € 27 —> 2|ab = 2|a ou 2|b =
a € 2Z oub e 27.
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Exemplo 3.1.23 O ideal {0} X Z em Z € primo, pois além de ser diferente de 7 x 7, temos
que:

(a,b)(c,d) € {0} x Z = (ac,bd) € {0} X Z = ac =0 = a=0o0uc=0= (a,b) €
{0} X Z ou (c,d) € {0} x Z.

Notemos que Z x {0} em Z X Z também € ideal primo. Podemos mostrar isso de forma

semelhante a anterior, considerando bd = 0.

Exemplo 3.1.24 Em Z, o ideal

¢é tdeal primo ,Se m € um numero primo
<m>=mil = . . ~ ] ,
nao ¢ ideal primo ,se m nao for um numero primo
De fato, se € m um niumero composto, ou seja, que nao € primo, tal que m = abcoma, b >
1, entdo ab € mZ, mas a,b ¢ mZ. Assim, concluimos que mZ ndo € primo. Por exemplo,

< 6 >= 6Z nao € primo, pois
6=2-3€6Z, mas 2 ¢ 6Ze 3 ¢ 6Z.

No entanto, se m = p € primo e ab € pZ = p|lab = pla ou p|b = a € pZ ou b € pZ.

Logo, pZ é um ideal primo em 7Z.

Definigao 3.1.25 Seja A um anel comutativo e M um ideal em A. Dizemos que M ¢ ideal
maximal se M # A e nao existir nenhum ideal N em A, tal que M C N C A. Ou seja, M €
ideal mazximal se o unico ideal em A que contém M, e € diferente de M, for o préprio A. Em
outras palavras, dizemos que M é um elemento maximal em relagao a inclusao, no conjunto dos

ideais em A diferentes de A.
A seguir, vejamos alguns exemplos de ideais maximais e ideais nao maximas.

Exemplo 3.1.26 No ezemplo 3.1.21, vimos que {0} é um ideal primo em Z. No entanto, de

forma simples percebemos {0} nao € ideal maximal de Z, pois
{0} C2Z C Z.

Exemplo 3.1.27 27 em 7 ¢ ideal maximal pois 27. C 7 e se N € ideal em 7 e N D 27, entao
le NeN =7Z.

Exemplo 3.1.28 pZ, com p primo, é um ideal maximal em Z. Por exemplo, 37 C Z ¢€ ideal
mazimal em Z, pois, se N € ideal em Z, tal que 3Z C N C Z, entao N = Z. Logo, precisamos
mostrar que 1 € N. Como 3Z C N, existe a € N nao divisivel por 3. Portanto, a e 3 sao

coprimos e 3n + am = 1 para alguns n,m € Z. Portanto 1 € N.
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Exemplo 3.1.29 Seja m um inteiro positivo composto. Entdo mZ nao € mazximal pois

67 C 27 C Z e também 6Z C 37 C Z.

3.2 Anéis Quocientes

Agora que ja sabemos o que sao ideais podemos iniciar nossos estudos sobre Anéis Quo-
cientes. Nessa secao, primeiramente veremos a relacao de equivaléncia e as classes laterais em
um Anel, as operacoes de adicao e multiplicacao no conjunto quociente para em seguida definir

Anel Quociente e estudar alguns teoremas que o envolvem.

3.2.1 Conceito de Anel Quociente

Assim como fizemos para Grupos Quocientes, definiremos agora uma relagao de equi-

valéncia determinada pelo ideal I sobre o anel A.

Definicao 3.2.1 Seja A um anel e I um ideal em A. Para todo x,y € A, podemos estabelecer

a sequinte relacao:
r~y&sr—yel
A relacao acima é de fato uma relacao de equivaléncia sobre A, pois
l.0el=ax—zvel=x~z (VaoeA) (Reflexiva);
2. x~y=>zr—yel=—(r—y el=y—xel=y~x (Simétrica);

J.r~yey~z=r—ycley—zel=(x—y+y—2€el=>r—2z€l=>r~2
(Transitiva).

Definicao 3.2.2 Seja I um ideal num anel A. Seja a € A. Definimos a classe lateral de a

como sendo o conjunto
a+I={a+1 iel}.

Observacao 3.2.3 A classe definida acima € chamada de classe lateral determinada por a,
modulo I, em A. Também é chamada de classe de equivaléncia em A com respeito a relagao de

equivaléncia da definicao 3.2.1 e a indicada por a, entao a = a + 1.

Definicao 3.2.4 Chamamos de conjunto quociente, denotado por A/I, o conjunto das classes

de equivaléncia ~, ou seja
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Alr={a+1; a € A}.

Notemos que a proposicao a seguir é semelhante a proposicao 2.1.15, na péagina 14, que

envolvia as classes laterais de grupo.

Proposicao 3.2.5 Seja I um ideal em um anel A. Para quaisquer a,b € A temos que
(a+I)Nb+1I)=0oua+I=b+1

Além disso, a+ I =b+1=a—-bel.

A seguir, veremos que podemos definir as operagoes de adi¢ao e multiplicagao no conjunto

das classes laterais A/I .

Adicao em A/I
A expressao a seguir define uma lei de composicao interna em A/I
(a+1)+(b+1)=(a+b)+1,Va,be A

Vejamos que essa operacao esta bem definida, ou seja, nao depende da escolha dos
representantes das classes de equivaléncia.
Sea+I=d+1Teb+1="V+1, entdo existem x; e 1o € [ tais que a = a’ + 1 e
b=10 +
(a+ D)+ (b+1) = (a+b)+1
(@' + 1) + (V' +22)) + 1
((a" + V) + (21 + 32)) + 1
= (@ +V)+1+ (z1+22)+ 1
= (d+0V)+1
(@' +1)+ ' +1)
(a+1)+ (b+1).

Essa lei de composicao interna é a adicao em A/I .
Relativamente a essa adi¢ao, o conjunto A/I é um grupo abeliano, ou seja, um grupo

comutativo. De fatoo, sejam a + I,b+ I,c+ 1 € A/I as seguintes condicoes sao validas:

e (Associatividade) (a + 1)+ [(b+ 1)+ (c+I)]=(a+D)+[(b+c)+1=[a+ (b+
Jl+I=[a+b)+c]+I=[a+b)+I+(c+D)=[a+D+b+ID]+ (c+1).
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¢ (Elemento Neutro) O elemento neutro das classes de equivaléncia é a classe 0+ 1 = I,

ou seja, o proprio 1.

e (Oposto) Para cada classe a + I a classe (—a) + I é o elemento oposto de a + I, pois
(a+1)+(—a+1)=(a—a)+1=0+1=1.
Logo, -(a + I) = (-a) + L.

e (Comutatividade) (a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1=(0b+a)+1=(b+1)+(a+1I)

Multiplicagao em A/I
A expressao a seguir define uma lei de composicao interna em A/I :
(a+1)-(b+1)=a-b+1,Vabe A

Vejamos que essa operacao também esta bem definida. Logo, assim como fizemos para a
operacao anterior, consideremos que se a+1 =a'+1 e b+ 1 = + I, entao existem x; e x5 € [

taisquea=d +x1eb=0+ 1z,

(a+I1)-(b+1) = a-b+1
(@ 4+ x1)(b + x9) + 1
= (d-V+d -zo+a b +x1-29)+ 1
(@" -V +1)+ ((a - zg+ 2y -V +21-29) + I),pois I ¢ ideal.

el

= d-bV+1
(@ +1)-(b+1)
= (a+1)-(b+1).

Essa lei de composicao é a multiplicacao em A/I , € apresenta as seguintes propriedades:

e (Associatividade) (a+1I)-[(b+1)-(c+D]=(a+1)-(b-c+I)=(a-(b-c)+1I) =
((a-b)-ctD)=(a-b+1)-(c+I)=[a+T1)-(b+1I)] (c+1I).

e (Distributividade) (a+1)-[(b+ 1)+ (c+ )] =(a+1)-[(b+c)+I]=a-(b+c)+]=
(a-b+a-c)+I=(a-b+1)+(a-c+1)=(a+1)-b+I)+(a+1) - (c+1).

Portanto, como o conjunto A/I obedece as condi¢oes que definem um anel, concluimos

que este é um anel em relacao a adigao e a multiplicagao.
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Definicao 3.2.6 Sejam A um anel e I um ideal em A. O anel A/I, introduzido pelas consi-

deragoes acima, ¢ chamado de anel quociente .

Observacao 3.2.7 Se o anel A possui unidade, o anel A/I também possui, sendo essa a classe

1 + I, na qual 1 indica a unidade do anel A. Portanto, (A/I,+,~) € também um anel com

unidade se A for um anel com unidade.

Teorema 3.2.8 (Primeiro Teorema do Isomorfismo) Sejam A e B anéis e ¢ : A — B

um homomorfismo de anéis. Entao a aplicacdo:

©: A/Nuc(gé) — Im(p), definida por p(a + Nuc(p)) = ¢(a)
¢ um isomorfismo de anéis. Em particular
A/Nuc(@) = Im(p).

Demonstragao:

Chamaremos o nicleo de ¢ de N. Assim, queremos mostrar que a aplicagao ¢ : A/ N —

Im(¢) é um isomorfismo de anéis.

Inicialmente mostraremos que esta aplicacao é um homomorfismo de anéis:
e o((a+N)+(+N)) =e¢((a+b)+N) =p(a+b) = ¢(a) +¢(b) = pla+ N)+¢(b+ N)
e p((a+N)-(b+N))=¢((a-b+ N)) = p(a-b) = @(a) - p(b) = pla+ N)- b+ N)
Logo, ¢ ¢ um homomorfismo de anéis, e resta mostrar que é também bijetora.

e o(a) =9¢(d)=pla) —p(d)=0g=pla—d)=0g=a—d € N=a+ N =d + N.
Logo, ¢ ¢ injetora.

e Seja b € Im(p). Entdao, 3 a € A, tal que, b = @(a). Tome a + N € A/N. Dali,
o(la+ N) = @(a) =b. Logo, ¢ é sobrejetora.

Assim, como a aplicacao ¢ é um homomorfismo bijetor, entao concluimos que é um

isomorfismo de anéis. =

Vejamos os exemplos a seguir que aplicam esse teorema.

Exemplo 3.2.9 Z/nZ = Ly, pois ¢ @ L — Ly, definida por ¢(a) = a, € um homomorfismo
sobrejetor com Nuc(p) = nZ
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Observacao 3.2.10 Observe no exemplo anterior que o anel Z € infinito, e ao quocientarmos
ele pelo anel nZ, que também € infinito, temos que esse quociente € isomorfo a Z,, que por sua
¢ vez finito. FEssa seria uma vantagem do quociente em anéis, pegar algo que € infinito e ver

que € isomorfo a algo finito.

Exemplo 3.2.11 228 o~ \(7.), pois ¢ : Ma(Z) — My(Z,) definido por

My (nZ)
a b\
¥ ¢ d = )

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor, com

o <l
Q)

VR
o
Qq (el N
~_ g
i <
——
VN
o
ST
N~
m
=
S
VR
QI
Q,\ [wpll
~__—
I
VR
ol oI
ol ol
N~
~—

)@dzgzézdzo,ouseja, a, b, ¢, d eni,

o que tmplica que

Portanto, Nuc(p) C My(Z) e, a inclusdo contrdria é obvia. O que mostra que —2Z. ~

Mo (nZ)
My (Zy,).

Homomorfismo Canonico

Seja A um anel e I um ideal de A. A aplicacao o : A — A/I, definida por o(a) = a+ 1,
para todo a € A, é um homomorfismo sobrejetor de anéis com nucleo I, ou seja, todo ideal de

A é nicleo de um homomorfismo de anéis com dominio A. Verifiquemos:

ec(a+b)=(a+b)+I=(a+I)+(b+1)=0c(a)+0c(d),

eo(a-b)=(a-b)+1=(a+1)-(b+1)=0(a) o(b), para todo a, b € A,

Assim, mostramos que a aplicagdo ¢ um homomorfismo.
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o L fcil verificar que a aplicacao é sobrejetora, pois dada uma classe a + I, ela é imagem

do elemento a € A, pela aplicacao 0. Logo, o é sobrejetora.

O homomorfismo acima definido é chamado de homomorfismo canénico ou homo-
morfismo natural de A sobre A/I . Com ele podemos compor o seguinte diagrama de anéis e

homomorfismo.

Y

A B

~ A

A/[

onde p oo = Q.
A seguir, vejamos um exemplo que aplica o homomorfismo canonico definido anterior-

mente.

Exemplo 3.2.12 Seja o ideal nZ do anel Z, com n > 0, temos Z/nZ ={a+nZ;a € Z}. Dado
a € Z, pelo Algoritmo da Divisao, temos que existem q,r € Z, tais que a = qn +r, com 0 <
r<n-—1. Assim,
a+nZ = (ng+r)+nZ
= (ng+nZ)+ (r +nZ)
= nZ+ (r+nZ)
= r+nZ

Entao, Z/nZ ={r+nZ;, r=0,1,...n—1}, onde r+nZ ={r+nk; k€ Z} = {b €
Z;b=r mod n} =7 € Z,, ou seja,Z/nZ = Do,

3.2.2 Dominio de integridade e corpo em A/I

Seja A um anel e I um ideal de A. Queremos saber quando o anel quociente A/I é
um dominio de integridade ou um corpo. Veremos que isto nao depende do anel A, e sim das

propriedades do ideal I que vimos na secao 3.1.2, na pagina 26.

Teorema 3.2.13 Seja A um anel comutativo com unidade e I C A um ideal. Entdo

A/I ¢ um dominio de integridade < I ¢ primo.
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Demonstracgao:

(<)
Suponha que I seja um ideal primo de A. Sejam (a+ 1), (b+ 1) € A/] tais que
(a+I1).b+I1)=ab+1=1

Entao temos ab € I. Como I é primo, temos que a € T oub e I,istoé, a+I1=Toub+1=1.

Portanto, A/I ¢ um dominio de integridade.

(=)

Suponha que A/I seja um dominio de integridade. Sejam a,b € A, tais que ab € I, isto é
(a.b)+ 1= (a+1).(b+1).
Por hipétese, a+ 1 =1Toub+ 1 =1,ouseja,a € I oub e I. Portanto, I é ideal primo. m

Exemplo 3.2.14 Seja A um dominio de integridade. Entao {0} € ideal primo. Vimos que
A/{O} = A que € de fato um dominio de integridade.

Exemplo 3.2.15 Seja Z x {0} um ideal primo de Z x Z. Entao temos que %ZXX{Q = 7 que de

fato € um dominio de integridade.

Exemplo 3.2.16 Seja p um numero primo, entao pZ é um ideal primo e Z/pZ = Ly € um

dominio de integridade.

Exemplo 3.2.17 Seja n um nimero composto, entdo nZ nao € ideal primo e Z/nZ = Zn nao

¢ um dominio de integridade.
Teorema 3.2.18 Seja A um anel comutativo com unidade e M C A. Entao
A/M ¢ um corpo < M é mazrimal.
Demonstragao:
(=)
Suponhamos que A/M seja um corpo. Entao, M # A (pois, 0 # 1 € A/M) Agora, suponha-

mos que existe um ideal J tal que M C J C A. Tomando a € J, a & M, entdao a + M # M.

Como A/M é um corpo, todo elemento diferente de M tem inverso multiplicativo, ou seja,

a + M é inversivel. Portanto, exisite y € A tal que:
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(a+M)(y+M)=ay+M=1+M

Logo, ab—1 € M C J e, portanto, 1 = ab + x para algum z € J. Mas ab € J, pois a € J e,

assim, 1 € J. Logo, temos que J = A portanto, M é maximal.

(<)
Suponha que M é maximal. Se A é anel comutativo com unidade 14 e M é ideal maximal de
A, entao A/M ¢ um anel comutativo com 1laj, = 14 + M.

Dado a+ M # M em A/M, temos que a € M, e assim a + M = R. Logo, existem y € A e
x € M tais que 1 = a.y + x. Logo, temos que

1+M =

Il

—~~
g 8 ¢
<
+
=

Como 4/M é comutativo, temos que (a + M)~' = (b+ M) € 4/M, o que mostra que 4/M e,

de fato, um corpo. m

Neste capitulo analisamos a construcao dos anéis quocientes. Inicialmente relembramos a
definicao de ideal, muito importante na construcao dessa estrutura, estabelecemos uma relacao
de equivaléncia entre os elementos de um anel e definimos as classes laterais, assim como
fizemos em grupos. Por fim, definimos o conjunto quociente A/I e as operacoes de adicao e
multiplicagao dentro desse conjunto, operagoes essas que obedecem as condigoes que definem
anel. Dessa forma, vimos que o conjunto quociente A/I é também um anel, o Anel Quociente.

No préximo capitulo estudaremos a construgao dos espacos quocientes, e dessa vez ob-

servaremos as semelhancas e diferencas dessa construcao com a dos grupos e anéis quocientes.
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Capitulo 4
Espacos Quocientes

Nesse capitulo estudaremos os Espacos Quocientes, contetido pouco abordado nos livros

de Algebra Linear, percebendo que a construgao dessa estrutura segue como a construcao dos

Grupos e Anéis Quocientes abordados nos capitulos anteriores.

4.1 Subespaco Vetorial e Suplementar

Na construgao de grupos e anéis quocientes foi fundamental estudarmos subgrupos e
subaneis especiais, os subgrupos normais e os ideais num anel. Em espacos quocientes ¢ impor-
tante entendermos o que sao subespagos vetoriais. No entanto, nessa construgao trabalhamos
com subespagos vetoriais quaisquer, ou seja, estes nao tem uma caracteristica especial como os

subgrupos normais e os ideais.

Definicao 4.1.1 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F. Chamamos de subespago de
V, o subconjunto W de V que também € um espaco vetorial sobre o corpo F' com as operacgoes

de adicao de vetores e multiplicagcao escalar de V.

Para verificar se um subconjunto W de V' ¢ um subespaco vetorial bastaria verificar se
os axiomas que definem um espaco vetorial sao validos em W. No entanto, podemos tornar

essa verificagao mais simples utilizando o teorema a seguir.

Teorema 4.1.2 Seja V um espago vetorial sobre um corpo F e W # () um subconjunto de V.
Entao, W é um subespago vetorial em V se, e somente se, para cada par de vetores o, B € W
e cada escalar ¢ € F o vetor cao+ 5 € W.

Exemplo 4.1.3 Para todo espago vetorial V, os subconjuntos {0} e V sao sempre subespacos

vetoriais de V. Sao os chamados subespacgos triviais ou improéprios.
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Exemplo 4.1.4 W = {(z,y,2) € R} |z +y = 0} € subespago de R®. Para verificar, sejam
a=(x,y,2) e B = (x1,y1,21) vetores em W e ¢ um escalar em R.
Temos que ca+p5 = c(x,y, z)+(x1,y1, 21) = (cx, cy, cz)+(x1,y1,21) = (cx + 1, cy + Y1, Cc2+21).
q B =c(z,y,2)+(21,y1,21) = (cx, ey, cz)+(z1, 41, 21) = ( 1, CY T Y1 1)
p q
Note que, p + q = (cv +z1) + (cy +y1) = (cx +cy) + (x1 + 1) = ez +y) + (1 +y1) =

c.0+0=04+0=0. Logo, comop + q =0, ca+ € W. Portanto, pelo Teorema 4.1.2, W é

um subespaco vetorial de R3.

Exemplo 4.1.5 A intersecao entre dois subespacos de um mesmo espaco vertorial V é também
um subespaco vetorial de V. Para verificar isso, sejam U e W subespagos vetoriais de V sobre
o corpo F, u e w vetores, tais que u,w € UNW = u,w € U eu,w € W, e c um escalar em F.
Note que, cu+w € UNW, poiscu+w € U ecu+w € W ja que U e W sao subespacos de V.
Logo, pelo Teorema 4.1.2, UNW ¢é subespaco de V.

Exemplo 4.1.6 O conjunto das matrizes simétricas, matrizes que $ao iguais ¢ sua transposta,

¢ um subespaco vetorial de M, (R).

Exemplo 4.1.7 Se V é um espaco vetorial e v € V', o conjunto dos vetores da forma av, com

a € R, é um subespaco de V.

Exemplo 4.1.8 O espaco das funcoes polinomiais sobre o corpo F é um subespaco do espaco

de todas as funcoes de F em F.

Definicao 4.1.9 Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo F e W um subespaco de V.

Chamamos de suplementar de W o subespaco W’ de V tal que V=W & W',
Observacao 4.1.10 Em geral existem muitos subespacos W’ que sao suplementares de W.

Exemplo 4.1.11 Sejam V = R? um espaco vetorial (a coordenada real do plano) e W =
{(x1,29) € R? tal que x5 = 0} um subespaco de V (o eixo horizontal). Cada complemento de

W é uma linha partindo da origem, sendo esta linha diferente do eizo horizontal.

Se V nao possui nenhuma estrutura além a de espago vetorial, nao existe uma maneira
natural de escolher um dentre a variedade de suplementos de W. Contudo, ha uma construgao
natural que associa a Ve W um novo espaco vetorial que desempenha o papel do suplementar

de W. A partir de agora passaremos a estudar esse novo espago vetorial.
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4.2 Espacos Quocientes

Agora que ja sabemos o que é um subespaco vetorial e o suplementar de um subespago,
podemos iniciar nossos estudos sobre Espagos Quocientes. O espago quociente é o novo espago
vetorial citado anteriormente que desempenhara o papel de suplementar de um subespaco W
de V.

E importante ressaltar que esse espago quociente nao é um subespaco de V, portanto
nao pode ser realmente um subespaco suplementar de W. No entanto, ele é um espaco vetorial

definido em termos de Ve W que é isomorfo a todo subespago W’ suplementar de W.

4.2.1 Conceito de Espaco Quociente

Assim como fizemos em Grupos e Anéis, definiremos agora uma relagao de equivaléncia

determinada pelo subespago W sobre o espago vetorial V.

Definicao 4.2.1 Sejam V um espaco vetorial e W um subespago de V. Para todo o, € V,

podemos estabelecer a sequinte relagao:
a~fsa—pgeW.
Quando isso acontece dizemos que o € congruente a  moédulo W e, escrevemos

a =, mod W.
A relagao acima é de fato de uma relagao de equivaléncia em V, ja que
e a=a,mod W, poisa—a=0eW.

e Se a = B, mod W, entao f = «, mod W. De fato, como W ¢é subespaco de V, o vetor

(v — B) estd em W se, e somente se (f — «) estd em W.

e Se o=, mod W, e f =+, mod W, entdo o = vy, mod W. De fato, se (o — ) e (5 — )
estao em W, entdo (a —B)+ (B —v) e W = (o —v) € W.

Definicao 4.2.2 Sejam W um subespagco num espaco vetorial V e o um elemento de V. De-

finimos a classe lateral do vetor a como sendo o conjunto
a+W={a+w;, weW}

Exemplo 4.2.3 Retomando o exemplo 4.1.11, as classes laterais de W sao as linhas horizon-

tais.
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Exemplo 4.2.4 Sejam o espaco vetorial V =R? e W um subespaco unidimensional de V. Se
imaginarmos V como sendo o plano euclidiano, W serd uma reta passando pela origem. Se
a = (xq1,x2) € um vetor em V, a classe lateral « + W € a reta que passa pelo ponto (x1,x2) € €

paralela a W.

Observacao 4.2.5 E importante obeservar que uma mesma classe lateral pode surgir a partir

de dois vetores diferentes, ou seja, se o # 3 € possivel que a« + W = 3+ W.

Observagao 4.2.6 Fuz sentido falar de uma classe lateral H de W, sem especificar de que
elemento, ou elementos, a classe H vem. Dizer que H é uma classe lateral de W significa

simplesmente que ha pelo menos um vetor « tal que H = a+ W,

Definicao 4.2.7 O conjunto de todas as classes laterais de W serd indicada por V/W, assim

temos
V/W:{oz+W; aecV}

A seguir, veremos que é possivel definir a ad¢ao de vetores e a multiplicao escalar sobre

Viw.

Adicao em V/W
A expressao a seguir define a adicao de vetores em V/ W
(a+W)+B+W)=(a+B)+W, Va, BeV.

Muitos vetores distintos em V terao a mesma classe lateral em relacao a W. Dessa

forma, assim como fizemos com as classes G/ H e A/I nos capitulos anteriores, vejamos que
essa operacao esta bem definida, ou seja, que nao depende das classes laterais envolvidas.
Sea=da,mod W,e =0, mod W, entao (o« —a/) € W e (38— ) € W. Assim,
existem x1, 1y € W, tais que « = o +x1 e f = ' + 5. Assim, temos
(a+W)+(B+W) = (a+p8)+W
(& +21) + (B +x2) + W
(& +0)+ (x1 +22) + W
= (+0)+ W+ (xr1+x9) + W
(
(
(

O/—l-ﬂ/)—l-W
o +W)+ (B +W)
a+ W)+ (B+W).
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Sejam (a + W), (B+W), (v+ W) € V/W. Verifiquemos que a adi¢ao definida em
V/ W obedece as seguintes condigoes:
e (Comutatividade) (a+W)+(+W) = (a+5)+W = (B+a)+W = (B+W)+(a+W).

e (Associatividade) (a« + W) + [(B+ W)+ (y+ W) = (a+ W) + [(B+7) + W] =
[at(B+7)+W = [(a+8) 7]+ W = [(a+B)+W]+(v+W) = [(a+W)+(6+W)]+(y+W).

e (Elemento Neutro) O elemento neutro das classes em V/W ¢ 0+ W =MW, ou seja, o
préprio W.

e (Oposto) Para cada classe a+ W existe a classe (—a)+ W, tal que essa classe é o oposto
de a + W. Vejamos que (o + W)+ (—a+W)=(a—a)+ W =0+W =W.

Multiplicagao por escalar em V/W

A expressao a seguir define a multiplicagao por escalar sobre 4 / 44
cla+W)=(ca)+ W, YVaecVecelF.

Vejamos que a mutiplicagao escalar também esta bem definida. Assim como fizemos na

adigao de vetores, consideremos oo + W = o/ + W. Desse modo:

a+W=d4+W=(a-—d)eW
Como W é subespago vetorial, V ¢ € F tem-se c(a — ') € W, o que implica que:
cla—d)+W = 0+W =

(co—cad)+W = 0+W =
co+W = co+W

Sejam (a+W), (B+W) € V/W e c1,c9 € F. Verifiquemos que a multiplicacao definida

em V/ W obedece as seguintes condigoes:

e (Associatividade) (cico)(a + W) = [(c1e2)a + W] = [c1(cea) + W] = ¢1(caar + W).

e (Distributividade) ¢;[(a + W)+ (8 + W)] = alla+ 8) + W] = a(a+ 5) + W =
[(c1a) + (aB)] +W = (cia+ W) + (c1f+ W) = ci(a+ W) +ci(B+W).
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e (Distributividade) (¢; + c2)(a + W) = [(c1 + @2)a] + W = [(qa) + ()] + W =
(o) + W+ (c2a) + W = c1(a + W) + co(a + W).

Portanto, como o conjunto V/W obedece todos os axiomas que definem um espaco
vetorial, podemos concluir que esse conjunto, munido das operacoes definidas acima, é um

espago vetorial.

Observagao 4.2.8 Sejam o escalar 1 € F ea+ W € V/W. Entao, lla+ W) = (la)+ W =
a+W.

Definicao 4.2.9 Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo F e W um subespaco de V. O

espaco vetorial V/W, introduzido pelas consideracoes acima, € chamado de espago quociente.
Vejamos um exemplo de espago quociente.

Exemplo 4.2.10 Sejam V = R® = {(x1, 22, 73, 24, 75); 7; € R} um espago vetorial sobre F e

s

W ={(x, y, z, r, 8); x =y =2z=r =0} um subespago vetorial de V. O conjunto R5/W é

um espaco quociente.

Verifiquemos a seguir que o conjunto RS/W ¢ realmente um espaco quociente. Pela
definicao 4.2.7, temos que R5/VV ={a+W; a e R°}. Sejam a+W, 3+ W € IR5/W ece F,

sabemos que
(a+W)+(B+W)=(a+B8)+Wecla+W)=(ca)+W.

Sejam o = (x1, xa, T3, T4, T5), b = (X, T7, Ts, Tg, T19) €Y = (T11, T12, T13, T14, L15)

e c1,co € I, verifiquemos que a adicao em RS/W satisfaz as seguintes propriedades:

e (Comutatividade) (a« + W)+ (8+ W) = (a+ B) + W = ((z1, x2, 3, x4, ¥5) +
(w6, 7, T8, T9, T10))+W = (¥1+T6, To+T7, T3+T8, Tat+Ty, Ts+T10)+W = (T6+21, 27+
To, Tg+x3, To+xy, T10+5)+W = ((v6, T7, X8, T, T10)+ (21, T2, T3, T4, x5))+W =
B+a)+W=(B+W)+ (a+W).

e (Associatividade) (a+W)+((B+W)+(v+W)) = (a+W)+((B+7)+W) = (a+(6+
AW = ((x1, x2, x3, T4, x5)+((T6, T7, T8, To, T10)+(T11, T12, T13, T14, :t:15)))—|—W =
(1, w2, x3, T4, T5) + (X6 + 211, T7 + T12, Tg + T13, Tg + T14, T10 + T15)) +
(1 + @6 + 211, T2 + T7 + T12, T3+ Ty + Ti3, Ty + Tg + Trg, Ts + Ty + T15)) + W =
((x1 + x6, x2 + x7, T3 + Tg, T4 + To, T5 + T10) + (T11, T12, T13, T1a, T15)) + W =
(w1, z2, 3, 24, ¥5) + (T6, T7, g, To, T10)) + (T11, T12, T13, T1a, T15)) + W =
((a+B)+N+W=((a+B8)+W)+(y+W)=((a+W)+(B+W))+ (v+W).
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e (Elemento Neutro) Como ji definimos, o elemento neutro das classes em V/W éo

préprio W. De fato, ¥ (a+ W) € V/W, (a+ W)+ W = (a+ W)+ 0+ W) =
(a+0)+W=a+W.

e (Oposto) Para cada classe a + W existe a classe (—a) + W que é o oposto da classe
a+W. Vejamos que (a+ W)+ (—a+W) = (a+ (—a)) + W = ((z1, z2, x3, T4, x5) +
(=21, =9, —x3, —T4, —25)) + W = (21 =21, Ta—Tg, T3 — T3, Ty — Ty, T5—T5) + W =

(0,0,0,0,0) + W =0+ W = W.

Verifiquemos agora que a multiplicacao por escalar em Rs / W satisfaz as seguintes pro-

priedades:

e (Associatividade) (cic2)(a+W) = ((c1c2)a) + W = ((c1c9) (21, T2, T3, T4, x5))+W =
((cre9)mq, (c102)x2, (c109)x3, (C102)xy, (C102)T5) + W = (¢1(Camr), c1(caxa), c1(coxs),
c1(camy), c1(caws))+W = c1((cawy, oo, Cox3, CoZy, Cows)+W) = ci(ca(xy, xa, X3, T4, T5)
+ W) =ci(c2(a+ W)).

e (Elemento Neutro) Vejamos que 1(a)+W = (1a)+W = (1(z1, x2, 3, T4, x5))+W =
(1zy, lzg, lws, lzy, las) + W = (21, T2, T3, T4, z5) + W =a+ W.

e (Distributividade) ¢;((a + W)+ (B+W)) =c1((a+B)+ W) = (c1(a+ 5)) + W

(c1((z1, @, x3, w4, x5) + (x6, T7, Ts, Ty, T10))) + W = (c1(z1, w2, 3, T4, T5) +

c1(xs, @7, Ts, g, T10)) + W = (c1(z1, 22, @3, T4, x5) + W)+ (c1(z6, 27, 75, Tg, T10) +
W)= (ca+W)+ (af+W)=c(a+W)+c(B+W).

e (Distributividade) (¢;+c2)(a+W) = ((c1+c2)a)+W = ((c1+c2) (21, 22, T3, 24, T5))+
W = ((Cl(l'l, To, T3, X4, IE5)) + (62(1'1, To, T3, T4, 1'5))) + W = (ClOé + CQOZ) + W =
(ca) + () + W = (cca + W) + (coa + W) = ci(a + W) + co(a + W).

Logo, pela defini¢ao 4.2.15, como todas as propriedades que definem espaco vetorial sao

satisfeitas, temos que o conjunto das classes de equivaléncia R’ /W ¢ um espaco quociente.

Definicao 4.2.11 Uma transformacao linear natural () de V sobre V/W, ¢ definida por
Qo) =a+W.

Q) € chamada de transformacgao quociente ou aplicacao quociente de V sobre V/W.
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Observacao 4.2.12 E importante ver que definimos as operagoes em V/W de forma que essa

tranformacao () viesse a ser linear.

Observacao 4.2.13 Notemos que o nicleo de () € exatamente o subespaco W.

Apés estudarmos os espacos quocientes, podemos agora estabelecer a relagao entre V/ w
e os subespacos de V que sao suplementares de W, como haviamos mencionado no inicio dessa

Secao.

Teorema 4.2.14 Seja W um subespago do espago vetorial V e seja @) a transformacgao quoci-

ente de V sobre V/W. Suponhamos que W’ seja um subespaco de V. Entao, V=W @& W' se,

e somente se, a restricao de Q a W’ € um isomorfismo de W’ em V/W.

Em resumo, o que o teorema acima quer nos dizer é que W’ é um suplementar de W
se, e somente se, W’ é um subespago que contém um elemento de cada classe lateral de W.
Ele mostra que quando V =W @& W’ a aplicacao quociente () identifica W’ com V/ W. Desse
modo, temos que (W & W')/W ¢é isomorfo a W’ de uma maneira natural.

Podemos de maneira simples determinar a dimensao de um espaco quociente, como

mostra o teorema a seguir.

Teorema 4.2.15 (Dimensao do Espaco Quociente) Se W é um subespago m-dimensional

de V, e V € um espacgo vetorial n-dimensional, entao V/W tem dimensao n - m, ou seja,
dim (V/W) = dim(V) — dim(W).

Exemplo 4.2.16 Trazendo novamente o espago quociente R5/W, visto no exemplo 4.2.10, ve-
rifiguemos que o mesmo possui dimensio 4. Nao é dificil perceber que o espaco vetorial R?

sobre F' tem dimensao 5. Claramente W € um subespago vetorial de dimensdo 1. Pelo Teorema

4.2.15
dim <R5/W> = dim(R%) — dim(W) =5 —1 = 4.

. 5 ~ .
Sejam o +W, S+ W € R /W, sabemos que essas classes serao equivalentes se, e somente se,
a—p €W, o que significa que as quatro primeiras coordenadas tém que ser iguais, ou seja, tem
que ser nulas. Dessa forma, concluimos que nesse exemplo as quatro primeiras coordenadas
. . 5 . ~ .
que importam, e portanto, o espaco quociente R /W tem dimensao 4, assim como confirma o

teorema.
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Vejamos mais um exemplo para entendermos melhor.

Exemplo 4.2.17 Sejam o espago vetorial R® sobre F e o subespago vetorial W = {(z,y, 2,7, 5)
€ R% z =y =2=0}. Nesse caso, W possui dimensio 2. Assim como fizemos no exemplo
anterior, sejam v+ W, A+ W € R5/W, essas classes laterais serao equivalentes se, e somente
se, v — X € W, o que ocorrerd somente se as trés primeiras coordenadas de v e X forem iguais.
Sendo assim, as coordenadas que importam sao as trés primeiras, e portanto, o espago quociente

RS/W tem dimensao 3. Pelo teorema 4.2.15

dim (R5/W) = dim(R?) — dim(W) =5 —2 = 3.

E importante ressaltar que o espaco quociente em si nao facilita tanto as coisas, como
acontece nos anéis quocientes. No capitulo 3 vimos que o quociente em anéis reduz algo in-
finito em algo finito, o que pode ser muito pratico. Em espacgos vetoriais, como acabamos de
ver, o quociente apenas reduz a dimensao. Vimos, por exemplo, que quocientando um espago
vetorial de dimensao 5 por um subespaco vetorial de dimensao 2 temos um espago quociente
de dimensao 3. No entanto, perceba que se precisarmos trabalhar com um espaco vetorial de

dimensao 3 podemos contrui-lo de uma forma muito mais simples do que atraves do quociente.

Assim como fizemos em Grupos e Anéis Quocientes, a seguir traremos o Primeiro Te-
orema do Isomorfismo, que como serd possivel perceber, é semelhante em todas as estruturas

estudadas até aqui.

Teorema 4.2.18 (Primeiro Teorema do Isomorfismo) Sejam V e Z espagos vetoriais

sobre o corpo F e T : V — Z wma transformacdo linear. Entdo a aplicacio
T: V/Nuc(T) — Im(T), definida por T(a + Nuc(T)) = T(a)
¢ um isomorfismo.

Demonstracao: Chamaremos o ntucleo de T" de N. Assim, queremos mostrar que a trans-

formacao linear 7T : V/ N — Im(T) é um isomorfismo.

Inicialmente mostraremos que 7' esta bem definida. Para isso devemos verificar que, se
o € a+ N, entao T(aw+ N) = T(a/ + N). Note que se o/ € o+ N, entdo o = o + n para
algum n € N. Portanto:

e T(a/+N)=T()=T(a+n)=T(a)+T(n) =T(a) + € = T(a) = T(a + N).

44



Agora, mostraremos que estd aplicacao é uma transformacao linear:
e T((a+N)+(B+N))=T((a+B)+N) =T(a+8) =T(a)+T(8) = T(a+N)+T(3+N).
e T(c(a+ N))=T(ca+ N)=T(ca) =cT(a) = cT(a+ N).
Logo, T é uma transformagao linear e resta mostrar que é também bijetora.

e T(a)=T()=T(a)-T() =0 =T(a—a')=0;=a—-a € N=a+N=a'+N.

Logo, T é injetora.

e Seja 8 € Im(T), existe o € V, tal que B = T(c). Considerando a classe de equivaléncia

a+ N e V/W, tem-se T(a + N) = T(a) = 3. Logo, T é sobrejetora.

Assim, como a aplicacao T é uma tranformacao linear bijetora, podemos concluir que 7' é um

isomorfismo. m

Neste capitulo estudamos a construcao dos espagos quocientes. Inicialmente relembra-
mos a definicao de subespacos vetoriais e subespacos suplementares, definimos uma relacao de
equivaléncia entre os elementos de um espago vetorial e em seguida definimos as classes laterais
nesse conjunto, que se observarmos, é bastante semelhante ao que fizemos em anéis. Por fim,
definimos o conjunto de todas as classes laterais V/W e definimos as operagoes de adigao de ve-
tores e multiplicacao por escalar nesse conjunto, operacoes essas que estao bem definidas e que
obedecem as condigoes que definem um espaco vetorial. Logo, vimos que o conjunto quociente
V/W ¢é também um espaco vetorial, o Espaco Quociente.

No proximo capitulo veremos como se da a construcao das dlgebras quocientes, conteido
pouco abordado nos livros, mas que desempenha um importante papel na teoria das algebras

com identidades polinomiais.
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Capitulo 5

Algebras Quocientes

Nesse capitulo estudaremos uma estrutura algébrica que geralmente nao é trabalhada

durante a graduagao, a Algebra. Veremos sua definicao, algumas propriedades, exemplos e por
fim a construcao do quociente dessa estrutura, que por sua vez, se da de forma muito seme-

lhante as estruturas que vimos nos capitulos anteriores.

5.1 Definicao de Algebra

No Capitulo 1 vimos a definigdo de Anéis e Espagos Vetoriais. Essas defini¢oes serao
muito importantes para que possamos entender o que sao as Algebras, e consequentemente a
construcao das Algebras quocientes. Veremos também que as algebras obedecem propriedades
semelhantes as estudadas na Teoria de Anéis e de Espagos Vetoriais.

Inicialmente, tomemos como exemplos os conjuntos C e My(R) que, como vimos no
Capitulo 1, obedecem as condigoes que definem anéis e espacos vetoriais simultaneamente.
Esses sao nossos primeiros exemplos de algebras, mas sem mais delongas, vejamos a seguir a

definicao formal dessa estrutura.

Defini¢ao 5.1.1 Um espago vetorial R é chamado de uma dlgebra (ou de uma K-dlgebra) se
R € munido de uma operacao bindria x, chamada de multiplicacao tal que, para todos a, b, ¢ €

R e a € K as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. (a+b)xc=axc+bx*c;
2.ax(b+c)=axb+axc

3. alaxb) = (aa)xb=ax* (ab).
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Vale ressaltar que a partir daqui estamos denotando a multiplicagao por * e a multi-
plicagao por escalar por -. No entanto, quando nao houver possibilidade de confusao, denota-

remos ambas por -.
Como havia dito, essa é a definicao mais formal encontrada nos livros. No entanto,

tentaremos trazer aqui um definicao mais simples, apenas para facilitar a compreensao do que

vem a ser uma algebra.

Definicao 5.1.2 Uma algebra sobre um corpo K € um conjunto nao vazio R munido de uma
operacdo de adi¢ao (denotada por +), uma opera¢ao de multiplica¢io (denotada por x) e uma
operacao de multiplicacao por escalar, entre os elementos de K e de R, tais que as sequintes

condicoes sao satisfeitas:

1. R é um anel, ou seja, em relacao as operacoes de adicao e multiplicacao o conjunto R

satisfaz as propriedades que definem anel (vistas em 1.2.1);

2. R € um espaco vetorial, ou seja, o conjunto R em relacao as operacoes de adicao e

multiplicagcao por escalar satisfaz as propriedades vistas na definicdo 1.3.1;
3. (a-a)xb=ax(a-b)=a-(axb), Va, be Re acK.
Vejamos alguns exemplos de algebras.

Exemplo 5.1.3 O conjunto dos numeros complexos C com as operacoes de adi¢cao, multi-

plicacao e multiplicagao por escalar usuais € uma dlgebra, em especifico, uma R-dlgebra.

Observacao 5.1.4 Sabemos que a operacao de multiplicacao em C € comutativa, o que ndo

ocorre com a multiplicagao em M, (K). Nesse caso, dizemos que C € uma dlgebra comutativa.

Tomando A, B € My(R), tal que

A= aix Qaig ¢ B — b1 b2
ao1 QG99 b21 b22

Vemos que
Ap— [ @ a2 bir bz \ [ a11.bin +a12.bar ar1.b12 + a12.be: .
Q21 @22 ba1 a2 a21.b11 + a22.b21  a21.b12 + az2.b22
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BA— bi1 b2 a1 Gi2 | bii.a1n + big.az;  biy.ai2 + bia.age
bai  bao Qg1 Q22 bo1.a11 4 bag.Gg1 bor.aia + bag.agy |
ou seja, temos que A.B # B.A. Logo, o conjunto das matrizes My(R) ndao é uma dlgebra

comutativa, assim como qualquer conjunto de matrizes de ordem n.

Exemplo 5.1.5 O conjunto K[z| dos polinomios
f(x) =co+crx+ -+ cpa®

em que ¢; € KV i€ {0,...,k} e k um inteiro nao negativo é uma dlgebra com a adi¢do,

multiplicagao e multiplicagao por escalar usuais de polinomios de uma varidvel.

Exemplo 5.1.6 O conjunto dos polinomios comutativos nas varidveis x e y com coeficientes

em K denotado por K[z,y| é uma dlgebra. Um polinomio f desse tipo é da forma
f(@,y) = coo + c10T + cory + cuizy + - + ey,
comcy; €K, Vied{0,...,k}, Vje{0,...,l} e k,l inteiros nao negativos.

Exemplo 5.1.7 O conjunto dos polinomios sobre o corpo K, nas varidveis x e y, com a
condicao adicional de que xy # yx, ou seja, as varidveis nao sao comutativas, denotado por

K(x), munido da adi¢ao, multiplicagdo e multiplica¢ao por escalar é uma dlgebra.

Exemplo 5.1.8 Se X = {x1,2,...} € um conjunto infinito, K(X), munido das operagoes

usuais, € uma dlgebra, chamada de dlgebra associativa livre, livremente gerada por X.

A seguir veremos algumas propriedades e conceitos de algebra linear e de teoria de anéis

que serao importantes para o estudo de dlgebras que faremos posteriormente.

5.1.1 Algumas propriedades de Algebras

Definicao 5.1.9 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma base de V' é um conjunto
B C V linearmente independente que gera V. Em outras palavras, isso significa que cada v € V

pode ser escrito, de modo unico, como uma combinacao linear
U:Oélb1+a2b2+"'+06mbm

de elementos da base by, bs, ..., b, com elementos escalares oy, o, ..., a,, do corpo K.
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Definicao 5.1.10 Dizemos que um espaco vetorial V' tem dimensdo finita se possui uma base
finita, ou seja, B = {by,...,bx} com um niumero finito k de elementos. FEsse nimero k, que €
0 mesmo para todas as bases de V', chama-se dimensao do espago vetorial V' que é denotada

como dimgV = k.

Dizemos também que um espago vetorial V' tem dimensao infinita, e denotamos por
dimg V = 0o, quando ele nao tem dimensao finita, ou seja, nenhum subconjunto finito de V' é

uma base de V.

Observacao 5.1.11 Quando falarmos da dimensao de uma dlgebra R, estamos nos referindo

a sua dimensao como espaco vetorial.

Definicao 5.1.12 Dizemos que uma dlgebra R € comutativa se for um anel comutativo, ou

seja, para todo a,b € R temos que axb ="bxa.

Definicao 5.1.13 Uma subalgebra de uma dlgebra R é um subconjunto nao vazio S C R que
¢ fechado em relacdo as trés operagoes de R, ou seja, este subconjunto € simultaneamente um

subanel e um subespaco vetorial de R.

Vejamos a seguir que o conjunto das matrizes triangulares superiores U,(K), isto é,
matrizes cujos elementos abaixo da diagonal principal sao todos nulos, é uma subalgebra da
algebra M, (K) das matrizes n x n. Como ji vimos, uma algebra é também um espago vetorial,
e consequentemente, uma subalgebra é também um subespaco vetorial. Desse modo, usaremos

o Teorema 4.1.2 para demonstrar os proximos exemplos.

Exemplo 5.1.14 O conjunto das matrizes triangulares Uy(R) € uma subdlgebra da dlgebra
M,(R). E ficil notar que quaisquer elementos de Uy(R) pertencem a My(R), ou seja, Uy(R) é
um subconjunto de Ms(R). Desse modo, sejam A e B € Uy(R) e a € R, tal que

A= a11 Qa2 e B — bi1 bio
0 a9 0 Do

queremos mostrar que aA + B € Us(R).

QA+ B—al M @2 bir b2 _ [ eon aan ) b1y bis
0 ax 0 Do 0  «ag 0 by



aan + b11 aar2 + blg

aA+ B =
0 a22+b22

) € U(R).

Portanto, pelo Teorema 4.1.2, concluimos que o conjunto das matrizes triangulares de

ordem 2 sao subdlgebras das matrizes quadradas de ordem 2.

Exemplo 5.1.15 O conjunto das matrizes triangulares U3(R) € subdlgebra da dlgebra M3(R).

Dessa forma, sejam C, D € Us(R) matrizes triangulares de ordem 3 e o € R, tal que

C11 Ci2 Ci13 dyy dia dig
C= 0 co9 Co3 eD = 0 d22 d23
0 0 C33 0 0 d33

assim como fizemos no exemplo anterior, queremos mostrar que aC + D € Us(R).

Ci1 Ci2 C13 din dia dig acy;p Q@2 Q@C3 din dia dig
OZC+D =« 0 Cog Co23 + 0 d22 d23 — 0 QCog (Co3 + 0 d22 d23
0 0 C33 0 0 d33 0 0 QC33 0 0 dgg

acyy + d11 aciy + d12 QCi3 + dlg
aC+D = 0 (Coa + dog  (vCoz + dos S Ug(R)
0 0 Qcs3 + d33

Portanto, novamente pelo Teorema 4.1.2, concluimos que o conjunto das matrizes tri-

angulares de ordem 3 sao subdlgebras das matrizes quadradas de ordem 3.
Observagao 5.1.16 O conjunto K[x] é uma subdlgebra de K]z, y].

Como o Teorema 4.1.2 é valido também para subdlgebras, podemos reescrevé-lo voltado

para as algebras, e assim temos o teorema seguinte.

Teorema 5.1.17 Seja R uma dlgebra sobre um corpo K e S # () um subconjunto de R, dizemos
que S € uma subedlgebra em R se, e somente se, para cada a, b € R e cada escalar a € K,
aa+bes.

Definicao 5.1.18 Uma subdlgebra I de R é chamada de ideal a esquerda de R se RI C I,

ou seja, ai € I para todo a € R, © € I. De forma similar, é chamada de ideal a direita de
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R se I.R C I, ou seja, ta € I para todo a € R, i € I. Quando I € simultaneamente um ideal

a direita e a esquerda, dizemos simplesmente que I é um ideal de R.

Definicao 5.1.19 Seja S um subconjunto qualquer de R, definimos o ideal gerado por S como
o menor ideal de R que contém S. Este ideal € usualmente denotado por (S), se S é nao vazio,

sendo exatamente o conjunto de todas as somas finitas da forma
a151C1 + A282C2 + ** * + A SmCm
em que a;,c; € R e s; €S, para todo i € {1,2,...,m}

Um ideal I é gerado por um subconjunto S C I se I = (S). Além disso, se existe S tal
que isso ocorra, dizemos que [ ¢é finitamente gerado.

Definiremos a seguir a ideia de homomorfismo no contexto de algebras.

Definicao 5.1.20 Sejam Ry e Ry duas dlgebras, dizemos que a fung¢ao ¢ : Ry — Ry é um

homomorfismo de dlgebras se, para todo a,b € Ry e a € K, temos:
1 pla+b) = p(a) + ¢(b);
2. plaxb) = p(a) x p(b);
3. o(1r,) = Lr,;
4 pla-a) = a-pla).

Observagao 5.1.21 De forma similar a introdugao de homomorfismos de dlgebras acima, in-

troduzimos a nocao de isomorfismo, automorfismo e endomorfismo.

5.2 Algebras Quocientes

Finalmente, agora que ja sabemos o que é uma algebra, podemos falar sobre algebras
quocientes. Nao sera dificil perceber que a construcao dessa estrutura se da de forma semelhante
ao que fizemos nos capitulos anteriores. Mais adiante veremos que o quociente das algebras
desempenha um papel importante na teoria de algebras com identidades polinomiais, mas sem

mais delongas, vejamos a seguir a definicao de classe lateral na algebra.

Definigao 5.2.1 Seja R uma dlgebra e I um ideal em R. Para todo a,b € R podemos estabe-

lecer a sequinte relacao:
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a~bsa—-bel
A relacao acima trata-se uma relacao de equivaléncia sobre R, pois:
1. a~a,poisa—a=0c¢€ I,
2. Sea~b=a-bel=—(a—bel=b—acl=b~a
3. Sea~beb~c=(a—=b)ele(b—c)el=(a—b+(b—c)el=a—cel=ar~c

Definicao 5.2.2 Sejam I um ideal numa dlgebra R e a € R, definimos a classe lateral a

esquerda de a como sendo o conjunto
a+1={a+1 iel}.

Definicao 5.2.3 Denotamos o conjunto formado por todas as classes laterais a esquerda de I

com relacao a R, chamado de conjunto quociente, por
R/r ={a+1I; a € R}.

A seguir veremos que podemos definir a adi¢ao, a multiplicacao e a multiplicacao por

escalar no conjunto #/r.

Adigao em R/I
A expressao a seguir define a adicao em R/ 1

(a+1)+(b+1)=(a+b)+1, Va, beR.

Assim como fizemos em grupos, anéis e espacos vetoriais, verifiquemos que essa operagao
estd bem definida. Desse modo, se a+1=a +1eb+1 =10+ 1, entao existem 1 e x5 € I ,
tais que a = a’' +x1 e b =V + x5. Logo
(a+I)+(b+1) = (a+b)+1
(@' +21) + (V' + 32)) + 1
= (@ +V)+ (x1+22)) +1
= (d+V)+1+ (x1+z2)+1 .
(
(
(

a+bv)+1
a+1)+ U +1)
a+ 1)+ (b+1).

Sejam (a+1), (b+1) e (c+1) R/ I. Verifiquemos, que a adigao definida em £/r obedece

as seguintes condicoes:
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e (Associatividade) (a+ 1)+ ((b+1)+(c+1)) = (a+1)+((b+c)+1) = (a+(b+c))+1 =
((a+b)+c)+I=((a+b)+D)+(c+I)=(a+1)+ (b+1I))+ (c+1I).

e (Elemento Neutro) O elemento neutro das classes de equivaléncia é a classe 0+ 1 = I,
ou seja, o proprio I. De fato, Va+1 € R/I, (a+1)+(0+1)=(a+0)+I=a+1. De
modo andlogo provamos que (0+ 1)+ (a+ 1) =a+ I.

e (Oposto) Para a classe a + I existe a classe (—a) + I, que é o seu oposto. De fato,

(a+ D)+ (—a+I)=(a—a)+I=04+1=1.

e (Comutatividade) (a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1=(0b+a)+1=0+I)+ (a+1).

Multiplicagcao em R/I
A expressao a seguir define uma lei de composicao interna em R/I :
(a+1).(b+1)=(ab)+ 1, Va, beR.

Veremos que estda operacao também esta bem definida. Assim como fizemos para a
adigao, consideremos que se a+ 1 =a'+1 e b+ 1 =V + I, entdo existem x1 e x5 € I, tais que

a=a +x,eb="0+ 1z,

(a+I1).b+1) = (ab)+1
= (' 4+z)(V +a2)+ 1
= (@b +dxs+x.b +x1.00) + 1
(@' + 1)+ ((@'wg + 210 + 21.29) + ), poislé ideal.

el

= db+1
= (a+1I).() +1)
= (a+1).(b+1).

Essa lei de composicao é a multiplicagao em R/I e apresenta as seguintes propriedades:

e (Associatividade) (a+1).((b+1).(c+1)) = (a+1).(b.c+1) = a.(b.c)+1 = (a.b).c+1 =
(ab+1).(c+I)=((a+1).(b+1)).(c+ 1)

e (Distributividade) (a+1)-[(b+ 1)+ (c+ )] =(a+1)-[(b+c)+I]=a-(b+c)+1=
(@-b+a-c)+I=(a-b+1)+(a-c+1)=(a+1)-b+1)+(a+1) - (c+1).
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Nao é dificil perceber que em relagao as operacoes de adicao e multiplicacao o conjunto
R/I , assim como o conjunto quociente A/I visto no Capitulo 3, é também um anel. A seguir,

veremos mais uma operacao que esta definida dentro desse conjunto.

Multiplicagao por escalar em R/I

A expressao a seguir define a multiplicacao por escalar em R/I .
cla+1)=(ca)+I,VacleceF.

Vejamos que esta operacao também estd bem definida. Considerando a + I = o' + I,
assim como fizemos nas operagoes anteriores, temos que:
a+I=d+I=(a—d)el
Para todo escalar ¢ € F tem-se c(a — a’) € I, o que implica que:
cla—d)+1 = 0+1 =
(ca—cd)+1 = 041 =

ca+I = cd+1 =
cla+1) = cld+1).

Sejam (a + 1), (b+1) € B/I e c;, ¢y € F, vejamos que a multiplicagio por escalar

definida em R/I odece as seguintes propriedades:

e (Associatividade) (cic2)(a+ 1) = ((c1e2)a) + 1 = (c1(coa)) + 1 = (¢4 + I)(coa + I).

e (Distributividade) ¢;((a+1)+(b+1)) = c1((a+b)+1) = (c1(a+b))+1 = (cra+c1b)+1 =
(cta+ 1)+ (cb+1)=ci(a+ 1)+ (b+I).

e (Distributividade) (¢; + c2)(a + 1) = ((c1 + c2)a) + I = ((c1a) + (c2a)) + 1 = (c1a +
I+ (ca+I)=ci(a+ 1)+ co(a+1).

Como acabamos de ver, o conjunto R/I ¢ munido também da operacao de multiplicacao

por escalar. Sendo assim, o conjunto R/I ¢ também um espaco vetorial, visto que obedece os
axiomas que definem um espaco vetorial. Portanto, pela definicao 5.1.2 o conjunto das classes

laterais R/I é um algebra.

Observacao 5.2.4 Sejam o escalar 1 € F ea+1 € R/I, entio 1(a+1) = (la)+ I =a+1I.
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Definicao 5.2.5 Sejam R uma dlgebra sobre um corpo K e I uma subdlgebra ideal em R. A

algebra R/I, introduzida pelas consideragoes acima, € chamada de dlgebra quociente.

Teorema 5.2.6 (Primeiro Teorema do Isomorfismo) Sejam R e S dlgebras e ¢ : R — S

um homomorfismo de dlgebras. Entao a aplicacdo

Y R/Nuc(@) — Im(@), definida por (a + Nuc(p)) = ¢(a)

¢ um isomorfismo de dlgebras. Dessa forma
R =) =
/Nuc(gp) = Im(p).

A demonstracao desse teorema segue de forma analoga a demonstragao do Primeiro Te-

orema do Isomorfismo para anéis na pagina 31.

Neste capitulo estudamos a contrucao das algebras quocientes, comecando pela definigao
de algebra, algumas propriedades e exemplos. Por se tratar de uma estrutura que é ao mesmo
tempo um anel e um espaco vetorial, a construcao das algebras quocientes ocorre de forma muito
semelhante ao que fizemos para anéis e espagos quocientes nos Capitulos 3 e 4. Inicialmente
definimos uma relacao de equivaléncia entre os elementos de uma algebra, definimos classes
laterais e o conjunto formado por todas as classes laterais de um ideal I sobre uma algebra
R. Por fim, mostramos que esse conjunto ¢ munido das operagoes de adi¢ao, multiplicacao e
multiplicagao por escalar, operagoes essas que estao bem definidas e que obedecem as condigoes

que definem uma &lgebra. Logo, vimos que o conjunto quociente £/r é também uma algebra, a

Algebra Quociente.
No préximo capitulo, estudaremos um pouco sobre as algebras com identidades polino-

miais, T-ideais e graduagoes.
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Capitulo 6

Algebras com Identidades Polinomiais

Chegamos ao capitulo final deste trabalho. No Capitulo 5 estudamos um pouco sobre
algebras e algebras quocientes. Nesse capitulo falaremos sobre algebras com identidades poli-
nomiais, as Pl-dlgebras, T-ideais, e algebras graduadas. Ao final desse capitulo veremos um

exemplo concreto de dlgebra quociente que desempenha um papel importante dentro da Teoria

de Algebras com Identidades Polinomiais.

6.1 Pl-algebra

Nessa secao estudaremos um pouco sobre dlgebras com identidades polinomiais. Nas

préximas segoes veremos o que sao os T-ideais e Identidades polinomiais graduadas.

Definicao 6.1.1 Seja f(z1,x2,...,x,) € K(X) e seja R uma dlgebra. Dizemos que f(x1,xo, ..., x,)

¢ uma identidade polinomial de R se

f(ai,as,...,a,) =0 para todo ay,as,...,a, € R.

Definicao 6.1.2 Se uma dlgebra R satisfaz alguma identidade polinomial, dizemos que R €
uma algebra com identidades polinomiais, ou simplesmente uma PI-algebra . O polinomio

1denticamente nula € chamado de identidade polinomial trivial.
A seguir veremos alguns exemplos de algebras com identidades polinomiais.

Exemplo 6.1.3 Seja R uma dlgebra comutativa, entao f(x1,xe) = 129 — 2221 € uma identi-

dade polinomial de R.
Exemplo 6.1.4 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade
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f(xl,mz,l”a) = [[331, 952]27353] = (951352 - 1’2551)2353 - $3(9€1$2 - 1’2951)2;

conhecida como identidade de Hall. Logo, My(K) é uma dlgebra com identidade polinomial.

Definicao 6.1.5 O polinémio standard de grau m é dado por:

Sm(T1, To, -+ Tpy) = Z (81n0al0)Te(1)To(2) * * * To(m)-
O’GSm

Exemplo 6.1.6 A dlgebra Ms(K) também satisfaz a identidade polinomial
s4(T1, T2, T3, 74) = 0,

conhecida como identidade standard de grau 4.

Exemplo 6.1.7 A dlgebra U, (K), das matrizes triangulares superiores, satisfaz a identidade
(1, 2a] . .. [Ton_1, Ton)

A seguir veremos algumas defini¢des fundamentais para entendermos os proximos exem-

plos.

Definicao 6.1.8 Dizemos que uma dlgebra R é uma nil dlgebra se para cada a € R existe um
numero n € N tal que a™ = 0. Esse numero n é chamado de indice de nilpoténcia do elemento

a.

Definicao 6.1.9 Dizemos que uma dlgebra R é nilpotente se existe um nimero n € N fizo,
tal que o produto de quaisquer n elementos de R seja igual a zero. O menor numero n com

essa propriedade é chamado de indice de nilpoténcia da dlgebra R.

Exemplo 6.1.10 Toda nil dlgebra de indice limitado n € uma dlgebra com identidades polino-

miais, pois satisfaz a identidade f(x1) = x¥.

Exemplo 6.1.11 Toda dlgebra associativa nilpotente de classe n — 1 € uma dlgebra com iden-

tidades polinomiais, pois satisfaz a identidade f(x1,To,...,Ty) = 122 ... Ty.

Agora que ja vimos alguns exemplos de PI - dlgebras, é natural que vejamos pelo menos

um exemplo de uma algebra que nao é PI - algebra.

Exemplo 6.1.12 A dlgebra K(X) ndo é uma Pl-dlgebra.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que f(xq,...,x,) seja uma identidade polinomial
nao-nula de K(X). Logo, f(x1,...,2,) = f(fi(x1),..., fulzn)) = 0 onde fi(x;) = x; para 1 <
i <n, o que € absurdo, pois f(xq,...,x,) # 0.
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6.2 T - ideal

Seja R uma algebra. O conjunto de todas as identidades polinomiais de R é denotado
por T'(R), ou seja, T(R) = {f € K(X) | f é uma identidade polinomial de R}.

Teorema 6.2.1 Seja R uma dlgebra, o conjunto T(R) é um ideal de K(X). Além disso, ele

possui a propriedade de ser invariante por endomorfismos de K(X).

Observacao 6.2.2 Dizer que T'(R) € invariante por endomorfismo de K(X) significa dizer que
para todo f(xq,...,x,.) € T(R), podemos trocar qualquer z;, i = 1,...,r, por qualquer elemento

de K(X) e f continuard sendo identidade polinomial de R.
Definicao 6.2.3 Dada uma dlgebra R, chamamos T(R) de T-ideal de R.

Exemplo 6.2.4 Dos exemplos 6.1.4 e 6.1.6 da se¢io anterior temos que [[T1,72)%, x3] € 84

estao no T- ideal T (M5 (K)).

A seguir, veremos a definicao de base de um T-ideal. E importante destacar que a base
da qual falaremos é diferente da base que estudamos em &lgebra linear.

A intersegao de uma familia de T-ideais é também um T-ideal. Dessa forma, dado um

subconjunto S C K(X), podemos definir o T-ideal gerado por S, denotado por <S)T, como

sendo a intersegao de todos os T-ideais de K(X) que contém S.

Definicdo 6.2.5 Se S C T(R), tal que (S)" = T(R), dizemos que S ¢ uma base das identi-
dades da dlgebra R.

A seguir, veremos alguns exemplos de bases das identidades para algumas algebras.

Exemplo 6.2.6 Se K é um corpo de caracteristica zero, entio uma base do T-ideal T'(My(K))

¢ dada por
{s4(x1, 22, 73, 74), hs (21, T2, 73) }
onde, hs € uma identidade de Hall, de modo que hs(z1, 2, x3) = [[21, 12)%, x3].

Exemplo 6.2.7 Se K é um corpo infinito de caracteristica maior que 3, entao uma base de

T(My(K)) € dada por
{84(3717 Zo, T3, 'T4)7 [[xla .’,L'Q] o [l’3, 1'4]7 1'5}

em que aob=1/2(ab+ ba).

Ja quando K é um corpo infinito de caracteristica igual a 3, uma base para T'(My(K)) é
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{s4(w1, m2, 23, 24), [[71, T2] © [23, 24, 5], 76 (21, - - 6) }
em querg(xy, ..., xg) = [x1, To]o(uov) =1 ([21, u, v, To]+[21, V, U, To]—[22, U, T1, V][22, v, 11, u]) com u =
(3, 24) € v = |25, 2¢].

Exemplo 6.2.8 Seja K um corpo infinito, entdo

{[[El, CL’QHZEg, ZE4] ce [Ign_l, J]Qn]}

¢ uma base de T'(U,(K)).

Defini¢ao 6.2.9 A dlgebra quociente ¥X)/1 serd chamada de dlgebra relativamente livre

quando I for T-ideal das identidades polinomiais de alguma dlgebra R.

6.3 Identidades graduadas

Nessa secao falaremos um pouco sobre as identidades graduadas, estrutura adicional
ao que fizemos na secao 6.1. As graduacoes nada mais sao do que a quebra de algebras em

subespacos como soma direta bem comportada para a multiplicagao.

Definigao 6.3.1 Seja (G, x) um grupo. Uma dlgebra R é dita G-graduada se temos uma
familia de subespagos {R, : g € G} de R tal que

R=ER,

geG

com RyRy, C Ry, para quaisquer g,h € G, se G for grupo aditivo.

Se G for grupo multiplicativo, podemos ainda definir R = ®g€G Ry, com RyR;, C Ry,
para quaisquer g, h € G.
R, € uma G-

Nessas condigoes, em qualquer um dos casos, dizemos que R = @geG

graduacgao de R.

Definicao 6.3.2 Os celementos R, da definicio anterior sio chamados de elementos ho-

mogéneos de grau g.
A seguir, veremos alguns exemplos de G-graduacoes.

Exemplo 6.3.3 Qualquer dlgebra R possui a sequinte G-graduacdo: Ry = R e Ry, = 0 para
todo g € G — {0}. FEssa graduagdo é chamada de graduagao trivial .
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Exemplo 6.3.4 Consideremos R = M,(K). E facil ver que My(K) = Ry @ Ry, sendo Ry =

0 0
au va;; EKp e Ry = 2 ca;; € K 3 uma Zy-graduagao de My(K).
0 ax az 0

Vejamos que o exemplo acima pode ser escrito de uma forma mais geral.

Exemplo 6.3.5 Seja n um inteiro positivo e R = M,(K). Para todo t € 7Z,, considere o
subespago M, (K); como subespaco gerado pelas matrizes {e;;} tais que j —i =1t. Assim, temos
uma Zy-graduagao de M,(K), dada por R = @,y Mn(K);. Chamamos essa graduagdo de

Zy~-graduacao usual.

Observacao 6.3.6 Na graduagao do exemplo 6.3.4, as matrizes elementares sao elementos
homogéneos, onde e11,e29 € Ry € e12,e97 € Ry. A partir dai temos a ideia que nos leva ao

conceito de graduagao elementar.

Definicao 6.3.7 Seja R uma dlgebra de matrizes G-graduada tal que todas as matrizes ele-
mentares sao elementos homogéneos. FEsta graduacao é chamada de graduacao elementar

ou boa graduagao .
Vejamos alguns exemplos a seguir.

Exemplo 6.3.8 Sejam R = M, (K) et € Z, tal que

. 0 sellzn
me (eij:j—i=t) ,selt|<n

E fdcil ver que R = D,cz Mn(K)y defini uma Z-graduagao de M, (K), que serd chamada de

Z~graduagao usual.

Exemplo 6.3.9 Do exemplo anterior, consideremos n = 2. Assim, para R = My(K) temos a

Z-graduagao usual dada por

{0 (5 = {(0)]

com a;; € K para todo i,j € {1,2}.

Observe que no exemplo acima nao usamos todos os elementos de Z como indices para
os subespacos nao nulos de R, como fizemos no exemplo 6.3.4. A partir dai, podemos introduzir

o conceito de suporte de uma G-graduacao.
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Definicao 6.3.10 Seja R uma dlgebra G-graduada. Chamamos de suporte da G-graduacao

de R o conjunto
supp(R) ={g € G : Ry # 0}.

Exemplo 6.3.11 No exemplo 6.3.4 temos que |supp(Ms(K))| = 2, em relag¢ao a Zo-graduagao

usual. Jd no exemplo 6.3.9 temos que |supp(Ms(K))| = 3, em relagdo a Z-graduagdo usual.

Exemplo 6.3.12 Sejam R = My(R) e t € Q*, tal que

th{ < {0} cset & {1,2,1)2}

eijifi=t) ,sete{l,2,1)}

Dessa forma, temos

a 0 0 a 0 0
MyR) = | "M B 2 e =R ® Ry @ Ry,
/

0 ag9 0 0 agq 0

com a;; € R, para todo 1,7 € {1,2}. Logo, |supp(M>(R))| =2, em relagdo a Q*- graduagdo.

Exemplo 6.3.13 Consideremos em R = My(K) a G-graduagdo dada por

Ro=4[ " " )iwveKk}, R, = YV ) uveKkY, R, =0
bv u -bv —u

para todo h € G —{0,g} em que g € G é um elemento de ordem 2 e b € K — K2
Dessa forma, temos que |supp(M2(K))| = 2. Vale ressaltar que como g tem ordem 2,

temos supp(My(K)) ~ Zs, neste caso. Logo, podemos dizer que estd é uma Zs-graduagdo de
M, (K).

Proposicao 6.3.14 Seja R uma dlgebra G-graduada, entdio 1 € Ry.

Definicao 6.3.15 Sejam R e § dlgebras G-graduadas. Um homomorfismo ¢ : R — S é G-
graduado se p(R,) C ¢(S,) para todo g € G.

A seguir introduziremos a nogao de algebra associativa livre G-graduada, para posteri-
ormente definirmos identidade polinomial G-graduada e T-ideal G-graduado.

Seja G um grupo, e para todo g € G consideremos um conjunto infinito enumeravel
X, tal que X, N Xy =0, se g1 # g2. Sejam também X = {J, ., X, e K(X) uma &lgebra

geG
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associativa livre com unidade. Definimos para x; € X, como X = (JX,, 3 g € G tal que
x; € X,. Definimos a(z;) = g, a(l) = 0 e, para x129- - - x,,, tem-se que a(xizy---T,) =
a(ry) + alxs) + -+ 4+ a(z,). Se m é um monomio de K(X), entdao a(m) é o G-grau de
m. Seja K(X), o subespaco de K(X) gerado pelos monomios de G-grau g. E facil ver que
K{X) = D,cc K{X)y, K(X)JK(X)p = K(X)44n para todo g,h € G, e K(X) é uma dlgebra

G-graduada, chamada de algebra associativa livre G-graduada .

Definigao 6.3.16 Seja R = @, o R, uma dlgebra G-graduada e f(z1,22,...,2,) € K(X). O

geG
polinémio f(z1,xs,...,x,) # 0 € uma identidade polinomial G-graduada, ou simplesmente

uma identidade G-graduada de R se
flar,ag,...,a,) =0 para todo a1, as, ... ,a; € Raz,)-

Definicao 6.3.17 Se uma dlgebra G-graduada R satisfaz alguma identidade polinomial G-

graduada, dizemos que R ¢ uma PI-algebra G-graduada.

Definicao 6.3.18 Seja K(X) uma dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K(X)
¢ um Tg-ideal, ou um T-ideal G-graduado, se p(I) C I para todo endomorfismo G-graduado
¢ de K(X). Em outras palavras, dizemos que I é um Tg-ideal se f(g1,92,...,9n) € I, para
quaisquer f(x1,22,...,2,) € I € g € K{X)q@,) comi=1,2,...,n.

Observagao 6.3.19 A nocdo de Ti-ideal gerado por um subconjunto S de K(X) € andloga a

ideia de T-ideal gerado por S. Sendo assim, denotaremos por (S)1¢ o Tg-ideal gerado por S.

A seguir veremos um exemplo no qual é aplicada a dlgebra quociente e diversos conceitos
trabalhados ao longo dos capitulos 5 e 6. O exemplo trata-se de uma proposicao da teoria de
algebras com identidades polinomiais que é fundamental na busca por geradores de T-ideais da
algebra de matrizes M, (K), pois facilita as contas e nos permite encontrar tais geradores.

Antes de enunciarmos a proposicao, denotemos por I o 77,-ideal graduado gerado por
Y1Y2 — YoU1 € 212223 — 232221 € por F(My(K)) a subdlgebra de MQ(K[yi(j), zi(j);z' >1,5=12]),

gerada pelas matrizes
1) (2) 1) (2)
Y; Y; Z % 2
Ai: GBZ': s be K—-K-.
(oo s ) o5~ (oo o)
Notemos que j indica a diagonal da matriz na qual estao os elementos.

Proposicao 6.3.20 A dlgebra graduada K<X>/T22(M2(K)) ¢ isormorfa o dlgebra F(My(K)).
Quando G = Z,,, o Tg-ideal € denotado por T,.
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Demonstragao: Defina as matrizes Y; = ygl)(en +eg9) +y§2)(612 +besy) e Z; = zi(l)(en —eg9) +

L@

.7 (e12 — bear), em que b € K — K2 Repare que Y; e Z; sdo, respectivamente, A; e B;.

Entao, defina ¢ : K(X) — F(Ms(K)), (1, s Yn, 21, 2n) = @Y1, Yo, Z1, - Zy),
por o(y;) =Y e p(z) = Z;. E facil ver que, ¢ é um homomorfismo sobrejetor de algebras e
Nuc(p) = To(My(K)). Logo, pelo Teorema 5.2.6, a dlgebra graduada K(X) /1, (11, (K)) é isomorfa
a algebra F(My(K)). m

Essa proposicao ¢ utilizada na demonstracao de um teorema da teoria de dlgebras no qual
¢é dada uma base para as identidades polinomiais graduadas. Além disso, podemos perceber que
a lgebra graduada K(X) /TQ(MQ (K)), na qual K(X) é uma algebra associativa livre G-graduada
e To(M(K)) um T-ideal de K(X), trata-se de uma algebra quociente, em especial, uma algebra

relativamente livre graduada.
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Conclusao

Ao longo do trabalho vimos como é a construcao do quociente em algumas estuturas
algébricas. Comecando pelos classicos, estudamos essa construcao nos grupos, anéis e espagos
vetoriais, nossos conhecidos das disciplinas da graduagao.

No Capitulo 5, no entanto, estudamos o quociente de uma estrutura um tanto estranha, a
algebra, que a grosso modo, podemos dizer que é um anel e um espaco vetorial ao mesmo tempo,
uma vez que respeita as propriedades que definem essas duas estruturas simultaneamente.

Para a construgao da algebra quociente, tomamos uma &algebra R e uma subéalgebra [
ideal em R. Assim como fizemos nas demais estruturas, definimos uma relagdo de equivaléncia
entre seus elementos, definimos as classes laterais, e por fim o conjunto das classes laterais de

I com relacao a R, denotado por
Rir={a+1; a€l}.

Nesse conjunto, definimos as operacoes de adicao, multiplicagao e multiplicacao por
escalar, mostrando que as mesmas estao bem definidas e, a partir dai, foi facil verificar que o
conjunto quociente das classes laterais é também uma algebra, a algebra quociente.

No capitulo seguinte buscamos nos aprofundar um pouco mais na teoria de algebras e
estudamos as algebras com identidades polinomiais e as algebras com identidades polinomiais
graduadas. Ao final desse capitulo, trazemos um exemplo que une algumas defini¢Ges vistas
durante esses dois capitulo finais que desempenha um papel importante na teoria de algebras.

Das observacoes feitas ao longo desse estudo, o que se pode dizer é que a construcao
do quociente em todas as estruturas segue um padrao. Em todas as construcoes foi necessario
definir uma relagao de equivaléncia entre os elementos do conjunto e definir as classes laterais
a esquerda e a direita. Com excecao de grupos, nas demais estruturas as classes laterais a
esquerda e a direita coincidiam.

Em todas as construgoes precisamos de subconjuntos, e em alguns deles possuiam ca-
racteristica especiais, como os subgrupos normais e os ideais, em grupos e anéis. A partir dai,

definimos um conjunto que continha todas as classes laterais, chamado de conjunto quociente.
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Dentro desse conjunto definimos operacoes que por sua vez obedeciam as mesmas proprieda-
des que definiam os conjuntos trabalhados, o que fazia do conjunto quociente uma estrutura
algebrica como aquela que estava sendo estudada.

Percebe-se ainda que em alguns casos o quociente desempenha papéis importantes, como
em anéis, quando transforma algo de dimensao infinita em algo de dimensao finita, ou em
algebras em que hé um quociente que desempenha um papel importante na busca por geradores
dos T-ideais da dlgebra My (K).

A ideia que fica a partir desse estudo, em especial a partir das semelhancas e diferencas
observadas, ¢ que podemos fazer essa ligacoes entre as estruturas algébricas ao estuda-las sepa-
radamente. Isso pode facilitar a compreensao. Essa ideia de fazer ligacoes entre as estruturas
algébricas pode estender-se para outros conceitos, seja analisando as particularidades de cada

uma ou analisando o que ha em comum.
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