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Resumo

Este trabalho visa a discussao de tempo e precisao de métodos numéricos, utilizando
como problemaéticas exemplos de EDOs de primeira ordem com problema de valor inicial,
empregando como exemplos solugoes extensas ou nao existentes. No trabalho sao utilizados
dois exemplos, o primeiro a solucao particular é demasiada extensa na solucao, ademais, é
dificil de se trabalhar a substituicao da variavel independente. E, a segunda nao se tem
uma solucao analitica dos métodos de solucoes particulares que foram estudados. Para a
verificacao da existéncia de solugdo, foram estudados o fator integrante, a equagao exata
e o método das varidveis separaveis. Os métodos numéricos escolhidos para o trabalho
foram o método de Euler, Euler melhorada e Runge-Kutta. Os métodos numéricos foram
implementados no programa gratuito Scilab. A discussao vista no ultimo capitulo vai
verificar um comparativo de cada método e qual decidir a melhor aproximacao, tanto no

aspecto de execugao do programa, quanto na precisao dos resultados.

Palavras-chave: EDO, Método numérico, PVI
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Introducao

Este trabalho visa o estudo de métodos numéricos para EDO’s de primeira ordem,
nos quais, pode-se ter uma aproximacao satisfatéria, ocupando menos tempo com resolugoes
analiticas extensas ou auxiliando em solug¢oes que nao existem. A escolha do trabalho
se deu a partir do meu interesse em programacao e na disciplina de calculo numérico,
visando a parte da EDO como uma extensao dos estudos da disciplina. P software gratuito
Scilab, foi escolhido a partir da proximidade com o programa, visto que ja estava sendo

trabalhado em célculo numérico com o professor.

A importancia da EDO nos dias atuais é bastante vasta, destaca-se sua importancia
na matemadtica, fisica e em areas afins como engenharia, economia e em ciéncias. A aplicagao
¢é diversa, desde o estudo de populacao, posicao e a velocidade de um corpo. Entretanto,
diversos campos exigem somente a resolu¢ao numérica de uma EDO. Justificando, com isso,
a importancia da obtencao de aproximagoes. Além disso, pode-se destacar a vantagem da
velocidade, ja que é demasiado os esforcos e calculos para obter a resposta de uma EDO, e
algumas nao tem uma resolucao algébrica. Ademais, é visto dois pontos importantes nos
métodos numéricos, a precisao e a velocidade. Qual método pode oferecer uma velocidade

de aproximacao satisfatéria e apresentar uma melhor aproximacao do resultado exato?

Os métodos de resolugao analitica de EDO’s de primeira ordem empregados para o
trabalho, sao o fator integrante, a equacao separavel e a equacao exata. Logo, os exemplos
verificados e aplicados ao longo da monografia, foi-se verificado a solugao ou a possivel
solucao em ambos os métodos. Na parte numérica, foram estudados o método de Euler,
Euler melhorada e Runge-Kutta. O método de Euler é derivado do estudo da expansao
de Taylor de uma varidvel, e os métodos restantes ¢ derivado da solugao do sistema
linear, igualando a expansao de Taylor de uma varidvel com a expansao de Taylor de duas

variaveis.

Entretanto, apesar de existirem distintos métodos para a resolucao de uma equacao
ordinéria de primeira ordem, existem varios modelos de EDO em que nao se tem uma
resolugao analitica ou, em alguns casos, a resolucao analitica ¢ devidamente extensa. Em
ambos o0s casos, quando o objetivo é somente a resolucao numérica da EDO, o que podemos
fazer? Demanda um tempo significativo na resolucao, quando existe e é extensa. Mas, o

problema principal é quando nao temos uma solugao analitica. Com isso, devemos recorrer
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aos métodos numéricos, verificando uma melhor aproximacao do resultado exato. Mas,
qual método deve ser escolhido? O mais preciso e que demanda mais tempo? ou o menos
preciso e que demanda menor tempo na resolucao? Essas perguntas serao respondidas
ao longo do trabalho, utilizando os algoritmos que foram desenvolvidos no decorrer dos

estudos.

O trabalho foi organizado em cinco capitulos.

No primeiro capitulo traz uma breve histéria do estudo de EDO’s assim como das
aplicacoes numéricas.

O segundo capitulo, visa discutir a respeito da EDO, o problema de valor inicial e

as solugoes analiticas estudadas para o trabalho.

O terceiro capitulo, discute a respeito dos métodos numéricos utilizados, como sao

desenvolvidos uma pequena discussao sobre o erro de cada método.

O quarto capitulo traz a resolucao de dois exemplos utilizando os métodos numéricos,
o primeiro exemplo tem uma solucao analitica extensa e o segundo nao tem uma solucao
analitica, pelos métodos de resolucao estudados, mas tem-se a solugao geral da EDO. Além

disso, serao vistos os valores exatos de cada passo e a diferenca nos valores distintos.

O quinto capitulo destaca a aplicagao numérica, visando a discussao a respeito do

tempo de cada resolucao.

O sexto e ultimo capitulo, a conclusao do trabalho, resume as aproximacoes e o

tempo empregado nos programas.

Nos anexos, estao os métodos numéricos desenvolvidos por mim, para a obtencao e

analise das aproximacoes.
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Capitulo 1

Aspectos Historicos

A histéria da matematica é extensa e muitas vezes nao tem a discri¢ao correta de
como ocorreram suas descobertas. Entretanto, é de extrema importancia conhecer suas
atribuigoes e sua evolugao ao longo dos anos. Por ser uma area vasta, sera apresentado
matematicos e fisicos que contribuiram para a area de pesquisa de EDOs de primeira ordem,
e, que contribuiram para a area da computacao, obtendo as aproximacoes numéricas para

as aproximagoes das EDO’s.

As perspectivas histéricas das equagoes diferencias ordinarias de primeira ordem
estao intrinsecamente ligados a evolugao geral da matematica. Os estudos da EDO teve
inicio com Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) no século
XVII. Newton contribuiu, classificando as equacoes diferencias de primeira ordem como:
% = f(x), % = f(y) e % = f(z,y). Também Desenvolveu um método de resolugao da
ultima, utilizando séries infinitas. Suas pesquisas e resultados s6 foram divulgados em
1687, pois muitos estudiosos na época s6 publicavam os resultados entre amigos, por medo

de chacotas, caso sua teoria fossem provadas como errados.

Leibniz(1646-1716), teve contribuigdes significativas na drea de EDO de primeiro
grau. Em 1691, desenvolveu os métodos de separacao de variaveis, reducao de equagoes
homogéneas e separaveis. Ademais, em 1694, desenvolveu um procedimento para resolver

equagoes lineares de primeira ordem.

Leonhard Euler(1707-1783), conhecido como o grande matematico do século XVIII,
além de contribuir em problemas de mecanica e no desenvolvimento de métodos para sua
solucao, identificou a condigao para que as EDQO’s sejam exatas, além de desenvolver a

teoria do fator integrante.
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Capitulo 2

Equacao diferencial ordinaria de

primeira ordem

Neste capitulo, serao apresentados o que é uma EDO de primeira ordem, e os

métodos analiticos estudados para as resolugoes dos exemplos na aplicacao.

Uma equacao diferencial é uma equagao que envolve uma funcao desconhecida e

suas derivadas, em outras palavras, sejam y uma funcao, x sua variavel independente e n

nimero inteiro positivo entao, uma EDO é uma igualdade que envolva z,vy, v/, y", ..., y™.
Exemplo:
dy Ly _ o5
dz + g — €2

A ordem de uma EDO ¢ o valor da maior derivada que se encontra nela. Exemplo:

dy ¥y _ %
d$+2_€2

dy® x dy? dy _ .4
dx + 2e dzx +yd:c—x

dy® dy _
dx +xdx_2

Que apresentam ordem igual a 1, 3 e 5, respectivamente.

Uma solugdo de uma EDO é uma funcao y que verifica o resultado da equacgao

para todo x. Exemplo:
2
hry=0

Observe que uma solugao para essa EDO sera y(x) = ¢;.sin(x) + 9. cos(x), em que

c1, ¢o sao constante. Note que:

y'(z) = ¢y cos(x) — cosin(x)
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e
y"(z) = —cy sin(x) — ¢z cos(x), logo:

y'(z) + y(x) = —cysin(z) — co cos(x) + ¢ sin(z) + ¢ cos(z) = 0.

Uma solucao particular de uma EDO é uma resolugao especifica da solugao geral.

No exemplo anterior, tomamos ¢; = co = 2, entdo uma solucao particular seré:
y(x) = 2sin(z) 4+ 2 cos(x)
O Problema de Valor Inicial (PVI) consiste em uma EDO e uma condigao com
a fungdo y. Sujeita a uma condigdo inicial que chamaremos de y(z¢) = yo, em que g é

um numero qualquer dentro de um intervalo I e yy ¢ um nimero real. Utilizando como
exemplo a EDO e o PVI:

y —y=0
y(0) =1

Observe que uma solugao é y(x) = ¢;e”, satisfazendo a igualdade.

Yy = e’

Yy = ce”
Em que:
Yy —y=-ce* —ce* =0
Aplicando o PVI:

y(xg) = cre™

Logo, a solucao do PVI é:
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Os métodos numéricos é a aplicagdo de um algoritmo, em que, podemos resolver
problemas matematicos, com o objetivo principal de encontrar solu¢oes aproximadas para

exemplos complexos.

Os métodos da solugdo de uma EDO que serdao apresentados, sao denominados
métodos analiticos, em que, minha solucao pode ser encontrada de maneira explicita.
No qual, para determinar as solucoes, devera reconhecer o tipo de EDO que esta sendo

trabalhada, e, distinguir qual método eu posso chegar em uma solugao geral.

2.1 Fator integrante

Para utilizar o método do fator integrante, a EDO deve se apresentar da seguinte

forma:

Y +p(t)y = g(t) (2.1)

O objetivo é multiplicar 2.1 por um "fator integrante'e coloca-l4 em uma forma "in-
tegravel". Multiplicando ambos os termos da igualdade por uma funcao p(t) indeterminada.

Tem-se:

p(t)y + pt)p(t)y = u(t)g(t) (2.2)

Deve-se reconhecer o lado esquerdo como a derivada de alguma fun¢do. Um fato
importante que dos dois termos do lado esquerdo, um dos termos é p(t)y’ pela regra de
cadeia de uma funcao de duas varidveis, temos a hipdtese que se a derivada iy’ sugere
que ¢ uma derivada parcial de alguma funcao desconhecida, se for verdadeira, logo,
wu(t)p(t) = 1'(t) tem que ser verdade. Supondo inicialmente que p(t) é positiva, podemos

escrever da seguinte forma:

'(t
v =p()
Sem perda de generalidade, podemos reescrever a fracado como:

Slnp(t) = p(t)

Integrando ambos os lados, tem-se:

Inp(t) = [p(t)d(t) + ¢

Aplicando ¢ = 0, logo:
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In ju(t) = [ p(t)d(t)

Sem perda de generalidade:
u(t) = el v

Observe que pu(t) tem que ser positiva.

Determinado o fator integrante, volta-se para 2.2} satisfazendo a igualdade com o

fator integrante, tem-se:

[(t)y] = p(t)g(t)

Integrando ambos os membros, tem-se:

u(t)y = | p(t)g(t)dt + c

ou

Obtendo dessa forma a solugao geral.

Teorema 2.1.1. Se as fungdes p e g sdo continuas num intervalo aberto I: a <t < /3, que
contém o ponto t = ty, entdao existe uma tnica fun¢ao y = ¢(t) que satisfaz a equagao
diferencial ¢’ + p(t)y = g(t) para cada t em I e que também satisfaz a condicao inicial y(ty)

onde 7 é um valor inicial arbitrario.

Demonstracao: A demonstracdo desse teorema se da pelo desenvolvimento do
fator integrante. Foi demonstrado que dada a equagao y' + p(t)y = g(t), temos a solugao
Yy = %. Analisando mais a fundo, pode-se observar que a equacao devera ter uma
solugao. Dado que p é continua para a <t < [3, e, u esta definida nesse intervalo, e é uma

fungao diferencidvel nao nula. Multiplicando a equagao por pu(t) obtem-se:

[(t)y]" = p(t)g(t)

Como 1 e g sdo continuas, a fungdo u.g é integravel e a equagao [u(t)y] = u(t)g(t)

leva a y = %. Ademais, a integral de u.g é diferenciavel, de modo que y, dado
por y = %, existe e é diferenciavel no intervalo o < ¢ < . Substituindo o valor

de y, temos:
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() Y = ) ).y = () R ) MO L

w(t) 1(t)

M/(t)fu(t)g(t)dHc 4 p(0)-9()-pO—p' @) [ 1O _ p(t).g(t)put) _ u(t).g(t) m

w(t) u(t) w(t)

Logo, a expressao ¢ satisfeita no intervalo a < t < . Para finalizar, a condigao
inicial determina a constante ¢, de modo que vai existir apenas uma solucao para o

problema.

Observe que o teorema acima afirma que dado um problema de valor inicial tera
uma solucao, além disso, garante a existéncia e a unicidade da solucao do problema com
PVI.

Exemplo 1: Dada a EDO abaixo, encontre a solu¢do do problema de valor inicial
dado:

Observe que é da forma entao:

' (t) — yu(t) = 2te® pu(t), com, p(t) = e P ademais, p(t) = —1, entdo, o fator

integrante ¢é:

Substituindo pu(t).

ye t —ye t = 2te?te !

/! ,—t

y'e
Lly.e™!] = 2te!

—ye ! = 2te!

Integrando ambos os lados

ye ! = [2teldt

Resolvendo a integral acima, utilizando integragao por partes, temos:

u =2t dv = et

du = 2 v=c¢e
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I = 2te' — [2etdt

I =2tet —2et + ¢
Substituindo,

ye t = 2te! — 2et + ¢

_ 2te!—2et+4c
y = Ae=2de

y = 2te* —2e* + ¢
Substituindo o PVI.

1=12.0.2—2e2.0 + ¢
1=-2+4+c¢
c=3

Logo, a solucao particular é:
y = 2te? — 2e* + 3

2.2 Meétodo das variaveis separaveis

Uma EDO de primeira ordem pode ser encontrada da forma

&= flay)
Pode-se reescreve-la como:
M(z,y) + N(x,y)flgyc =0 (2.3)
E facil verificar essa equivaléncia, ja que podemos tomar M(z,y) = —f(z,y) e

N(z,y) = 1. Caso M seja uma fungdo apenas de x e N seja uma funcdo apenas de y, a

equacao se torna:

Sem perda de generalidade

M(z)dx + N(y)dy =0 (2.4)
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E dita separével.

Na resolugao, integra-se M (x) em relacao a x e N(y) em relagao a y.

Teorema 2.2.1. Sejam as funcgoes f e % continuas num certo retangulo a < t < f3,
v <y <9, que contém o ponto (tg,yp). Entdo, num certo intervalo to — h < t < tg + h,

contido em o < ¢ < 8 hd uma unica solu¢ao y = ® do problema de valor inicial

y/ - f(tvy)

y(to) = Yo

A demonstragao do teorema é demasiada complexa, mas se encontra no livro [2]

Exemplo 1: Dada a EDO abaixo, encontre a solu¢ao do problema de valor inicial

dado:

Observe que pode-se modificar para que fique da forma [2.4]

Sem perda de generalidade:

& =01-22)y

% = (1 —2x)dx

(y*)dy = (1 — 2z)dx

Integrando ambos os lados, o lado esquerdo em relacao a y e o lado direito em

relacdo a x, tem-se:
Jy?)dy = J(1 — 2z)dz

Resolvendo as integrais:

_ —241 -1 _
f(y Q)dy = y72+1 = % =Y !
(S

[(1—=2x)dx = [1.de— [2z.de =2 — 2°

Substituindo:
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—yl=z—-2*+c

yl=—x+a2?+c

_ 1
Y= s77e

Aplicando o PVL.

Logo, a solucao particular é:

r—1x2—6

2.3 Equacoes exatas

Tome uma equagao diferencial do tipo M (z,y) + N(z,y)y’ = 0 de forma que nao
se pode alterar a estrutura da EDO, como feito no método das variaveis separaveis.

Suponha que se pode identificar uma fun¢ao w de forma que:

M(z,y) §;<x,y> ~ N(x.y) (2.5)

Se w(z,y) = ¢ obedecer implicitamente a equac¢ao y = f(z), como uma fungao
derivavel de x, entao:

M(z,y) + N(z,y)y =2

—-5;(m,y)+—%§(x,y)y’::é%aﬂx,f(xﬂ =0

E denominada equacgdo exata, tendo a solugdo w(z,y) = ¢, onde ¢ é uma constante
arbitraria.

Teorema 2.3.1. Sejam M, N, M, e N,, onde os indices inferiores simbolizam derivadas

parciais, fungoes continuas no dominio retangular R: a < x < 3,7 <y < ¢, entao:
M(z,y) + N(z,y)y’ =0
¢ uma equacao diferencial exata em R se e somente se
My(x,y) = Na(z,y)

em cada ponto de R. Isto é, existe uma funcdo w, que satisfaz as equagoes.

19
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we(x,y) = M(z,y) e wy(z,y) = N(z,y)
se, e somente se, vale a equagao
My($a y) = Nx(xa y)

Demonstracao:

A prova do teorema é constitui-se em duas partes. Primeiro, vai verificar que se
tiver uma fungao w tal que w,(x,y) = M(z,y) e wy(z,y) = N(x,y) ocorra, entdo, segue
que M, (z,y) = N,(z,y). Calculando 2.5 irar obter:

My :wil?y(xvy> Nat(x’y) :wyw(xay)

Como M, e N, sao continuas, segue-se que Wy, (z,y) € wy,(x,y) sdo continuas

também, garantindo a igualdade, tornando M, (z,y) = N,(z,y) verdade.

Agora sera mostrado que se M e N satisfazem M,(z,y) = N,(z,y), etndo. A

demonstragao envolve a construcao de uma fungao w que obedece [2.5]

Integrando w,(z,y) = M(z,y) em relagao a x, temos:
wiz,y) = [ M(z,y)dz + h(y) (2.6)

A funcao h é uma funcgao arbitraria de y, que é uma constante arbitraria.

Agora, precisa-se mostrar que sempre pode-se escolher h(y), tal que w, = N. De

derivando ambos os lados em relacao a y, tem-se:

wy(@,y) = g | M(z,y)dx + h(y) = [ My(z,y)dx + h'(y)

Tomando w, = N e resolvendo h/(y)

W(y) = N(z,y) — [ My(z,y)dz

Derivando o segundo membro em relagao a x, temos:

Ny(z,y) — M,y(,y)

o que é zero. Substituindo a funcdo h(y) em [2.6] logo, tera:

w(z,y) = [ M(z,y)dx + [[N(z,y) — [ My(z,y)dz]dy
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Obtendo assim a demonstracao e a solucao geral. B

Exemplo: Resolva a EDO:
2z + % + 2xyy’ =0

Primeiro devemos verificar se a equacao é exata.
Tomando M(x,y) + N(z,y)y’ = 0, entdao M(z,y) = 2z +y* e N(z,y) = 2zy

Observe que:
My(z,y) =2y = Ny(z,y)

Logo é exata. Entao, existe w(x,y) tal que:

wa(x,y) = 22 + y?
(]

wy(z,y) = 2y
Tomando a primeira equacao, e integrando em relagao a x:
w(z,y) =2+ v’z +g(y)
Agora derivando em relacao a y e tomando w, = N. Logo:
wy(z,y) =0+ 2yz + ¢'(y) = 2y
Isso implica que

9'(y) =0 g(y) =0c

Logo, a solucao ¢

w(r,y) =2 +y’r +c
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Capitulo 3

Métodos numéricos para resolucao de
EDO’s

Antes de introduzir a parte tedrica do método de Euler, serd necessario verificar
algumas deducgoes do método das diferencas finitas. Supondo que os métodos numéricos
estdo na discretizacdo do continuo. Temos como primeiro passo definir essa discretizacao
em uma regiao, denotado como malha. Seja entao xy o ponto inicial da regiao, logo,

utilizando o passo h, tera:

To = X
r1 =20t h
To = 29 = 2h
r3 = x9 x 3h

As aproximagoes de y(z) serdo calculados nos pontos dessa malha. Como uma
EDO vai envolver derivadas, entdo, tera que definir a discretizacao das derivadas. Como
instrumento de apoio, é utilizado a expansao da série de Taylor de uma variavel, que

podemos observar varios fatos a partir do ponto x.

Definigao 1. Se f tiver uma representacao (expansao) em série de poténcia em a, isto é,

flz) = i@cn.(x —a)"; |z —al < R (3.2)
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tal que existe um valor R tal que a série |z —a| < R converge, e seus coeficientes sao dados

pela formula

f™(a)

Cn = n!

Com o erro na definicdo de lagrange, tem-se:

Teorema 3.0.1. Sejam n € N, [ C R um intervalo, f : I — R derivavel até ordem n + 1

e xg,x € I. Entao existe c entre x( e z, tal que:

k(20 (n+1) (¢ .
flx)=>" / l(c! )(x —xo)k + ]En:—l()')(a: — z0) D (3.3)

Demonstra¢io: Suponha que x¢ < x, e tome F': [zg, z] — R, definido por:
F(y) = f(x) = fy) — Z fk(y)(z vt _ Az — y)"™, Yy € [1g,2], onde A € R

A é escolhido de forma que F(zg) = 0. O intuito da demonstra¢ao é mostrar que

A(x —y)"* é o resto de Lagrange.

Observe que F é continua e derivavel em (xg,z) e F(x) = F(z) = 0. Logo, pode

utilizar o teorema de Rolle, de forma que, Jc € (z0, x) tal que F'(c) = 0.

Derivando a fun¢ao F(y), temos:

n k+1 r—n)k k o) (F—1) n
Fiy) = —f'(y) — 3 (5= - FUEEs—) 4 (n+ 1).A(z — y)

n k+1 z—1)k k 2—q) (k1) n
F'(y) = —f'(y) + 2 (- 500 4 FOE—) + (n+ 1).A(z — )

Observe que desenvolvendo o somatério ki_:l(—f k+l(y,2!($_y)k +1 k(y)((,f__f’))!(k_l)) tem-se:
" r— T 0 r— 1 w r— z—y)?
_f (y)ix y)! + 'y )((). y) (y)z(l y)? + ! (y()f) y. _f (y)él y)? + My )2(' ¥
n—1 z n—2 n z (n—1) n+1 r—y)" n r—q)(n—1)
f ((ZJTQEZ)!y) + f (y)((nii/))! _/ (yrz!( w4 f (y)(glily))!

Os elementos do somatério vao se eliminando de dois em dois, esse tipo de somatoério
¢é conhecido como soma da telescopia, em que, a soma serd os termos em que k = 1 e
k =n+ 1. Logo:

Substituindo na derivada, tem-se:
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F'ly) = —f(y) + [ (y) = 00" 4 (04 1) Al — y)™

Para y = ¢, tem-se:

Pelo teorema de Rolle, F'(c) = 0, logo:

0= —LE@E=A" | (4 1) Az — )"

n!

R (9l (n+1).A(x — )

n!

n+1 Nz—c)™ n
! n!.((7)7,(+1) L= Az —c)

ntl(e)(z—c)™ n
! (7(1—3—(1)! = Az o)

_ Mo
A= (n+1)!

Substituindo na funcao.

no ok r—u)k n+l(, n
Fly) = f(@) = fly) - 2 P — i @ — ).

Para y = xg

Como, F(zy) = 0, entao:

n E(xo)(x—x0)* ntl(c n
0= f(z)— f(zo) — kzo b O)I(c! 0)® _ f(n_H()!) (z — x0) +1

n k(z0)(z—z0)F ntl(c n
f(x) = f(x0) + kZ_:O = O)I(C! o- 4 f(nJrl()g) (z — o) T

E obtendo a igualdade dessa expansao com . Suponha que y(z) tem derivadas
até n + 1, no ponto z. Logo a expansao da série de Taylor com o resto de Lagrange no

ponto x, sera:
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'(z).(x+h—z "(z).(x+h—x)2 (1) (o). (z+h—z)(n+D)

y(n+1) (c) h(nt1)

11 x). 2
y(a + h) = y(z) +y' (2).h + G 4 T

Utilizando em uma vizinhanca do ponto x, por exemplo, no ponto x + h.

(n+1) (&), p(n+1)
Yy (c).h
Sendo, CEsH]

entendimento do erro, serd utilizado a funcao O(h("*+Y).

, o erro de Lagrange, e ¢ € (z,z + h). Para um melhor

Tomando n = 1, logo tem-se:
y(a +h) = y(z) + Y5+ O(h?)

Sem perda de generalidade,

y(x +h) —y(x) — O(h?) = hy'(x)

() =PI ZID ) (3.4

Sera utilizado esses conceitos para o entendimento do método de Euler e suas

demais ordens.

3.1 Meétodo de Euler

Dado a EDO com PVI:

y'(z) = flz,y) (3-5)

y(to) = yo (3.6)

Utilizando , sem o erro de Lagrange, temos entao que:

~ YEth)—y(@)

Tomando a igualdade 3.5 e y;+1 = y; + h, temos que:

Fla,y) =
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Yis1 =y + h.f(z,y) (3.7)

Tornando o coeficiente angular a férmula geral de Euler ou método de Runge-Kutta

de primeira ordem.

3.2 Aprimoramento do método de Euler

O aprimoramento do método de Euler, ou Runge-Kutta de segunda ordem, é
desenvolvida através da igualdade dos parametros na expansao da série de Taylor de uma

e duas variaveis. Pelo PVI, tem-se que:

y'(z) = flz,y), x>a
y(wo) = Yo
Teorema 3.2.1. Suponha que z = f(z,y) seja uma funcdo diferencial de z e y, onde

x = g(t) e y = h(t) sao fungoes diferencidveis de t. Entao z é uma fungao diferenciavel de

be 0: _0f dr 0
z Of x+f

Demonstragao: Por hipétese, z = f(z,y), é uma funcao diferencidvel em (z,y),

logo Az pode ser expresso como:
Az A:E+afAy+elAm+62Ay

Onde, € e e — 0 quando (Ax, Ay) — (0,0). Dividindo ambos os lados por At,

temos:

g_ﬂ Az of Ay
At — or XAt Ty X +€1At+€2

Se tomar At — 0, logo, Az = g(z + At) — g(t) — 0, pois, g é diferencidvel. De

forma andloga com Ay, entao:

dz _ 1; Az _
T limas—o AL

af 1: Az Ay
a{hmm_m >t hmAt—>0 Y 4 limagso €1 imago 32 + limago €2 limago 32

of  d of o d d d
or X g Tty X @ H0G H0g



Capitulo 3. Métodos numéricos para resolu¢io de EDO’s 27

Entao:

dz _ 0f o dx | Of dy
dt—i— X [ |

dt — Ox
Suponha que y(z) derive n + 1 vezes, logo, utilizando

of _of  dr 9f

dr Oz dx+8y dx (3.9)

Como % = =1, entao,

d

of _of  of

1
Jdxr Ox Oy da: (3.10)

Derivando y'(z) = f(x,y), temos que:

% = fx(l‘7y)

o= f,(x,9)y (x)

Como ¢/(z) = f(z,vy), logo
fy(z,y) [ (2, y)

Entao:

y”(l’) = fﬂc(x7y) + fy(x7y)f(x,y>

Para uma melhor digitagao e sem perda de generalidade, serao substituidos y'(z) =

f7 fm(x,y) - fz € fy(x7y> = fy. LOgOI
y'(x) = fo + fyf (3.11)

Utilizando a expansao da série de Taylor , substituindo y(z + h) = y;41 €
y(x) = y; e usando a igualdade [3.11] tem-se:

Yit1 = Yi + hf + [f:c + fyf] + O(h3) (312)
Utilizando a igualdade temos:

yi+2*yi — f
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Considerando o método de Runge-kutta de segunda ordem como:

= Bof + Bif(zk +7-ho ye + 0.1)

Entao,

Yir1 = Yi +hbof + hﬁlf(ivk +v.h, Y, + 5-h) (3~13)

Os parametros By, 51,7 € 9, serao devidamente calculados.

Teorema 3.2.2. Sejam A C R? um conjunto aberto e (zg,0) € A. Considere uma funcio
f:A— Rdeclasse C""! em A. Definido o polindomio de Taylor de grau n associado a

funcao f no ponto (g, ys) como sendo o polinémio dado por:

Pul2,y) = l X z”: (n) L(%;?Jo) x (z — il?o)n_j x (y — yo)j (3.14)

nl 5 \j) OxnI x Oy

Pela complexidade da demonstragao, sera ocultada, vista no trabalho de conclusao

de curso [4].

Desenvolvendo f(xy + .k, yx + 0.h) com [3.14] para o erro h?. Temos:
f(zg +v.hyye + 0.h) = [+ hy. fo + 8.0f, + O(h?)

Substituindo essa expansao para a equagao [3.13] Temos:

Yir1 = Yi + hBof + hBi[f + hy.fo + 0.0 f, + O(R?)]
Yirr = Yi + hBo.f + hBi.f + h*B1y.fo + W2B16.f, + O(R?)

2

Yirr = Yi + h.Bof + hBLf + };![2'61'7-fx +2610.f,] + O(h?) (3.15)

2

b = v Do+ B0+ 2L 280001 00 (310

A escolha dos valores dos pardmetros Sy, 51,7 e 9, se da pelo fato da igualdade
entre e 3.16, logo, devem satisfazer as trés condicoes:

h.f(Bo+ B1)] = hf
2010.fy = [ 1y
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Entao:

Bo+ 1 =1
261y =1
2610 = f

Como o nimero de equagoes é superior ao de incégnitas, logo, existem infinitos
resultados que satisfacam as equacoes. Tomando, By = 51 = %, logo, v=1e 6 = f. Esses

parametros definem o método de Euler aproximado. Substituindo em temos:

Yi+1 = Yi + h%f + h%f(l"k + Lh,yr + fh)

Yis1 = Yi + 5[0f + hf(ze + hoye + fh)]
Tomando my = hf, entao:

Yisr = Yi + 3lmo + hf (z + h, ye + mo)]
Tomando my = hf(zx + h, yr + me), logo:

1
Yi+1 = Yi + §[m0 -+ ml] (317)

Logo, obtemos Euler melhorada ou método de Runge-Kutta de segunda ordem.

3.3 Meétodo de Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta ou Euler de quarta ordem, é desenvolvida de maneira
analoga a Euler melhorada. Entretanto, expandindo a férmula [3.12] [3.13] e [3.16], para n=3,

para obter uma ordem maior e um erro menor. Dado a EDO com PVI:

y'(x) = f(z,y)

y(to) = Yo

Tem-se que derivar até a ordem 4.

y//(x) = fat+ fyf
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Derivando novamente em relagao a z, utilizando [3.8], tem-se:
y”’(x) = fzz + fymf + fyfx + (fmy + fyyf + fyfy)f

V") = foo + fyuf + fofo+ fouf + F 2+ 1} f (3.18)

Teorema 3.3.1. Suponha que f seja definida em uma bola aberta D que contenha o

ponto (a,b). Se as funcoes f,, e fy, forem abertas e continuas em D, entao
f:r:y(a'> b) = fy:r:(aa b) (319)

Demonstragio: Considere as seguintes derivadas parciais:

f(x+h,y)ff(:r,y) f ( f(m’y+k)7f(x7y)
h Y k

fx(xa y) = limy, o T, y) = limy,_,o

Comh=Az=x—x9ek=Ay=y—1y Logo:
82 5 8 )
fou = S5l — 2 (20

— hmk—)O Iz (f’y+k’1*f:c (z,y)

limh_>

[limp_0 f(1+h,y+k})l—f(-r,y+k) -1

. o f(m+h,y)—f(-r,y)]
= hmk—)ﬂ k L

. lim flethy+k)—f(z,y+k)—f(z+h,y)+f(z,y)
= hmk%o [ h=0 k h ]

= limy_o[limy_0 f(w+h7y+k)ff(x,yzi)ff(r+h,y)+f(r,y)]

— limyyolimy_yo LEHRUtR= @tk fethy)+ @)

0 [f(:v+h,y+k)—f(:c+h,y)}—[f(m7y+k)—f(x,y)}]

= limh*)(] [hm;H hk

[limp_o f(z-+h,y+k}sz(r+h,y) 1-[

. [a k) =)
= limy, o 7 k

limp,_0

iy Sletha)=hies)

of (x, xf(x,
%( f(%yy)) = 8£gdyy) = ffty(xay) .

Por 3.19] entdo f,, = fye, logo:
Y () = faw + 2fayf + Syl + fuf? + 11 (3.20)
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Derivando novamente em relagao a x:

Y = faze + fooyf + 2faay-f + 2foyy-f + 2fayfo + 2fuy fuf + foyaf® + fopf2f +
JouJal + Fyufof + fou Lo F T+ Fou o f f+ Tyafo + fouJof + fyfow+ Fy Loy + Foa Lo + foafyf +
S o f f =+ Fou b £ F+ [ fe+ Fofuf

Por (3.19, logo:

Y = feaw + 3fayaf + 3fuyfo + fonfy + Foyef? + 3fyyfuf+
2oy f + £ fo + 5Fasfof + funf? + Ao f* + £y 1 f (321)
Utilizando [3.3, para n = 3, tem-se:
Yir1 = yi +hf + %?y” + %?ym + %yw + O(h°)

Substituindo as derivadas [3.11], [3.20] e [3.21], tem-se:

Vit = Yithf + 5 [ fot £y 14 5 oo+ 2Fog f + Fy Lot Fun 2+ P20 2 [ Fovo+3 Fayaf +
3 fuy Lot Luwfyt Fyge L2438 Fyu fo f A2 gy f 4 F2 Lot 5 Fug fy o+ Ly P34 Ly fy 24 L2, 1O (RP)

Expandindo [3.13

Yit1 = Yit+hBof+hb1 f(ze+7h, ye+01h)+hbs f(zx+2h, ypt+02h)+hBs f(zr+ys3h, ypt0sh)
(3.22)

Os parametros By, 51, B2, B3, V1, V2, V3, 01, 02 € 03, serao devidamente calculados.

De modo andlogo, expandindo [3.14] para n = 3, tem-se:

F(@ +vihyye + 01h) = f+ by fo + 0ihfy + B 02 fuw + 29101 foy + 02 fr)+

h3
E[Zlfzx:v’y:s + 12fxxy71261 + 12f£yy5f71 + 45?fyyy] + O(h4) (323>
A expansao é semelhante para s, 73, d2 € d3. Logo, substituindo em teremos:

Yir1 = Yi+hBof+hBi[f +hy fo+01hf,)] +%2[7%fm+27151fxy+5%fyy] +%[4fzzx’7§+
12 fray V701 412 fayy 0771 4467 fyyy] + O(h*) +hBol f + hya. fo + 2R f)] + %2 V3 frz + 27202 fuy +
5§fyy] + %?[4fmﬂ§ + 12fmy72252 + 12fzyy(5%72 + 4(5§fyyy] + O(h4) +hBs[f 4 hys.fo + 53hfy] +
1103 Fre + 29805 fay + 63 fun] + Br (4 Fraa3 + 12f 20130 + 12 a3 + 463 fyy] + O(h?)
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Yit1 = ?Ji+h50f+h51f+h251’71fa:+h25151fy+%3[51712fm+251’7151fxy+515%fyy] +
%[4-51fxmﬁf + 1201 fauy V01 + 1251 fuyy0ir1 + 46163 fyyy] + O(R°) + hBa.f + h*Boyafs +
h2ﬁ252fy + %3 [ﬁﬂgfm + 252’7252fxy +626%fyy] + % [4ﬁ2fmx'7§ + 1252fmy72262 + 1252fmyy5%72 +
45203 fyyy] + O(R®) + hBs f + h*B3vs fu + h*B303 f, + h;[ﬂﬂ%fm + 2837303 [y + 8303 fyy] +
Br (485 Fawa + 1283 fauy 1303 + 1205 Foyy 637 + 48503 fy] + O(A)

Yir1 = Yi+hBof +hB1f+hBaf+hBsf+h2Bivi fo+ R Boya fut h2Bsvs fu+h2B161 fy+
h25252fy+h25353fy+h73[51’7%fm+52’Y§fm+53’Y§fm+251’Yl51fxy+2ﬁ2’7252fxy+2537353fxy+
P03 fyy + 0203 fyy + 8305 fyy] + %[431]6:0901:’7? + 403 fozaVs + 483 fazaVs + 1251 frayVi01 +
1205 faoay V302 + 1285 fawy V303 + 1261 fayy0im1 + 12082 fayy0572 + 12053 fayy 0573 + 45107 fyyy +
46253fyyy + 4635§fyyy] + O<h5)

Yie1 = Yi + h[Bo + 1+ B2 + B3] f + %T[Q(ﬁl% + Baya + B373) fo + 2(B161 + P22 + P363) fy] +
%?[3(51712 + 8273 4 B373) faw + 6(B17101 + B2v202 + B37303) fay + 3(5107 + (205 +
B3302) fyy] + L A(BIYE + B3 + B373) Fawe + 12817701 + B30 + Bay203) Fray + 121870 +
320572 + B20572) fayy + 4(B107 + B205 + B503) fyyy] + O(R°)

(3.24)

Comparando e logo os parametros obtido serd:

Bo+ b1+ P+ 05 =1
2(Bim + Baya + Bays) = 1
2(B101 + P20 + [303) = f
3B + P23 + B33) = 1

6(B17101 + B2v202 + B37303) = 2.f
3(8107 + B203 + B503) = f?
4B + Bz + B3i) = 1

12(817701 + B27302 + F37303) = 3f

12(8107 + B20372 + B30373) = f?
A(B107 + 203 + B303) = f°

A resolugao desse sistema é extensa, logo, sera ocultada, mas pode ser encontrada

em [1].

Na resolucao do sistema linear, tera as seguintes curvas.
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Para k =1,2,3,...,n
mo = hf(k, yr)

my = hf(z,+ 2y, + 50)

my = hf () + %73/1@ + %)

m3 = hf(zr + h,yp +mp)

1

Ykl = Yk + = (mo + 2mq + 2mso + my3) (3.25)

6
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Capitulo 4

Aplicacao analitica do método

numerico

Esse capitulo sera separado para a aplicagao analitica dos métodos numéricos vistos.

Para a resolucao analitica, serao utilizados dois exemplos, o primeiro exemplo:
Exemplo 1: Dada a EDO:

dy In(2x +3)
2

dr Y
Com o PVI
y(0) =1

Resolvendo de forma analitica, logo, utilizando o passo h = 0, 2.

A resolugao analitica dessa EDO é demasiada extensa. Tem-se:

dy _ In(2z+3)
dr — y?2

Sem perda de generalidade.

y?dy = In(2x + 3)dz
y*dy — In(2x + 3)dz =0

Integrando o primeiro membro em relacao a y:

JyPdy =% +c
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E o segundo em relagao a x:

[In(2x + 3)dz, tomando u = 2z + 3, temos:

u=2xr+3
du = 2dx

du __
T—dw

Substituindo, temos:

Logo:
[uln(u) —u + |
Substituindo wu:

22z + 3)In(2x 4+ 3) — (22 + 3) +
Colocando o (2z + 3) em evidéncia.

[(2243)(In(22+3)—1)]
) +c

Substituindo na solucao da integral. Tem-se:

% +C— [(2x+3)(zn§2:c+3)—1)] +e=0

3 [(2z+3)(In(22+3)—1)]
= +c

2

Isolando y, entao:
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3 _ 3[(2x+3)(ln£2x+3)71)] L

Y

y = \3/3 [(2:c+3)(ln§2x+3)71)} iy

Aplicando o PVL.

1= \3/3 (2.0+3)(ln§2.0+3)—1) +c

_ (3).(In(3)—1)
1 = 3.3(lné3)71) +e

2—(3.3(1n(3)—1))

C = B}

¢ = ZOUnE-D)

c— 2_(91712(3)—9)

—9In(3)+11

C = B}

Substituindo, tem-se:

y = \3/3 [(2:(:+3)(ln§2:c+3)71)} + 791n(23)+11

Abaixo, tem-se o grafico da soluc¢ao particular da EDO.
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Figura 1 — Grafico da solugao particular de

4

-2

-3

Observe que a solucao analitica é demasiada grande, além disso, é um processo
trabalhoso a substituicao dos valores na variavel independente x. Para o exemplo, utilizando
o mesmo valor de PVI, sera resolvido mais adiante, com o passo h = 0,2, utilizando os

métodos de aproximacgoes Euler, Euler melhorada e Runge-Kutta.

O segundo exemplo, sera utilizado uma EDO que nao pode ser solucionado pelos

métodos analiticos estudados, mas sabemos a solugao particular.

Exemplo 2 Dada a EDO:

d
By + x) — (xe? + Sxy)ﬁ =0 (4.2)

Com o PVI

y(1) =0

Nao pode resolver pelo fator integrante, pois nao é do formato y' + p(x)y = g(z) e
nao pode manipular para utilizar o fator integrante. Nao pode resolver pelo método das
separdveis ou exatas, pois nao pode ser reescrita como M (y) + N(x).y’ = 0 e ndo se aplica

a hipétese M, = N,. Mas a solucao geral se encontra da seguinte forma:

y =In(z) +c (4.3)

Observe que tomando:
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y = In(z)

entao

&.‘&
8
I
8 |=

Substituindo em [4.2] temos:

(3ln(x) + x) — (xe'™™) + uin(x))t =
(3In(z) + z) — (z.x + 3z.In(z))L =
(3In(z) + x) — (a* + 3zln(z))L =
(3In(x) + ) — (x + 3In(z)) =

3in(z)+z—2—3Iln(z) =0

com a solugao tem-se:

Logo, a solucao particular é:

y = In(z)

A figura 2 mostra a resolugdo da analitica.

4.1 Meétodo de Euler

4.1.1 Exemplo 1

Seja a EDO com PVI:
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Figura 2 — Grafico da solugao particular
5
4
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=
-5
dy in(2z+3)
de — y?2
y(0) =1
Por , temos, Y1 = y;i + hf(z;,y;), para i = 0, logo:
Y1 = Yo + hf(xo,yo)
Verificando o PVI do exemplo 1.
To = 0
Yo =1
Utilizando o passo h = 0, 2, logo, tem-se:
y1=1+0,2f(0,1) (4.4)

Resolvendo f(0,1)

Substituindo em (4.4t
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y1 ~ 140,2(1,0986) ~ 1,2197

Tem-se:

$1:$0+h20+0,220,2

De forma analoga, teremos:

y2 = y1 + hf(z1,y1). Substituindo

T, = O, 2
y1 ~ 1,2197
h=0,2
Tem-se:
in , ~
£(0,2,1,2197) = A2 ~ 0, 8226
Substituindo:
yo & 1,2197 + 0,2(0,8226) ~ 1, 3842
Entao:

x2:x1+h20,2—|—0,220,4.

Seguindo o procedimento para o = 0,4; 23 = 0,6;24 = 0,8 e x5 = 1. Obtera os

seguintes resultados.

ys ~ 1,5235
ys ~ 1,6471
ys ~ 1, 7596

4.1.2 Exemplo 2

No segundo exemplo antes da verificagdo do PVI no , isolando o

d

d

X

Y entao:
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By + ) — (ze? + 3ay) L =0

By + z) = (xe¥ + 3a:y)%

By+z) _ dy
(ze¥+3zy) ~  dz com x 7& 0

Agora verificando o PVI do exemplo [£.2]

1'0:1

Yo =10

Utilizando o mesmo passo h = 0, 2, logo, tem-se:
y1=0+0,2f(1,0) (4.5)

Resolvendo f(1,0).

— _(Bx0+1) 1 _
f(l’()) - (160:3><0><1) -1 1

Substituindo em [4.5]
n=0+0,2x1=0,2
Logo:
rr=20+h=140,2=1,2
De forma analoga, tem-se:

Yo =11 + h.f(x1,y1)

Substituindo:
T = 1, 2
= 07 2
h=0,2

Tem-se:
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_ (3x0,2+1,2) 18
f(1,2,0,2) = (1,260»2X+3x1,2x0,2) T 2,1857 7 0,8235

Substituindo:
Yo ~ 0,2+ 0,2(0,8235) ~ 0, 3647
Entao:
ro=x1+h=0,2+0,2=0,4.

Seguindo o procedimento para xo = 0,4; 23 = 0,6;24 = 0,8 e z5 = 1. Obtendo os seguintes
resultados.

y3 ~ 0,5053

ys ~ 0,6280

ys ~ 0,7370

4.2 FEuler melhorado

4.2.1 Exemplo 1

Aplicando o exemplo 4.1}, com o mesmo PVI e o mesmo passo, com o método de

Euler melhorado, obtendo:

Com 0 3.17], tem-se:

Yit1 = Yi + %(mo +mq);
mo = hf(%,yi)
my = hf(z; + h,y; + mo)

Substituindo as variaveis. Tem-se:

yr =1+ %(mo +my);
mo = 0,2f(0,1)
my = 0,2£(0,2+0,2,1 +my).

Resolvendo f(0,1),temos:
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£(0,1) = RO _ 1,(3) ~ 1,0986

12

Substituindo em my, temos:
mo ~ 0,2 x 1,0986 ~ 0,2197
Substituindo em m;y
my ~0,2f(0+0,2,140,2197) ~ 0,2f(0,2; 1,2197);

_ In(2x0,243) __ In(3,4)
£(0,2,1,2197) = B@x0243) _ ) ) 8996

Logo:
my = 0,2 x0,8226 =~ 0, 1645
Entao:

y1 ~ 1+ 2(0,2197 +0,1645) = 1,1921

1’1:$0+h20+0,2:o,2

De forma analoga para -

Yo = 1,1921 + 1(mg + my)

mo = 0,2/(0,2,1,1921)
my = 0,2£(0,2+0,2,1,1921 4 my)

Resolvendo f(0,2,1,1921), tem-se:

n(2(0,2)4+3) _ In(3,4)
£(0,2,1,1921) = REESE) — LB ~ 0, 8611

Substituindo em mg, tem-se:

mo ~ 0,2 x 0,8611 = 0, 1722
my =0,2f(0,2+0,2,1,1921 +0,1722) = 0, 2f(0, 4, 1, 3643);

n(2x0,443) _ In(3,8)
£(0,4,1,3643) = HEDI — MO8 ~ 0, 7172
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Logo:
my ~0,2x0,7172 = 0, 1434
Entao:
yo ~ 1,1921 + 1(0,1722 4 0, 1434) ~ 1, 3499
Resolvendo de maneira analoga para zo = 0,4;2x3 = 0,6;24 = 0,8 e z5 = 1

Obtendo os seguintes resultados.

ys = 1,4873
ys = 1,6105
ys = 1,7232

4.2.2 Exemplo 2

Resolvendo o [£.2lcom o mesmo PVI e o mesmo passo, com Euler melhorada,
obtendo:

Substituindo as variaveis, tem-se:

y1 =0+ %(mo +my);

mo = 07 2f(1, 0)

my =0,2.f(1+0,2,0 + mg)

Resolvendo f(1,0),tem-se:

_ _(Bx04+1) _ 1 _
f(1>0) - (leo—|>—<3><0><1) -1 1

Substituindo em mg, tem-se:

mo=0,2x1=0,2
mi=0,2f(1+0,2,0+0,2) =0,2f(1,2,0,2);

_ (3%0,2+1,2) _ 18
f(1,2,0,2) = (1,2¢92+3x1,2x0,2) ~— 2,1857 " 0,8235
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Logo:

mq ~ 0,2 x0,8235 =0, 1647
Entao:

y1 =0+ 1(0,240,1647) ~ 0,1823
1 :$0+h:1+0,2:1,2
De forma analoga para y,

Y2 = 0,1823 + 1(mg + my)

mo = 0,2f(1,2,0,1823)
my =0,2f(1,2+0,2,0,1823 + my).

Resolvendo f(1,2,0,1823), tem-se:

3x0,1823+1,2 _ L7470
£(1,2,0,1823) = (1,260§18>;3+3><0,182i)’)><1,2) = 20062 ~ 0, 8334

Substituindo em mg, temos:
mo = 0,2 x 0,8334 =0, 1667
my =0,2f(1,2+0,2,0,1823 4+ 0,1667) = 0,2f(1, 4,0, 350);

_ (3x0,350+1,4) _ 245
f(1,4,0,350) = (1,4€0:3504+3%0,350x1,4) — 3,4567 0, 7087

Logo:
my = 0,2 x 0,7087 ~ 0, 1417
yo &~ 0,1823 4 1(0,1667 + 0,1417) ~ 0, 3365

Seguindo o procedimento para xo = 0,4;23 =0,6;24 = 0,8 e x5 = 1. Obtendo os

seguintes resultados.



Capitulo 4. Aplicagdo analitica do método numérico 46

ys = 0,4702
ys = 0, 5880
ys = 0, 6934

4.3 Runge Kutta de quarta ordem

4.3.1 Exemplo 1

Utilizando agora o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com o exemplo [4.1],

com o mesmo PVI e o mesmo passo, por [3.22] tem-se:

Substituindo os valores do PVI e de h, tem-se:
mo = 0,2f(0,1)
my = 0,2f(0+ %2, 1 4 o)
me = 0,2f(xy + %,ya + 75)
ms = 0,2f(xg+ 0,2, yg + m2)

Y1 = Yo + %(mo + 2m1 + 27712 + TTL3)

Substituindo para descobrir o valor de mg, entao:

mo = 0,2£(0,1);

£(0,1) = M0 — 7p(3) &~ 1, 0986.

12

Aplicando em my

mo = 0,2 x 1,0986
me = 0,2197

Substituindo em my

my = 0,2/(0,1,1,1099)
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In s In(3,
£(0,1,1,1099) = RERAI — 82 — 0,9442

Aplicando em m;

my = 0,2 x 0,9442
mi = 0, 1889

Substituindo em ms, tem-se:

my =0,2f(0+ 2,1+ %);
my = 0,2£(0,1,1,0944)

£(0,1,1,0944) = 303 — 182 — 0,971

Substituindo em my

me = 0,2 x 0,9711
ms = 0, 1942

Substituindo em mg, tem-se:

mg = 0,2f(0+4 h, 1+ my);
ms = 0,2£(0,2,1,1942)

n(2x0,2+3 In(3,4
£(0,2,1,1942) = "ES23) — 1B9 — 0, 8581

Substituindo em ms

ms = 0,2 x 0, 8581
ms = 0,1716

Substituindo os valores encontrados em y;, tem-se:

=1+ %(07 2197 +2 % 0,1889 + 2 x 0,1942 4+ 0,1716)

y1 = 1,1929
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Tomando:

r1 = x9+ h;
$1:0+0,2
1'1:0,2

Yo = Y1 + %(mo + 2my + 2mgy + mg). Tem-se que descobrir o valor de my, entao:

mo = 0,2/(0,2,1,1929);

In(2x0,243) _ In(3,4)
£(0,2,1,1929) = gjmj ) — 175‘233 ~ 0,86

Substituindo em my

mo = 0,2 x 0,86
mo = 0, 1720

Substituindo em m;y

my = 0,2f(0,240,1,1,1929 4 ma);
my = 0,2f(0,3,1,2790)

in s In(3,
£(0,3,0,086) = MDA — M) — 0, 7831

Substituindo em my

mi = 0,2 x 0, 7831
mi = 0, 1566

Em ms, tem-se:

my = 0,2f(0,2 +0,1,1,1929 + ™);
ms = 0,2f(0,3,1,2712)

In(2x0,3+3 In(3,6
£(0,3,1,2712) = MEEES - 3D — 0, 7926
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Substituindo em ms

mo = 0,2 x 0,7926
mg = 0, 1585

Substituindo em mg, tem-se:

ms =0,2(0,2+0,2,1,1929 + 0, 1585);
ms = 0,2f(0,4,1,3514)

In(2x0,4+3 n(3,8)
£(0,4,1,3514) = &0 — W3S — 0,7310

Substituindo em ms;

ms = 0,2 x 0,7310
ms = 0, 1462

Substituindo os valores encontrados em y,, tem-se:

Yo = 1,1929 + 1(0,1720 + 2 x 0,1566 + 2 x 0,1585 + 0, 1462)
yo = 1,3510

Seguindo o procedimento para xo = 0,4;23 =0,6;24 =0,8 e x5 =1

Obtendo os seguintes resultados.

ys = 1,4883
ys = 1,6116
ys = 1,7243

4.3.2 Exemplo 2

Utilizando agora o método de Runge-Kutta de quarta ordem, agora com [4.2] com
o mesmo PVI e o mesmo passo, por (3.22, tem-se:

mo = 0,2f(1,0)

m2:072f(x0+%7y0+%)
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ms3 = Oa 2f<$0 + 072790 +m2)

Y1 = Yo —+ é(mo + 2777,1 + 27712 + m;;,)
Temos que descobrir o valor de mg, entao:

moy = O,Qf(l,O),
f(l‘o):w_lzl

1e94+3x1x0 ~ 1

Substituindo em my

Substituindo em m;y

my = 0,2f(1+0,1,0+ %2);

my =0,2f(1,1,0,1)

f<17 17 0’ 1) — 3x0,14+1,1 — _14 ~ O, 9057

1,1e9113x1,1x0,1 1,5457

Substituindo em m;y

my = 0,2 x 0,9057
my = 0,1811

Substituindo em ms, tem-se:

me = 0,2f(140,1,0 + 281,

ms = 0,2f(1,1,0,0906)

_ 3x0,0906+1,1 _ 13718 ,_
f(1,1,0,0906) = 1,1e0:0906 1 3% 1,1x0,0906  1,5033 0,9125

Substituindo em my

my = 0,2 x 0,9125
msy = 0,1825
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Substituindo em mg, tem-se:

ms :072f<1+07270+m2>5
ms = 0,2f(1,2,0,1825)

_ 3x0,1825+1,2 _ L7475
f(1,2,0,1825) = 1,2¢0:182513%1,2x0,1825 ~ 2,0972 " 0,8332

Substituindo em ms

ms = 0,2 x 0, 8332
ms = 0, 1666

Substituindo os valores encontrados em y;, tem-se:

y1 =04 (0,242 x0,1811 + 2 x 0,1825 + 0, 1666)

yp = 0,1823
Tomando:

x1 = xo + h tal que
r1=140,2
33'1:1,2

De maneira analoga para ys.
mo = 0,2f(1,2,0,1823);

_ 3x0,1823+1,2 _ 11,7470
f(1,2,0,1823) = 1,2¢0.1823 {3%1,2x0,1823 _ 2,0962 0, 8334

Substituindo em my

mo = 0,2 x 0,8334
mo = 0, 1667

Substituindo em m;y
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my = 0,2f(1,2+0,1,0,1823 + %1567y,

my = 0,2f(1,3,0,2656)

_ 3x0,2656+1,3 _2,0970
f(1,3,0,2656) = 1,3e0.2656 1 3% 1,3x0,2656  2,7313 0,7677

Substituindo em m;

mi = 0,2 x 0, 7677
my = 0, 1535

Substituindo em ms, tem-se:

my = 0,2f(1,2+0,1,0,1823 4+ %133 'logo:

ma = 0,2f(1,3,0,2591)

_ 3x0,2591+1,3 _ 20772
f(1,3,0,2591) = 1,3¢0:2591 131 3%0,2591 2,695 '~ 0,7707

Substituindo em ms

me = 0,2 x 0,7707
ms = 0, 1541

Substituindo em mg, tem-se:

ms = 0,2f(1,2+0,2,0,1823 + my);
ms = 0,2f(1,4,0,3364)

N 3x0,3364+1,4 _2,4093
f(1747 O’ 3364) - 1,460’3364+3X1,4X0,3364 - 373727 ~~ 0, 7143

Substituindo em ms

ms = 0,2 x 0,7143
ms = 0, 1430

Substituindo os valores encontrados em y,, tem-se:

yo = 0,1823 + é(O, 1667 + 2.0,1535 + 2 x 0,1541 + 0, 1430)

y2 = 0,3364
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Seguindo o procedimento para xo = 1,4;23 =1,6;24 =1,8 ¢ x5 =2

Obtendo os seguintes resultados.

Ys = 0, 47
ys = 0, 5878
ys = 0,6931
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Nas tabelas abaixo, tem um resumo dos resultado obtidos no exemplo 1 e no

exemplo 2, utilizando os 3 métodos e o valor exato.

Tabela 1 — Resultados obtidos em cada um dos métodos numéricos para o exemplo 1

x  Método de Euler Euler melhorada Método de Runge-Kutta Exato

0 1 1 1 1
0,2 1,2197 1,1921 1,1929 1,1929
0,4 1,3842 1,3499 1,3510 1,3510
0,6 1,5235 1,4873 1,4883 1,4884
0,8 1,6471 1,6105 1,6116 1,6116

1 1,7596 1,7232 1,7243 1,7243

Tabela 2 — Resultados obtidos em cada um dos métodos numéricos para o exemplo 2

x  Método de Euler Euler melhorada Método de Runge-Kutta Exato

1 0 0 0 0
1,2 0,2 0,1823 0,1823 0,1823
14 0,3647 0,3365 0,3364 0,3365
1,6 0,5053 0,4702 0,4700 0,4700
1,8 0,6280 0,5880 0,5878 0,5878

2 0,7370 0,6934 0,6931 0,6931

As tabelas a seguir mostra os erros de cada método.

Tabela 3 — Erro dos métodos numeéricos utilizados do exemplo 1

xz  Método de Euler Euler melhorada Método de Runge-Kutta

0 0 0 0
0,2 0,0268 0,0008 0,0001
0,4 0,0332 0,0011 0,0000
0,6 0,0351 0,0011 0,0001
0,8 0,0355 0,0011 0,0000
1,0 0,0353 0,0011 0,0000

Tabela 4 — Erro dos métodos numéricos utilizados do exemplo 2

x  Método de Euler Euler melhorada Método de Runge-Kutta

1 0 0 0
1,2 0,0177 0,0000 0,0000
14 0,0282 0,0001 0,0000
1,6 0,0353 0,0002 0,0000
1,8 0,0402 0,0002 0,0000

2 0,0438 0,0003 0,0000

Na resolucao, foi utilizado o passo h = 0,2, e, arredondando com 4 casas decimais.
Observe que o erro no método de Runge-Kutta é imperceptivel. No capitulo a seguir, vai
ser utilizando o mesmo exemplo, mas com seis nimeros depois da virgula, o passo h = 0,1

e com o auxilio da programacao.
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Capitulo 5

Aplicacao numérica

Nos capitulos anteriores, foram vistos os aspectos historicos tanto da EDO, quanto
dos métodos numéricos, além de toda metodologia para obtermos os métodos em uma
malha [z, z,]. Neste capitulo, utilizando os mesmos exemplos vistos anteriormente, ou

seja:

By + ) — (we? + 3ay) L =0

O objetivo agora é a construcao de algoritmos, que serao implementados no Scilab,
para a obtencao dos resultados numéricos. Os algoritmos para a resolugdo numérica de
cada um dos exemplos se encontram em anexo, que foram desenvolvidos pelo autor para a
analise e obtencao das aproximacoes. Utilizando os mesmos PVI’s do capitulo anterior,

mas, para um aprimoramento nos resultados, sera feito com o passo h = 0, 1.

A figura 3 refere-se ao exemplo 1 onde, na primeira coluna tem-se os valores de t,
na segunda os valores da solugao particular, na terceira as aproximagoes do método de

Euler, na quarta da Euler melhorada e na tltima de Runge-Kutta.

Na figura 4, apresenta-se os respectivos erros numéricos de cada método, para o
exemplo 1. Observe que o método de Euler apresenta o maior percentual de erro e o de
Runge-Kutta o menor, pois, ¢ utilizado mais subintervalos para o calculo da aproximacao

numérica.

Na figura 5, o grafico verde escuro sao os valores do método de Euler, o verde

claro sao os valores da solugao exata, o azul sao os valores de Euler melhorada e o laranja
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t—————————————— Exatog-———————- Método de Euler—--Euler Melhorado—-Rugge-Hutta
0.000000———————— 1.000000-——————— 1.000000-——————- 1.000000-——————- 1.000000
0.100000-——————— 1.102301-—-—————- 1.109861-——————- 1.102144-——————- 1.102301
0.200000-——————- 1.192888--——————- 1.204288———————- 1.192663———————— 1.19288%9
0.300000-——————— 1.275126-——————= 1.288668———————- 1.274850-——————- 1.275127
0.400000-——————— 1.350982-——————- 1.365803-——————- 1.350885———————- 1.350883
0.500000———————— 1.421770-——————-— 1.437368-——————- 1.421463-——————- 1.421771
0.600000———————— 1.4883%6———————-— 1.504468———————— 1.488085-——————- 1.488397
0.700000———————— 1.551519——————~ 1.567871———————— 1.551208———————- 1.551520
0.800000-——————- 1.611638-——————- 1.628143-———————- 1.611330--—————- 1.61163%9
0.8900000-——————— 1.669141-——————- 1.685711———————- 1.668837-——————- 1.669142
1.000000-——————— 1.724338-——————— 1.7408913-——————- 1.724037-——————= 1.724337

L———————————— Método de Euler--Euler Melhorado--Rugge-EFutta
0.000000-—————— 0.000000-—————— 0.000000-——————— 0.000000
0.100000-——————— 0.007561l———————- 0.000156———————— 0.000001
0.200000-—————— 0.011391——————— 0.000235——————— 0.000001
0.300000——————— 0.013543——————— 0.00027T6———————-— 0.000001
0.400000——————— 0.014820-——————— 0.000297T———————— 0.000001
0.500000——————— 0.015598——————— 0.000307T———————— 0.000001
0.600000-—————— 0.016072——————— 0.000311——————— 0.000001
0.700000-—————— 0.016352—————— 0.000311——————— 0.000001
0.800000-———————— 0.016505——————— 0.000308——————— 0.000001
0.8%00000-—————— 0.016570-——————— 0.000304——————— 0.000001
1.000000-—————— 0.01857T———————— 0.000298——————— 0.000001

Figura 4 — Erro numérico dos 4 métodos - Exemplo 1

de Runge-Kutta. Como existe uma distin¢do maior no método de Euler, logo, é o tinico

grafico que podemos distinguir dos valores exatos.

Passando agora para o exemplo 2, onde os resultados sao apresentados na figura 6,

onde nao temos uma solugao analitica para o problema.
Na figura 7, apresentamos os respectivos erros de aproximacao para o exemplo 2.

Na figura 8, o grafico marrom sao os valores do método de Euler, o verde claro
sao os valores da solugao exata, o vermelho sao os valores de Euler melhorada e o azul
de Runge-Kutta. Como existe uma distin¢do maior no método de Euler, logo, é o tinico

grafico que podendo distinguir dos valores exatos.
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Figura 5 — Grafico dos valores numéricos e do valor exato - Exemplo 1

T——————————————— Exatg—-——————-— MHétodo de Euler—--Euler Melhorado--Rugge-Eutta
1.000000———————— 0.000000———————- 0.000000———————-— 0.000000———————-— .000000
1.100000———————— 0.085310———————-— 0.100000———————-— 0.085287————————- 085310
1.200000-——————— 0.182322———————o 0.190575-———————— 0.182299———————— .182322
1.300000—=——=———— 0.26230484———————- 0.273443-————-———- 0.262350-——-———- 20823685
1.400000———————— 0.336472———————— 0.34%9844———————— 0.336468———————- .336473
1.500000———————— 0.405465———————— 0.420727———————- 0.405471———————-— .405465
1.600000-——=———— 0.470004———————— 0.486842-—-—————- 0.470019———————- .470004
1.700000———————— 0.530828———————- 0.548792———————- 0.530852————-———- .23062%
1.800000-——————— 0.587787T———————— 0.607073-——————— 0.587818-——————— 587787
1.5900000———————— 0.6418354———————— 0.662096———————- 0.6418%1-———————- .641854
2.000000———=———- 0.693147T———————= 0.714206————-———- 0.693189—-—-———- .593148

Figura 6 — Resolucdo numérica dos 4 métodos - Exemplo 2
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02

01

———————————— Método de Euler—--Euler Melhorado--Rugge-Eutta
000000 ———————- 0.000000-——————— 0.000000-——————-— 0.000000
L0000 ———————- 0.00465%0-——————— 0.000023———————— 0.000000
200000 ———————— 0.008253————— 0.000022 ——————— 0.000000
300000 ———————- 0.011078———————— 0.000014-——————- 0.000000
LA00000———————— 0.013372———————— 0.000004-——————-— 0.000000
L500000———————— 0.015262—————— 0.000006———————— 0.000000
LB00000———————- 0.016838—————— 0.00001l6———————-— 0.000000
LT00000———————— 0.018164———————— 0.000024———————-— 0.000000
LB00000————————- 0.019%286———————— 0.000031-———————-— 0.000000
Lo00000———————— 0.020242 —————— o.000037————— 0.000000
000000 ———————- 0.021059———————— 0.000042———————- 0.000000
Figura 7 — Erro numérico dos 4 métodos - Exemplo 2

/!

11 1:2 1.3 14 15 16 17 18

Figura 8 — Gréfico dos valores numéricos e do valor exato - Exemplo 2
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Capitulo 6

Conclusao

Foi utilizado dois exemplos para aproximacoes com os métodos numéricos, ademais,
o primeiro exemplo demanda esfor¢o analitico para a solugao da EDO e outro que nao

temos uma solucao analitica, pelas resolugoes analiticas estudadas.

Nos exemplos utilizados para a aproximacao, podemos observar que o Método de
Runge-Kutta demanda um erro menor que os anteriores. Visto na aplicagao e podemos
observar na teoria, tendo um erro h°(0). Nos testes que foram aplicados dos exemplos
acima, no primeiro, temos o tempo de execucao de cada programa 0,0083; 0,0071 e 0,0101,
para o método de Euler, Euler melhorada e Runge-Kutta, respectivamente. No segundo
exemplo, temos, 0,0076, 0,0133 e 0,0127, para o método de Euler, Euler melhorada e
Runge-Kutta, respectivamente. Vale destacar, que foram feitos testes numéricos com
h=0,1.

Observe que no primeiro exemplo, temos que o método de Euler melhorada,
demandou menos tempo, apresentando um erro significativo em relacdo ao Euler e Runge-
Kutta. Além disso, no segundo exemplo temos uma diferenca de tempo positiva. Mas, o

erro de Runge-Kutta é proximo de zero.

Na aplicacao em pesquisas, podem se utilizar passos menores na obtencao de
melhores aproximacgoes, como h = 0,1, h = 0,01, ou, h = 0,001. Com isso, teremos um

tempo significativo no algoritmo, mas, teremos uma aproximacao melhor.

Agora, vale destacar um ponto crucial, qual é o melhor método para se utilizar?. A
resposta para essa pergunta é relativa,pois, depende do objetivo do usudario. Se o usuario
estiver buscando um programa que nao tem como prioridade a precisao, vale destacar o
método de Euler, pela economia de tempo na execucao do programa. Agora, se o objetivo
for a precisao, o usuario tera duas alternativas, se quer precisao e nao disponibiliza de um
tempo relativamente grande, entdao a escolha sera Euler Melhorada. Porém, se o usuario
demanda de tempo e precisao, a escolha ¢ Runge-Kutta, por entregar resultados com erros

pequenos.
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Anexos
Método de Euler

or t=tl:h:final
yo=y0+£ (td, y0) * (h)
tl=t0+h
yl=cde (y2,tl,t, )
printf | y Ly w1, ¥0, abs(y0-¥l))
y0=yn
end
tempo=toc ()

Figura 9 — Algoritmo - Método de Euler

A primeira e a segunda linha sdo comandos para limpar a tela e as variaveis que

arquivaram valores de programas anteriores.

A terceira linha é definida para aumentar a quantidade de caracteres para os

resultados que irao aparecer na tela.

A quarta e quinta linha sao para definir uma funcao de duas variaveis independentes,

t e y, em funcao da variavel x.

A sexta e sétima linhas sdo para o usuario definir o PVI.

A oitava linha é para definir o passo que o programa deve seguir.

A nona linha é para definir em qual momento o valor ¢ deve parar.

A décima e a décima primeira linhas, sdo para guardarem os valores do PVI.

A décima segunda linha é para aparecer a primeira linha da nossa tabela, informando

os valores de t, os valores da solugao exata, os valores do método de Euler e a diferenca

entre o valor exato e a aproximacao.
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A décima terceira linha é para comecar a cronometrar o tempo do calculo.

Da décima quarta linha até a vigésima é o calculo [3.7, quando o usuério colocar
um parametro para que o programa pare, indo do do valor inicial ¢1 ao passo h até o valor

final. Nessas linhas ¢é calculado a aproximacao de Fuler e o valor exato da EDO.

Na vigésima primeira linha é para que o crondémetro pare.
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Euler Melhorada
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final
15 md = h*£{t0,v0)
16 ml = h*£(t0 + h, v0 + h*£({t0,v0))
17 yo=-¥0 + (1/2)*[m0 + ml]
18 tO=t0+h
13 {yv2,tl,t,f)

, T, ¥l, w0, zba{yn-vl))

[ S )
=]

(]

LA
ot
[

Figura 10 — Algoritmo - Euler Melhorada

A primeira e a segunda linha sdo comandos para limpar a tela e as variaveis que

arquivaram valores de programas anteriores.

A terceira linha é definida para aumentar a quantidade de caracteres para os

resultados que irdo aparecer na tela.

A quarta e quinta linhas sdo para definir uma fungao de duas variaveis independentes,

t e y, em funcao da variavel x.
A sexta e sétima linha é para o usuario definir o PVI.
A oitava linha é para definir o passo que o programa deve seguir.
A nona linha é para definir em qual momento o valor ¢ deve parar.
A décima e décima primeira linhas, sdo para guardarem os valores do PVI.

A décima segunda linha é para aparecer a primeira linha da nossa tabela, informando
os valores de t, os valores da solugao exata, os valores do método de Euler e a diferenca

entre o valor exato e a aproximacao.
A décima terceira linha, é para comecar a cronometrar o tempo do calculo.

Da décima quarta linha até a vigésima segunda é o cdlculo 3.7} quando foi colocado
um parametro para que o programe pare, indo do do valor inicial ¢1 ao passo h até o valor

final. Nessas linhas é calculado a aproximacao de Euler e o valor exato da EDO.

Na vigésima terceira linha é para que o cronémetro pare.
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Método de Runge-Kutta

format - (7]

func=input ("Digite-&
deff {("x=L£(t,v)]"
tO0=input {("Digit i
yO0=input {("Digit valores-iniciais-de-vy0:-") >

m =
=]
L]
1]

m

=]

P}
1]

ve=y0;

S — rat s ——— ek -

t=tl:h:final

kl=h#*£ (t0,v0)

kd=h#*f (L0+h/2,v0+k1/2)

E3=h#*f (t0+h/2,¥0 + EK2/2)

kd=h#*f (t0+h, y0+k3)

YL VO+{1l/0)*(kl + 2%k2 + 2*k3 + k4]
t0 tl+h

yl=cde (y2,tl,t, £)

—————— yl, v0, =ba({y0-¥l))
end

tempo=toc ()

Figura 11 — Algoritmo - Método de Runge-Kutta

A primeira e a segunda linhas sdo comandos para limpar a tela e as variaveis que

arquivaram valores de programas anteriores.

A terceira linha é definida para aumentar a quantidade de caracteres para os

resultados que irdo aparecer na tela.

A quarta e quinta linhas sdo para definir uma fun¢ao de duas variaveis independentes,

t e y, em funcao da variavel x.

A sexta e sétima linhas sdo para o usuario definir o PVI.

A oitava linha é para definir o passo que o programa deve seguir.

A nona linha é para definir em qual momento o valor ¢ deve parar.

A décima e décima primeira linhas sao para guardarem os valores do PVI.

A décima segunda linha é para aparecer a primeira linha da nossa tabela, informando

os valores de t, os valores da solugao exata, os valores do método de Euler e a diferenca
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entre o valor exato e a aproximacao.
A décima terceira linha é para comecar a cronometrar o tempo do calculo.

Da décima quarta linha até a vigésima quarta é o célculo [3.7, quando é colocado
um parametro para que o programe pare, indo do do valor inicial ¢1 ao passo a h até o

valor final. Nessas linhas é calculado a aproximacao de Euler e o valor exato da EDO.

Na vigésima quinta linha é para que o cronémetro pare.
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