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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos alguns espacos de Banach fundamentais e um dos principais Teo-
remas da Analise Funcional: o Teorema de Hahn-Banach. Sobre o Teorema de Hahn-Banach,
demonstraremos sua forma analitica (real e complexa), e suas formas geométricas e mostra-
remos algumas de suas belissimas aplicagoes. Para o bom entendimento do Teorema serao
introduzidos os espacos métricos e alguns elementos de teoria da medida para a Definicao de
alguns espacos de Banach fundamentais e uma forma do Axioma da Escolha, chamado de Lema

de Zorn.

Palavras-chave: Espacos de Banach; Teoremas de Hahn-Banach; Lema de Riesz.
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Introducao

A Analise Funcional é uma sintese dos conceitos de Algebra Linear, Analise e Topologia.
Tal teoria estuda, essencialmente, os espagos normados de dimensao infinita (Os espagos de
Banach), além das transformagoes lineares entre tais estruturas. Seu desenvolvimento ocorreu,
parcialmente, devido ao estudo do comportamento de determinadas equacoes diferenciais e
integrais.

Diante disso, o objetivo deste trabalho é realizar um estudo introdutério da Analise
Funcional e demonstrar um de seus principais Teoremas: o Teorema de Hahn-Banach. No que
tange aos Teoremas de Hahn-Banach, demonstraremos sua forma analitica (real e complexa) e
suas formas geométricas, e mostraremos algumas de suas belissimas aplica¢oes. Vale ressaltar,
que buscamos ser o mais detalhista ao longo do desenvolvimento teérico deste estudo, com o
proposito de construir um texto didatico, que pode servir como um ponto inicial para estudantes
de graduacao que buscam adquirir conhecimentos acerca da anélise funcional.

Os dois primeiros capitulos introduzem algumas nogoes dos espagos métricos e da te-
oria da medida, as quais sao essenciais para fundamentar a Definicao de Espacos de Ba-
nach e para trabalhar com os exemplos, nao triviais, dos espacos de Banach: os espagos
L,(X,3, 1) e ly(X, X, 1), onde 1 <p<+ooe (X,%, ) éum espaco de medida.

No capitulo trés introduzimos os espacos de Banach dando diversos exemplos e demons-
trando algumas das suas propriedades. Além disso, ainda neste capitulo, fazemos um breve
estudo sobre os operadores lineares continuos, o qual é importante para enunciar o Teorema de
Hahn-Banach.

Iniciando o capitulo quatro, falamos do lema de Zorn que é necessario para demonstrar
o Toerema de Hahn-Banach. Posteriormente, provamos o Teorema de Hahn-Banach (caso
real e analitico). Este teorema garante que funcionais lineares continuos definidos em um
subespago G de um espago normado F podem se estender a todo o espago E, preservando a
linearidade, continuidade e o valor da norma. Também demonstramos a primeira e segunda
forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach que assegura a separagao de convexos por
hiperplanos.

E dificil mensurar a importancia dos Teorema de Hahn-Banach para a Analise Funcio-
nal, pois deles decorrem muitos corolarios e aplicacoes importantes. Nesse caso, explicitamos
no capitulo 5 algumas aplicabilidades relevantes destes lindissimos resultados em espacos se-
paraveis, no teorema fundamental do célculo em espagos de Banach, o Lema de Riesz e na

densidade de C(2) em L,(2). Além disso, fazemos comentarios sobre a unicidade do teorema



de Hahn-Banach e o demonstramos sem utilizar o lema de Zorn, considerando a teoria dos

espagcos separaveis.



Capitulo 1
Espacos Métricos

Os espacos métricos introduzem conceitos fundamentais, como distancia entre pontos,
conjuntos abertos, conjuntos fechados e convergéncia de sequéncias em espacos métricos. Esses
conceitos sao essenciais para entender as propriedades dos Espagos de Banach. Em especial,

caso o leitor tenha interesse no aprofundamento do estudo dos espagos métricos, pode consultar

I5].

1.1 Definicao e Primeiros Exemplos

Definicao 1.1.1. Uma métrica em um conjunto M € uma funcao d : M x M — R que associa
cada par (z,y) € M X M a um nimero real d(x,y), denominado de distancia entre x e y, e

que satisfaz as sequintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € M:
1. d(z,z) =0;
2. Se x # vy, entao d(z,y) > 0;
3. d(z,y) =d(y,x);

4. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Vale notar que o item 1 diz que a distancia entre um ponto e ele mesmo é zero. O item 2
refere-se a positividade da fungao distancia em pares (x,y), em que x # y. O item 8 trata da
simetria da distincia de dois pontos, pois € natural acreditar que a distdncia de um ponto x a
um ponto y € a mesma distancia do ponto y ao ponto x. Por fim, o item 4 € a desigualdade
triangular, andloga a do plano euclidiano, em que a medida de um lado de um tridngulo nao

excede a soma das medidas dos outros dois lados.

Defini¢ao 1.1.2. Chamaremos de espago métrico um par (M,d), no qual M é um conjunto e
d € uma métrica em M. E importante ressaltar que os elementos de um espaco métrico serao
chamados de pontos, isto €, as matrizes, as fungoes, 0s pontos, entre outros possiveis elementos

de um espaco métrico, serao denominados de pontos.



Exemplo 1.1.1. Perceba que d' : R x R — R definida por d'(x,y) = |x — y| € uma métrica
em R, pois dados x,y € R, temos que |x —y| =0 & = =y e se v # y, entao |x —y| > 0.

Particularmente, |x —y| = |y — | para todos x,y € R e
1 1 1 1
lz +yl = (lz +y*)2 = (2° + 22y + )7 < (" + 20allyl + y*)2 = ([l2] + [y[]*)= = || + |y,

portanto, |t —z| = |z —y+y—z| < |z —y|+ |y — z|. Assim, d’ atende os itens 1,2,3 e 4 da
Defini¢ao sendo uma métrica em R, mostrando que (R,d") é um espago métrico.

Exemplo 1.1.2. Se (M,d) é um espago métrico e N C M, entdo existe uma métrica d* em
N. Com efeito, basta considerar d* a restricao de d ao conjunto N X N, assim, a distincia
entre os elementos de N € a mesma distdncia que eles possuem como elementos de M. Quando

fazemos isto, chamamos N de subespag¢o métrico de M e a métrica d* é dita induzida pela de
M.

Exemplo 1.1.3. Generalizando o exemplo existem trés maneiras naturais de se definir
distdincia no espago euclidiano R™. Os pontos do R™ sao n—uplas (x1, T, ..., x,) tal que z; € R
para todoi = 1,2,...,n. Assim, dado x = (x1, %2, ....,x,) €y = (Y1, Y2, ..., Yn) em R"™, definiremos
as fungoes di,ds,ds : R" x R" — R por

n

di(z,y) = /(@1 — )2+ (@2 — 42)2 + . + (B0 — y0)? = Z(% — i),

do(z,y) = o1 — y1| + w2 — vol + .+ |20 — ynl = ) |z — wil,
=1

dy = max{|z1 — w1, |[r2 = Yol -oos [4n — yn|} = max [z; — yil.

Claramente dy,ds e dsz cumprem as condi¢oes 1,2 e 3 da Defini¢cao |1.1.1. Particularmente,

dado z = (21, 22, ..., zn) € R™, entao

dy(z,2) = Z |z, — 2| < Z(’l‘z —yil + |y — 2]) =
i=1 i=1

Dol —yl + Y g — 2 = dalw,y) + da(y, 2)

i=1 =1
Portanto dy cumpre o item 4 da defingao sendo, de fato, uma métrica em R"™, analoga-
mente € possivel mostrar que dz também € uma métrica. Para provar a desigualdade triangular

de dy, precisaremos de mais recursos, portanto demonstraremos esta propriedade a posteriori,
no exemplo|1.1.1(} Consideraremos, d; uma métrica por ora.

Proposicao 1.1.1. Considere as métricas dy,dy e ds definidas no exemplo[1.1.3. Dados x,y €

R™, tem-se

d3(x7y> < dl(xvy) < dQ(IJy) <n- d3(l’7y)



Demonstragao. Os casos ds(z,y) < di(x,y) e dy(z,y) < n - ds(x,y) s@o imediatos, restando

mostrar apenas que d(z,y) < da(x,y). Assim, note que [dy(z,y)]* = Z(ml — 1;)?, portanto

i=1
[y (e, )2 = (@i — ) <2 |wi— gl - |z —yjl+z = [da(z, y))*.
i=1 i<j
Logo dy(z,y) < do(z,y). O

Nesse caso, diremos que dy, ds e d3 sao métricas equivalentes em R™.

Exemplo 1.1.4. Considere X um conjunto arbitrdrio. Diremos que uma funcio f : X — R
¢ limitada, se ezviste K € R tal que |f(x)] < K para todo x € X. Dessa maneira, definiremos
B(X : R) como o conjunto de todas as fungoes f : X — R limitadas. Em particular, a soma,

a diferenca e o produto de funcgoes limitadas ainda € uma funcao limitada. Definiremos uma
fungio em B(X : R) x B(X : R) pondo, para f,g € B(X : R) arbitrdrias

d(f,g) = sup|f(z) — g(z)|.
zeX
Afirmamos que d é uma métrica em B(X,R). De fato, dados f,g,h € B(X : R), temos

sup|f(z) = 9(@) = 0= 0 < |f(x) = g(z)] < sup |f(z) — ()] =0

< [f(x) = g(2)| = 0= f(z) = g(x),

para todo x € X. Isto mostra que d(f,g) =0 < f =g. Como |f(z) — g(x)| = |g(x) — f(x)
para todo x € X, entdo sup |f(z) —g(x)| = sup lg(x) — f(x)|, ou seja, d € simétrica. Por fim,

da expressao |f(x) — h(x )I < |f(z) —gla )|+|g( ) = h(x)| para todo x € X, seque que

sup |f(x) = h(z)] < jg(’('f(‘”) —g(@)| + |g(z) — h(z)|) =
sup |f(z) — g(z)| + sup lg(z) — h(x)],

a qual demonstra a desigualdade triangular para d. Chamaremos essa métrica de métrica da

convergéncia uniforme ou métrica do sup.

O simbolo K representaré, indistintamente, o corpo R dos niimeros reais ou corpo C dos

numeros complexos. Chamaremos os elementos de K de escalares.

Defini¢ao 1.1.3. Seja E um espago vetorial sobre o corpo K. Uma funcao ||-|| : E — R que
associa a cada v € E um nidmero real ||z||, chamado de norma de x, é uma norma em E se

satisfaz as sequintes condigoes para todo x,y € E e A € K:
1oa#0= |l #0;
2. || Az]| = [AL - [l=[l;

3 e +yll < ll=ll +[lyl]-



onde |A| € o valor absoluto de . Perceba que pelo item 2, temos que || — z|| = ||z|| e que
l|Az|| = 0, se considerarmos X\ = 0, pois |0] - ||z|| = 0 - ||z|| = 0. Pela contrapositiva do item
1, podemos notar que se ||z|| = 0, entao x = 0. Em especial, pelo item 3 podemos perceber que
0=llz+ (—2)|| < |lz|| + || —z|| = 2||z]| = ||z|| = 0. Segue que ||z|| > 0 < = # 0. Assim,

podemos escrever a propriedade 1 da sequinte forma: ||z|| >0 e ||z]| =0 < x = 0.

Defini¢ao 1.1.4. Chamamos de espago vetorial normado um par (E,|| - ||) onde || - || é uma

norma do espaco vetorial E.

Exemplo 1.1.5. Sabemos que o R™ um espago vetorial sobre R. Assim, os pares (R™, || - ]1),

(R™, [ - []2) e (R™, || - ||s) sdo espagos normados, onde dado x = (1,2, ..., x,) € R", tem-se

n n
ol = />t llallz = Y |l e llalls = max|a,].
i=1 i=1

As demonstragoes que || - ||1,|| - |2 e || - ||s sGo normas, sequem do exemplo considerando
di(x,0) para i =1,2,3, salvo a demonstragao do item 2 da Defini¢ao m que € imediata.

Exemplo 1.1.6. O espaco vetorial B(X : R) é um espago normado com a norma ||f|le =

sup |[f(x)| . A demonstracio dos itens 1 e 3 da Definigao |1.1.5 sequem do exemplo |1.1./
zeX

observando que || f|looc = d(f,0). Dado X € K, entao ||Af||ooc = sup |\f(x)| =sup|A| - |f(x)] =
zeX zeX

Al sup | f(z)| = || - || f]|oo, completando a demonstragao.
zeX
Exemplo 1.1.7. Vale observar que todo espag¢o normado (E,||-||) se torna um espago métrico

definindo d(z,y) = ||z — y||. Realmente, ||z —y|| =0 2 —y =0 2=y, o que mostra que
d(z,y) > 0 < x #y. Como visto no item 2 da Defini¢io[1.1.5, seque que ||z —y|| = ||y — z||,
portanto d € simétrica. Por fim, ||z —z|| < ||z —y+y — z|| < ||z —y|| + ||y — z|| atendendo a
desigualdade triangular e encerrando a demonstragao. A métrica d(x,y) = ||z — y|| no espago

normado (E,||-||) € chamada de métrica proveniente da norma.

Definicao 1.1.5. Seja E um espago vetorial sobre R. Um produto interno em E € uma fungao
(,-) : Ex E — R a qual associa cada par ordenado de vetores (x,y) € E a um nimero real
(x,y) chamado de produto interno de x pory, de modo a serem cumpridas as condi¢oes abaizo

para quaisquer x,y € z em E e A € R:
1. {x+y,z2)=(x,2) + (y,2);
2. (Az,y) = X (x,y);
3. (z,y) = {y,2);
4. x#0= (z,z) > 0.

Das trés primeiras propriedades seque que

(r,y+2)=(y+z1) =2 +{(z,1) = (1,y) +(z,2),

10



<$7>"y> = ()\y,x> =A- <y,x> = <£E,y>
e que
(0,9) =0-(0,y) = 0.
Exemplo 1.1.8. Dados x,y € R", com x = (x1,....; %),y = (Y1,..-,Yn), @ funcgdo (x,y) =

inyi ¢ um produto interno em R™. Realmente, considere z = (z1, ..., z,) € R"™ e perceba que
i=1

n n

(w+y,2) =Y (rit+uy)z= Y (1iz + viz) Z iz + Z Yizi = +(y, 2)-

i=1 i=1

Além disso,

(A-z,y) kazyz—h szyz_A (z,),

também temos que
=D T = Zyzxz =y
i=1
Por fim, claramente,
Z x>0,
i=1
sex # 0.

A partir do produto interno, podemos definir a norma de um vetor x € E pondo ||z|| =
V{(z,z), isto &, ||x||* = (z,z). Para mostrar isso, precisamos provar a desigualdade de Cauchy-
Schwartz. Vale ressaltar que utilizaremos a notagao ||z||> = (z, ) para que o leitor se familiarize

com esta propriedade.

Proposigao 1.1.2 (Desigualdade de Cacuhy-Schwarz). Se E um espago com produto interno,
entdo dados x,y € E, temos que |(z,y)| < ||z|| - ||y]|-

Demonstragao. Sem perda de generalidade, se x = 0, entao 0 = [(0,y)| < ||0]| - ||y|]| = 0. Para

x # 0, tome \ = Hm’I?IJQ e afirmo que o vetor z = y — A\ - x é perpendicular a x. De fato, repare

que
(Z,y = A-x) =(2,y) — (2, A1) =

(z, )

z,y) — A (z, )
= (o) = - (0,0 = (o) = Sl =0

Assim, tomando o produto interno de y = z + A\ - z por si mesmo, obtemos
Wyl = (v, y) = (z+ X 2,2+ X-2) =(z, 2+ X-2)+ (A z,2+ X x)

=(z,2) +(z, A\ x)+ (A x,2) + (A -2, \ - x),

11



pela perpendicularidade de z com z, segue que (z, A - x) = (A -z, z) = 0, portanto,
lyll? = (2, 2) + (A2, d @) = (2,2) + A2 (@, 2) = [|2| + A2 - ||z,

Dessa forma, A\? - ||z||* < ||y||>. Ora, perceba que

X a2 = (<x’y>>2-llx||2 _ foyy

[|[]? IEdE

. xT 2 A :
assim, {4 < [|y|[2, logo (w,y)* < ||z]|? - [[y||* e, como consequeéncia, |(z,y)| < ||| - [[y|l. C
Exemplo 1.1.9. Seja E um espago com produto interno e tome x € E. Entao ||z|| = \/(z, )

¢ uma norma em E. De fato, sejam x,y € E, sabemos que v # 0 = (x,x) > 0. Perceba agora

que

IA-2ll = VA -z, d-a) = VX - (z,z) = [NV x) = AL [l
Por fim,

lz +yll* =z +y.x+y) = (z,2+y) + {y.o+y) = (2,2) + (@,y) + (y,2) + (. y)
= [l2|* + 2(z, y) + [lylI*
. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, seque que
|z +yl1* = lzl* + 2{z, y) + [lyl* < [l2]]* + 20|zl - [yl + [yl1* = (]| + [ly])?,
logo ||x + y|| < ||z|| + ||y||, mostrando que, de fato, \/{x,z) € uma norma em E.

Exemplo 1.1.10. Vimos que se x,y € R" onde x = (x1,...,x,) ey = (Y1, .., Yn), entao Z::L’lyZ
i=1
é um produto interno em R, como consequéncia do exemplo[1.1.9,

2]l =

€ uma norma em R™ e, portanto,
[z =yl < lfls + [yl

o que mostra a desigualdade triangular para dy no exemplo [1.1.5,

1.2 Continuidade e Sequéncias de Funcoes

Definicao 1.2.1. Considere M e N espagos métricos. Dizemos que a aplicacio f : M — N €
continua no ponto a € M, quando dado € > 0, existe 6 > 0 tal que d(f(x), f(a)) < € sempre que

d(xz,a) < 0. Quando f for continua para todo a € M, diremos simplesmente que f € continua.

12



Observacao 1.2.1. Observe que na Defini¢ao anterior que estamos denotando a métrica tanto
de M quanto de N pela mesma letra d. Mas de fato estas métricas nao precisam ser iguais, na

verdade elas podem ser bastante distintas a depender da natureza dos espacos métricos M e N.

1

Exemplo 1.2.1. Considere a fung¢io f : Ry — R tal que f(x) = . Dado ¢ > 0, emiste

§ >0 tal que |z —a| < 8. Tome § =% e note que = |2 — 1| = |=2| < 2 = 2 Dessa
T a azx la-(a/2)] a
. 2
forma, basta tomar 6 = min{%, 5} e teremos que ‘f(x) — i‘ < €= 2—2. Como escolhemos a

arbitrariamente, seque que f € continua em R, .

Definicao 1.2.2. Diremos que uma sequéncia de aplicagoes f,, : X — N, com X arbitrdrio e N
espago métrico, converge uniformemente para f : X — N (notagao: f, — f uniformemente),
quando para todo € > 0, eziste ng € N tal que d(f,(x), f(x)) < € sempre que n > ngy, qualquer
que seja v € X.

Exemplo 1.2.2. A sequéncia de fungoes f, : R — R onde f,(x) = T converge uniformemente
para funcao identicamente nula quando restrita qualquer subconjunto limitado X C R. Com
efeito, dado x € X, existe uma constante ¢ € R, tal que |z| < c. Particularmente, dado € > 0,

1

o com L > L assim, € > |]. Mas
10 ") ) n )

1
tomando n > ng > ¢, seque que - < £, logo € > & > 1=

podemos reparar que f, nao converge uniformemente em R, afinal tomando € = % ex >n,

entdo |£] > 1> e.

Proposicao 1.2.1 (Teorema do Limite Uniforme). Sejam M e N espagos métricos. Se uma
sequéncia de aplicagoes f, : M — N, continuas no ponto a € M, converge uniformemente em

M para uma aplicagio f: M — N entao [ € continua no ponto a.

Demonstragao. Pela hipotese da convergéncia uniforme da sequéncia f,, para f, dado € > 0,
existe ny tal que d(f.(z), f(r)) < § quando n > n;. Particularmente, como cada aplicacao
fn € continua em a, entdo, para o € > 0 acima, existe § > 0 tal que, se d(z,a) < J entdo
d(fu(z), fu(a)) < 5. Novamente, como f, — f uniformemente, entdo para o mesmo ¢ > 0
existe ny tal que se n > ny, temos d(f,(a), f(a)) < 5. Portanto, tomando ng = max{n,ny} e

n > ngp, concluimos que se d(x,a) < d, entdo

d(f(x), f(a)) < d(f(2), fu(2)) + d(fa(2), fu(a)) + d(fala), f(a)) < 5+ 5+ 5 =€

concluindo a argumentacao que f é continua em a.

Corolario 1.2.1. Se uma sequéncia de aplicacoes continuas f : M — N converge uniforme-

mente para f : M — N, entao f € continua.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a demonstracao da Proposicao [1.2.1] basta conside-

rar a um ponto qualquer em M.
m
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Definicao 1.2.3. Considere os espacos métricos M e N. Dizemos que a aplicagio f : M — N
€ uniformemente continua quando dado € > 0, existe & > 0 tal que, sejam quais forem x,y € M,

tem-se d(f(z), f(y)) < € sempre que d(z,y) < 0.

Repare que toda fungao uniformemente continua é continua, basta fixar o y a um ponto
qualquer em M. Mas ao contrario da continuidade da Definicao [1.2.3] que é um fenémeno
local, a continuidade uniforme é global, isto é, determina a continuidade de todos os pontos da

aplicagao simultaneamente.

Exemplo 1.2.3. A funcio f: R — R, f(x) = 2 € uniformemente continua em cada conjunto
compacto de R. Mas nao € uniformemente continua em um conjunto ilimitado X C R. De
fato, considere f definida no conjunto compacto [—a,al, perceba que dado € > 0, existe § tal
que se |v —y| < 6, entao |f(z) — f(y)] = [v* —v?| = |[r —y| - |z + y| < § - 2a. Basta tomar
§ < 5= e concluimos que f € uniformemente continua em [—a,a]. No entanto, em f definida
em R, perceba que dado qualquer 6 > 0, tome € = 1, perceba que tomando y =1+ %, temos que
existe x tal que |y — x| = |v 4+ L — x| = |1| < 8, no entanto, | f(y) — f(x)] = ‘(3:—1— %)2 - xQ‘ =

|2 + %| > 2 > €, ou seja, f nao € uniformemente continua em R.

1.3 Espacos Métricos Completos

o0

Definig¢ao 1.3.1. Seja M um espago métrico. Dizemos que a € limite de uma sequéncia (2,)5° ;,

quando para todo nimero € > 0 dado, existe ng € N, tal que d(z,,a) < € sempre que n > nyg.
Dizemos também que x,, tende a a, ou que (x,)°2, € uma sequéncia convergente para a em M,

e escreve-se ainda T, — Q.

Definigao 1.3.2. Dizemos que uma sequéncia (x,)0, € de Cauchy no espago métrico M, se

dado € > 0, existe ng € N, tal que d(z,,x,,) < € sempre que n,m > ng.

Observagao 1.3.1. Notemos que toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy € também
de Cauchy, pois tomando a subsequéncia (xn, )52, da sequéncia de Cauchy (x,)5, no espago
métrico M, temos que dado € > 0, entdo existe ng € N tal que d(x,,r,) < € sempre que
m >mn > ng. Tomando ng,my > ng, seque que d(Ty,, Tm,) < €, 0 que mostra que (Tn, )n,en €

de Cauchy.
Proposicao 1.3.1. Toda sequéncia convergente em um espago métrico M é de Cauchy.

Demonstra¢ao. Suponha que (x,,)22, convirja para a em M. Por Definigao, dado € > 0, existe

ng € N, tal que d(z,,a) < § e d(z,,a) < § sempre que m,n > ng. Portanto,
d(Zn, Tm) < d(Tn,a) +d(a, 2m) < 5+ 5 =€

Portanto, (z,)5°, ¢ de Cauchy em M.
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Exemplo 1.3.1. Podemos notar que nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Se consi-
derarmos a sequéncia r1 = 3,19 = 3,1, 23 = 3,14,..., com limx,, = 7, entao (x,)°2; converge
em R, portanto, é de Cauchy pela Proposi¢ao|1.3.1. Em particular, (x,)02, € uma sequéncia

de Cauchy no conjunto dos nimeros racionais Q, mas, claramente nao converge em Q.

Proposicao 1.3.2. Toda sequéncia de Cauchy que possui subsequéncia convergente € conver-

gente (nesse caso a sequéncia tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragao. Considere a sequéncia de Cauchy (x,,)2% ; no espago métrico M. Tome a sub-
sequéncia (z,, )32, de (z,)r>, tal que z,,, — a € M. Portanto, dado € > 0, existem ny,ny > 0
no qual d(x,,,a) < § e d(zn, z,,) < §, sempre que ny > ny e ng,n > Ny, respectivamente. Seja

no = max{ny,ns}, segue que,
d(.’]fn,a/> S d(xn7xnk> + d('xnk?a) < % + % =€

Consequentemente, z,, — a.
O

Definicao 1.3.3. Dizemos que o espagco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cau-

chy em M é convergente em M.

Observacao 1.3.2. Podemos observar que os espacos métricos completos estao relacionados
com a ideia da auséncia de "pontos faltando"ou "buracos”. Como toda sequéncia de Cauchy
converge para um ponto no espago, nao existe lacunas entre estes pontos. Em particular, po-
demos notar que Q nao é um espago métrico completo pelo exemplo [1.3.1, ou seja, a grosso

modo, existem "buracos"entre os nimeros racionais na reta real.

Antes de continuar, precisaremos do Lema a seguir para mostrar que R é um espago

métrico completo.

Lema 1.3.1 (Teorema de Bolzano-Weierstress). Toda sequéncia limitada de nimeros reais,

possui subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (z,,)5°, uma sequéncia limitada em R, segue que existe M tal que —M <
x, < M para todo n € N. Seja X = {x € R : existe (z,, )72, no qual z < z,, }. Claramente,
—M € X, além disso M é uma cota superior de X. Como X é nao vazio e limitada superior-
mente, entao X possui supremo. Seja o sup X = A. Mostraremos que existe uma subsequéncia
(2, )72, convergente para A.

Comecaremos provando que, qualquer que seja € > 0, existem infinitos indices n tais que
A—e < x, e somente um numero finito satisfazendo A+¢ < x,,. De fato, sendo A o supremo de
X, existe z € X e € > 0 tal que A — € < z, portanto, existe z,, tal que A —e <z < z,, e nao
existe nenhuma subsequéncia (z,, )52, onde A + € < x,,, . do contrario, existiria y € (A, A +¢),
com y € X o que contradiz o fato de A ser o supremo de X.

Agora, tome € = 1 e seja x,, um elemento em (A — 1, A+ 1). Em seguida, seja € = %
e T, um elemento em (A — 2, A + 1). Fazendo isso sucessivamente, tomaremos e = % e Ty,
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em (A — %, A+ %) para todo j € N, portanto temos que |z,, — A| < % para j suficientemente
grande, ou seja x,;, — A, concluindo a demonstracao.
m

Proposicao 1.3.3. R € um espago métrico completo.

Demonstracao. Seja (x,)22, uma sequéncia de Cauchy em R. Afirmamos que (x,,)5, é limi-
tada. De fato, tomando € = 1, existe ng tal que |z, — x,,| < 1 para todo n,m > ng, isto é,
T, € (Tpy— 1,y +1) sempre que n > ng. Sejam « e B os valores maximo e minimo, respectiva-
mente, do conjunto X = {z1,xa, ..., Tpy_1, Tny — 1, Tn, + 1}, como consequéncia, x, € [a, ] para
todo n € N. Portanto, Pelo Lema a sequéncia (z,,)5°, possui subsequéncia convergente e
pela Proposicao m, a propria sequéncia (z,,)%2 ; converge em R, provando que R é um espago
métrico completo.

]

1.4 Conjuntos Fechados e Conjuntos Compactos

Definicao 1.4.1. Seja M um espaco métrico e X C M. Dizemos que a € M € um ponto
aderente a X, se para todo € > 0, temos que B(a,e) N X # ().

Definicao 1.4.2. Seja M um espagco métrico e X C M. Definimos o fecho de X, denominado

por X, como o conjunto de pontos aderentes de X .

Definicao 1.4.3. Considere M wum espaco métrico. Dizemos que um conjunto X C M ¢é
fechado, se X = X. Em termos de sequéncias, diremos que X € fechado, se dado uma sequéncia

()22, em X, entdo x,, — a € X.

Defini¢ao 1.4.4. Seja (M,d) um espago métrico e X C M. Dizemos que X é compacto, se
toda sequéncia (x,)%°

* . € X, admitir uma subsequéncia (z,,)5>, convergente para um ponto
peEX.

Exemplo 1.4.1. Todo subconjunto finito de um espaco métrico é compacto. De fato, seja
X ={z1, .., 21} e (2,)52, € X. Como X € finito, existe uma subsequéncia (x,, )5, de (x,)5,

que € constante, pois X € finito , portanto, x : N — X ndao € injetiva. Logo, (z,, )3, € converge

para algum elemento de X.
Proposicao 1.4.1. Todo subconjunto fechado de um espaco métrico compacto, é compacto.

Demonstracao. Seja M um espago métrico compacto e X um subconjunto fechado de M. Seja
()52, uma sequéncia em X. Como M é compacto, existe uma subsequéncia (z,, )32, tal que
— 2 € M. Em particular, z € X = X, pois X é fechado. Como consequéncia, F é

T,

compacto.
O

Proposicao 1.4.2. Todo subconjunto compacto X, de um espaco métrico M, é fechado.
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Demonstracao. Sejam M um espaco métrico e X um conjunto compacto em M. Tome p um

ponto aderente de X, ou seja, p € X, portanto, para cada n € N, existe

1
xneB(p,—) NnxX.
n

Note que z,, € X, ainda mais, x, — p. Como X é compacto, entao existe uma subsequéncia
(T, )52 ,, tal que z,, — ¢ € X. Mas como x, — p, entdo toda subsequéncia de (z,)5,
converge para p, portanto p = q € X. Logo X ¢ fechado.

m

Proposicao 1.4.3. Todo conjunto compacto de um espago métrico é limitado.

Demonstragao. Seja M um espago métrico e X C M compacto. Suponha que X ¢ ilimitado.

Considere xg € X. Como X nao é limitado, existe x; € X tal que
d(xg,z1) > 1.
Ainda mais, existe x5 € X, onde o
min{d(zg, z1),d(z1,22)} > 1.

De modo geral, existe uma sequéncia (z,)%,, com z,, € X para todo N tal que

min{d(z,,z;):j=1,.,n—1} > 1.

Agora, note que se (z,,)%, admitisse subsequéncia (z,, )7, convergente, entao (x,, )7, seria
de Cauchy, ou seja, dado € = %, teriamos que d(xy, , Tp,,,) < % para k suficientemente grande, o
que contraria nossa constru¢ao. No entanto, note que se (z,)%; nao possui uma subsequéncia
convergente, entao X nao pode ser compacto, o que contesta nossa hipotese, consequentemente,

X precisa ser limitado.
m
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Capitulo 2

Teoria da Medida

Em Anélise matematica, um dos conceitos mais importantes é o de medida, a qual
precisa de uma formulacio precisa e rigorosa. Vale lembrar que denotaremos por R = R U
{+00} U {—0o0}, onde os simbolos —oco < & < 400 para todo x € R. A aritmética com os
simbolos +00, —o0 sao encontradas em qualquer livro de Teoria da Medida, em particular,
recomendamos [I]. Além disso, para manter o foco no nos objetivos especificos deste trabalho,
optamos por nao apresentar as demonstragoes completas de certos teoremas. Caso o leitor

tenha interesse em um estudo mais aprofundado, consulte [I].

2.1 Funcoes Mensuraveis

Definicao 2.1.1. Chamamos de o-dlgebra uma familia ¥ de subconjuntos do conjunto X, se

satisfaz as sequintes propriedades:
1.0, X €%;

2. Dado A € %, o complementar X — A € ¥;

3. Se A, € X para todo n € N, entio U A, €.
n=1
Neste caso, chamaremos o par (X, %) de espago mensurdvel, onde cada A € X serd denominado

de conjunto mensurdvel.

Exemplo 2.1.1. O conjunto das partes de X, denotado por P(X) € uma o-dlgebra de X.
Com efeito, por Defini¢io, 0, X € P(X), além disso, dado A € P(X), temos que X — A C X,
portanto X — A € P(X). Por fim, dado (A,)2, € P(x), temos que A,, C X para todo n € N,
seque que U A, C X e, como consequéncia, U A, € P(X).

neN neN
Defini¢ao 2.1.2. Chamamos de o-dlgebra de Borel, a o-dlgebra (1), em que 7 = {(a,b) :
a,b € R}, denotada por B(R).
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Definicao 2.1.3. Dizemos que uma fungao f: X — R é mensurdvel quando
{reX:f(z)>a}eX

para todo x € R

Exemplo 2.1.2. Se E €Y e Xg: X — R € a funcao caracteristica definida por

Xp() lsex e FE
xr) =
v 0sex ¢ FE

Entao Xg é mensurdvel. De fato, dado a € [1,+00), temos {x € X : Xp(z) > a} = ¢ € X,
caso a € [0,1), entao {x € X : Xg(x) > a} = F € ¥, finalmente, se o € (—00,0), resulta em
{re X : Xg(x)>a} =X €.

Proposigao 2.1.1. Dado ¢ € R. Se f : X — R € mensurdvel, entio (c-f) : X — R €

mensurdvel.

Demonstragao. Considerando ¢ = 0, temos (¢ f) : X — R, onde (c¢- f(z)) = 0. Sob a
condi¢ao ¢ > 0, dado o € R arbitrariamente, podemos observar que {x € X : (c¢- f(z)) >
af={r e X : f(z) > 2} € ¥, pois f é mensurdvel. Analogamente, se ¢ < 0, observamos que
{freX:i(c-flz) >a={reX:flz)<2}=X—-{reX: f(z)>2} € X Segue que,
(c- f) é mensuravel para todo ¢ € R.

[

Proposicao 2.1.2. Se f: X — R, entdo f?: X — R € mensurdvel.

Demonstragao. Considere 0 < a. Temos que {x € X : f3(z) > a} = {x € X : f(z) >
JatU{z e X : —f(z) > Ya} € 3. Sea <0,entdo {z € X : (f(x))*?>0>a} =X €3,
completando a argumentacao.

]

Proposicao 2.1.3. Se fi, fo, -+, fn : X = R sao mensurdveis, entao (f1 + fo+ -+ fa) :

X — R € mensurdvel.

Demonstrag¢ao. Dados arbritariamente o € R e r € Q. Considere fi, fo : X — R mensuréaveis.
Denotaremos

Sp={zeX: filz)y>r}n{reX: folx) >a—-r}eX.

Afirmamos que

{re X : filz) + fo(z) > a} = USTEZ.
reQ

Com efeito, se = € {z € X : fi(z) + fo(x) > a}, entdo fi(z) > a — fo(z). Note que
Q ¢é denso em R, assim, existe r € Q tal que fi(z) > r > a — fo(x), logo fi(z) > r e

fa(x) > a — r, consequentemente, z € S, C U S,. Reciprocramente, dado = € U S, temos
re@ reQ
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filx) > re fo(xr) > o —r, segue que fi(x) + fo(x) > a. Assim, provamos que a soma de
duas funcoes mensuraveis é mensuravel, indutivamente nao é dificil de mostrar que a soma

(fi+ fo+--+ fn) : X = R & mensuravel, quando f1, fa, ..., fn : X — R sdo mensuraveis.

O
Proposicao 2.1.4. Se f,g: X — R sao mensurdveis, entio f-g: X — R € mensurdvel.
Demonstracao. Assuma que f e g sao mensuraveis. Perceba que
frg=317 +9) ~ (f = o)
Portanto, pelas proposigoes [2.1.1] [2.1.2] e [2.1.3] temos que f - g é mensuravel.
O

Proposicao 2.1.5. Se f: X — R é mensurdvel, entao |f| : X — R é mensurdvel.

Demonstragao. Seja f : X — R mensuravel. Note que {z € X : [f(z)| > a} = {z € X :
f(z) >aU{xr e X :—f(x) >a} € X, portanto |f| : X — R é mensuravel.
[

Definigao 2.1.4. Denotaremos por M (X, %) o conjunto das fungoes mensurdveis definidas em

X assumindo valores em reais estendidos, isto €,
M(X,%):={f: X = R: f é mensurdvel},
Proposicdo 2.1.6. Se f : X — R ¢ uma funcdo mensurdvel, entio

1. {xGX:f(:U):—i-oo}:ﬂ{xeX:f(x)>n}€Z;

2. {reX: f(z)=-oc} = || J{reX: flz)<-n}| €X
neN
Demonstracao. Se x € {x € X : f(x) = 400}, entdo f(x) = 400, logo f(z) > n para todo n €
N, segue que, z € ﬂ{x € X : f(xz) > n}. Agora, note que dado = € ﬂ{x € X : f(z) > n},

neN neN
entdo f(x) > n para todo n € N, portanto f(z) > 400, isto &, f(z) = +00. Como consequéncia

{r e X: f(z) =400} = ﬂ{x € X : f(z) > n}. Analogamente, demonstramos 2.
neN

O

Proposi¢ao 2.1.7. Uma funcio f : X — R € mensurdvel se, e somente se, os conjuntos
A={{r e X : f(zr) = 40} e B={r € X : f(x) = —oc0} pertencem a ¥ e a fungdo
f: X = R definida por

< J[(x)sex g AUB
f(x)—{ Osexe AUB

€ mensurdvel.
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Demonstracao. Se f é mensuravel, segue da Proposicao 2.1.6, A, B € X. Considere a fungao
caracteristica X aup)- : X — R definida por

1se:1:€(AUB)C_{1se:E§éAUB

X c — =
(408)(7) {OSexg_f(AUB)C Osexe€ AUB

Pelo exemplo [2.1.2, X(4up)c ¢ mensurdvel. Agora, pela hipotese que f ¢ mensuravel, notemos

que

£(@) - Ko (@) = {M ser¢ AUB

Osexzc AUB

é mensuravel pela Proposicao Como f = f- X(auB)e, segue que f é mensuravel.

Reciprocamente, considere f : X — R mensuravel. Vamos mostrar que dado o € R, os
conjuntos C; = {x € X : f(x) > a} e Cy = {v € X : f(x) > a} N A° sdo iguais. Assuma
que a > 0ex € Oy, logo f(z) > a >0, isto é, f(x) # 0 e, portanto, f(z) = f(z) > a >0,
logo z ¢ AU B, particularmente, X ¢ A, ou seja, © € A logo x € Cy. Agora, tome x € Cs,
note que ¢ A e f(r) > a > 0, como consequéncia, ¢ AU B, assim, f(z) = f(z) > a <0,
em virtude disso, x € C;. Desta maneira, Co, = (] € . Por outro lado, se a < 0, entao
considere os conjuntos D; = {z € X : f(z) > a} e Dy ={z € X : f(z) > a} U B. Perceba que
Dé{x e X : f(z) <a}eDs={recX: f(x) <a}n B De maneira similar, provamos que
D§ = D, logo D§ € o(X), com isso, Dy € ¥ e, por fim, {x € X : f(z) > a} € ¥ para todo
a € R, em decorréncia disso, f é mensuréavel, concluindo a demonstragao.

]

Proposicao 2.1.8. Se ()5, € uma sequéncia de fungoes em M(X,Y) que converge para f,
entio f € M(X,X).

2.2 Medida

Definicao 2.2.1. Uma medida definida numa o-dlgebra 3 de subconjuntos de um conjunto X

¢ uma fungao real extendida p = X — [0, 00| tal que:

2. 1 <U Ez> = Z w(E;), para qualquer colegao enumerdvel de conjuntos de X, dois a dois
=1 =1

disjuntos.

Por exemplo, na reta dos ntimeros reais, temos a o-algebra Y dos Borelianos, gerada
pelos intervalos abertos (a,b) de R. E possivel demonstrar que existe uma tnica medida
definida em ¥ que coincide com o comprimento em intervalos abertos. (Com isso queremos
dizer, ((a,b)) = b —a). Esta medida tnica é chamada de medida de Lebesgue de R.

Na segao definiremos a medida de contagem pu,. para mostrar que o espago de sequén-

cias ¢, ¢ na verdade o espago L,(N,P(N), pi.) para 1 < p < +o0.
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Definigao 2.2.2. Um espago de medida € uma tripla (X, %, p) consistindo em um conjunto X,

uma o-dlgebra Y de subconjuntos de X e uma medida i definida em X.

H&4 uma questao terminologica que precisa ser mencionada e que sera frequentemente
empregada. Diremos que uma determinada Proposicao vale p-quase sempre, se existir um
subconjunto N € ¥ com p(N) = 0 tal que a Proposigao vale no complementar de N (quando
1(N) = 0 dizemos que N tem medida nula). Assim, dizemos que duas fungoes f, g sdo iguais
p-quase sempre, se f(x) = g(x) no complemento de um conjunto de medida nula. Neste caso,

abreviaremos
f=9 pn—gqs.

Da mesma forma, dizemos que uma sequéncia (f,,)° de fung¢oes em X converge p-quase sempre
para f, se existe um conjunto N € 3 com pu(N) = 0 tal que f(z) = lim,, f,(z) no complementar

de N. Neste caso, frequentemente escrevemos

J=limf,, p—aqs.

2.3 Integral de Lebesgue

Seja (X, %, 1) um espago de medida. Seja ¢ : X — R uma fungao simples, isto é,

o(x) = 3 anX, (@)

com o € Re E; € ¥. Pelo exemplo e pela Proposicao [2.1.3] resulta que ¢ é uma funcao
mensuravel. Se a; > 0 para todo k = 1,2, ---n, definimos a integral com respeito a medida p

de ¢ como
[ odn =3 awn() (2.1)
X k=1
ficando bem convencionado que +oo - 0 = 0.

Definigao 2.3.1. Seja f: X — [0,400] uwma fung¢ao mensurdvel nao-negativa, definimos a

integral de Lebesgue de f com respeito a medida p por

/deu - supfxqsdu,

onde o supremo € estendido sobre todas as fungoes simples nao negativas ¢(x) que satisfazem
o(z) < f(x) para todo x € X.

Finalmente, se f muda de sinal, damos a seguinte Defini¢ao de integral:

Definigao 2.3.2. Seja f: X — [—00,4+00] uma fungdo mensurdvel, definem-se as partes po-
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sitiwas e negativas, respectivamente como:

o w0
) {—f@s), f@) <0

Ambas fT e f~ sio mensurdveis nao-negativas e f(x) = f*(z) — f~(x). A fungio f ¢ dita

Lebesgue integravel em X com respeito a ju se ambas as integrais

/X frdu
/X fdy

forem finitas e portanto, sua integral € definida como:

/deuz/xﬁdﬂ—/xf‘du-

Se f possui integral no sentido acima, diremos simplesmente que ela é integravel. Enun-
ciaremos trés resultados notaveis sobre convergéncia na integral de Lebesgue. De fato nao

existem versoes de tais Teoremas para Integral de Riemann:

Teorema 2.3.1 (Teorema da Convergéncia monétona). Seja (f,)22, uma sequéncia de fungoes

em integraveis satisfazendo
L fi<fo< - <fu<for1 <o p-gs. em X

2. sup,, [y fudp < 00

Entao f,(x) converge p-q.s. em X para um limite finito, o qual denotaremos por f(x).

Ademais, [ € integrdvel e

/ fo— fldu = 0.
X

Teorema 2.3.2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,)5°, uma sequéncia de fungoes

integrdveis satisfazendo
1. fo(x) = f(z) p-q.s. em X,
2. Existe uma fungao integrdvel g tal que para todo n, |f,(x)| < g(x) p-q.s. em X.

Entao [ € integrdvel e

/ fo— fldu = 0.
X
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Lema 2.3.1 (Lema de Fatou). Seja (f,)32, uma sequéncia de fungoes mensurdveis satisfazendo

fn(x) >0 p-q.s. em X, para todo n, entao

/liminff( du<hm1nf/fn
X

n—o0 n—oo
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Capitulo 3

Espacos de Banach e Operadores Lineares

Continuos

A teoria dos espagos de Banach fornece uma estrutura fundamental para estudarmos
espacos vetoriais de dimensdo infinita, o que ndo acontece na Algebra Linear. A completude
destes espagos permite um estudo com generalizagoes e extensoes de resultados ja conhecidos
para espacos vetoriais de dimensao finita, assim como, as distingoes entre os resultados obtidos
em espagos com dimensao finita e infinita. Também estudaremos os operadores lineares neste
capitulo, os quais desempenham um papel essencial, pois relacionam espacgos de Banach distin-
tos, o que possibilita compreender como as propriedades de um espaco de Banach pode afetar

as propriedades do outro.

3.1 Espacos de Banach

Definicao 3.1.1. Um espagco normado E é chamado de espac¢o de Banach quando for um

espaco métrico completo com a métrica induzida na norma.

Em particular, uma sequéncia (z,)5; em um espago de Banach E, equipado com norma
|| - || converge para x € E se

lim ||z, — z|| = 0.
Nesse caso, dizemos que z é o limite da sequéncia (z,,)° ; e escrevemos x = lim z,, ou x,, — .
n

Exemplo 3.1.1. Vamos mostrar que R™ € um espago de Banach. Pelo exemplo[1.1.5, R"™ é um
espaco normado, bastando mostrar a completude do R™. Considere uma sequéncia de Cauchy

(z1)52, € R, tal que xp, = (x}, ..., x¥), seque que, dado € > 0, entdo

n
ok =zl = | (e — il < e
=1

quando k,m sao suficientemente grandes. Em particular, =, é uma sequéncia de Cauchy em

R, portanto, pela Proposicao|1.3.5, € convergente em R. Assim considere, lim x;, = ", ou seja,
n

lim|x§C —2'| = 0. Agora, repare que xy, converge para v = (x',...,2") € R". De fato, perceba
n

que
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n

n n
1i}1€rn [|lzp — x||1 = lilgn (xf —a%)? = lilgn z:(x}g —r')? = Zhlgn(x}i; —')? =
=1 i=1 i=1

7

n

Z(nin[x; —2l))? = 202 = 0.

=1

Pela Proposi¢ao (1.1.1)), seque o mesmo resultado para as normas || - ||2 e || - ||3. Assim,

concluimos que o R™ € um espaco de Banach.
No exemplo [3.7.1] mostraremos que C é um Espago de Banach, bem como C".

Exemplo 3.1.2. O conjunto P[0,1] dos polinémios p : [0,1] — R é um subespago vetorial
de B([0,1],R), pois sendo os polindémios fungoes continuas no compacto [0,1] sao, portanto,

fungoes limitadas. Assim, utilizaremos em P[0, 1] a norma:

|[p]| = sup [p(t)].
te(0,1]

No entanto, € possivel notar que P[0, 1] nao é um espago de Banach com esta norma. De fato,

considere a sequéncia p, : [0,1] = R tal que
x? z™

Do cdlculo, sabemos que p, — €* uniformemente no intervalo [0, 1], portanto, |p, — pm| < €
quando n,m sdao suficientemente grandes. Assim, temos uma sequéncia de Cauchy p, que ndao

converge para um ponto em P|0,1].

Exemplo 3.1.3. Considere X um conjunto nao-vazio. Uma funcao f : X — K € limitada
se existe M > 0 tal que |f(z)| < M para qualquer x € X. O conjunto B(X : K) de todas as

fungoes limitadas f : X — K € um espago de Banach com a norma
[ flleo = sup [f ().
zeX

Com efeito, dada uma sequéncia de Cauchy f, € B(X : K), seque que para todo € > 0, existem

m,n suficientemente grandes tal que |f,(x) — f(x)] < sup|fu(z) = fr(z)| = || f0 — finlloo <€,

portanto, (fn(x))>2, € de Cauchy no espago de Banacth, entao converge em K. Considere

que fn(x) — a(z) para qualquer x € X. Assim, definimos a funcao f : X — K, tal que
!

f(z) = a(x). Agora, perceba que |f,(x) — f(z)| = |fu(x) — a(z) + a(z) — f(x)] < |fu(z) —
a(z)| + |a(z) — f(z)] < €4+ 0 = € para n suficientemente grande e para todo x € X. Assim,

|| fr — flloo = sup|fu(x) — f(2)| < € para n grande o bastante.
reX

Resta mostrar que f € B(X,K). Repare que |f(x)| = |f(z) — fu(z) + fu(2)| < |f(z) — fu(x)] +
|fu(2)| < e+ ||full, como ||fn]| € constante pela limitacao de f,, seque que f € limitada, isto é,
f € B(X :K). Logo f, converge para f em B(X : K).

Proposicao 3.1.1. Seja F' um subconjunto do Espa¢o de Banach E. Uma condi¢ao necessdria

e suficiente para que F seja um espago de Banach € que F' seja fechado.
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Demonstragao. Considere a sequéncia (z,,)5° ; de Cauchy em F' fechado. Em particular, (z,,)5
é convergente em F, pois F é um Espaco de Banach, Como F ¢ fechado, segue que, toda
sequéncia convergente de F' converge em F', portanto, (x,)>%, converge em F', ou seja, F é
um espaco de Banach. Reciprocamente, seja F' um subespaco de Banach de E. Dado uma
sequéncia convergente (x,)2 ,, segue que, (z,)5, é uma sequéncia de Cauchy, logo, converge
em F', portanto F' é um conjunto fechado.

]

Exemplo 3.1.4. O conjunto C([a,b] : K) das fungdes continuas f : [a,b] — K é um subespago
vetorial de B([a,b] : K), pois [a,b] é compacto, e portanto sendo f continua, seque que é
limitada. Pela Proposi¢ao é suficiente mostrar que C([a,b] : K) € fechado (na mesma
norma de B([a,b] : K), veja o ezemplo[1.1.9) para seja um espago de Banach. Assim, considere
uma sequéncia (f,)>2, € C([a,b] : K) convergente para f : |a,b] — K. Precisamos mostrar que

f € C([a,b] : K). Como a convergéncia de f, para f na norma || - || Significa que

sup |fn(x) — f(x)] — 0, quando n — o,
z€[a,b]

1880 significa que a convergéncia de f, para f € uniforme. Logo, pelo Coroldrio do Teorema
do limite uniforme, f : [a,b] — K € uma aplica¢ao continua, portanto f € C([a,b] : K) e, como
consequéncia, C([a,b] : K) € fechado. Resulta que C([a,b] : K) seque que é um espaco de

Banach.
Exemplo 3.1.5. Definiremos o espago das fungoes continuamente diferencidveis em [a, b], como
C'([a,b],R) = {f : [a,b] = R : f € diferencidvel em [a,b] e ' € Cla,b]}

Consideraremos nos extremos do intervalo, os limites laterais respectivos. Repare que C*
naturalmente tem estrutura de espago vetorial, afinal aprendemos nos cursos de cdilculo que
(f+9) =f+d e \f) =\f. Mas C' nao é fechado em [a,b] com a norma || - ||s (veja o

exemplo 2.4.4 da referéncia [2] ). Assim, consideraremos em C*(|a,b],R) a norma

[ ller = 1 oo 11 oo-

Inicialmente, vamos mostrar que ||f||c1 € wuma norma. Repare que || f||so, ||f'|cc = 0, portanto
1 fller = 0 e que

0= [[fller < [Iflloc + [[/'llc = 0 & [[flloc; [ f'llec =0 & f(2), f'(z) =0,

pois || - ||o € uma norma. Como f(x) =0 = f'(z) =0, entdo ||f|lcx = 0 < f(z) =0 com

x € [a,b]. Perceba também que

A fller = TIAf oo + A [loo = T Hoe 4 11X loo = AL [[flloo +
S AL Moo = [AIUf oo + 11 o) = AL [[ £l
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Além disso, a desigualdade triangular é mostrada da sequinte forma

1+ gller = IIf + 9lloe + 11+ 9)lloe = |1 + 9lloc + [1F' + ¢l
<[ flloo + 1glloo + 11/ oo + 19"l
= ([l fllse + 11/ 1o0) + Ulgllos + 119" [lsc) = I fllcr + [lgll et

portanto ||-||c1 €, de fato, uma norma. Agora, vamos verificar que (C[a,b], ||+]|c1) € um espago
de Banach. Considere a sequéncia de Cauchy (f,)22, € C'la,b], entdo f,, f} € Cla,b]. Como

[ fo = finlloe < |fn = finller <€ ellfy, = fllloo < | = fmller < € para n e m suficientemente
grandes, resulta que f, e f! sao sequéncias de Cauchy no espag¢o de Banach Cla,b] equipado

com a norma || - ||so, logo convergem em Cla,b]; Assim, existem funcoes f,g € Cla,b] tais que

fo — [ e fl — g uniformemente. Pelo Teorema fundamental do cdlculo

h@%ﬁﬂ®=/mﬂ®ﬁ

para todo x € [a,b] e n € N. Tomando n — oo, concluimos que

fla) = 1(a) = [ atode= [ 7oy
Assim, seque que ' = g € Cla,b|, logo f € C*. Particularmente,
tim| |, — fller =1l fu — fllso + 12— Floc) = B [ fu = Fll + i 1, — F]]oc = 0.
devido as convergéncias uniformes f, — f e f. — g. Portanto, f, — f € C'[a,b)].

Do céalculo sabemos que a segunda derivada de uma funcao fornece informacoes essenciais
sobre sua convexidade e concavidade. Diante disso, daremos tratamento matematico ao espago

vetorial das fungoes duas vezes continuamente diferenciaveis, isto €,
C?[a,b] = {f : [a,b] — R : f" é diferenciavel em [a,b] e f' € C'[a, b]}.
De forma analoga a C'[a, b], C?[a, b] se torna um espago de Banach com a norma

1 llez = 11 flloo + 1 oo + [ ]loo-

Indutivamente, definimos o espago vetorial das funcoes k € N vezes continuamente diferencia-

veis, por
Ckla,b] = {f : [a,b] — R : f*=1 é diferenciavel em [a,b] e f' € C*1[a,b]},
o qual se torna, analogamente, um espaco de Banach com a norma

11l = 11 lloe + 11 oo =+ 1 oot -oos F 1P oo-

Nosso objetivo neste momento é mostrar que todo espaco normado de dimensao finita é

completo. Diante disso, precisaremos do Lema [3.1.1
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Lema 3.1.1. Seja B = {uy,- - ,yn} um conjunto de vetores linearmente independentes de um

espago normado E. Entao existe uma constante ¢ > 0, que depende do conjunto B, tal que
c(lar| + |ag| + -+ + |an]) < ||arur + agug + -+ - + ayuy|
para quaisquer escalares ay,as,--- ,a, € K.

Demonstragao. Inicialmente, devemos perceber que || - ||; : K" — R, onde

n
lan, )l = 13 asul
=1

é uma norma em K", afinal
n n
|| E CLZ’LLZH:O@ E a;u; =05 ay,aq,--- ,a, =0,
=1 i=1

pois os vetores uy, us, - - - , U, sao linearmente independentes. Particularmente, se a; # 0, entao
n n

Z a;u; # 0, pelo resultado anterior, portanto, || Z a;u;]| > 0. Agora, repare que dado A € K,

i=1_ i=1
entao
n n
1D " Aaguil| = [[]AY  agu]| = || dwl],
i=1 1=1
com w € F, notavelmente || - || ¢ uma norma de FE, entao,

1> Aagusll = [l = AL flwll = (A - 1] Y agull.
i=1 =1

Analogamente, temos que existem w,v € F tal que

n n n n
1D et S bl = o] < ol + ol = 1S ] + 113 b
i=1 i=1 i=1 =1

Agora, como ||(ai,as, - ,a,)|| = |a1]| + |az] + -+ + |a,| é uma norma em K" e como as
normas de K" sao equivalentes, segue que existe ¢ > 0, tal que c(Jai| + |az| + -+ + |an|) <
l|arur + agug + - - + anuy||

[

Teorema 3.1.1. Todo espaco normado de dimensao finita € um espaco de Banach.

Demonstra¢ao. Dado um espago normado E de dimensao n € N. Considere B = {uy, ua, ..., u, }
uma base normalizada de E, isto &, ||u;|| = 1 parai = 1,2, ...,n. Agora, considere uma sequéncia
de Cauchy (z,)>%, € E. Para cada k € N, existem escalares a¥, a, ..., a* tal que zp = afu; +
akus+, ..., +afu,. Dado € > 0, temos que || — z,,|| < c-€ para k e m suficientemente grandes,
tal que ¢ é a constante do Lema [3.1.1. para o conjunto de vetores linearmente independente

{uy, ug, ..., uy }. Assim,

k k
;\aj —aj' < E!\;(aj —a)usll =l =l < co-re=e
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n

para k e m grandes o bastante. Portanto, |a¥ — a*| < E |a§ — aj'| < ¢, assim a sequéncia de

j=1
?)z‘;l é uma sequéncia de Cauchy em K para cada j = 1,2, ..., n, logo é convergente.
Considere lillgn a;? = bj para j = 1,2,...,n. Nesse caso, obtemos que lillgn |a§ — bj| = 0. Definindo

r = byuqg + bauo+, ..., +b,u, € E, entao,

lim [y — || = lim || Y _(a} — b;)uy]] Sh}gnZlaj—bjl—z;h]gnmj—bjl—()
]:

J=1 J=1

escalares (a

Logo x;, — x mostrando que F é um espago de Banach.
O

Corolario 3.1.1. Todo subespaco I de dimensao finita de um espago normado E € fechado

em E.

Demonstra¢ao. Considerando a norma de E restrita a F, segue que, F' é um espago normado
de dimensao finita, pelo Teorema |3.1.1, F' é um espaco de Banach. Pela Proposicao [3.1.1] F' é
fechado em F.

m

Exemplo 3.1.6. Denotaremos por cy o conjunto de todas as sequéncias de escalares que con-

vergem para 0, isto €,
co = {(ar)32; ar € K para todo k € N e a, — 0}

Nao € dificil notar que co € um subespaco vetorial do espago das sequéncias, pois dado x,,y, €
o, entao lim(z, + y,) = limx,+ e lim,y, = 0 = Aima, = lim \z,,. Assim, definiremos a
n n n n

norma

[I(a)i21[loo = sup{fa| : k € N}

em cg, tornando-o um espaco normado completo. De fato, considere uma sequéncia de Cauchy

(2,)5%, € co. Seja x, = (a¥)2, para cada n € N. Para cada j € N fizado, considere a

desigualdade
lal —al | < sup{|ak —aF|: k€ N} = ||z, — Zp||oo < €

quando n, m sio grandes o suficiente. Seque que (a’,)>, € uma sequéncia de Cauchy em K para
cada j € N, portanto converge em K. Considere limal, = b; para cada j € N. Seja x = (b5)324
n

. Por Definicao, dado n € N, |al — 0| < € para j suficientemente grande. Segue que
[b; = 0] = [b) — af, +af | < [b; — af)| +|aj,| < [bj —af| + €

para j adequadamente grande, se n — oo, entdo |b; — 0] < €, isto é, b; — 0, assim,
(b5)52, € co. Por fim, o

lim ||z, — 2||o = limsup{|al — b;] : j € N} = limsup{0}
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para j suficientemente grande. Assim, lim ||z, —z||oc = im0 = 0, completando a demonstragao

o0

que ()52, converge em co. O esquema a sequir mostra o comportamento de (x,)5 .

1

x1 = (ay,ay,....a,...) — 0

Ty = (a3, a3,...,a2,..) — 0

z, = (a},ay,...,ap,...) — 0

\ b

r = (ay,ag,....;ap,...) — 0
Exemplo 3.1.7. Seja cog 0 subespaco de co das sequéncias eventualmente nulas, ou seja,
coo = {(ag)p2, : existe ky € N tal que k > ko = a, = 0}
Assim, considere os sequintes vetores de cop:

1 = (1,070, ...),{EQ = (]_ 1 O’ )7 ey Ty = (]_’

1
1, TS

Seque que (x,)22, € uma sequéncia em cog, afinal x; € eventualmente nulo dado k > i, para

N |+

todo i € N. Perceba que x = (%)?’:1 nao € um elemento de cyy, caso supusemos que existe
ko tal que k > ky = % =0=1=0, mas % — 0, portanto, x € cy. Agora, note que

1
lim ||z, — || = limsup{|z, — —| : n € N} = lim 1= 0, seque que x,, — x € ¢ , portanto
n n n n

n—+
Coo naGo € um espaco de Banach, pois nao € fechado.

3.2 Espagos L,(X, %, i)

Nesta secao, utilizaremos os conceitos estudados no capitulo 2, pois os exemplos envol-
verao fungoes integraveis. Em especial, provaremos as desigualdades de Holder e Minkowski
para integrais, que serdo necessarios, posteriormente, para demonstrar que o espago L,(X, X, 1)

¢ um espaco de Banach.

Definigao 3.2.1. Seja (X, X, ) um espago de medida e 1 < p < +00.0 conjunto das fungoes
f:X — R tais que

171l = ([ 1P} < +00
sera chamado de L,(X, X, p1)

Proposicao 3.2.1 (Desigualdade de Young). Considere ]lj + é =1, comp,qgeR. Se0<a,b,

~ p q . p aq
entao ab < “? + %. Em particular, a? = b? se, e somente se, ab = “7 + %.
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Demonstracao. Perceba que

Q[

2
P

[

@ = b < ab=a(b?) = a(aP)s = aat = arai =a Pi+Y _ o

Fazendo o processo analogo para ab = (ap)%b = (bq)%b, percebemos que a? = ab = b?, portanto

1 1 P p B
ab:ap-lzap(—+—>=a—+a—=a—+—-
P q p q p q

Agora, mostraremos a desigualdade. Considere f : R — R onde f(z) = e®. Sabemos que
f7(x) > 0 para todo z, assim, pelo Céalculo, sabemos que f é estritamente convexa, portanto
dado z,y € R et € [0,1], temos que f(tx + (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —t)f(y). Agora, notemos

que

1 1
D q 1 pyl q
ab = 6lnab _ elna—‘,—lnb _ elnapp—i—lanq — eplna +q1nb _

eilnamr(lf%)lan < lelnap + (1 . 1) enb?
p p

pela convexidade de f. Assim, obtemos que ab < % + a—qq.

O

Teorema 3.2.1 (Desigualdade de Holder para Integrais). Considere ;1) + % =1com1l<p,q.

Se f,g sao fungoes mensurdveis, entao

fglly < 11F1lp - [lgllq
Em especial, f,g € L1(X, 2, 1), se f € L (X, E,n) ege Ly(X,E,n).

Demonstragao. Considere || f||, = 0 (é analogo para ||g||, = 0), por Definicao, (/ ]f\pdu)% =0,
X
assim |f| é nula em quase todos os pontos, segue que |f|-|g| = |fg| é quase identicamente nula,

consequentemente, / |fgldi = 0 atendendo a desigualdade de Hélder.
X

Agora, vamos supor que ||f||, # 0 # ||g]|; para 1 < p,q < +oo. Considere a = \||ff\‘\p e
b= H|;I‘Iq’ particularmente, a,b > 0. Assim, pela desigualdade de Young
|f] lg]
N O A v v A S P A 1 L SN /| LA |
T =ab < — + — = + = 5 —+ 7" =
A1 - lgllq p g p q Ale » o lglli a
Notadamente
/1 1] / ( 171 gl 1) ISP gl? 1
—d#ﬁ -+ .= dlu: _dlu_‘_ R
x e - 1lgllq x \IIflp p ldlli «q x 1l p x llglla q

11 / 11
T Iflpdu+—-—/ |g|*dp.
p IfIIP Jx q gllz Jx
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Repare que || f][? :/ | f|Pdp. Da mesma forma, ||g][? :/ |g|?dp. Portanto
X X

|f1 - 9] AR 1 gl 1 1
< = >+ = =—-t+t-=1
x |1f1le - llgllq p Il a llglle » q
Logo,
1 / /119l
e [ fgldu = [ e dp < 1,
L 1lp - lgllg Jx x /1l - Mlgllq

com isso, || fglli = [ |fgldn < ||f]lp - [|9llq: © que encerra a dedugao.
[

Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Considere 1 < p < 400 e
(X, X, 1) um espago de medida. Se f,g € L(X,3, n), entao f+g€ L,(X, X, 1) e

Lf+ gl < 1 f 1l + lgllp-
Demonstracao. Se p = 1, temos que
17 +sll = [ 1f +gldn < [ 51+ 1o = [ 1fid+ [ Tolde = 1151l + gl
X X X X

Observe também que se || f +g||, = 0, como 0 < || ||, [[gl],, entao [|f +gll, = 0 < [| ][, +]|g]l-

Agora supondo que p > 1, podemos notar que

[f+ 9" < (1 + 19D < (2- max{|f], [g]})" = 27 - max{|f]", |g["} < 2°(If 1" + |g["),

portanto |f + g|P < 2P(|f|P + |g|?). Consequentemente,

/X |f +glPdp < /){2”(|f|p+ |g[")dp = 27 (/X !fl”dwr/x Iglpdu) < +o0,

1
pois 2P < +oo e f e g pertencem a L,(X, X, i), logo (/ |f +g|pd,u> "< +o0, isto &, f+g €
X
‘Cp(Xazmu)'

Em particular, perceba que

FHglP =1f+gl-1f+gP < (fl+1gl)- If + gl

(3.1)
= fl-1f +gP "+ gl 1f + gl

Agora considere ¢ > 1 tal que}—lj—l—éz 1 (pq-(%%—%: 1) = q+p=pqg=p=0pg—q) e note
que f+g € L,(X, X, n). Com efeito, observamos que

p=1yaq %: Pa—4qJ %: P %
(/X(|f+9| ) u) (/X|f+g| u) (/X|f+g| u) < +o0,
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uma vez que f+ g € L,(X, X, 1). Pela desigualdade de Holder, nota-se que

/le| AF gl = 1+ 97 M < Wl - 1+ 97l =
iy E, Pa—q, i
(/Xm u> (/er+g| u> ,

/X g1+ 1f + 9Pyt = Nlg(f + 97"l

< lallo - 11(F + 9Pl = ( /X glPdu)

do mesmo modo,

(3.2)

3 =

¥ /X 1+ glPtdu)t,

Por (3.1)) e (3.2)), segue que

’ ' o : -1 P % Pa—q g
/X|f+g| duS/XIfI |f+49] du+/x|g| |f+glPtdu < (/X|f| du) </X|f+g| dﬂ)
([ tara) (1) = st ([ 15+ b)) ol ([ 17+ grvan)

= (1fllp+ lgl) - (/X|f+g|”du)q,

com isso

/ f +gPdu
X

/X |f+ g|”du)

1—-1
171+ gl > o= ([areapan) = 1+ apany =1+l

encerrando a demonstragao.

]

Podemos notar que || - ||, ¢ semelhante a uma norma em L£,(X, X, ), pois ||f||, > 0,

sl = ([ |Af|pdu);: (f |A|-|f|pdu)’1’=<wp); (] |f|pdﬂ>¢
([ Iflpduy — AL 1l

Pela desigualdade de Minkowski, || - ||, atende a desigualdade triangular, mas repare que se

além disso

|| fll, = 0, ndo significa que f é identicamente nula. De fato, considere a fungao f : [a,b] - R
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tal que f(z) =1sex=ae f(z)=0se x € |a,b]. Particularmente, dado € > 0 , temos que

= ([1r@ras) = ([ e [ @ra) ([T irepes)

< (Ja+e—a] - max{|f (@) [P : ¢ € [a,a+]})F = (e 17)7 = e,

Jun

portanto || f||, = 0, no entanto f nao é identicamente nula.

Portanto, vamos definir uma relacdo de equivaléncia no espaco £,(X, %, i), a qual dada
duas fungoes f, g : X — K, dizemos que estas sao equivalentes se f = g u-quase sempre, ou seja,
se existe um conjunto de medida nula N € o tal que f(x) # g(z) para x € N°. Denotaremos a

classe de equivaléncia de uma fungao f por [f] e chamaremos o conjunto quociente de

LP(szvlLL) = {[f] : f € ﬁ(X,E,,U,)}

definindo as operagoes [f + g] = [f] + 9] e [cf] = c[f] e ||[f]ll, = ||f]]p, tornando L, um espago
vetorial normado. Corrigindo o problema da integral ser nula e a fun¢ao nao necessariamente,
uma vez que se [|[f]|| = 0, entdo f é equivalente a funcdo identicamente nula, portanto [f] = 0.
Por fim, é importante observar que apesar que o conjunto L, (X, X, ) é um conjunto quociente,
formado por classes de equivaléncia, utilizaremos usualmente f em vez de [f], sem qualquer

prejuizo ao estudo.

Teorema 3.2.3. Se 1 < p < 400, entido L,(X,3, ) € um espago de Banach com a norma

171l = ( / \f\pdu)”

Demonstragao. Ja sabemos que || - ||, ¢ uma norma em L,(X, X, i), portanto basta mostrar
a completude com a norma || - ||,. Considere a sequéncia de fungoes (f,,)s, de Cauchy em
L,(X,%, ), onde f,, : X = RU{+o00}. Seja (gx)52; uma subsequéncia (f,,)5° 1tal que gx = fn,

satisfazendo

1
Hgk+1 - ngp < ﬁ

para todo k > 1,. Assim, definiremos a fungao g : X — RU {400} onde

9(z) = |g1(z |+Z’91~c+1—9k z)|.

A funcao g é mensuravel ndo-negativa. Afirmamos que a aplicacao g € L,(X, X, ). Com efeito,

perceba que
n

lg(@) " = (!gl(x)l + ) gk — gk)(l‘)|> = lim (\gl( N+ gk — gk)(fﬁ)|> :

k=1
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logo,

n

[ lat@pan = [ tm (\g1<x>r+Zr<gkﬂ—gk><x>r> dp.

k=1

Entao pelo Lema de Fatou (Lema [2.3.1))

n

/X!g(w)l”du = /Xlimninf (Igl(w)l + > 1(ger — gk)($)|> dp

k=1

p
Slimninf/ <|91 !+Z| Gr+1 — gr)( )|> dpu.

Como consequéncia da desigualdade de Minkowski,

gllp, = (/X |9(x)|pd/t); = lim inf (/X <|91(m)| + z": [(gr+1 — gk)(x)>pdu>;

k=1

= l91(@)llp + > 1(grsr — g1 (@)]p-

Assim,

[e.e] o0 1
llly < llgallo + X 11 (gker = 9) @)l < llgalls + Y 55 < +oo,
k=1

k=1

pelo fato de que Z — 1. Dessa forma, g é finita p—quase sempre, dado que / lg(x)|Pdp <

k=1
+00, em especial, o conjunto A = {x € X : g(x) < oo} satisfaz u(X — A) = 0. Agora,

definiremos

)+ Gk+1 — 9r)(), se g(x) < 400
iy = {20+ 2

0, se g(x) = 0.

Vamos verificar agora que f € L,(X,3, 1) e que li]1€n llgx — f||, = 0. Perceba que

f(z) =lim (91(@ + ) (gr1 — gk)(x)) :

k=1
Agora, repare que

n

lg1(x) + > (gr+1 — gi) ()] < g1 ()] + | Z(9k+1 — gr)(2)] < g(x)

implica que

l91(2) + > (grr1 — gr) (@) P < |g(2)]?,
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para qualquer n € N, além disso, / lg(x)|Pdp < +o00, portanto, pelo Teorema da Convergéncia
X

Dominada, segue que

/X |f(z)|Pdp = /X li}}l <91<x> + Z(ngrl - 9k)($)> dp = lifln/x (gl(ﬂf) + Z(ngrl - gk)(x>> dp.

(3.3)

Em decorréncia disso e da Desigualdade de Minkowski,

n

1£115 = tim [|ga () + Z 1 = gx) (2)]|p < lim (Hgl(:v) + D (k1 = gk)(:v)Hp)

k=1

_ 1 = 1
< lim (HmeZ@) =llolly + > 5 < +00
k=1 k=1

Como consequéncia f € L,(X, >, ). Por fim, perceba que, como g, = g1 + (92 — g1) + (93 —
92) + -+ (gk(x) — gk-1), entéo,

00 k—1 00
f(z )+ (g1 — 90 (@) = g1(x) + > (g+1 — g5) (@) + D (9541 — 95)(
k=1 j=1 j=k
) + Z gis1 — gi)(@) = f(2) — ge(@) =Y (9541 — 9;)(@),
j=k

para quase todo x € X, portanto, (pela desigualdade de Minkowski aplicada cuidadosamente)

- — 1 11
f = grlly = |‘Zk(9j+l_gj z)|lp < ZH gj+1— g)(@)|[p < 21%2_] =1-2 (2k+1 _§>
j= j

Fazendo k — oo, concluimos da desigualdade acima que limy ||gr, — f||, = 0. Dessa forma,
(fn)22, possui uma subsequéncia (gx)p, que converge para f em L,(X, X, u), logo f,, — f
pela Proposigao [1.3.2] concluindo que L,(X, %, 1) é um espago de Banach.

]

3.3 O Espago L.(X,%, )

Seja Loo(X, 3, 1) o conjunto de todas as fungoes limitadas p—quase sempre, ou seja,

existem um conjunto N € 3 e um numero real K tais que u(N) =0 e |f(z)] < K para todo

r ¢ N.
Definigao 3.3.1. Seja f € L (X, X, 1) e N € ¥ um conjunto de medida nula, definiremos
Sy(N) = sup{|f(z)| : x ¢ N} e

[1f]lo0 = it{S; (V) : N € £ e pu(N) = 0}.
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Observe que, novamente, pode acontecer ||f||cc = 0 com f ndo sendo necessariamente
a funcao identicamente nula. Para contornar esse problema , também recorremos as classes
de equivaléncia, de forma similar ao que fizemos no caso do L,(X, X, 1), ou seja, dizemos que
duas fungoes sdo equivalentes (pertencem a mesma classe de equivaléncia) se coincidem p-quase
sempre. O conjunto L., (X, 3, 1) é o conjunto de todas as classes de equivaléncia das fungoes
mensuraveis f : X — K que sao limitadas y—quase sempre. De maneira analoga a que fizemos
na se¢ao anterior, podemos mostrar que L. (X, %, 1) é um espago vetorial sobre K com as

mesmas operagoes definidas a priori. Se [f] € Loo(X, %, 1), definimos

1Moo = [1f]loo-

Proposicao 3.3.1. Se f € Loo(X, %, ), entao | f(z)| < ||flleo p—quase-sempre.
Demonstragao. Pela Defini¢ao de ||f]||s, existe (N,)22; de conjuntos de medida nula tais que

lm S¢(Ny) = || flle € |f(2)] < Sp(N,) para todo x ¢ N,,.

Agora, tomando N = U N,, resulta que N tem medida nula e

n=1

|f(z)| < Sf(N,) para todo = ¢ N.

Fazendo n — +o00, obtemos

[f(@)] < 1]l

[L—quase-sempre.
O]

Exemplo 3.3.1. || - ||oc € uma norma em Lo (X, %, 1). Com efeito, perceba que 0 < |f(z)] <
[|flloo =0 < f(x) =0 para todo x € X. Observe agora que

I\ flla = E{Sis (V) - N €53 ¢ (V) = 0},
Sxp(N) = sup{[A- f(z)| - & ¢ N} = A - sup{[f(2)[ : 2 ¢ N} = [A[ - S;(N),
seque que
A flloo = If{|A[f(N): N € X e u(N) =0} = |\ -inf{Sp(N): N € ¥ e u(N) =0}

= (AL [ floo-

Por fim, note que
[f (@) + g(@)] < |f(@)] +lg(@)] < [[fllse + l[9l]oo,
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consequentemente S(r1q)(N) < ||flloo + ||9|o0, portanto

1+ 9llso < [ f1le + [19]oc-

Tal norma é chamada de supremo essencial de f.
Teorema 3.3.1. L. (X,%, u) € um espago de Banach.

Demonstra¢ao. Como L. (X, 3, ) é um espago vetorial normado, resta mostrar que é completo

com a norma || - ||oo. Nesse caso, seja (f,(x))>2,

pela Proposicao m, para cada j € N, existe M; € X tal que p(M;) =0e

uma sequéncia de Cauchy em L. (X, %, p),

|15(@)] < | filloc para todo z & M;.

Defina M, = U M; e perceba que
j=1

|[fi(@)] < [|fillsc para todo x & Mo.

Além disso, para cada par (n,m) € N?| existe M, ,, € ¥ com pu(M,,,) =0 e

| fo(z) — z)| <||fn — finllo para todo x & M, ,.

n,m=1
|fJ x) || fillc para todo x ¢ M
|fn( ) - ($)| ||fn - fm”oo para todo x ¢ Mn,m'

Assim, para cada x ¢ M, a sequéncia (f,(z))s, é de Cauchy em K, portanto convergente em
K. Tome f: X — R, onde

Considere M = My U ( U M, m) Note que (M) = 0 para quaisquer m,n € N, e
= (3.4)
< .

lim f,(z) se x ¢ M
fle)=4q :
Osexe M
Consequentemente, f ¢ mensuravel. Como (f,,)22, é de Cauchy, pela equagao 3.4 dado € > 0,
existe nyg € N tal que o sup |f.(z) — fi(z)| < € sempre que m,n > ny. Fazendo m — 400

¢ M
segue que

sup [ fn(z) — f(z)] < e, (3.5)

¢ M
sempre que n > ng. Assim, (f,)22, é uniformemente convergente para f € X — M. Da equagao
3.5 temos que f,, — f € Loo(X, X, ) para n grande o suficiente. Logo, f = fn — (fu — f) €

Lo (X, 3, u). Como consequéncia, podemos escrever a equagao , da seguinte maneira
fo = FIl < sup [fu — fl <€,
¢ M

sempre que n é grande o bastante. Portanto, podemos concluir que (f,)32, converge para f
em Lo (X, %, ).
m
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3.4 Espacos de Sequéncias

Nesta secao estudaremos alguns espacos notaveis de sequéncias, além do ¢y e ¢y ja

estudados. Para cada nimero real p > 1, definimos

b, = {(aj);?’;l :a; € K para todoj € Ne Z la;]” < —i—oo} .
j=1
Seja P(N) o conjunto das partes de N equipado com a medida de contagem . definida
por

#X se X é finito
pe(X) = . .
400 se X é infinito
onde #X ¢ a cardinalidade de um conjunto mensuravel X da o-algebra P(N). Note que /£, é na

verdade o espaco L,(N, P(N), u.). De fato, se f € L,(N,P(N), p.), entao, f : N — R, portanto

é uma sequéncia, a qual podemos considerar na forma (a,)2% ;. Além disso, vejamos que a
integral se transforma num somatoério, para isto, sem perda de generalidade, consideraremos f
nao-negativa e consideraremos o Teorema da Convergéncia Monétona. Para n € N, defina a

sequéncia f, : N — R dada por

£o(k) = f(k) sel<k<n

0 caso contrario

Entao claramente, quando n — oo, f,, — f pontualmente; além disso a sequéncia é mondtona

crescente, pois f(k) > 0 para todo k € N. Entao, pelo Teorema da Convergéncia Monétona,

/ Jndpe — / f dp. quando n — oo.
N N

Observe que podemos decompor N na forma
N={1}u{2}Uu---U{ntu{n+1,n+2,...},

e que esses conjuntos sao todos mensuraveis. Entao,

/fnd,uc: fnduc"‘r""’_ fnd/lc"f_/ fnduc
N {1} {n} {n+1,n+2,...}
= fu(1) dppe + - - + fn(n) dﬂC""/ 0dpc,
{1} {n} {n+1,n+2,...}

onde usamos acima que f, é constante em cada um desses conjuntos, por Defini¢ao. Entao,

usando que cada integral no lado direito é a integral de uma fungdo simples (pois f,(i) é
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constante!), segue conforme a Defini¢ao na equagao (2.1)) que

/an du = fn(l) . ,Uc({l}) + fn(2) : ﬂc({z}) +ee fn(n) ' ,Uc({n}> +0

=1-fu()+1-f(2)+---+1-f,(n)
=)+ + f(n).

Entao, resulta que

/fduc— lim /fnduc— T (F(1) +-- f(n) = D (k).

k=1

Em especial, a norma || - ||, se torna

[1(@;)5 11y = <Z|a]|p>

Diante disso, observamos que /., ¢ um espago de Banach com as operacoes usuais de sequéncias

e com a norma ||-||,. Particularmente, dos Teoremas e seguem os seguintes resultados:

Proposicao 3.4.1 (Desigualdade de Holder para Sequéncias). Se n € N e p,q > 1 tais que

1
n q
()
j=1
Proposicao 3.4.2 (Desigualdade de Minkowski para Sequéncias). Para p > 1, temos

<Z|%‘+bj|p> §<Z|@j|p) +<Z|bj|p> :
j=1 j=1 Jj=1

para todo n € N e escalares ay, .., Gy, by, ..., by.

1 1 _1 ~
24 == entao
p+q ’

Sl

> lash] < (Z |aj|p>
P =1

para quaisquer escalares ay, .., ay,, by, ..., by,.

Para p = oo, definimos /., como o espago das sequéncias limitadas de escalares, isto é:

ém:{(aj) :a; € K para todo j € Ne sup|aj| <+oo}
jeN

Observando que £, = Lo (N, P(N), 1), podemos concluir que £, é um espago de Banach

com as operacoes usuais de sequéncias e com a norma

(@)1 [l = sup{lay| : j € N}.

Em particular, toda sequéncia convergente é limitada, como consequéncia, ¢y é subespaco

de /-, que é Banach, portanto, ¢y ¢ um subespago fechado de /., pela Proposicao [3.1.1]
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3.5 Conjuntos Compactos em Espacos Vetoriais Normados

A compacidade de conjuntos determina um papel essencial na Analise. Em particular,
na analise na reta, se temos uma fun¢ao f continua defina em um conjunto compacto, entao f
é limitada e assume maximo e minimo. Além dessa, existem outras diversas implicagoes impor-
tantes da compacidade de conjuntos. Sendo assim, trouxemos alguns resultados de conjuntos

compactos em espagos vetoriais normados nesta segao.

Proposicao 3.5.1. Se E' € um espaco vetorial normado de dimensao finita, entao os compactos

em E sao precisamente os conjuntos limitados e fechados.

Demonstragao. Pelas proposigoes e [[.4.3 os conjuntos compactos em espagos métricos

sao sempre fechados e limitados. Resta provar que todo conjunto limitado e fechado X C F

¢ compacto. Nesse caso, considere n a dimensao de E e {ej,...,e,} uma base normalizada

de E. Como estamos em espacgos métricos, basta mostrar que toda sequéncia em X admite

subsequéncia convergente em X. Portanto, tome (x,,)%°_; uma sequéncia de pontos em X.
n

Para qualquer m, existem escalares af’,...a;' tais que z,, = Za}”ej. Como X é limitado,

j=1
existe L > 0, tal que ||z,,|| < L para todo m € N. Consideremos em K" a norma da soma

|| - ||2- Pelo Lema [3.1.1] existe ¢ > 0 tal que

n

n
2 il = e 2 (St ) =t ol
j=1 j=1
para todo m € N. Dessa forma, a sequéncia (af,...,al")>°_; é limitada em K". Pelo Teorema

de Bolzano-Weierstrass esta sequéncia possui subsequéncia (af', ..., an'x)52, que converge para

um certo b = (by,...,b,) em K", Agora note que

n n

E Mk, E ..
a;"e; bje;

Jj=1 j=1

concluindo que z,,, — Z?Zl bje;. Por X ser fechado, segue que Z?Zl bje; € X.

n
<Y laft = by = [l(a's, @) = bll, — 0,
j=1

Definicao 3.5.1. Seja E um espaco normado. O conjunto
Bp={z e FE:|lz|]| <1}

€ chamado de bola unitdria fechada em E.

Corolario 3.5.1. A bola unitdria fechada em um espago normado de dimensao finita é com-

pacta.

Exemplo 3.5.1. A bola unitdria fechada no espaco coy (do exemplo ndo € compacta.

Com efeito, considere a sequéncia (u,)> ; tal que

up = (1,0,0,---),up = (0,1,0,---),- -
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Perceba que ||uy||oo = 1 para todo n € N. Ainda mais, ||tu, — un||)e = 1 para todo n # m.
Assim, (u,)5, nao € uma sequéncia de Cauchy, nem possui subsequéncia de Cauchy. Portanto,
(un)22, nao possui subsequéncia convergente em B.,, assim, contraintuitivamente B., ndo é

compacta.

3.6 Espacos Normados Separaveis

Em um curso de Anélise na Reta, sabemos que a densidade do conjunto Q em R é essen-
cial para entendermos determinadas propriedades de R. De forma similar, é interessante quando
um espacgo normado possui um conjunto denso e enumeravel, o que acaba sendo 1til para diver-
sas situacgoes. Inclusive, mostraremos que é possivel demonstrar o Teorema de Hahn-Banach
considerando esta caracteristica. No entanto, nem todo espaco normado possui subespaco enu-
meravel e denso. Dessa maneira, destacaremos nessa se¢ao os espagos normados que possuem

essa propriedade.

Definicao 3.6.1. Seja E um espago normado e M C E. Dizemos que M ¢é denso em E, se
dado y € E e qualquer € > 0, existe x € M tal que ||y — x|| < e.

Definigao 3.6.2. Um espago normado E que contém um subconjunto enumerdvel e denso em
E ¢ dito separdvel. Mais geralmente, um espago métrico M ¢é separdvel quando contém um

subconjunto denso e enumerdvel.

Exemplo 3.6.1. Espacos normados de dimensao finita sdao separdveis. Seja E um espaco

normado de dimensao n. Fize uma base {x1,...,x,} de E e, no caso real, considere o conjunto

A= {iam 1Aty ..., 0y € Q};

i=1

das combinacgoes lineares dos vetores da base com escalares racionais. Perceba que A € denso

em E. De fato, tome v € E e e > 0. Em especial existem ay,...,a, € R tais que x =

11+, ..., Xy, Sabemos do curso de Andlise na Reta que Q € denso em R, portanto exis-
€

tem Bi,...,0, € Q tal que oy — p;| < =<5 para qualquer € > 0 ei = 1,...n. Seja y =

n|zs|

Bixi+, ..., +Pnx, € A. Assim, note que

||[E - y|| = ||Oé1{[‘1+, vy Oy, — (61$1+7 sy +5nxn)|| - ||(O{1 - 51>[E1+7 ceey (an - Bn)an S
(o1 = )|+, .., +H[(an = Ba)wn|| = [(a1 = B[ - [2]|+, ..., +|(on = B)| - |Janl| <
|z ||+, -+

nfa1]]

e lzall =€

No caso, complezo, consideraremos Q+1iQ ao invés de Q em A e a demonstragao serd andloga.

O Lema a seguir sera tutil na demonstracao de que varios dos espagos com que estamos
trabalhando sao separaveis. Dado um subconjunto A de um espago vetorial E, por [A] estamos

denotando o subespago de E gerado por A.

Lema 3.6.1. Um espaco normado E é separdvel se, e somente se, existe um subconjunto

enumerdvel A C E tal que [A] € denso em E.
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Demonstragao. Se A for enumeravel e denso em E, entdo £ = A C [A] C E, e portanto [A] ¢
denso em FE. Reciprocamente, suponhamos que exista um subconjunto enumeravel A C E tal
que [A] = E. Chamemos de B o conjunto formado por todas as combinagoes lineares finitas

de elementos em A com coeficientes em Qg, onde Qr = Q e Q¢ = Q +:Q, isto é:

B ={a1x1+, ..., +apxy s 1, ..., Ty € Ay ay, ...,a, € Qg e n € N}
Perceba que Qg é enumeravel, além disso, o conjunto das combinacoes lineares de n ele-
mentos de A com escalares em Qg é enumeréavel pelo exemplo [3.6.1, Em particular B =
U {a11+, ..., anx, }, isto é, B é uma unido enumeravel de conjuntos enumeraveis, portanto, B
é enumeravel. Provaremos agora que B é denso em FE. Para isso, sejam z € F e € > 0. Por hi-
potese, [A] = I, assim existe yo € [A] tal que ||z —yol| < 5. Assuma que yo = biz1+, ..., +bp2y,

onde k € N, by,....,b, € Ke zq,...,z, € A. Pela densidade de Qg em K, existem aq, ..., ar € Qg

tais que

la; —b;| < para qualquer j =1, ..., k.

k

2 lfaill
i=1

Tome y = a1+, ..., a,x, e, claramente, y € B. Agora, observe que

lz=yll = llz=yo+yo—yll < lle=yoll+[lyo—yll = lI=goll[+|lbrrt, ... +bpzr—(ar1z1+, ... anwn)||
€
=z — yol| + [|(b1 — ar) 1+, ..., +(bp — ag)xp]| < 3 + |by — ar| - |21 ||+, s [be — ag| - |2
¢ € €
< S s by — gl Hlad) < 5+ Il - 3t3=¢

ST
i=1

provando que B = E, logo E é separavel.

Exemplo 3.6.2. ¢y e £, com 1 < p < +00 sdo separdveis. Para cada n € N, considere

a sequéncia formada por 1 na n-ésima coordenada e 0 nas demais coordenadas. Os vetores
€1,€9, ..., €n, ... SG0 chamados de vetores unitdrios canonicos dos espacos de sequéncias. Consi-
dere v = (a;)52, € co, temos
k
r — Z ajej
=1 o

lim = lim|[(0, ..., 0, g1, @g+2; --.) || = limsup|a;| =0,
k k kojsk
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k
pois a; — 0, quando j — oo. Segue que Zajej — x em ¢y, se k —» oo. Em paricular
j=1

k
Z aje; € le1, ..., en, ..| para qualquer k € N, portanto, pelo Lemal|3.6.1, temos que ¢y € separdvel.
j=1

Agora, seja v = (a;)32, € €y, note que

k 0o
lilgn x — Zajej = lillgn (0, ..., 0, Gkt1, Qkta, --2)||[p = liin Z la;|P =0,
j=1 » j=k+1

o
pois Z la;|P € convergente. Assim, utilizando o mesmo argumento que usamos em co, mostra-
j=1
mos que {, € separdvel.
Exemplo 3.6.3. (., nao € separdvel. Suponha que {+, contenha uma sequéncia (2,,)°; densa.
qu cada n € N,. defina x, = (a})52,. Sejay = (b;)32, a sequéncia definia por by = 0 se
laj] = 0 e bj = |aj| + 1 se |aj| < 1. Note que y € l, pois |bj| < 2 para todo j € N, ou seja,

sup |b;| < +00. Da densidade da sequéncia (x,)52, existe ng € N tal que ||y — Tny||oo < 1. No
jeN

entanto,
Hy - $n“©® = Sup{‘bl - &?lv x) ’bn - aZ’? } > ‘bn - am
L) 0-apfselanf =1 Jlap] selaf =1 _
a1 —a?| se|a?| < 1 lsela®| <1 —

para todo n € N o que contradiz a densidade (x,)5,. Como consequéncia, lo, ndao € separdvel.

Proposicao 3.6.1. Todo subespaco de um espaco normado separdvel € também separdvel.

3.7 Operadores Lineares Continuos

Um operador linear continuo de um espago normado E no espaco normado F', ambos
sobre o mesmo corpo K, é uma funcao T : ' — F' linear, homogénea e continua, ou seja, dado

z,y € F e A € K temos que:
1. T(z+y) =T(z) + T(y) (Linearidade);
2. T(Ax) = AT (x) (Homogeneidade);

3. Dado € > 0, existe § > 0 tal que ||T(z) — T(xg)|| < € sempre que ||x — zy|| < ¢ para
qualquer xy € E (Continuidade).

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de F em F serda denotado por
L(E, F). Claramente L(F, F') ¢ um espaco vetorial sobre K com as operagoes usuais de fungoes.
Quando F' ¢é o corpo dos escalares K, escrevemos E’ no lugar de £(E,K), chamaremos E’ de
espaco dual de E' e chamaremos seus elementos de funcionais lineares.

Dois espacos normados E e F' sao isomorfos, se existir um operador linear continuo
bijetor T' : E — F cujo operador inverso T~! : F — E ¢é linear, homogéneo e continuo. Tal

operador 1" é chamado de isomorfismo linear.
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3.7.1 Caracterizagao dos Operadores Lineares Continuos

O Teorema [3.7.1] mostra conceitos equivalentes a um operador linear ser continuo, o
que é importante, pois os operadores lineares continuos possuem um bom comportamento e
serao muito relevantes ao longo do desenvolvimento do nosso trabalho. Em particular, tais
fungoes serao essenciais para a construcao e a demonstracao do Teorema de Hahn-Banach

versao geométrica.

Teorema 3.7.1. Sejam E e F espacos normados sobre K e T : E — F um operador linear.
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de E.

(e) T € continuo na origem.

(f) sup{||IT(@)[| - x € E e ||| <1} < +o00.

(g) Eziste uma constante C' > 0 tal que ||T'(z)|| < C||z|| para qualquer x € E.

Demonstracao. (a) = (b) Suponha que T' ¢ lipschitziano, assim, existe L > 0 tal que ||T'(x) —
T(y)|| < L|lx — y|| para todo z,y € M. Dado ¢ > 0, tome § > 0 e z,y € M, tal que
|z —y|| <6 =1, logo ||[T(x) —T(y)|| < L||zr —y|| < L-{ = ¢, portanto, T' é uniformemente
continua.

(b) = (¢) Se T' é uniformemente continua, entdo dado € > 0, existe 6 > 0, tal que ||T(z) —
T(y)|| < €, sempre que ||z — y|| < §. Tomando, y = u qualquer em F, entdo ||z — u|| < §
impliaca que ||T'(z) — T'(u)|| < €, logo, T é continua para todo u em F, portanto é continua.
(c) = (d) E ébvio, pois T é continua, portanto é continua em todo ponto u € E.

(d) = (e) Seja T continuo em z, € E. Se zq = 0, entdo a demonstragao estd concluida.
Caso 7 seja ndo nulo, entdo dado € > 0, sempre existe J tal que se ||z — xo|| < €, entdo

||T(z) — T'(z0)|| < e. Em particular, tome x € F onde ||z|| < J e note que
T (@) = [IT((x + w0) = xo)|| = [T (x + 20) = T(20)[| <€

quando ||z + (xg — xo)|| = ||z|| < 9.
(e) = (f) Como T ¢ continuo na origem, dado € = 1, existe § > 0 tal que ||T'(x)|| < 1, sempre
que ||z]| < §. Se ||z|| < 1, entdo ||0z|] < §. Segue que, 1 > ||f(dx)|| = 6||f(x)||, portanto,

|f(2)]] < 3 para todo = € E, assim, Hsaﬁpl ||T(x)|| < 5< +00.
z||<

(f) = (g) Se x = 0 a desigualdade ¢ imediata. Portanto, considere z nao nulo, segue que
||T(”i—H)|| <sup{||T(y)||,y € E e ||ly|| <1} < C para algum C > 0. Segue que

llell 2 7 (5 Y hell =117 (55 D) = Tl

[|]] |||
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(g) = (a) Considere z1, x5 € E, segue que existe L > 0 tal que
1T (21) = T(x2)|| = ||T(x1 — x2)|| < Ly — |

portanto 1" é lipschitziano.
O

Corolario 3.7.1. SejaT : E — F um operador linear bijetor entre espag¢os normados. Entao T
¢é um isomorfismo se, e somente, se existem constantes Cy,Cy > 0 tais que Cy||z|| < ||T(z)|] <

Col|z|| para qualquer x € E.

Demonstracao. Se T é um isomorfismo, entao 7' é continuo, portanto existe Cy > 0 tal que
|T(x)|| < Co|z|| para todo z € E, pelo Teorema [3.7.1] (g). Agora, note que, 7~! também

é continua e linear, assim, existe uma constante C; > 0 tal que |[|[T7'(y)|| < C;'||y|| para

qualquer y € F. Em particular, T(x) = y, portanto, ||z|| = ||[T~Y(T(2))|| = ||T (y)|| <
Cillyll = CTHIT(@)]], segue que Ci]lz|| < [|T(x)|| < Cyllz||. Analogamente, provamos a
volta.

[l

Proposicao 3.7.1. Sejam E e F' espagos normados.
(a) A expressao
ITl] = sup{[[T(z)[| : = € E" e [|z|] < 1}

define uma norma no espa¢o L(E, F).
() ||T(x)|| < ||T||-||z|| para qualquer T € L(E,F), e x € E.
(¢c) Se F' € um espago de Banach, entio L(E, F) também é um espago de Banach.

Demonstragao. (a) Se T' é um operador linear nao nulo, entao, existe x ndo nulo em E, tal que

T'(x) é nao nulo, portanto ||T'(z)|| > 0, segue que ||T’ (H_ill> | = ﬁ ||T(x)|] > 0. Logo
T
o< () Il < i
[|]]

portanto ||T|| # 0. Note também que dado a € K, temos que
|aT|| = sup{||aT'(z)||,x € E e |[z|| < 1} = sup{|a| - [|T(2)||,z € E e ||z <1} =
la| sup{[|T'(z)]|,z € E e |[z|]| < 1} = |af - [|T]].
Além disso, dado T, Ty € L(E, F), temos

Ty + Tof| = sup{[|Ty(z) + To(2)l], z € E e [[z]| <1} <sup{[[Ta(2)[| +[|T2(2)[], 2 € E e [[z]| <
1} = sup{[[Ty(2)[|,z € E e ||2|| < 1} + sup{[|Ta(z)[|, z € E e [[x]| <1} = |[T3]] + [|T2]|

completando a argumentacao.
A demonstracao de (b) segue direto do Teorema item (f). Assim provemos (c).
Seja (T5,)2%; uma sequéncia de Cauchy em L(F, F'). Assim, dado € > 0, existe ny € N tal que

|| Tn(z) — Tin(2)|| < € sempre que m,n > ng, logo
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1 T(2) = T ()| = (T = T) (@) = 1T = Ton| - [ ] < €[] (3.6)

para todo z € E. Assim, para cada x € F, a sequéncia (7,,)22, é de Cauchy em F, portanto,

é convergente em [, pois F' é um espaco de Banach. Defina
T:E— F,T(x)=limT,(x)

. Note que, dado x,y € E, temos T'(z + y) = imT,,(z + y) = lim(T,,(z) + (y)) = im T,,(z) +
lim T, (y) = T'(x) + T'(y), isto é, T ¢ linear. Fazendo m — 400 em (3.6), obtemos

T (z) = T()|| = [[(To = T)(@)|| = | T = T] - [|z[| < €l|]] (3.7)
Para todo n > ng e x € E. Em especial,
| To () = T(@)|| = [[(Thg = T)(@)I| = [[Tng = T - [[]| < e[|

Para qualquer z € E. Pelo Teorema [3.7.1} segue que 7T, — T é continua, ou seja, T,,, — 1" €
L(E,F),logoT =T,,—(T,,—T) € L(E,F). De (3.7), observamos que ||[(T,, —T') (i> || <e

1]
para todo z € E e n > ng, assim, ||T,, — T|| = sup ||(T, — T) <ﬁ> || < € para todo ng > n, e,
consequentemente, 1, — 17" em L(E, F).
U

Teorema 3.7.2. SejaT : X — Y um isomorfismo entre espagos normados. Se X € um espaco

de Banach, entaoY é um espago de Banach.

Demonstragao. Considere o isomorfismo 7' : X — Y, onde X é um espaco de Banach. Tome a
sequéncia de Cauchy ()22, em Y, isto ¢, dado € > 0, existe ng natural, que satisfaz ||y, —ym|| <
€

+ sempre que n,m > ng e L > 0. Pela continuidade de T, existe x, tal que T'(x,) = y, para

todo n € N. Como T"~! é continua, existe L > 0, no qual

zn = |l = 1T Wn) = T W)l = 1T (Y0 — yn)|| < Lllyn — yml| < L- 5 =€

Segue que (z,)%°; é de Cauchy no espago de Banach X, portanto convergente em X. Considere
que z, — x. Em particular, pela continuidade da 7', temos que y = T(z,) — T(z), com
T(x) € Y, provando que Y é um espago de Banach.

m

3.7.2 Exemplos

Exemplo 3.7.1. Sabemos que C € isomorfo ao R?, seque pelo exemplo e pelo Teorema
(13.7.2) que C é um espago de Banach. Resulta que o corpo dos escalares K = C ou K = R
dos espagos vetoriais em consideracao sao espacos de Banach. Além disso C* é um Espaco de

Banach, analogamente.

Exemplo 3.7.2. Seja 1 < p < +o0. Considere uma sequéncia (b;)32, € £, e seja o operador
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Tilog = £y, T((05)721) = (a5b5)72:-

Chamaremos T' de operador diagonal pela sequéncia (b;)52,. Perceba que T'((a;)32, +(¢j)32,) =
((aj +(¢;)520))bs)521 = (azb; +c;by)52 = (a;b;)52 + (¢;b;)52, = T((a;)52,) +T((c)521) e, sem

dividas, T'(c(a;)32,) = cT'((a;)32,) para quaisquer (a;)32,, (¢;)32, € € € c € K. Sabemos que

1

1T ((a;)32)]] = [I(a;)521(b;)524 ], = (Z |ajbj|p) < <Z;’>i1 |bj|p>; -sup; |a;| =

j=1
()5l - 11(a7)724 oo

D=

para qualquer sequéncia (a;)52, € L, 0 que nos leva a conlcuir que T' € continua, além

disso ||T|| = ||T (H((aj);il) ) | < 11(b;)524lp- Se considerarmos a sequéncia (1)32, € lo, entdo

)% [T
(D2 llee = 1 e [T = [[(b5)521lp, logo [[(b5)521]] = 1TV < T[] < [[(1)524]oo -
11(05)52111p, ou seja, |[T]] = [[(b;)524 1]

Exemplo 3.7.3. Andlogo ao exemplo considerando os espagos de funcoes C', seja 1 <
p < 400 e tome g € L,[0,1]. Defina

T:C[0,1] == L,[0,1), T(f) = fg.

De forma similar ao exemplo mostramos que T € um operador linear que serd denotada

por operador multiplicacao pela funcao g. Observe que

7l = ol = ( [ 1£aPan)” <swlrl- ( [laPdn)” = sl il

Dessa forma, assim como no exemplo provamos que T € continuo e ||T|| = ||g||,-
Agora, veremos que nem sempre operadores lineares em espacos de dimensao infinita sao
continuos, isto € outro resultado que evidencia a diferenca entre a Algebra Linear e a Andlise

Funcional.

Proposicao 3.7.2. Todo operador linear cujo o dominio € um espago normado de dimensao

finita € continuo

Exemplo 3.7.4. Seja P[0, 1] o conjunto das fungées polinomiais p : [0,1] — R. Da dlgebra
linear, sabemos que P|0, 1] € um subespago vetorial de C[0, 1], assim, a norma || || € herdada

por P[0,1] de C[0,1]. Agora, notando que o operador derivagao
T :P[0,1] — P[0,1],T(p) = p’ = derivada de p
¢ linear, vamos supor que T é continuo. Nesse caso, existe C', no qual ||T(p)||le < C||P||o

para qualquer polinémio p € P[0,1]. Para cada n € N, tome o polinémio p, € P[0,1] tal que

p(n) = t", portanto, p'(n) = nt"~*. Consequentemente

n=nsup [t"| =||p}|le = IT()l| < Cllpall = C sup [t~} =C,
tef0,1] t€[0,1]

para todo n € N, o que contrdria o fato de N nao ser limitado, portanto, uma contradi¢ao.

Como consequéncia, T nao € continuo.
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Capitulo 4
Teoremas de Hahn-Banach

Essencialmente, o Tereoma de Hahn-Banach permitira que funcionais lineares continuos
definidos em um subespaco G de um espaco normado E possam ser estendidos para todo o
espaco E conservando a linearidade, continuidade e o valor da norma. A extensao garantida

por este poderosissimo Teorema, sera obtida utilizando o Lema de Zorn.

4.1 Lema de Zorn

Para entender a demonstragao do Teorema de Hahn-Banach, precisamos primeiramente

revisar o enunciado do Lema de Zorn.

Definicao 4.1.1. Dizemos que um conjunto X € parcialmente ordenado se existe uma relagao

bindria < em X, satisfazendo as sequintes condigoes:

1. x <z, para todo x € X (Propriedade Refleziva);
2. Sex <y ey =<z, entio x =y, para todo x,y € X (Propriedade Antissimétrica);

3. Sex <y ey=z entio x < z, para todo x,z,y € X (Propriedade Transitiva).

Exemplo 4.1.1. Um exemplo trivial da teoria dos nimeros é: Z, € um conjunto parcialmente
ordenado com a relagao < a qual, dado a,b € Z, definimos que a < b se existe r € Z,, onde
a+1r =20. De fato, dado n,m,p € 7Z, claramente n < n para todo n € Z, agora note que se
n < m, entao existe ky € Zy tal que n + ki = m, e se m < n, entao existe ko € Z, no qual
m+ky = (n+ k1) + ke = n, logo ki + ky = 0, como sao positivos, entao ky = ky = 0, ou
seja, k1 = ko. Também podemos observar que se n < m e m < p, entao existem constantes
G152 € Z, sob a condi¢do que n+q; = m e m+qy = p, seque que, (n+q1)+q2 = n+(q1+q2) = p,
com q1 + q2 € Z, portanto n < p.

Exemplo 4.1.2. O termo parcial na relagao de ordem indica que nem todos os elementos podem
ser comparados no conjunto, essencialmente. Como exemplo, considere o Z2 com a relacdo de
ordem (a,b) < (c,d), sea < b ec<d. Claramente, < é uma rela¢io de ordem no conjunto Z2,
mas note que nao podemos comparar os elementos (1,2) e (2,1), tornando a relagao de ordem

parcial.
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Definicao 4.1.2. O conjunto X € totalmente ordenado pela relagdo bindria <, se < atende as
condigoes 1,2 e 3 da Defini¢ao e dado x,y € X, temos que x <y, ouy <y, ou T =Y,

1sto €, podemos comparar quaisquer elementos de X pela relacao <.

Exemplo 4.1.3. Z com a relagio definina no exemplo € totalmente ordenado. Com
efeito, sem perda de generalidade, se x # y e x —y € Zy, entao, tomando r = x — y, temos

que x =y +r, ou seja, Yy < x.

O Lema de Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha. A demonstracao dessa equivaléncia
pode ser encontrada em qualquer bom livro de Teoria dos Conjuntos, por exemplo em |18,
Capitulo 7].

Definicao 4.1.3. Seja Y C X um subconjunto de X. Nds dizemos que xqg € X € uma cota

superior para Y se x < o para cada v € Y.

Definicao 4.1.4. Considere X um conjunto parcialmente ordenado pela relagao <, chamamos

xo € X de elemento mazimal de X, se para todo y € X, com xo <y, entao y = xg.

Exemplo 4.1.4. As definicoes de cota superior e de elemento maximal podem causar confusao
no sentido de parecerem ser o mesmo conceito. Mas de fato, um elemento maximal nao precisa
ser uma cota superior. Considere como exemplo um conjunto X com pelo menos dois elementos.

Defina uma ordem parcial < em X por,
a<b<s a=>b, para todo a,b € X.

Seja Y C X um subconjunto contendo pelo menos dois elementos. Claramente, cada elemento
de Y € um elemento mazximal de Y, mas Y nao possui nenhuma cota superior. Portanto, um

elemento maximal nao precisa ser uma cota superior.

Lema 4.1.1 (Lema de Zorn). Considere um conjunto parcialmente ordenado e ndao vazio P.
Se todo subconjunto Q totalmente ordenado de P possui cota superior, entao P admite um

elemento maximal.

4.2 Teorema de Hahn-Banach Analitico

A esséncia do Teorema de Hahn—-Banach, em sua versao para espagos normados, é que
funcionais lineares continuos definidos em um subespaco G de um espaco normado F podem
ser estendidos a todo o espaco E preservando linearidade, continuidade e até mesmo o valor da
norma. A pega fundamental da demonstracao do Teorema de Hahn—Banach é um argumento
algébrico que mostra que tal extensao é possivel de G para G @ [v] com v € G. Em seguida o
Lema de Zorn é aplicado como instrumento técnico de indugao, que pode ser substituido por

um argumento candnico de inducao finita no caso em que E é separavel.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Hahn banach - Caso Real). Sejam E um espago vetorial sobre R

ep: E — R uma fungao sublinear, isto é,
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p(ax) = ap(z) para todo o > 0 e todo x € E (Positividade homogénea), e
p(x +vy) < p(z) + ply) para quaisquer x,y € E (Subadtividade).

Considerem também G um subespago vetorial de E e ¢ : G — R tal que p(x) < p(x) para todo
x € G. Entao, existe um funcional ¢ : E — R que estende ¢, ou seja, p(x) = ¢(x) para todo

x € G, e que satisfaz p(x) < p(x) para todo = € E.

Demonstracao. Inicialmente, vamos considerar uma familia P de funcionais lineares em subes-

pacos de E que contenham G e que estendem ¢:

P={¢:D(¢) CE— R:D(¢) éum subespaco de FE, ¢ ¢ linear,G C
D(¢), ¢ estende p e ¢ < p(z) para todo x € D(¢)}.

Perceba que P ¢é nao vazio, pois ¢ € P. Agora, definiremos a seguinte relagao em P:

¢1 < 2 & D(¢1) € D(¢2) e ¢ estende ¢1, ou seja,
¢o(x) = ¢1(x) para todo x € D(¢y).

Agora vamos verificar que a relacdo < é uma relacao de ordem parcial em P. Tome ¢1, ¢o, 3 €

E, e observe que

1. (Reflexiva) Como D(¢1) C D(¢1) e ¢y estende ¢ por serem fungoes iguais, entdao ¢y < ¢y.

2. (Antissimétrica) (i) Suponha que D(¢1) C D(¢2) e D(¢p2) € D(¢1). (ii) Também consi-
dere que ¢, estende ¢ e ¢1 estende ¢o. Por (i) D(¢p1) = D(¢2), € por (it) ¢1(x) = Pa(x)
para todo * € D(¢1) = D(¢ps), portanto ¢ = ¢o. Assim, temos que ¢ < ¢y €
P2 < 91 = 1 = ¢

3. (Transitiva) Assuma que D(¢1) C D(¢s) e ¢ estende ¢y. Agora, suponha que D(¢py) C
D(¢3) e ¢3 estende ¢,. Perceba que D(¢1) C D(¢2) C D(¢3), portanto, D(¢1) C D(¢s3).
Além disso, ¢3(x) = ¢a(x) para todo x € D(¢1) C D(¢2) e ¢po(x) = ¢1(x) para qualquer
r € D(¢1), logo, se x € D(¢1), entdo ¢3(x) = ¢1(x), isto é, ¢3 estende ¢y, segue que
¢1 < ¢3. Como consequéncia ¢ < ¢ € Pg < g3 = @1 < @3.

Em particular, podemos notar que < nao, necessariamente, ¢ uma relacao de ordem total em
P, pois podem existir ¢; e ¢ tal que ¢1(x) # ¢o(x) para qualquer z € D(¢;) — G. Assim,
tomemos o conjunto @ C P totalmente ordenado e vamos mostrar que Q possui cota superior.
Com efeito, considere ¢ :— R tal que
D(¢) = U D(0) e ¢(z) = 0(x) para todo x € D(6).
0eQ

Observe que ¢ esta bem definida devido a ordenacdo total em Q, isto é, se z € D(6;) N D(6y),
entdo 6; < 0y ou Oy < 6. Em qualquer uma das possibilidades 0;(x) = 05(z). Notemos que

U D(0) é um subespaco vetorial de F, pois dado z,y € U D(0), entao existe 0 e 65 tal que

6cQ 0eQ
x € D(6y) ey € D(0y), sem perda de generalidade, D(6,) C D(62) pela ordem total em Q,
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portanto, D(0;) U D(fs) ¢ um espago vetorial, logo z +y € D(6;) U D(6s) U D(0), segue
0eQ
que z+vy € U D(60). Analogamente, é possivel mostrar que dado z € U D(0) e A € R, entdo
0eQ 0eQ
€ U D(#), concluindo que U D(#) é um subespago vetorial de E. Por construgao, a ¢

0eQ 0eQ
é linear, estende a ¢, G C D(¢) e ¢(x) < p(x) para todo = € D(¢), portanto ¢ € E. Além do

mais, claramente dado 6 € Q, entdo 6 < ¢. Consequentemente, todo subconjunto totalmente
ordenado de P possui uma cota superior, logo, pelo Lema de Zorn, P tem um elemento maximal.
Em especial, considere ¢ : D(¢) — R o elemento maximal de P. Afirmamos que D(p) = E.
Efetivamente, suponhamos por contradigdo que D(@) é um subespago proprio de E, portanto
existe zg € E — D(g). Defina ¢ : D(¢) — R tal que

D(¢) = D(@) ® [xo] e d(x + twg) = §(x) + ta,

onde « ¢ uma constante que sera escolhida posteriormente de modo a garantir que gg e P.
Perceba que, dado x1+t1xg, To+taxg € D((ﬁ), temos 1 +t1x0+xo+toxg = (x1+x2)+ (t1+12)T0,
particularmente, x1+x2 € D(@) e t1+ty € R, portanto, (z1+x2)+ (t1+12)z0 € D(&), de forma
similar é possivel mostrar que dado z +tzg e A € R, assim, A - (z +tz) € D(¢), mostrando que
D(q%) ¢ um subespaco vetorial de . Também perceba que dado zy + t1xg, 29 + toxg € D(gzz),

entao

Qg(xl + t1xg + 29 + taxg) = QE((% + z9) + (1o + taxg)) = P(x1 + x2) + a(ty + o) =
(,5(1’1) + QE(.TQ) + Oétl + Oétg = @(Il) —+ Oétl + 95(1’2) -+ Oétz = qb(xl + tll‘o) + (b(.IQ —+ tgxo),

logo ¢ ¢ linear. Note que G C D(¢) C D(@) + [zo] e ¢(x) = @(z) para todo z € G C D(),
como p(z) = @(z) para qualquer z € G, segue que, dado = € G, temos ¢(z) = (z), logo ¢
estende . Vamos agora encontrar o que satisfaca a condicdo ¢ < p(z) para todo = € D(¢).

Nesse caso, precisamos escolher o de modo que as equagdes 3.3 e 3.4 sejam cumpridas:
B(x) + o = ¢z + x0) < pla + x9), e (4.1)

P(r) —a= é(ﬂf — o) < p(x — 20). (4.2)

Isto é,

ainda, podemos dizer que
sup{p(a) — plx — 20)} < @ < inf{p(e + 20) — P()}
Finalmente, esta escolha é possivel. Dado x,y € D(¢), temos

o(x) +p(y) = @z +y) <plr+y) =plr — 20 +y+ 20) < plr — 20) + (Y + 70)

Portanto,

(y) + p(y + 20)
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Assim,
sup{@(z) — p(x — x0)} < inf{p(y + z0) — H(y)}
Em especial, R é um corpo completo, portanto existe « real que satisfaz
sup{p() —p(x — o)} < & < inf{p(y +20) — $(y)}
Assim, as equagoes (1) e (2) estao satisfeitas. Feito isso, podemos concluir que para qualquer

r e D(P)e

e t>0

Bl + txo) = G(H(E + 20)) = t(2 + o) = HB(2) + @) < tp(% + o) = pla + Lo)

e t <0

oz +two) = G(—t(FF —10)) = —t(FE —x0) = —HG(FF) —a) < ~tp(5F —wo) = p(x +1o)

e t=20

¢(x +txo) = ¢(x) = p(x) < p(x) = p(x + two)

Segue que @z + txg) < p(x + txy), para todo x + tzy € D(¢), logo ¢ € P. Como consequéncia
o < gg e+ gf; o que é um absurdo, pois contradiz o fato de ¢ ser o elemento maximal de P.
Portanto D(¢) = F, completando essa belissima argumentagao.

m

A seguir demonstraremos a versao do Teorema de Hahn-Banach que também ¢é valida

para espagos vetoriais complexos:

Teorema 4.2.2 (Teorema de Hahn-Banach - Caso Complexo). Sejam E um espago vetorial

sobre K e p: E — R uma funcao sublinear, isto €,
plax) = |a|p(z) para todo o € K e todo x € E, e (4.3)

p(r +y) < p(x) + ply) para quaisquer x,y € E. (4.4)

Considerem também G um subespago vetorial de E e ¢ : G — K tal que ¢(x) < p(x) para todo
r € G. Entao, existe um funcional o : E — K que estende ¢, ou seja, p(x) = ¢(x) para todo
x € G, e que satisfaz |p(z)| < p(x) para todo x € E.

Demonstragao. Antes de tudo, perceba que p(0) = p(0+0) < p(0) + p(0), logo 0 < p(0). Além
disso, pela equagao (3), segue que p(—x) = | — 1|p(z) = p(x), donde, utilizando (4)

2p(x) = p(z) + p(z) = p(z) + p(—x) > p(z + (—x)) = p(x — ) = p(0) >0
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assim p(x) > 0 para todo x € E. Provamos, a priori, estes fatos, pois serao utilizados durante
a argumentacao.

Trataremos primeiro do caso K = R. Por hipotese ¢(x) < p(z) para todo = € G, assim,
pelo Teorema , segue que existe um funcional linear ¢ : E — R que estende ¢ e ¢ < p(x)

para todo x € E, em particular

—¢(x) = p(—x) < p(—z) = p(x)

Portanto |p(z)| < p(z) para todo x € E.

Agora, consideramos o caso em que K = C. Assim, E é um espago vetorial complexo e
¢ : G — C. Defina ¢y, ¢s : E — R tal que ¢i(z) = Re(p(x)) e po(x) = Im(p(z)) para todo
xr € G. Isto é p(x) = p1(z) +ips(x), logo, ¢ e gy claramente sao lineares. Como artificio, tome
Gr e Egr como os espacos vetoriais subjacentes a GG e F, respectivamente, ou seja o espago é o
mesmo, com a mesma operacao de adicao e a mesma operagao por escalar, mas com escalares

estritamente reais. Dessa forma, ¢ e 5 sao funcionais lineares sobre Gy e dado = € G,

pr(x) < lei(@)] < ()] < p(2)

Consequentemente, existe um funcional linear @; : Eg — R que estende ¢ e @1 < p(z)

para todo = € E, pelo Teorema [£.2.1] Estudaremos agora . Perceba que dado = € G,

{w(iﬂf) = 1(iz) + (i)

ip(x) = i1 (7) — pa(x)

Por ¢ ser linear, entao ¢(iz) = ip(z), portanto ¢ (ix) = —ps(x) para qualquer z € G. Agora,
definindo

p(z): E = C, p(z) = 1(x) — iy (i)

podemos notar que se z € G, entdo () = G (z) — ig(iz) = 1 (z) — i (iz) = @1 (z) +
ipe(x) = p(x). Agora, verifiquemos se ¢ é um funcional linear no espago linear complexo.
Claramente ¢ ¢é linear, uma vez que ¢; e ¢ sao lineares. Para mostrar a homogeneidade de ¢,

tomemos x € E e (a+ bi) € C, com isso

P((a+bi)x) = ¢1((a+ bi)x) —ip1(i(a + bi)z) = @1 (ax + bix) — i1 (aiz — br) =
ag1(x) + by (ix) — i(apr (iz) — b@(x)) = ap(x) + by (ix) — aip (ix) + bigy (v) =
a1(x) + bigy(x) — aigi(2i) + b (iz) = (a + bi)pi(2) — i(adi(iz) + L (in)) =

(a-+ bi)g (x) — iagh (i) + bigi(i2)) = (a+ bi)u(x) — i(as (i) + bigh (i) =

(a+bi)pi(x) —i(a+bi)fi(z) = (a+ b)(95 —i($1(x)) = (a+ bi)@(x).

Agora, mostraremos, finalmente que |@¢(z)| < p(z) para qualquer = € E. Se ¢(z) = 0,
entdo, claramente |¢(x)] = 0 < p(x) como vimos anteriormente. Em especial, caso ¢(z) seja
nio nula, entdo existe 0 real, tal que ¢(z) = |p(z)]e?, assim, |p(x)| = ¢(z)e ™ = p(xe™¥).

Como |p(z)| é real, segue por (3) que

|2(x)] = p(ze™) = r(ze™) < p(ve™™) = |e~*|p(x) = | cos() — isin(0)|p(x) =
V/cos2(0) +sin?(0) - p(x) = p(x).
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encerrando essa belissima argumentacao.

]

Para ser coerente com a terminologia consagrada pela literatura, chamaremos a seguinte
consequéncia imediata do Teorema de Hahn-Banach em espagos vetoriais normados, também

de Teorema de Hahn—Banach.

Corolario 4.2.1 (Teorema de Hahn-Banach). Seja G um subespago de um espa¢o normado
E sobre K e seja ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear

continuo ¢ : E — K cuja restri¢cio a G coincide com ¢ e ||p]| = ||#]].

Demonstra¢ao. Considere o funcional linear ¢ : G — K e a fungdo p : £ — K, onde p(z) =
|lll - [lz]]. Note que, dado e € K e 2,y € E, temos que p(az) = [|¢]|-||az|| = [|¢l| - |a] - ||z]| =
ol - (lell - [lz]]) = lalp(z), alem disso, p(z +y) = [lell - |z + yll < llell - (=[] + lyll) =
lell - [1=]] + llell - llyll = p(x) + p(y). Notemos que p cumpre as condigoes (3) e (4), assim,
pelo belissimo Teorema de Hahn-Banach caso complexo (Teorema, existe p : F — K que
estende go e que |@(x)] < ||¢]| - ||z|| para todo z € E, logo ¢ é continuo. Além disso, ||| =

sup @ H T | < [l¢ll. B particular, lpl] = sup |o(z)] = sup [p(z)] < sup |a(x)] = |2ll,

lll< [lz]]<1 |z]|<

pois G C E. Portanto, ||¢|| = ||¢|| para todo = € E.
[l

Exemplo 4.2.1. A extensdo que preserva a norma € unica se E € estritamente convezo.

Quando nos referimos a E ser estritamente convexo, queremos ressaltar que dado x1,x9 € F,

seque que ||[BE2|| < ||zy]| se ||z1]| = ||x2]|. Sejam G um subespago de um espago normado E
e p: G — R um funcional linear. Considere pelo Teorema de Hahn-Banach @1, 0, @ E — R
distintas que estendem ¢ e ||p1|| = ||¢|| = ||Pal|. Defina ¢ = €522, Repare que ¢ estende
@, pois dado x € G, temos ¢(x) = “E(xh;r@(x) = “’(x);w(:”) = p(x). Agora, repare que pela
convezidade estrita de E, se ||¢1]] = ||@2]|, seque que, ||@]] = [|[£522]] < ||¢1]]. No entanto,
repare que se v € G e [[z]| <1, entdo p(z) = ¢(z) < sup{|p(z)| : [lx]| < 1} = [|[], portanto,
el = sup{p(a) [l < L} < (1G]], Atem disso, |1§]| = || 252 < L2zal — i, ¢, como
consequéncia, H‘MHQM = |2ll = ||| o que é contradiz a estrita convezidade de E, portanto
P1 = Pa.

Corolario 4.2.2. Seja E um espago normado. Para todo xy nao nulo em E, existe um funcional

linear p € E' tal que ||p]| =1 e p(xo) = ||zo]|.

Demonstragao. Sejam xy ndao nulo em E e G = [z9] = {A\xg : A € K}. Notemos que ||¢|| =

A
sup % ¢ uma norma no espaco vetorial S = {¢ : [z,] = K: zy ¢ um elemento ndo nulo em E}.
A#£0 Lo
Com efeito, se ¢ nao ¢ ideticamente nula, entao ||p(Axg)|| # 0 para A # 0, segue que ||p|| # 0.
A . A
Perceba também que dado o € K, [lay|| = sup = M = sup = —|a| 17 (o) =
A£0 | Azol| A#£0 [[Azo]]
1f o) | e di -
|af - sup = el - = |a| - [|¢]]. Além disso, dado @1 e py € S, segue que, ||¢1 + 2| =
A£0
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[[01(Az0) + a(Azo)l| _ sup o1 (Azo)[[ + [[p2(Azo)]

< = |lo1|| + ||@2]|- Assim, Considere
A0 || Azo]| A0 Ao [spall + llal| ;

A A
© € S onde p(Az,) = M|zol|, com ||¢]| = supM = supM = supl = 1. Pelo
A£0

[1Azoll A0 [ Aol Az
Teorema [4.2.1], existe uma extensdo ¢ : E — K tal que ||§|| = ||¢]| = 1 para todo x € E e que

estende ¢, portanto ¢(zo) = ¢(zo) = (1 - x0) = 1 [|zo|| = [|20l|.
[

Corolario 4.2.3. Sejam E um espago normado nao nulo e x € E. Nos temos que

lz]| = sup{[e()| : ¢ € E e [[o|| <1} = max{lo(z) : ¢ € E' e |lg]| < 1}.

Demonstragao. Pela Proposicao [3.7.1] (b), |¢(x)| < ||¢|| - ||z||. Portanto, segue que

sup{lo(z)| : ¢ € E' e [[o|| < 1} < [|z]].

E suficiente verificar que existe ¢ € E’ tal que o supremo acima é atingido. Com efeito, pelo
Corolario |4.2.2| para tal z, existe ¢ € E’ tal que ||¢|| = 1 e p(x) = ||z||. Isto completa a prova.
[

4.3 Formas Geométricas do Teorema de Hahn-Banach

Nesta se¢ao demonstraremos dois Teoremas encantadores e importantissimos, conhecidos
como primeira e segunda formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach. Esses resultados
dizem, essencialmente, que se A e B sdo subconjuntos do espago normado real E que nao sao

muito entrelacados, entao existe um funcional linear continuo definido em E tal que separa A
e B.

Definicao 4.3.1. Seja E um espaco vetorial nao-nulo. Dizemos que H é um hiperplano de E
se H ¢ um subespaco proprio de H, ou seja, H # E e dado W C E tal que se H C W, entao
ou W =FE ouW = H.

Proposicao 4.3.1. Seja E um espacgo vetorial nao nulo. O subespaco proprio H de E € um

hiperplano se, e somente se, existe um funcional linear nao-nulo ¢ : E— R tal que ker(yp) = H.

Demonstracao. Suponha que H é um hiperplano de E. Como H é um subespaco proprio de
E, entao podemos tomar vy € E/H. Em especial, considere W = H U [vg] e note que H C W,
mas W # H, consequentemente, W = FE, onde v € F é escrito como u + avg, com u € E e
a € R. Defina

¢ : E — R tal que o(u+ avy) = «

Em particular, claramente, ¢ é nao nulo e linear. Notemos também que ker(p) = {u + avg €
E:ou+av) =0=a}={uec E}=W.
Reciprocamente, consideremos ¢ : £ — R um funcional nao-nulo, cujo o ker(y)

= H.
Como ¢ é nao nulo, segue que ker(y) # E. considere o subespago W de E, onde ker(yp) C W.
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Agora, basta mostrar que W = H para mostrarmos que ker(¢) ¢ um hiperplano de E. Com

efeito, considere ker # W e seja vy € W/ ker(p). Dado v € V, seja u = v — &%)) -vg. Note que

p(u) = (v -k Uo> =) —¢ (ﬁ%)) : vo) =p(v) = 55 - (o) =0

portanto u € ker(¢) C W, segue que v = u + ;Q(Ui))) € W, logo W = E, completando a

demonstracao.
[

Definicao 4.3.2. Sejam H um hiperplano do espago vetorial E e vy € E. O conjunto
vo+H={vo+u:ueH}

¢ denotado por hiperplano afim de E. Da Proposi¢ao[f.3.1], existe um funcional linear nao-nulo
v : E — R tal que

vo+H={vo+u:ueH}={veE: o) =a}

tal que a € R. De agora em diante, chamaremos os hiperplanos afins de hiperplanos, apenas.

Proposicao 4.3.2. Seja H = {v € E : p(v) = a} um hiperplano do espago normado E, tal
que @ € um funcional linear definido em E e a € R. Assim, € necessdrio e suficiente que o

hiperplano H seja fechado para que o funcional linear ¢ seja continuo.

Supondo que ¢ ¢ continua, o hiperplano H ¢ a pré-imagem ¢~ !({a}) de um conjunto
fechado por uma func¢ao continua, isto é, H é fechado. Mutuamente, suponha que H é um
hiperplano fechado, logo, F/H ¢é aberto e, claramente, ndo vazio. Portanto, tome xy € E/H,
segue que, existe r > 0 tal que B(zo,7) C E/H. Como ¢(xg) # «, podemos supor, sem
perda de generalidade, que p(z¢) < «. Afirmamos que existe ro > 0 tal que p(z) < « para
todo © € B(xg,ro). De fato, suponha que existe x; € B(xzg,7) tal que ¢(x;) > «, entdo
0 < p(r)—a<lel<p(x)—p(xy) <19, logo 0 < t = % < 1, portanto, pela

z1)—p(z0)
convexidade de B(zg,19), temos que txg + (1 —t)z1 € B(xo,10) €

p(two + (1= t)a1) = tp(ao) + (1 = )ip(wr) = ZERESio(mo) + (1 = ZES ) () =

p(x1) — %(@(%) —¢(x)) =a

contradizendo o fato de B(xg,r9) C E/H. Assim, dado z € E, com |[|z|| < 1, temos que
llzo — (zo + r02)|| = ||roz|| = rollz|| < 70, consequentemente, xy + 19z € B(xo,10), isto é,

o(xo) + 1op(2) = (g + 102) < . Segue que

a — (o)
p(z) < :
(1) — ¢(xo)
Ultilizando o racicinio analogo para —z, notando que || — z|| = ||z]|, obtemos
a — ¢(xo) p(r0) —a
p(—2) < = < p(2)

p(r1) —p(zo) (1) — w(20)
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Portanto
p(ro) —a a — ¢(xo)

o) — o)~ P = ey — o)

a— o(x
Em virtude disso, ||| = sup |p(z)] < 2 (20) < 400, 0 que garante a continuidade de

[]z]|<1 p(z1) — ¢(x0)
Q.
Introduziremos agora o funcional de Minkowski, que serd de suma importancia na ob-

tencao das formas geométricas do Teorema de Hahn—Banach.

Definicao 4.3.3. Seja C' um conjunto convexo, aberto e que contém a origem do espago nor-
mado E. A aplicacao
x
C:E—>R,pc(x):inf{oz>0:—60}
o

€ chamado de operador de Minkowski de C'.

Proposicao 4.3.3. O funcional de Minkowski possui as sequintes propriedades:
(a) pc(Bzx) = Bpc(x) para todob >0 e x € E;

(b)) C={x € E:pc(x) <1};

(¢) Existe M tal que 0 < P.(z) < M||z|| para todo x € E;

(d) pc(z +y) < po(w) + pc(y) para quaisquer z,y € C'.

\Q|H

Demonstracao. (a) Note que po(fx) = inf {a >0: ’6”" € C} inf {a >0:% € C’} Seja \ =
%, logo 8-\ = «, consequentemente pc(fSx) = inf {ﬂ )\ >0:3€ C’} [B-inf {)\ >0:3€ C’} =

Bpc(x).
(b) Como C & aberto, para qualquer x € C, existe € > 0 tal que (1 + €)x € C, logo

o=t € ¢. Como consequéncia, pe(z) = inf{a>0:2eC} < (1+¢7 ' = 141re < 1,

assim, C' C {x € E : po(r) < 1}. Mutuamente, podemos notar que se pc(x) < 1, en-

T

tao existe 0 < a < 1, tal que pe(r) < a e £ € C. Pela convexidade de C, segue que,
r=al+(l-a)0€C, logo, {r € E:pc(r) <1} C C,provandoque C = {x € E : po(z) < 1}.
(c) Se x é o vetor nulo, entdao a desigualdade é 6bvia. Caso, x # 0, existe r > 0 tal que

B(:c r) C C. Notemos que € B(z,r), pois Hsz”H = § < r. Segue que, po(r) = inf{a >

2|| H

-1
2e(} < <2Hw|\) = 2“3”” Consequentemente, o resultado esta provado com M =

(d) Con51dere x,y € C' e e > 0. Podemos notar que € C. Com efeito, por (a ), temos

pc(ﬂC)-f—e
que
x po(z)
po|l——— ) =—71—<1
(pc(;v) —l—e) po(z) +€
e por (b), segue que m € C. Analogamente, mostramos que m € C. Tome t =

pc(z)+e
pc(z)+pc(y)+2¢°

(1-— t)pc( - € C, logo

Claramente t € (0, 1) e pela convexidade de C', podemos observar que t +

(ﬂﬂ)Jre

x _ Y _ (z)+e X T _ (z)+e . Y _
toowre T (1= oo = @ trewre  potre T (1 pc(z>+pc<y>+2e> Potw)Te

x pc(y)+e Yy _ Tty
Po@ e T2 (pc<x>+pc(y>+2e> ot = po@rpeiz € C

Segue por (a) e (b) que
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pc(z+y) _ z+y
po(x)+po(y)+2e bc (pc(x)+pc(y)+2€> <1

e, como consequéncia, po(x +y) < pe(x) + pe(y) + 2¢, fazendo € — 0, temos po(z + y) <
pe(x) + pe(y) provando a desigualdade triangular para o funcional de Minkowski.
]

Lema 4.3.1. Considere C' um subconjunto convexo, aberto, e nao vazio do espa¢co normado
E. Sexy € E— C, entao existe um funcional linear ¢ € E' tal que p(x) < @(xg) para todo
xeC.

Demonstragao. Inicialmente, vamos considerar que 0 ¢ C. Escolha zy € C e defina D =
{z — 20 : x € C}. Seja yp = x¢ — 29, podemos notar, claramente, que 0 € D e yg ¢ D, pois
zo ¢ C. Também note que D é convexo e aberto. Com efeito, dado ¢t € [0,1] e y;,y2 € D tal
que y; = T1 — 29 € Y2 = Ty — zg com x1, 9 € C. Perceba que t(x1 — 29) + (1 — t)(xe — 20) =
txy + (1 —t)xe — z9 € D, pois pela convexidade de C', temos que tx; + (1 — t)zy € C. Dado
be D, comb=a— z. Podemos considerar, portanto, o funcional de Minkowski pp : £ — R
de D. Tome G = [yo] e g : G — R tal que g(tyy) =t - pp(yo) para todo t € R. Observe que
g(x) < pp(x) para todo z € G. De fato, para t > 0, temos

9(tyo) = tpp(yo) = po(tyo)

Pela Proposicao E para ¢t <0, temos

9(tyo) = tpp(vo) < 0 < pp(tyo)

pois, pela Defini¢ao pp(z) > 0 para todo x € G. Com base no Teorema de Hahn-Banach,
existe um funcional linear ¢ : E — R que estende a funcao g e ¢(x) < pp(x) para todo x € E.
Conforme a Proposigao existe M > 0 tal que p(z) < pp(z) < M||z|| para qualquer = € E,
o que garante a continuidade de . Da Proposigao [4.3.3] (b) segue que ¢(z) < pp(z) < 1 para
todo x € C, como yo ¢ C, segue que pp(yo) > 1, dai

p(r) <1< ppy) = 9(yo) = ©(y0) = ¢(r0 — 20)

para todo z € D. Da desigualdade anterior e da Definicao de D segue que

p(r) = p(x — 20 + 20) = (@ — 20) + (20) < (@0 — 20) + p(20) =
o(zo — 20 + 20) = (o),

para todo = € C. Agora, considerando que x € C, tome zg = 0 e obtemos o mesmo resultado.
m

Lema 4.3.2. Sejam E um espago normado. Se ¢ € E' um funcional nao nulo e A um subcon-
Junto convezo, aberto e nao-vazio de E, entao p(A) é um intervalo aberto (nao necessariamente
limitado).
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Demonstragao. Primeiramente, podemos notar que se ¢ é nao nulo, entao ¢ é sobrejetor, pois
©(E) é um subespago de R pela linearidade e homogeneidade de ¢, isto ¢, p(E) = R, pois ¢ é
nao nulo por hipotese. Agora, notemos que pela convexidade de A, dado t € [0,1] e xz,y € A,
segue que tx+ (1 —1t)y € A, segue que, to(x)+(1—1)p(y) = e(tz+(1—t)y) € p(A), mostrando
a convexidade de ¢(A), que, portanto, é um intervalo. Agora, vamos supor, sem perda de
generalidade, que ¢(A) é um intervalo limitado superiormente, considere que sup p(A) = a e
que a € p(A), isto é, existe x em A, tal que p(z) = a e p(y) < a = ¢(x) para todo y € A.

Como A é aberto, existe r > 0 tal que a bola aberta de centro = e raio r esta contida em A.

Seja z € E um vetor nao nulo. Perceba que

o+ st = all = i - llell = § <

consequentemente, x + m -z € A. Nesse caso,

a+ gy ¢(2) = (@) + g w(2) = ¢ ("” = Z) sa

O que nos faz concluir que p(z) < 0 para qualquer z € E, o que contradiz o fato de p(E) C R,
portanto a ¢ p(A). Assim, completamos essa deslumbrante demonstragao.
O

Para simplificar a notagao, o hiperplano H = {z € E : p(z) = a} sera denotado pelo

simbolo [p = a].

Teorema 4.3.1 (Primeira forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach). Sejam A e B
subconjuntos convexos , nao-vazios e disjuntos do espaco normado E. Se A € aberto, entio

existe um funcional ¢ € E' e a € R tais que
o(x) < a < @(y) para todo x € A ey € B.
Neste caso, dizemos que o hiperplano fechado [¢ = a| separa A e B.

Demonstrag¢ao. Considere C = A— B={x—y: 2z € A,y € B} e note que:
(i) C = U (A —{y}), logo C ¢ aberto.

yeB
(1) C & convexo, pois dado t € [0,1] e 21,20 € C, onde 21 = 21 — y; € 25 = Ty — Yo, COM

T1,T9 € A ey, ys € B, temos que tz; + (1 —t)zp = t(x1 —y1) + (1 — t) (g — y2) = tog —
ty + (1 —t)zg — (1 — t)ya = txy + (1 — t)xe — [tys + (1 — t)y2]. Pela convexidade de A e B,
temos que tx; + (1 —t)zy € A e [tys + (1 — t)y2] € B, consequentemente, tz; + (1 — t)zg =
tr1+ (L —t)zy —tin + (L —t)yol e A—B=C.
(1ii) C' # E, pois 0 ¢ C. Com efeito, se 0 € C, entdo existiria z € A ey € B tal que z —y = 0,
isto é x = y o que contrariaria a hipotese de A e B serem disjuntos. Além disso, C' é nao vazio,
pois A e B sao nao vazios.

Pelo Lema [4.3.1] como 0 € E/C, entao existe um funcional ¢ € E’, tal que ¢(z) <
©(0) = 0 para todo z € C. Segue que

o) =plx—y+y)=pl—y)+ey) <0+p(y) =oy) (4.5)
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para todo z € A e y € B. Notando, que B é nao vazio, tomemos a := inf ¢(B) e definimos o
hiperplano constante [¢ = a] fechado, pois é continuo. Repare que ¢(A) C (—o0,a) pelo Lema
3.9 e a < ¢(y) para todo y € B. Segue que p(z) < a < ¢(y) para todo z € Aey € B.

O

Teorema 4.3.2 (Segunda forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach). Sejam A e B
subconjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos do espaco normado E. Se A € fechado e B €

compacto, entao existem um funcional um funcional ¢ € E' e a,b € R tais que
o(r) <a<b<(y) para todo x € A ey € B.
Dizemos que o hiperplano fechado [p = c|, com ¢ € (a,b) separa A e B estritamente.

Demonstragao. Notemos que é possivel escolher € > 0 tal que A+ B(0,¢) e B+ B(0,¢) sejam
abetos, convexos e disjuntos:
(i) Para qualquer € > 0, os conjuntos A + B(0,¢) e B + B(0, €) sao abertos. Com efeito,
A+ B(0,¢) = | J(a+B(0,¢) = | Blae)
acA acA

analogamente,

B+B(0,¢) = | ] B(B.¢)

BeB

portanto, sao conjuntos abertos.
(17) Para qualquer escolha de € > 0, temos que B(0,¢) é convexo. Como A, B sao convexos,
entao, claramente, A 4+ B(0,¢) e B + B(0,¢€) sao convexos de maneira aniloga a que fizemos
para mostrar que C' é convexo no [£.3.1]
(7ii) Agora, basta mostrar que existe € > 0 tal que A+ B(0,¢) e B 4+ B(0, €) sejam disjuntos.
Com efeito, suponha que A + B(0,¢) e B + B(0,¢) tenha intersecgdo nao vazia para qualquer
€ > 0. Neste caso, tome € = % e note que para cada n € N, temos que

(A+B(0,3))N(B+B(0,5)) #0
Portanto, existem (,)02; C A, (yn)02y C B e (2,)024, (wy)22, € B(0, 2) tais que z, + 2z, =

Yn + 2, para qualquer n € N. Como consequéncia,
12 = Ynll = [[wn — 2al] < |Jwall +]|2al] < 7 + 5 = 2 para todo n € N.

Pela compacidade de B, a sequéncia (y,)°; tem subsequéncia convergénte em B, suponha
entao que y,, — B € B, logo, z,, — . Como A ¢ fechado, temos que 3 € A, segue que,
B € AN B o que contraria a hipotese de disjuncao de A e B.
Assim, considere €, tal que A+ B(0,¢€) e B+ B(0, ¢) sejam disjuntos. Pelo[£.3.1] existe
um hiperplano fechado [¢ = ¢| de E que separa A + B(0,¢) e B + B(0,¢). Assim,
p(x)+ sup p(z1) <c<py)+ inf o(z)

|| 21]|<eo llz1]]<eo

para todo = € A e y € B. Da linearidade de ¢, segue que
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z , z
p(r) + e sup ¢ (—1) <c<p(y)te- inf ¢ (—2)
IZj<1 V€ I1Z<1” \éo
Dai, p(z) + € - ||| < ¢ < o(y) — el|p]| para todo z € A e y € B, assim, p(x) < ¢ — el|¢|| <
¢ < c+ ellell < ¢(y). Diante, disso podemos, considerar a = ¢ — ¢l|g|| e b = ¢ + €l|¢]],
completando essa primorosa argumentagao.

]

Corolario 4.3.1. Seja M um subespaco fechado do espaco normado E. Entao para todo xy €
E — M existe um funcional ¢ € E' tal que p(zo) =1 e p(x) =0 para todo x € M.

Demonstragao. Claramente o conjunto {zo} é compacto e M é fechado por hipotese. Assim,
podemos aplicar o Teorema em A = M e B = {xg}, portanto, existem um funcional
we E eceRtal que w(r) < ¢ < w(zg) para qualquer z € M. Sabemos que a imagem de um
espago vetorial aplicado num operador linear é um subespago do contradominio, logo, w(M) é

um subespago de R, portanto, w(M) = {0}, pois é o tnico subespago de R limitado. Como

1
w(zo)

consequéncia, w(zg) > 0. Tome ¢ € E’ tal que p(z) = -w(z). Note que ¢ satisfaz todas

as condigoes que estamos buscando.

]

Corolario 4.3.2. Seja M um subespago do espago normado E. FEntao para todo xog € F,

zo € M se, e somente, se p(xg) = 0 para todo ¢ € E' tal que (M) = {0}. Ou seja,

M= ﬂ{ker(ap) cp € E e M Cker(p)}

Demonstra¢io. Suponha que xo € M. Considere ¢ € E’ tal que M C ker(p), portanto
M C ker(yp) = ker(ip), pois ker(i) é fechado.

Reciprocamente, suponha que 2o ¢ M. Como M é um subespaco fechado de E, pelo
Corolario existe um funcional g tal que p(z¢) = 1 e p(z) = 0 para todo = € M. Logo,
zo & ({ker(y) : p € E' e M C ker(¢)}, o que o fato de ¢(x¢) = 0 para todo ¢ € E’ tal que
(M) = {0}. Dessa maneira, o € M.

]
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Capitulo 5

Algumas Observacoes e aplicacoes dos

Teoremas de Hanh-Banach

Algumas observagoes interessantes sobre o Teorema de Hanh-Banach sdo as seguintes:

e Na demonstragao do Teorema de Hahn—-Banach usamos o Axioma da Escolha na forma
do Lema de Zorn. O leitor pode se perguntar se, a exemplo do proprio Lema de Zorn,
do Teorema de Zermelo (Principio da Boa Ordenagao) e de varios outros enunciados
conhecidos, o Teorema de Hahn—-Banach é equivalente ao Axioma da Escolha. A resposta
¢é negativa. Porém a demonstracao desse fato ultrapassa, e muito o objetivo desse texto,
além de que usa argumentos avangados da Teoria de Conjuntos. Nos limitamos a fazer o
seguinte breve comentario: existe um Teorema na Teoria dos Conjuntos chamado Teorema
do Ultrafiltro. E conhecido que

{ Axioma da Escolha } = { Teorema do Ultrafiltro }.

Halpern em 1964 provou que nao vale a implicacao contraria, isto é, o Teorema do Ultra-
filtro nao implica no Axioma da Escolha. Lo’s e Ryll-Nardzewski em 1951 e Luxemburg

1962, provaram que
{ Teorema do Ultrafiltro } = { Teorema de Hahn-Banach }.

Pincus em 1972 provou que nao vale a implicagao contraria, isto €, o Teorema de Hahn—Banach
nao implica no Teorema do Ultrafiltro. Portanto, nés temos a seguinte hierarquia de im-

plicagoes irreversiveis:

{ Axioma da Escolha } = { Teorema do Ultrafiltro} = { Teorema de Hahn-Banach}.

e Podemos observar que a primeira forma Geométrica do Teorema de Hanh-Banach, usa a
forma analitica do Teorema de Hanh-Banach para espacos normados em sua demonstra-

¢ao. Uma pergunta natural que pode ser feita é, se podemos recuperar a forma analitica
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em espacos normados do Teorema de Hanh-Banach a partir de sua forma Geométrica?
A resposta é positiva e pode ser provada no contexto de espagos vetoriais topolégicos em

geral. A demonstracao pode ser encontrada em [7].

5.1 Demonstracao do Teorema de Hanh-Banach sem o

Lema de Zorn

Poderiamos demonstrar o Teorema sem o Lema de Zorn? Esta questao é interes-
sante, principalmente porque o Lema de Zorn nao fornece um método de construgao do
funcional extensao. Mostramos abaixo que se F tiver a propriedade de ser separavel (Veja
a Definicao , o funcional extensao pode ser construido por meio de um argumento

indutivo.

Demonstracao. Se E for normado e separavel, entao podemos encontrar um conjunto
enumeravel de vetores {zg, 1, -}, todos linearmente independentes e ndo pertencentes
a (G, de modo que cada elemento em F pode ser aproximado por combinagoes lineares de
vetores de G e {xg, 1, - }. Considere os subespagos de E da forma G;, para i € N, com
Go=GeG; =G;_1+ \x;. Sey € G;, podemos escrever y = x + Ax;, onde © € G;_1 e

A € R. Defina a extensao de ¢ a (; da seguinte forma: ¢y = @ e

0i(x + ;) = pi_1(x) + Ay

onde ¢; é escolhido da mesma forma que a na versao analitica do Teorema de Hanh
Banach para garantir que ¢; permane¢a dominada pelo funcional sublinear p, para cada
i € N. Isso mostra como podemos estender ¢ recursivamente (apenas indugao) para um
subconjunto denso e enumeréavel de £. Chame essa extensao de ¢, que é naturalmente
linear. Por construcao, ¢ < p para todo z € S, onde S é um é um subconjunto denso de
E. Agora, para estender ¢ para F, basta um argumento de limite, usando a densidade:
seja x € E. Como S é um subconjunto denso, podemos considerar (s,) uma sequéncia
de S convergindo para x. Entdo, o limite lim, ., ¢(s,) estd bem definido; chame este
de @(x). Isso define ¢ pontualmente. ¢ é obviamente linear e por construcao estende .

Além disso, como ¢(s,) < p(s,) para todo s, € S, temos @(z) < p(x) para todo x € E.
]
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5.2 Comentarios sobre a Unicidade do Teorema de Hahn-

Banach

O Teorema de Hahn de Hahn-Banach ¢ um belissimo Teorema fundamental na Anélise
Funcional, pois garante a extensao continua de funcionais lineares em espacos normados.
No entanto, o leitor atento deve se questionar: essa extensao é tunica? E o exemplo
nos mostra que o Teorema de Hahn-Banach nao garante a unicidade da extensao do

funcional linear, ou seja, nem tudo é isento de falhas.

Exemplo 5.2.1. Notemos que o Teorema de Hahn-Banach nao garante a unicidade na
extensio do funcional p. Considerem G = R* C R® = E e p(x,y,2) = |z| + |y| + |z].
Claramente, o funcional ¢ : G — R tal que o(x,y,0) = x +y € linear e p(z,y,0) <
p(z,y,2) para todo (z,y,z) € R3. Agora, defina ¢o : R* — R no qual ¢, = v+ y + az.
Observe que para qualquer o € R, @, € uma extensao de @, ainda mais, para |a] < 1,
temos que Po(,y,2) < p(x,y,2) para qualquer (z,y,z) € R3. Portanto, podemos notar

que a quantidade de extensoes de p € nao enumerdvel.

Definicao 5.2.1. Seja E um espa¢o normado. Dizemos que E € um espaco estritamente

convezo, se E € convezo e dado x1,25 € E, onde ||1]| = ||22||, entdo ||[BE22]| < |]x4]].

O interessante de E ser um espaco normado estritamente convexo, é que podemos estender

o funcional linear que preserva a norma como mostraremos no exemplo [5.2.2]

Exemplo 5.2.2. A extensao que preserva a norma € inica no Teorema se B €
estritamente convero. Sejam G um subespago de um espago normado E e ¢ : G — R um
funcional linear. Considerem pelo Teorema de Hahn-Banach o1, ps : E — R distintas que

estedem ¢ e ||31]| = ||¢]| = ||@2]|. Defina 3 = ££22. Repare que ¢ estende o, pois dado
P(@)it+pa(z) _ pl@)t+e(x) _
s = g = pla)

r € G, temos ¢p(x) = . Agora, repare que pela converidade
estrita de E, se ||p1]| = ||@al], seque que, ||@|| = |[£522|| < ||@1]|. No entanto, repare
que se x € G e ||z]| < 1, entdo p(x) = ¢(x) < sup{|@(x)| : ||z]| < 1} = ||§]], portanto,
eIl = supflie(a)| : [|=|| < 1} < ||@]]. Além disso, ||3]| = || 2522 || < U2ileell — g,

w = 1|2l| = ||¢]| o que é contradiz a estrita convexidade de

€, COMO CONSEqUENCILA,

E, portanto ¢ = ps.

5.3 Aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach para Es-
pacos Separaveis
Haviamos mencionado que os espacos separaveis possuem de propriedades especiais que

enriquecem toda nossa construgao teédrica. Veremos nesta secao os primeiros indicios

deste fendmeno.
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Definicao 5.3.1. Se A ¢ um subconjunto de um espagco normado E e x € E, entao
dist(z, A) = inf{||x —y|| : y € A}.

Proposicao 5.3.1. Sejam E um espaco normado, M um subespaco fechado de E, yo €
E — M e d = dist(yo, M). Entao existe um funcional linear ¢ € E' tal que ||¢|| =
Lo(yo) = d e p(x) =0 para todo x € M.

Demonstra¢ao. Considere N = M @ [yo]. Dessa maneira, dado z € N, existem tnicos

a € Kexe M, tais que z = x + ayy. Defina

wo: N = K, ¢o(x + ayy) = 0x + ad = ad.

Perceba que dados x1 4+ a1yo, 22 + asyjo € N e A € K, temos que ¢o((x1 + a1yo) + (z2 +
azyo)) = po((r1+22) + (a1 +az)yo) = (a1 +az)d = ard+axd = p(21+a1y0) + (T2 +azyo)
e p(A(z1 + a1y0)) = p(Az1 + Aa1yo) = Aad) = Ap(z1 + a1), assim, ¢ é linear. Ainda
mais, p(M) ={¢(z):z e M} ={0-2+0: 2 € M} =0e ¢(yy) = p(0+1-yy) =1-d =d.
Resta verificar que ||p|| = 1. Tome z =z + ayy € N, com a # 0. Note que

> |al-inflyo =yl : y € M} = [a] - d = [ad]| = [i00(2)]

x
1]l = [l +ayol| = lal - || — = o

No caso em que a = 0, a desigualdade ||z|| > |¢o(z)| é 6bvia. Segue que @(ﬁ) <1,

ou seja, ||go|| < 1. Dado € > 0, existe z. € M tal que d < [lyg — z|| < d + €. Seja

— _Yo—Ze
e = .
€ lyo—zell

Perceba que z. € N, ||z¢|| = 1 e que

o4 d
P T | T dte

_d_
d+e’

sup {d%e :e>0} = 1. Assim, ||¢o|| = 1. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe p € E’

Como € > 0 arbitrario, segue que ||@ol] > @o(zc) > consequentemente, ||pol| >

que estende ¢y tal que [|¢[| = [|¢ol| = 1.
]

Proposicao 5.3.2. Se E’ € separdvel, entao E também é separdvel.

Demonstragao. Considere Sgr a esfera unitaria de E’. Assim, pela Proposicao |3.6.1, Sg/

é separavel. Considere A = {p, : n € N} um subconjunto enumerével e denso de Sg.

Como o ||¢,|| = 1, para cada n € N podemos tomar z, € F tal que |p(z,)| > 1.
Seja M = [x1,..., Ty, ...| € afirmamos que M é um subespaco de E. Com efeito, como
(1, ..., Ty, ...] € um subespago de E, dado u,v € M, existem sequéncias (u,)2 , (v,)%,
em [y, ..., Tp, ...] que convergem para u, v, respetivamente. Como u,, + v, € [T1, ..., ZTp, ...]
para todo n € N, segue que, u,, + v, — u + v, portanto, u +v € m = M.

Analogamente, é possivel mostrar que M é fechado para o produto com escalares em K.
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Agora, queremos mostrar que M = E. Para isso, suponha por contradi¢ao que existe
g € E — M. Pela Proposicao [5.3.1} existe um funcional ¢ € E' com [|¢|| = 1 tal que
o(xo) = d(xo, M) =d e (M) = {0}. Portanto,

e = wull = sup [(¢ — wu)(@)| = |@(zn) + onlzn)| >

r€BE

DN | —

O que contradiz A ser denso em Sg/. Sendo assim, M = FE e a separabilidade de E segue

do Lema B.6.11
Il

5.4 Densidade do espago C>(Q2) em LP({2)

Seja 2 C R™. Defina C2°(2) como o espago das fungdes infinitamente diferenciaveis em
), que possuem suporte compacto, ou seja, se anulam fora de um conjunto compacto. E
claro que C°(Q2) C LP(Q) para 1 < p < oo, pois as fungdes em C°(Q2) sdo nulas, exceto

em um conjunto compacto, na qual sao integraveis. Provaremos o seguinte Teorema:

Teorema 5.4.1. Seja 2 C R"™ um conjunto aberto e 1 < p < oo. Entdao, nessas condigoes,
0 espago CX(Q) é denso em LP(QQ).

O Teorema acima tem importéancia fundamental, especialmente porque permite aproximar
uma fungao de LP por uma sequéncia de fung¢oes muito regulares, o que em geral permite
demonstrar desigualdades e propriedades em C2°(£2) e por meio de um argumento de
densidade, afirmar que estas sdo validas em LP(f)). Para demonstrar o Teorema ,
usaremos o seguinte Teorema, consequéncia da 22 forma geométrica do Teorema de Hanh-
Banach, o qual é muito utilizado para mostrar que um subespaco de um espa¢o normado

é denso.
Teorema 5.4.2 (Continuacio Unica). Seja E um espago normado e F C E wm subespago

vetorial tal que F # E. Entao, existe f € E', f #0 tal que f(x) = 0 para todo x € F.

Demonstracdo. Seja v € E'\ F. Defina A= F e B = {z¢}. Como A ¢ fechado convexo
e B ¢ compacto convexo, entao, resulta da 22 forma geométrica do Teorema de Hanh-
Banach que existe f € E', f 20 e a € R tal que

f(x)+e<a< f(xy) —e para todo z € F.

Note que um funcional linear ou ¢é sobrejetivo ou é nulo, isto &, f(F) = R ou f(F) = 0.
0

Mas da condi¢do f(x) < a — g, segue que a imagem f(F') ¢ limitada. Entao f(F) =

Y

ou seja f(x) = 0 para todo = € F. Resulta que

0+e<a< f(rg) — ¢ para todo = € F,

68



ou seja, f(zg) # 0 o que conclui o Teorema.

O

Demonstracao do Teorema[5.4.1. Suponha por contradi¢ao que C2°(£2) nao seja denso em
LP(Q). Isto significa que C®(Q) # LP(). Conforme o Teorema acima, com E = LP(Q)
e ''=CX(Q), existe f € [LP(Q)]), f # 0 tal que f(g) = 0 para toda g € C°(2). Mas
conforme o Teorema da representagdo de Riesz (que caracteriza que o espago dual do
espaco LP & LP" com % —i—% = 1, Veja o Teorema 4.2.1 de [3]), existe u € L, u # 0 (com
1 1

—+— =1) tal que
p p

flv) = /Qu(x)v(x)dx para toda v € LP(2).

Em particular

0= f(g) = /Qu(x)g(x)dx para toda g € C2°(Q).

Nessa situagao podemos usar o seguinte resultado da Teoria da Integragao, que pode ser

encontrado na referéncia [4] (Lema IV.2 pg.61):

Lema 5.4.1. Seja g : Q) — R uma funcao tal que g - xx € integrdvel para todo conjunto
compacto K C Q e tal que [, g(z)u(z)dz = 0 para toda g € CZ(Q). Entao u(z) =0 para
quase todo x € Q.

Para concluir que u(x) = 0 quase sempre (observe que u cumpre as condigdes do Lema
, pois pela desigualdade de Hélder [,u - xxdz < [|ul,/K|"? < co onde |K| denota a
medida de Lebesgue do compacto K), mas isso implica que o funcional f é nulo em todo

LP(Q2), o que é uma contradigao. O

5.5 Teorema Fundamental do Calculo em Espacos de
Banach
Seja f : [r,y] — F uma fungao de classe C'' tomando valores em um espago Banach E,

onde [z,y] C R com y. Aqui, R esta equipado com a medida de Lebesgue u = dzx. Vamos

verificar que ,
| =1 - fa),

onde a integral & esquerda é a de Bochner. A integral de Bochner de uma funcao
f R — E é definida essencialmente da mesma maneira que a integral de Lebesgue. Pri-

meiro, defina uma funcao simples como qualquer soma finita da forma

s(x) = Z XE; (2)b;
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onde o E; sao membros disjuntos da o -algebra dos Borelianos de R e b; sao elementos

distintos do Espaco de Banach E. A integral é entao definida por

/]R [Z XEi(fU)bz‘] dx = ZM(Ei)bi

exatamente como € para a integral comum de Lebesgue. Uma fungao mensuravel f : R — F

é Bochner integravel se existir uma sequéncia de fungoes simples integraveis s, tal que,

lim / |f — snl|lpdz =0,
n—oo R

onde a integral do lado esquerdo ¢ uma integral de Lebesgue comum. Neste caso, a

integral de Bochner é definida por

/ fdxr= lim [ s,dx.
R

n—oo R

y
/ f’d:c:/X[x,y]-f’dx.
x R

Se ¢ € E', entdo po f": [x,y] — R & uma funcio real continua definida em um intervalo

Entendemos

compacto, portanto integravel (no sentido Riemann), logo temos:

go(/jf’dx) :/xywof’dx:/xygo’of’dx

= [(wo iz = o (1) ~ £ (@) = ¢ (f6) = S0

Na primeira igualdade usamos um conhecido Teorema que nos diz que qualquer operador
linear limitado comuta com a integral de Bochner, na segunda usamos o conhecido resul-
tado de anéalise que diz que a derivada de uma aplicacao linear é ela mesma, na terceira
a regra da cadeia, e na quarta igualdade o Teorema Fundamental do Calculo comum de

anéalise real.

Usando a linearidade de ¢, obtemos
Y !/
o[ ra- - fan) =0
para todos ¢ € E'. Afirmamos que nessa situacao

ro = / " e — (fy) — f(x)) = 0.

Com efeito, se o # 0, sendo g € E, pelo Corolario [4.2.2] do Teorema de Hanh-Banach,
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podemos encontrar um funcional ¢ € E tal que ||¢|| = 1 e ¢(x) = ||xo||. Mas isso é uma
contradicao, uma vez que por hipotese p(zy) = 0 para todos ¢ € E' e ¢(xq) = ||ao|| # 0

pelo Teorema de Hanh-Banach. Isto da o desejado.

5.6 Lema de Riesz e nao compacidade da bola em di-

mensao infinita

A seguir apresentamos um famoso resultado, devido a F. Riesz, que sera fundamental para

mostrar que a bola unitaria fechada em espacos de dimensao infinita nunca é compacta.

Lema 5.6.1. Seja M um subespaco fechado proprio de um espago normado E e seja 0
um numero real tal que 0 < 0 < 1. Entao existe x € E— M tal que ||z|| =1 ¢ ||z —y|| > 6
para todo y em M.

Demonstracao. Pelo Teorema [5.4.2} existe f € E' com ||f|| = 1 (caso precise, considere
fi = &) e que f(M) = 0. Perceba que

A1
Ifll =1 sup{[f(x)]: x € Eellz]| =1} = 1.

Dessa forma, existe zq € E, ||x|| = 1 para qualquer 6 € (0,1), tal que

| f(z0)| > 0.

Agora, tome y € M, e note que

|lzo—yl| = sup{lp(z)| : v € E" e [[]] = 1} > | f(20)—f (W) = | f(zo)—f(y)| = [f(z0)| > 0.
[l

Teorema 5.6.1. Um espaco normado E tem dimensao finita se, e somente se, a bola

unitdria fechada de E € compacta.

Demonstracao. Resta-nos provar que se a bola é compacta, entao o espago tem dimensao
finita. Suponha que E tenha dimensao infinita. Tome z; € F, tal que ||z1|| = 1. Como a
dimensao de F é oo, o subespaco [x1], isto é, o subespago gerado por z; é um subespago
proprio de E. Por ter dimensao finita, [z1] é um subespaco fechado de E pelo Corolério
. Pelo Lema de Riesz, existe x5 € E — [11], dado § = 1 de norma 1 tal que

DN | —

|[w2 — 21| >

Considere [z1,xs] onde x5 € E, de forma similar, podemos notar que existe z3 € E —

[1, 9] com ||z3|| =1 tal que
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1.
||1’3 _le| Z 57.] = 172

Recursivamente, podemos continuar esse procedimento indefinidamente e em todas as
etapas teremos um subespaco de E com dimensao finita, logo fechado e proprio. Desse

modo, construimos uma sequéncia (x,)>° ; em Bg tal que

|20 — Zm|| > 2
sempre que m # n. Como consequéncia, (z,)°; é uma sequéncia em Bg que nao possui

subsequéncia convergente, o que impede que By seja compacta.

]

Observagao 5.6.1. Podemos observar com o Lema de Riesz que na topologia da norma,
em todo espago normado de dimensao infinita a bola unitaria nao é compacta. Entao fica
uma pergunta, serd que podemos obter compacidade da bola unitdria fechada em dimensao
infinita sob alguma hipotese? A resposta € sim, desde que o espaco em consideragao seja
espaco de Banach, com a propriedade adicional de reflexividade e equipado com uma
topologia especial, chamada de Topologia Fraca. Isto é conteido do Famoso Teorema de
Kakutani, veja o Teorema 3.17 em [3]. Alids, tal topologia é Hausdorff (separa pontos)

devido ao Teorema de Hanh-Banach.
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Consideracoes finais

Apresentamos neste trabalho os Teoremas de Hahn-Banach, assim como, algumas aplica-
¢oes relevantes destes Teoremas. As demonstragoes foram feitas de forma detalhada para

que o leitor nao tenha dificuldades em compreender as argumentacoes.

Iniciamos o trabalho com noc¢oes de espacos métricos, as quais sao fundamentais para
definir os espacos de Banach da Anélise Funcional. Além disso, optamos por abordar
topicos de teoria da medida, pois mostramos que os espagos L, (X, X, ) e £,(X, 3, p),
onde 1 < p < 400 e (X,%, ;) é um espago de medida, sdo espagos de Banach, nao
triviais.

Também fizemos um breve estudo sobre os funcionais lineares, antes de introduzir o Lema
de Zorn para demonstrar os Teoremas de Hanh-Banach (caso real e caso complexo).
Ainda mais, introduzimos os conceitos de hiperplanos em espacos de dimensao infinita e

os funcionais de minkowiski para demonstrar a 12 e a 2° forma geométrica do Teorema
de Hahn-Banach.

Além do mais, fizemos reflexoes sobre a unicidade dos Teoremas de Hahn-Banach e evi-
dénciamos algumas aplicagoes importantes deste Teorema em espacos serparaveis, em
relacdo a a densidade do espaco C&(€2) em L,(€2), o teorema fundamental do célculo em

espacos de Banach e o Lema de riesz.

Por fim, pretendo seguir carreira académica na area de Anélise Matematica, diante disso,
este trabalho possibilitou meu aprofundamento nesta belissima area e ressaltou meu desejo
de continuar estudando-a. Além do mais, acredito que a leveza e o detalhamento nas
demonstragoes apresentadas neste trabalho, faz deste estudo, uma porta de entrada para

alunos de graduacao que buscam estudar os conteudos fundamentais da Anéalise Funcional.
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