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Capitulo 1

Introducao

O anseio em compreender o conjunto dos nlimeros reais em seu aspecto mais rigo-
roso e construtivo originou-se no contato com a disciplina de Andlise Real, componente
curricular do curso de Matematica. A priori, estivamos interessados em estudar suas ca-
racteristicas, operacdes e propriedades.

Ao longo de minhas pesquisas, deparei-me com relatos intrigantes acerca da constru-
cdo do conjunto dos nimeros reais: o questionamento feito pelo matematico Dedekind
sobre o que hé na grandeza geométrica continua (reta numérica) que a distingue dos nu-
meros racionais; a constante presenga da geometria como espinha dorsal da Andlise no
que diz respeito as demonstragdes e formulagcdes de teoremas e definicdes importantes
sobre limite e continuidade, isso pelo fato de ndo existir uma defini¢do formal de nimero
real. Nesse momento, percebi que nunca havia me questionado para além das operagdes
e propriedades desse conjunto. Acomodada em apenas operar com nimeros reais, a preo-
cupacdo e curiosidade em entender a necessidade de sua constru¢ao nao havia se tornado
algo relevante.

Claro que, antes de analisar a construtibilidade desse conjunto, precisaremos direci-
onar nossos estudos para os aspectos historicos relacionados ao seu descobrimento, aos
grandes matematicos envolvidos nesse processo e aos contextos nos quais se deu essa
descoberta.

Objetivamos, com este trabalho, estudar a constru¢do dos numeros reais via Método

dos Cortes de Dedekind e analisar alguns dos aportes tedricos mais utilizados nos cursos
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de Anélise dando enfase a abordagem do conjunto dos nimeros reais.

Aspectos Historicos

Acostumamos com relatos de que os nlimeros possuem sua origem no processo de
contagem de ovelhas aos quais se associavam tracinhos marcados geralmente em argi-
las, representando assim uma quantidade. Mas na verdade esses processos de contagens,
como mostram estudos recentes, eram um pouco mais complexos. Na Mesopotamia an-
tiga, por volta de 4 mil anos a.C, segundo (ROQUE, 2012), este processo era realizado
de forma mais sofisticada com o uso de fokens, pequenas esculturas de argila de formato
geométrico, no qual cada formato geométrico serviria para contar objetos de naturezas
diferentes. Estes fokens eram armazenados em invélucros de argila nos quais eram ocos
e continham fokens de naturezas diferentes. Na argila ainda molhada, eram impressos
com o proprio foken uma marca na superficie do invélucro para controlar quantos tokens
tinham dentro, pois uma vez fechado este invélucro era preciso saber quantos tokens ele
continha. E assim eram feitos o controle e a administragdo de rebanhos, bens e insumos
produzidos.

Com a complexificacdo da sociedade os egipcios perceberam que este método ndo era
mais adequado, pois a diversidade de objetos existentes tornava praticamente impossivel
que fosse desenvolvido um tipo de foken para representar cada objeto. Os egipcios per-
ceberam que para tornar o processo mais facil eles poderiam representar estes diferentes
objetos através de marcas feitas em tabletes de argila que representariam a quantidade dos
objetos, e assim foi descoberto o conceito numérico dos objetos.

Ao observar de longe as ovelhas pastarem, os egipcios comecaram a observar tudo que
havia a sua volta, as arvores, o rebanho, as pedras, as nuvens, o sol, o pastor. Como agru-
par esses diferentes tipos? Poderiam agrupar de acordo com o que era vivo e nio vivo,
ou pelo que era comestivel ou ndo comestivel, ou até mesmo por aqueles que ficavam na
terra ou no céu. Mas por que ndo associar a sua quantidade? Assim, a cada quantidade
de um certo tipo de objeto se associava um nimero. E € nesse processo de associacdo de

nimero a quantidades que surge o conjunto que hoje conhecemos como o conjunto dos
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nimeros naturais, ou intuitivamente, o conjunto dos nimeros que servem para contar ou
numeros utilizados no processo de contagem.

Nao suficiente, a Matemadtica precisava de mais. Apenas 0s nimeros naturais nao
davam conta de suprir as necessidades. Entdo, pela primeira vez na China, aparece os nu-
meros negativos. Este fato se deu pelos indianos, que ao tentar estabelecer um algoritmo
para resolver equacdes quadraticas observaram que algumas delas tinham como solucao
nimeros negativos. Porém, estes ndo aceitavam que um nimero negativo poderia ser so-
lucdo para estas equacdes.

Algumas regras ja eram utilizadas pelos gregos envolvendo subtragdes, mas foram os
hindus que as transformaram em regras numéricas envolvendo nimeros positivos e ne-
gativos. Por volta do século III o matemético Diofanto operava com niimeros negativos
com muita frequéncia em problemas aritméticos, porém, por ndo saber lhe dar com estes
numeros, declarava o problema como absurdo. Com a presencga constante destes novos
nimeros em diversos outros problemas envoltos no avango da aritmética o conceito de
numero passou a ser ampliado e a partir de entdo obtemos um novo conjunto de nimeros,
0s inteiros.

A adigdo e a subtragdo dos niimeros continuam a ser tdo importantes para nds assim
como foram para os egipcios. Segundo EVES (2004), o Papiro de Rhind € uma fonte
primdria rica sobre a Matemdtica egipcia antiga e € nele que se encontra o problema da
divisdo de 9 paes para 10 trabalhadores, problema esse que pode ter sido responsavel pela
primeira aparicdo das fracdes.

Com base nos escritos de SAITO (2011), analisemos o raciocinio desenvolvido pelos
egipcios para a solug@o desse problema: suponhamos que fosse dia de pagar dez trabalha-
dores e os funciondrios do farad tenha trazido apenas nove paes. A grosso modo, sabemos
que ndo seria possivel entregar um pao a cada trabalhador. Um trabalhador ficaria sem
receber seu saldrio? Tal injustica poderia causar muitos conflitos entre os trabalhadores.
Sendo assim, os egipcios foram obrigados a resolver este problema criando novos nime-
ros. Estes numeros eram representadas da seguinte forma, o nimero e um circulo em

cima deste, por exemplo, o nimero dois com um circulo em cima representava a fragao
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1/2. Porém, nesta época, os egipcios se limitaram a utilizar fragdes com numeradores
iguais a 1, exceto 2/3, e as demais fragcdes eram extensdes destas. E importante ressaltar
que naquela época os egipcios nao trabalhavam com o termo fracao, porém o utilizaremos
para facilitar a narrativa.

Ap0s criarem essas fracdes o problema da divisdo dos paes estava resolvido, os egip-
cios desenvolveram o seguinte raciocinio: primeiro utilizariam a maior fracdo conhecida
por eles, no caso 2/3, sendo assim seriam distribuidos 2/3 dos paes para os dez trabalha-
dores. Depois foi necessario encontrar uma fragao que dividiria o restante em dez partes,
por tentativa e erro, os egipcios encontraram 1/5, e assim foi feito. O restante entdo
precisou ser divido em 1/30 partes para que sé assim os dez trabalhadores recebessem a
mesma quantidade de paes, ou seja, cada trabalhador ficou com 2/3+1/541/30 de paes.
Atualmente, esta soma pode ser conhecida como a fragao 9/10 (1&-se nove décimos).

Nao somente em situagdes como estas mas como também em situagdes envolvendo
geometria, esses nimeros comecaram a aparecer com grande frequéncia. Por este motivo,
houve a necessidade de se ampliar o conceito de nimero. Hoje, o que antes era conhecido
como fragdes que representavam partes de um todo, podemos denotar como o conjunto
dos nimeros racionais, nimeros decimais que também podem ser escritos em forma de
fracdo. Assim, o conjunto dos nimeros racionais € o conjunto formado pela unido dos
naturais, inteiros e as fracoes.

De acordo com (AVILA, 2010), durante muito tempo diversas teorias e resultados
matematicos foram desenvolvidos com base na existéncia dos nimeros racionais. Porém,
por volta do século V a.C uma descoberta feita pelos pitagdricos desestruturou a crenga
de que tudo poderia se resumir a nimeros inteiros, uma vez que para eles uma razao entre
nimeros inteiros ndo era uma fracao e nem outro tipo de nimero. Na tentativa de resol-
verem problemas geométricos os pitagdricos descobriram que algumas razdes, como por
exemplo a razdo entre a diagonal do quadrado e seu lado, isso para quadrados de lado
medindo 1, ndo podiam ser expressas por nimeros inteiros. Segundo (POSSANI), esta
descoberta foi feita pelo pitagdrico Hipaso de Metaponto. A esses niimeros que fugiam

dos padrdes os matematicos atribuiram o nome de grandezas incomensuraveis.
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Claro que os pitagdricos por muito tempo mantiveram esta descoberta em sigilo, pois
esta traria prejuizos no que diz respeito a toda matemadtica criada e desenvolvida por eles.
Defendendo a hipdtese de que os niimeros regiam o universo, a descoberta dos incomen-
surdveis fez cair por terra esta afirmacdo, pois os nimeros inteiros ndo eram suficientes
para exprimir qualquer razdo entre duas grandezas quaisquer. A descoberta da incomen-
surabilidade proporcionou uma crise na Matemadtica no século V a.C.

Incentivados pela necessidade de uma estruturacdo aritmética das grandezas, os gre-
gos encontraram uma forma de lidar com razdes, mesmo sendo estas incomensuraveis,
contornando o problema da incomensurabilidade, desenvolvendo a Teoria das Propor-
coes. Muitos resultados matemdticos desta época tiveram suas demonstracdes com base
em uma defini¢do em especifico desta teoria.

Segundo (CERRI, 2006), a defini¢do citada foi atribuida a0 matematico pitagdrico
Eudoxo, enunciada a seguir: “sejam A, B, C e D, grandezas do mesmo tipo diz-se que A
estd para B assim como C' estd para D se, quaisquer que sejam os nimeros naturais m e
n, sempre que mA < nBentdo mC < nD oumA > nB entdo mC > nD oumA =nB
entdo mC' = nD”.

Quando as grandezas sdo comensuraveis, afirmar que A esta para B assim como C'
estd para D € o mesmo que dizer que se mA = nB entdo mC = nD. Porém, ndo
podemos afirmar o mesmo para grandezas incomensurdveis. Sendo assim, Eudoxo de-
senvolveu uma nova definicdo para a igualdade de razdes, dizendo, com um novo critério,
quando uma razao serd maior, menor ou igual a outra baseando-se apenas em nimeros in-
teiros (ou grandezas), incluindo tanto razdes comensurdaveis quanto as incomensuraveis.

Na verdade a descoberta da incomensurabilidade e toda a instabilidade causada por
ela trouxeram consigo a existéncia de novos nimeros, nimeros que fugiam dos padrdes.
Esses ntimeros sdo conhecidos hoje como numeros irracionais. Com o surgimento desses
numeros irracionais, chegamos entio ao que de fato nos interessa neste trabalho.

A defini¢ao desenvolvida por Eudoxo ndo se aproxima da definicdo de nimero real
mas foi uma forma de contornar o problema de incomensurabilidade. Foi por volta do

século XIX que um dos ramos mais importantes da Matematica, a Algebra, comecou a
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se desenvolver e junto veio a necessidade de atribuir ao nimero real uma defini¢cdo for-
mal. Assim, muitos matemdticos, como Heine, Méray, Dedekind, Cantor, Weierstrass,
entre outros, destacaram-se acerca das definicdes dadas. Com esses estudos, cujo foco
principal era entender os nimeros, houve a necessidade de estabelecer métodos que os
construissem. Com base em (HEFEZ, 2014), as abordagens que mais se destacaram e
que até hoje sdo motivos de estudo e pesquisa foram desenvolvidas pelos matematicos
Dedekind e Cantor. Em nivel de curiosidade, o método desenvolvido por Cantor baseia-
se no uso de sequéncias convergentes e de Cauchy de nimeros racionais. Para o leitor
que queira saber mais sobre este método indicamos (HEFEZ, 2014). Neste trabalho, nos
limitaremos a estudar o método desenvolvido por Dedekind.

Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916) nasceu em Braunschweig na Alema-
nha e aos dezenove anos entrou na Universidade de Gottingen, adquirindo seu titulo de
doutor aos vinte anos com uma tese sobre Célculo, elogiada até por Gauss. Teve como
professor o matemadtico Dirichlet e dedicou-se ao ensino secundario em Brunswick até os
ultimos anos de sua vida.

Preocupado com a natureza das func¢des e dos nimeros, Dedekind julgava impres-
cindivel investigar acerca da origem aritmética da continuidade, ou seja, do seu conceito
aritmético, com o intuito de atribui-la caracteristicas. Esse interesse surgiu enquanto dava
aulas de Célculo, nas quais tentava mostrar que uma funcao crescente e limitada possui
limite. Sendo assim, Dedekind se viu obrigado a reconsiderar o problema da defini¢do de
um numero real. Nesse viés, Dedekind desenvolveu um método conhecido como Método

dos Cortes, no qual ele propde que:

Se a é um nimero qualquer definido, entdo todos os niimeros do sistema
de R caem em duas classes, A; e Ay, cada uma das quais contém um
ndmero infinito de individuos, a primeira classe A; compreende todos os
nimeros a; que sdo menores que a, a segunda classe A, compreende to-
dos os nimeros ao que sdo maiores que a, 0 nimero a em si pode ser
atribuido a seu bel prazer para a primeira ou segunda classe, sendo res-
pectivamente, o maior nimero da primeira classe ou o menor da segunda.
Em cada caso a separacdo do sistema de R em duas classes A; e As € tal
que cada nimero da primeira classe A; é menor do que cada nimero da
segunda classe As. (Traduzido para o Portugués por (SANTOS, 2012))

Observando o relato de Dedekind, a ideia geral para resolver o problema da conti-
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nuidade foi criar os cortes, nos quais permitem dar um estatuto numérico aos incomen-
surdveis e definir os ndmeros irracionais. Sabendo que os racionais apresentavam uma
incompletude em relagdo ao continuo da reta, Dedekind se dedicou a completar o domi-
nio dos nimeros racionais com o objetivo de conseguir um dominio numérico continuo.
Entao a proposta é definir os nimeros irracionais como cortes que sao produzidos por va-
lores ndo racionais. Assim, Dedekind consegue determinar um dominio continuo usando

os cortes produzidos por niimeros nao racionais, provando a incompletude dos racionais.

Apresentacao dos Capitulos

Esse trabalho esta estruturado em 4 capitulos.

No capitulo 1, que desenvolve-se no momento, contém a motiva¢do na qual resultou
esse trabalho e alguns aspectos histéricos que ocasionaram o desenvolvimento do mesmo.

No capitulo 2, apresenta-se 0 método para a construcao dos nimeros reais via Cor-
tes de Dedekind. Inicialmente, faremos a definicdo de corte e apresentaremos alguns
exemplos que definem nimeros racionais e irracionais. Discutiremos e demonstraremos
resultados importantes que envolvem os cortes. Nesse capitulo, objetivamos mostrar que
o conjunto dos cortes abrange a estrutura de um corpo ordenado completo, definindo as-
sim R, o conjunto dos nimeros reais.

Pelo fato de nao percebermos esse tipo de abordagem ao conjunto dos niimeros reais
em muitos materiais por nds utilizados, dedicamos o capitulo 3 para a apresentacao das
nossas observacdes em relacdo a alguns livros importantes na drea da Andlise. Levamos
em consideragdo a estrutura, a linguagem, a abordagem axiomatica, os aspectos histéricos
e as notas complementares desses livros. E importante ressaltar que todos os comentérios
desse capitulo restringem-se nao ao livro como um todo, mas aos capitulos referentes aos
nimeros reais.

O capitulo 4, contém as consideracdes finais desse trabalho, nas quais serdo abordadas
comentarios acerca do que foi discutido ao longo dos demais capitulos, com o intuito de
avaliarmos a necessidade e importancia que teve a elaboracdo do método construtivo dos

nimeros reais para a compreensao desse conjunto e para o desenvolvimento de posterio-
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res conhecimentos na drea da matemadtica pura.



Capitulo 2

Método dos Cortes de Dedekind

Este capitulo € destinado ao estudo do Método dos Cortes de Dedekind desenvolvido
a fim de construir o conjunto dos nimeros reais. Para tal, partiremos do corpo ordenado
dos nimeros racionais. Indicamos, em nivel de curiosidade, o livro do HEFEZ (2014)
para estudo aprofundado deste conjunto.

Apresentaremos, no decorrer deste capitulo, a definicao de corte, seguido de exem-
plos, propriedades e proposi¢cdes que nos possibilitardo mais proximidade com o tema em
questdo. E importante ressaltar que este capitulo foi desenvolvido com base nos escritos

de (RUDIN, 1953), (QUEIROZ, 2015) e (PONTES, 2014).

2.1 Cortes de Dedekind

Definicdo 1 Um corte o é um subconjunto contido em Q que satisfaz as seguintes pro-
priedades:

(i) a # 0 e a # Q (v é um subconjunto proprio de Q)

(ii)Sep € aveqe Qcomq < pentdo q € .

(iii) Se p € aventdo dr € atal que p < r.

Observacao 1 De (ii) temos:

e Sepeaeré¢ aentiop <r.

s Sepdaep<rentior ¢ a
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Observacao 2 De (iii) podemos concluir que um corte ndo possui maior elemento.

Exemplo 1 O conjunto o = {p € Q|p < r}, no qual r é um niimero racional, é um corte.

Vamos verificar:

(i) Podemos notar que o # () pois se tomarmos p = r — 1 teremos que p € . Da
mesma forma podemos ver que o # QQ uma vez que se tomarmos q = r+1 teremos q € Q
com q & o

(ii) Sejam p € ave q € Q com q < p temos que p < r e por hipdtese q¢ < p entdo
q <r,logoqe .

(iii) Se p € o devemos mostrar que existe ¢ € o com p < q, ou seja, o nAO poSSui
maior elemento. De fato, se tomarmos ¢ = p + 1/n com n € N teremos p < q. Agora

devemos encontrar um n de forma que q < r, ou seja,
1
p+—<r. 2.1
n

Ao efetuarmos as devidas manipulacoes algébricas em (2.1) , obtemos:

1

n > .
r—>p

Sendo assim, se tomarmos n > 1/(r — p) teremos q < r e entdo q € a.

Podemos concluir com este exemplo que qualquer que seja o nimero racional r esse
sempre efetuard um corte de todos os outros nimeros racionais separando-os em dois
conjuntos: 0s menores que 7 € os maiores que r, podendo ser r considerado o menor do

segundo conjunto.

Exemplo 2 O conjunto $ = Q_|J{x € Q. /2 < 2} é um corte.

Verifiquemos:

(i) Podemos notar que 3 # () uma vez que Q_ C [. Além disso, B # Q, pois se
tomarmos x = 5 teremos x> > 2, logo 5 ¢ p.

(ii) Se tomarmos um v € 3 e um q € Q de modo que q < x teremos que mostrar que

q € B. Para isso temos que analisar os seguintes casos:

e Caso I:
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Parax > 0e q < 0temos q € 5 pois q < .
* Caso 2:
Para x < 0, como q < x entdo q € Q_ e assim q € .

e Caso 3:

2 <2eq® < 2? pois, por hipotese, ¢ < x. Sendo assim,

Para x,q > 0 teremos x
q € B pelo fato de ¢* < x>
(iii) Se p € B entdo devemos exibir um s € 3 de modo que p < s. Facamos as contas:

Como p < s entdo tomemos s = p + 1/n comn € N e analisemos as seguintes

desigualdades:
p? <2 (2.2)
e
1 1
;F<p?+—(mr+—). (2.3)
n n

Subtraindo (2.2) por (2.3) e fazendo as devidas contas, teremos:
1 1
—@p+—)<2—ﬁ. (2.4)
n n

Partindo do fato que n € N entdo tomaremos n > 1 implicando em % < 1, ou seja,

se adicionarmos 2p em ambos os membros dessa ultima desigualdade obtemos:
1
2p+—-<2p+1, (2.5)
n
que multiplicado por 1/n e marjorando, nos permite afirmar que:

l@p+l>§l(%+l) (2.6)
n n n

Tomando como verdadeira a igualdade em (2.6), podemos concluir que:

1
—<2p+1> <2—p2
n
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Realizando os devidos cdlculos conseguimos encontrar a condig¢do necessdria sobre

n para que s* <2 :n> (2p+1)/(2 — p*), ou seja,

2.7)

Agora, o que queremos é verificar se realmente essa condi¢do é vdlida. Para isso,

adicionaremos p em ambos os lados de (2.7) e a elevaremos ao quadrado, obtendo:

1\° 2—p2\?
-] < 2.8
<p+n) (p+2p+1>, (2.8)
que efetuando todos os cdlculos necessdrios, obtemos:
LY g (22 (g 220 (2.9)
Prn) ST\ )\ T ) '

Precisamos aqui levar em conta o fato de termos assumido que 1/n < 1 pois isso nos
permite que (2 — p?)/(2p + 1) < 1 e melhor; se tomarmos como verdade a igualdade,

nossa desigualdade (2.9) passa a ser:

1 2 2-p°
p+ﬁ <p + 1 (2p+1), (2.10)

que apds efetuarmos todos os cdlculos algébricos, fica: s* < 2.
E possivel mostrarmos que o complementar de Q em relagdo a o, ou seja, Q\« ndo
possui elemento de minimo.
Consideremos
1

s=p——, 2.11)

comn € N*. Devemos encontrar n de forma que s> > 2. Sendo assim,

2
s? = ( — 1) , (2.12)
n
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que, ao expandir o produto notdvel, obtemos:

2 1\?
P=pr- Ly (—) . 2.13)

n n

Como, por hipétese, s> > 2 temos que
1\*> 2
P+ <—) _P o (2.14)

Devemos entdo resolver (2.14). Agora, sen > 1 entdo 0 < 1/n < 1 e assim0 <
(1/n)? < 1.

Por conseguinte,

2
(1) s, (2.15)

Considerando a igualdade em (2.15) e comparando com (2.14) podemos obter uma

solucdo para a inequagdo:

2 1\°> 2
_P_ <_) _P g2 (2.16)
n n n
ou seja,
2
P2 2.17)
n

que apos algumas manipulacoes algébricas, obtemos:

2p
P2

Sendo assim, qualquer n que satisfaca (1/n)* — (2p/n) > —(2p/n) satisfard n >

(2p/r* — 2) e é solugdo para s* > 2. Verifiquemos:

1\ 2
= (p=1) > - 1/Co? -7
que resulta em:

2_22
p2—p2+2—|—@:2+
4p

Como (p? —2)* > 0 e 4p* > 0 temos que (p* —2)*/4p* > 0 e 2+ (p? — 2)*/4p* > 2.

(p* —2)
4p?

Portanto, s*> > 2.
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Ao analisarmos este exemplo, o que podemos constatar é que o corte em questdo
efetuado separa o conjunto dos numeros racionais em dois conjuntos: um composto por
todas as raizes de 2 por falta (a)) e o outro por todas as raizes de 2 por excesso (3). A
l6gica estabelecida pelo Dedekind foi a seguinte: se o conjunto das raizes por falta ndo
possuir um maior elemento e o das raizes por excesso ndo possuir um menor elemento,
esse corte definird um nimero irracional. No caso, o corte 5 define o nimero irracional
V2.

Sendo assim, pela defini¢ao proposta por Dedekind, um corte serd produzido por um
nimero nao racional quando o mesmo ndo possuir elemento minimo e quando o seu
complementar nao possuir elemento maximo.

Em suma, Dedekind elaborou um método por meio da extensao dos nimeros racionais
criando assim os ndmeros irracionais, preenchendo as lacunas da incompletude aritmética
dos nimeros estabelecendo com isso uma relacao biunivoca entre o conjunto dos nimeros
reais (adjuncdo dos racionais com os irracionais) € o continuo geométrico, ou seja, dos

pontos da reta.

2.2 Relacao de ordem nos cortes

ApOs definirmos corte faz-se necessdrio que estabelecamos uma relacdo de ordem
neste novo conjunto, uma vez que precisamos entender como podemos relaciond-los.
Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢des e resultados que ddo suporte a esta re-

lacdo.
Definicao 2 Sejam « e (5 cortes. Dizemos que « estd contido em (3 e escrevemos o C 3

se todo p pertencente a o também pertencer a [3.

Definicao 3 Sejam « e 3 dois cortes. Dizemos que o = (3 se todo p € o implicap € [ e

todo q € [ implica q € a. Caso contrdrio dizemos que o # [5.

Definicdo 4 Sejam o e [ dois cortes. Dizemos que o é maior do que ou igual (vale
também para menor do que ou igual) a (3 e, escrevemos o > 3 (ou o < 3) se B C « (ou

a C B).
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Definicao 5 Sejam « e B dois cortes. Dizemos que « é maior do que (vale também para

menor do que) a 3 e, escrevemos o > [ (oua < f)se 5 CaefS # a(oua C Pe

a7 f).

Proposicao 1 Sejam o e ( dois cortes. Entdo oo < [3 se, e somente se, existe um racional

p € B tal que p ¢ .

Demonstracao

Temos, por hipétese, que se « < 3 entdo, por defini¢do, o« C S e o # 3. Sendo assim,
existe p € ftal que p ¢ a.

Por hipétese, existe p € Q com p € (3 tal que p ¢ «a. Isso implica dizer que o # f5.
Agora temos que verificar que o C (3. Sabendo que p € f3, por defini¢do, todo r < p
pertence a 3. Sendo assim, como « é um corte, temos que o C . Logo, como « # [ e
a C fentdo a < f.

Os proximos resultados garantem que sdo vélidas a transitividade e a tricotomia no

conjunto dos cortes.

Proposicao 2 Sejam « e (3 cortes, entdo, no mdximo, uma das relacoes pode se manter:
(Ja=p
(ii) a < 3
(iii) B < «
Demonstracao

Suponhamos que o« = [ entdo, pela Definicdo 3, temos que (ii) e (iii) ndo podem
acontecer.

Para provarmos que (ii) e (ii1) sdo vélidas devemos supor que uma dessas € falsa.

Consideremos que « ndo seja subconjunto apropriado de (3, entdo I p € a.comp ¢ .
Se q € (3, segue que ¢ < p desde que p ¢ (. Logo, ¢ € « pelo item (ii) da definicdo 2.
Portanto, /3 é subconjunto apropriado de «, ou seja, 8 < a.

Agora, suponhamos que 3 ndo seja subconjunto apropriado de «, entdo 3 p € [ com
p ¢ a.Se q € a, segue que g < p desde que p ¢ a, logo g € (3 pelo item (ii) da defini¢ao

2. Portanto, « € subconjunto apropriado de /3, ou seja, o < 3.
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Observacao 3 Essa proposicdo enunciada e provada acima garante uma ordenagcdo no

conjunto dos cortes.
Proposicao 3 Sejam «, 5 e 7y cortes. Se o < [ e f < 7y entdo a < .

Demonstracao
Temos que, se & < [ entdo I p € [ tal que p ¢ «. E mais, como 5 < . Como

consequéncia da definicdo temos:
*pefeq¢ aentiop < q
*pEaep<gentioq ¢ «

Sendo assim, ¢ € y e ¢ ¢ « implicando em o < 7y
Assim, podemos encerrar esta secao, uma vez que foi definida a relacdo de ordem. As
secdes seguintes serdo reservadas para atribuir uma estrutura de corpo ao conjunto dos

cortes definindo as operagdes de adi¢do e multiplicagdo.

2.3 Operacao de adicao nos cortes

Definicao 6 Sejam, o e [ dois cortes. Podemos definir a soma o + [ como o conjunto

formado por todos os elementos da formar + s tal que r € a e s € 5.

Mostraremos primeiramente, que « + [ € um corte e em seguida que essa operagdo
satisfaz as propriedades elementares como o fechamento da soma, a comutatividade, a
associatividade, a existéncia do elemento neutro € do elemento inverso, € outras mais

necessarias.
Proposicao 4 Sejam « e (3 dois cortes. Entdo o+ = {r+s;r € aes € 5} éum corte.

Demonstracao
Devemos mostrar que o + 3 satisfaz os itens (i), (ii) e (iii) da defini¢do de corte.
(i) Como « e 3 sdo cortes, sabemos que « e 5 s30 nao vazios, ou seja, existem r € «

e s € 8. Sendo assim, temos r + s € o + . Logo, a + [ € ndo vazio. Agora, devemos
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mostrar que a + [ # Q. Como « e [ sdo diferentes de QQ temos que existem p ¢ « e
q ¢ B com p e q racionais. Por definicdo de o +  temos que p + ¢ ¢ « + 5. Logo,
a+p#Q

(i) Sejau =r+se€a+pPcomr € aes € B,esejav € Q comwv < u, entdo
devemos mostrar que v € o+ 3. Como v € Q temos que 3 = € QQ tal que v = = + s. Por
hipdtese v < u, ouseja, x +s < r+s,logox < r. Comor € aex € Qcomz < r

temosz € . Masv =z +scomz € ae s € [3, portanto v € o + 3, como querfamos.

(ili) Sejau =r+s € a+ fcomr € aes € 5. Como « e ( sdo cortes entdo r < k
para algum k € a e s < [ para algum [ € 5. Se somarmos ambas desigualdades teremos
r+s<k+lcomk+I[€a+poisk € ael € 5. Sendo assim, ser + s € o + 3
entdo r + s < k + [ para algum k + [ € a 4 3, como queriamos.

A proposi¢ao enunciada e demonstrada a seguir garantird a validade das propriedades

da operagdo de adi¢dao no conjunto dos cortes.

Observacao 4 Em nivel de notacdo denotaremos o produto de « por 5 como sendo af.

Proposicao 5 Sejam o, [ e 7y cortes. Entdo a operacdo de adicdo satisfaz as seguintes
propriedades:

(A1) Associatividade: (o + ) +v=a+ (8 +7)

(As) Comutatividade: o+ 3 =+ «

(A3) Lei do Cancelamento: oo+~ =+ v = a = [.

(Ay) Existéncia e unicidade do elemento neutro: 3 um corte 0* tal que o + 0* = a.

Demonstracao

(A;) Devemos mostrar que (a+3)+v C a+(8+7) eque a+(8+7) C (a+8)+7.
Sabemos que os elementos pertencentes a (a+ )+ devem ser da forma u = s+t tal que
s €a+f,ouseja,s =a+bcoma € aeb e [,et €. Sendo assim, u pode ser escrito
da seguinte forma, u = a + (b + t), uma vez que a, b e ¢ sdo racionais e nesse conjunto
vale a associatividade. Logo, a € e b+t € 5+ 7, ou seja, u € a + (5 + ). Portanto,

(a+08)+~v C a+(B+7~). De maneira andloga, mostramos que o+ (5+7) C (a+5)+7.
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Logo, (a+B) +v=a+ (8 +7).

(As) Tomemos v € a+ fB,entdov = +ycomz € aey € 5. Como z e y sdo
racionais vale a propriedade comutativa da soma nesse conjunto, entdo podemos escrever
v=y+ax,sendoy € fex € aentdov € B+ a. Sendo assim, todo elemento de o + 3
estd em 3 + . Analogamente, podemos mostrar que todo elemento de Sa estd em «af5.
Logo, o+ 3 = + «.

(As3) Para mostrarmos que se o + v = [ 4 v entdo a = f3, iremos mostrar que o C 3
e f C «. Pois bem, seja p € a, entdo existe r € o + ~y tal que r = p 4+ g com q € . Mas
a+v=p+v entdoexiste s € ftalquer = s+ q. Comor =rentdop+q = s+ q.
Sabendo que p, g e s sdo racionais entdo vale a lei do cancelamento e p = s. Como s €
e p = sentdo p € 5. Logo o C (. Para mostrarmos a outra inclusao basta utilizarmos o
mesmo raciocinio. Logo, a = f.

(Ay) Utilizaremos as inclusdes para mostrarmos a existéncia do elemento neutro, ou
seja, mostraremos que o + 0* C ae v C « + 0*. Primeiramente, vamos definir 0* como
sendo o conjunto {p € Q;p < 0}. Pois bem, sejar € a + 0* entdor = p + gcom p € «
e q € 0*. Assim, p + ¢ < p uma vez que ¢ < 0. Por definicao de corte, temos p € v e
p+q<pentdop+ q € a. Logo o + 0* C «av.

Agora, suponhamos 7 € o e tomemos s € acomr < s,entdor —s < 0er—s € 0*.
Podemos entdo escrever r = s+ (r—s) com s € aer—s € 0*. Sendo assim, r € a+0*.
Logo, a C «a + 0*. Portanto, o + 0* = «, garantindo assim a existéncia do elemento
neutro da soma no conjunto dos cortes.

Devemos agora mostrar que esse corte 0* € tinico. Suponhamos que 0* nio seja tinico,
ou seja, existe outro corte ¢ tal que o + ¢ = . Temos, por hipétese, o = a+ 0%, ou seja,
a+ ¢ = a+ 0* e pela lei do cancelamento dos cortes temos que ¢ = 0*.

Agora, precisamos mostrar a existéncia e unicidade do elemento simétrico, mas para

tal provaremos o teorema a seguir.

Teorema 1 Seja o um corte e r > 0 um racional. Existem racionais p, q tais que p € «,

q ¢ «, qndo é o supremo de e q—p =r.
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Demonstracao

Consideremos um racional s € a. Paran = 0,1, ..., seja s,, = s + nr. Entdo existe
um tdnico inteiro m tal que s, € @ € Spp1 ¢ . Se S,,41 ndo for o nimero superior
minimo de «, consideremos p = S,, € ¢ = Sppr1,0us€ja, p=s+mreq=s-+mr+r.

Sendo assim, temos:
qg—p=(s+mr+r)—(s+mr),
obtendo, apds efetuarmos os devidos calculos,
q—p=r,

como queriamos.
Agora, se S,,1 for o nimero superior minimo de «, consideremos p = s, + /2 ¢
q = Sm+1+1/2, 0u seja,

_2s+2mr—i—r

_25+2mr+37’
5 )

€q—= 5

p

Sendo assim, teremos:

_23+2m7’+3r 28 +2mr +r

q—7p 5 5 ,

que ao realizarmos as devidas manipulagdes algébricas, obtemos:
q—p=T,
como queriamos.

Observacao 5 Chamaremos de S o conjunto de todas as cotas superiores de o e de
Sup(a) a menor das cotas superiores de S a fim de facilitar as notagoes. Para entendi-

mento dos conceitos de cotas e supremo de conjuntos indicamos o livro (LIMA, 1993).
Proposicao 6 Seja oo um corte. Existe um tinico corte [3 tal que o + 3 = 0*.

Demonstracao
Primeiramente, vamos definir # como sendo o conjunto {q € Q; —q —r ¢ a} com

—q€S,—q#Sup(a)er >0talqueq—p=rcomp € a.
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Nessa demonstracao teremos trés etapas: primeiro vamos mostrar que 3 é um corte ,
em seguida que o + 8 = 0* e por fim, a unicidade de /.

Para provarmos que 3 é um corte basta provarmos as trés condi¢des da defini¢do de
corte.

(i) Devemos mostrar que 3 # 0 e 8 # Q, De fato, como « é um corte temos que
a # Q e assim, existe ¢ € Q com g ¢ « e ¢ # Sup(c). Se tomarmos p € «, 0 teorema
anterior garante que existe » > 0 com r = ¢ — p de forma que —q — r ¢ «, sendo assim
q € . Logo, B # (. Agora, como « # () entdo existe algum p € « e dai p ¢ S entdo
p € B. Logo 8 # Q, poisp € Q

(i1) Se p e ¢ s@o racionais com p € (e ¢ < p, devemos mostrar que ¢ € (3. Por
defini¢do, temos que se p € J entdo —p € S e —p # Sup(a), ou seja, —p ¢ «. De ¢ < p
temos que —p < —gq, o0 que implicaem —q € S com —g # Sup(«) e entdo g € (3, como
queriamos.

(iii) Se p € [ precisamos mostrar que p < r para qualquer » € «. Como p € [,
—p € S e —p # Sup() entdo existe um racional ¢ tal que —¢ < —pe —q ¢ . Se
tomarmos r como sendo o ponto médio da distancia entre p e ¢ teremos r = (p+¢q)/2 e
—q < —r < —pcom —r € S. Da ultima desigualdade temos que —r < —pentdop < r
comr € [3, pois —r € S, como queriamos. Logo, # € um corte.

Agora, vamos mostrar que o + $ = 0*. Para tal, devemos mostrar que o +  C 0* e

0* C a+ B.

ca+ g CO*
Suponhamos p € o+ fentdop = g+ rcomq € aer € (5. Portanto, —q ¢ e
—q € S, logo g < —r. Da desigualdade, obtemos que g + r < 0, o que implica em

p € 0*. Portanto, o + 3 C 0*.

c0"Ca+p
Agora, suponhamos p € 0* entdo p < (. Podemos determinar racionais ¢ € «a,
r ¢ o com r # Sup(«) de modo que r — ¢ = —p. Como —r € 5, temos p = q — r
comq € ae —r € (,logop € a+ (. Portanto, 0* C o + . Sendo assim,

a+ [ =0"
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Para finalizarmos esta demonstracdo, vamos mostrar que 3 € tinico. Suponhamos que
£ ndo seja dnico, entdo existe 4, tal que a+F; = 0%, mas a+ S = 0* entdo a+f; = a+f.
Pela lei do cancelamento dos cortes temos que 3; = [, provando assim a unicidade do

elemento inverso na adi¢ao nos cortes.
Observacao 6 Designamos por —a o corte [ da proposicdo anterior.

Para finalizarmos esta secdo vamos mostrar que, ¢ valida a compatibilidade da adicao

com relacdo a ordem, com a proposicao a seguir.
Proposicao 7 Sejam o, 5 e y cortes. Se o < [ entdo o+ v < 5+ 7.

Demonstracao

Pela defini¢do de ordem podemos entender o < (3 como sendo o C . Para mostrar-
mos devemos tomar um elemento em « + y e concluir que este pertence a 5 + 7. Pois
bem, sejap € a+ventdlop =7+ scomr € aes € v. Como a < f entdo r € 3, logo
pE L+, poisp=r+scomr € fes € . Portanto, « + v C [ + « implicando em

at+y<pB+7.

2.4 Operacao de multiplicacao nos cortes

Nesta secdo definiremos a multiplicacdo no conjunto dos cortes e mostraremos que
este conjunto determina um corpo. Nessa operacdo devemos levar em consideracdo os

diferentes casos que correspondem aos sinais dos fatores (cortes).

Definicao 7 Sejam «, [ cortes tais que o > 0* e > 0*. Definimos o produto de o por

B como sendo:
Q-U{pg/p € a,q € B,p>0,q> 0}
Teorema 2 Se « e [ sdo cortes tais que o > 0* e > 0* entdo

y=Q_U{pg/p€a,qeB,p>0,q>0}

é um corte.
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Demonstracao

Para provarmos devemos validar as trés condi¢des da defini¢do de corte.

Dy #0ey#Q

Como Q_ C v temos que v # () pois Q_ # (). Agora, por «v e [ serem cortes existem
r¢ aes¢ [ comre sracionais. Sendo assim, s ¢ «y por defini¢do. Logo, v # Q.

(ii)Sex ey, yc Qey <xentioy € 7.

Temos alguns casos a considerar:

(Cy) Se z < 0 entdo teremos y < x < 0 implicando em y < 0, ou seja, y € Q_.
Logo, y € vy pois Q_ C 7.

(Cy)Sexz>0ey <0.Comoy <zex > 0temos quey < 0. Logo, y € 7.

(C3)Sex >0ey >0entioxr =pgcomp € aeq € fcomp > 0eq > 0. Por
hipdtese temos 0 < y < x, ou seja, y < pq que equivale a (y/p) < ¢ com (y/p) > 0.
Comog € fe0 < y/p < qcomy/p € . E mais, podemos escrever y = p(y/p), com
pEaey/p € B, logoy € v, como queriamos.

(ii1) Se x € vy entdo x < y para algum y € 7. Como x € v temos que £ = pg com
p € aeq € (. Sendo « e [ cortes entdo existe r € « tal que p < r e existe s € [ tal
que ¢ < s. Por definicdo temos que rs € v e mais, comop > 0,q¢ > 0,7 > 0es > 0
podemos afirmar entdo que pg < rs. ou seja. x < rs. Tomando y = rs, provamos o que
queriamos.

Portanto, v é um corte.

Definicao 8 Levando em consideragdo os sinais dos fatores podemos generalizar a defi-

ni¢do do produto de o por 3, ambos cortes, como sendo:

0%, sea = 0" ou g = 0*
—[(—a)B], sea < 0* e B> 0*
—la(=p)], sea>0"ep <0

(—a)(=p0), sea<0"ep <0

\
ApO6s definida a operacdo de multiplicagdo no conjunto dos cortes enunciaremos e

provaremos as propriedades usuais desta operacdo. Vale ressaltar que as demonstragdes
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destas propriedades estardo incompletas, uma vez que seria necessario considerar todos os
casos de acordo com o sinal, o que tornaria o processo demasiadamente longo. Porém, os

demais casos seguem o mesmo raciocinio, podendo ser realizados pelo leitor, caso queira.

Proposicao 8 Sejam a, (e v cortes. A multiplicagdo satisfaz as seguintes propriedades:
(M) Associatividade: (af3)y = a(f7)
(M5y) Comutatividade: off = o
(M3) Lei do Cancelamento: oy = fy = a = [ com v # 0*
(M) Existéncia e unicidade do elemento neutro: existe um corte 1* tal que a1* = a,

Ya

(M) Distributividade da multiplicacdo em rela¢do a adi¢cdo: o5 +v) = af + ar.

Demonstracao

(M)

Casol: > 0%, 3>0"evy > 0"

Para provarmos a igualdade mostraremos que (a5)y C a(57) e a(B7y) C (af)7y.

@ (aB)y C a(By):

Consideremos p € (a/3)y entdo, pela defini¢do de multiplicacdo de cortes, p € Q_
oup=rscomr € aftalquer > 0es € ycoms > 0. Mediante isto temos duas
possibilidades para p, ou p € Q_oup = (ab)s,a € o, b € fe s € 7, com todos eles
maiores que zero. Agora, se p € Q_ entdo claramente p € «(f7) pois Q- C a(f7)
por defini¢do. Porém, se p = (ab)s temos pela propriedade associativa dos racionais
que p = a(bs) nos quais a € « e bs € [~ por defini¢do, logo p € «a(fy). Portanto,
(aB)y C a(By).

(i) a(By) C (af):

Sejap € a(fy)entiop € Q_oup =rscomr € aes € B, ouseja, p = r(be)
comb € fec € vycomr,be c maiores que zero. Se p € Q_ entdo p € (af)y pois
Q- C (aB)y. Agora, se p = rs entdo p = r(bc) e pela associatividade dos racionais
temos p = (rb)ccom rb € aff e ¢ € 7, logo p € (af)~. Portanto, a(5v) C (af)y.

Caso2: a < 0", 8<0"ey <0

Como o < 0* e § < 0* entdo por definicdo temos que aff = (—a)(—3) > 0" e
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v < 0%, logo:

(@B)y = = (=) (=B)) (=],
(aB)y = = [(=a)((=B)(—7))] pelo caso 1,
(af)y = a(B7) pela defini¢do de multiplicagdo de cortes,

como queriamos.
Caso3: a>0%5>0"evy < 0"

Por defini¢do, temos:

(aB)y = — [(aB)(—)).
(aB)y = — [a(B(—7))] pelo caso 1,

(af)y = a(p) por definicdo.

Caso4: a=0",8>0"ey <0

Por defini¢ao, temos:

(aB)y = (0*B)y = 0"y = 0* = 0*(By) = (),

como queriamos.

(M)

Casol: o> 0"e 5 > 0"

Para mostrarmos a validade da igualdade mostraremos que a3 C Sa e que Sa C af.

(1) af C pa:

Consideremos p € affentdop € Q_oup =rscomr € ae s € § ambos maiores que
zero. Como 7 e s sdo racionais entdo vale a comutatividade, e assim podemos escrever
p = sr. Entdo se p € Q_ entdo p € Pa pois Q_ C fa ouse p = srentdo p € Pa.
Assim, aff C Sa.

(il) fa C af:

Sejap € faentiop € Q_oup =rscomr € S e s € «, ambos maiores que zero.
Como r e s sdo racionais entdo vale a comutatividade e, assim podemos escrever p = sr.
Sep € Q_entdop € aff pois Q_ C af, ouse p = srentdo p € af. Assim, fa C af.
Logo, a8 = a, como queriamos.

Caso2: a>0"e 3 <0F
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aff = —la(=p)],
aff = —[(—p)a] pelo caso 1,
af = B,
como queriamos.
Caso3: a<0*ef > 0"
aff = = [(=a)f],
aff = —[B(—a)] pelo caso 1,
aff = pa,

como queriamos.
Caso4: o =0"

Por defini¢do, temos:

af =08 = 0" = B0* = Ba

Para = 0* provamos de forma andloga a o = 0*

(M3) Devemos provar que se ay = [y entdo o = (3. Para tal, serd necessdrio anali-
sarmos cinco casos:

Caso 1: Por hipétese, ay = [ entdo se ay > 0* teremos Sy > 0* com a > 0%,
g>0"evy > 0"

Iremos provar que ov = 3 e para isso provaremos que o« C e 8 C a.

HacCp

Seja p € «, entdo existe r € oy tal que r = ps no qual s € . Como, por hipotese,
ay = [ temos que existe ¢ € [ de forma que » = gs. Como r = r entdo ps = ¢s e pela
lei do cancelamento dos racionais temos que p = ¢, ou seja, p € 3. Garantindo o« C f.

(i) f C «

Seja p € [ entdo existe ¢ € B tal que ¢ = pr no qual r € . Como, por hipdtese,
ay = [y entdo existe s € o de forma que ¢ = sr. Como ¢ = ¢ entdo pr = sr e pela lei
do cancelamento dos racionais temos p = s, ou seja, p € a. Logo, § C a.

Portanto, o = f3.

Caso 2: Por hipétese, ay = [~ entdo se ay > 0* teremos Sy > 0* com a < 0%,
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B <0 ey <0

Temos, por defini¢do, que:

(—a) = (—p) pelo caso 1,

a=pf,poisa < 0" e <0

Caso 3: Por hipétese, ay = [ entdo se ay < 0* teremos Sy < 0* com a < 0%,
B <0 ey > 0"

Por defini¢do temos:

ay=—[(—a)]efy=—[(-B)]
entao
= [(=a)] == (=B,
(—a)y = (=8),

(—a) = (—p) pelo caso 1,

a=[poisa <0 e <0

Caso 4: Por hipétese, ay = [ entdo se ay < 0* teremos Sy < 0* com o > 0,
g >0"ey <0

Por defini¢do temos:

entao

a = [3, pelo caso 1.
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Caso 5: Por hipétese, ay = 7y entdo se oy = 0* teremos Sy = 0* com v # 0*.

Por defini¢do temos: oy = 0* entdo « = 0* pois v # 0* Por outro lado, 5y = 0*
entdo § = 0* pois v # 0*. Sendo assim, & = [ = 0*.

Logo, € vilida a lei do anulamento em relacao a multiplicacao.

(M,) Devemos mostrar que «1* = a. Consideremos 1* = {y € Q/y < 1} um corte
(provado no exemplo 1). Devemos considerar os seguintes casos:

Caso1: a > 0"

Para provarmos que a1* = « mostraremos que al* C e a« C a1™.

(1) al* C a:

Consideremos p € al*entdiop € Q_oup =rscomr € ae s € 1*, ouseja,r > 0
el <s<1.Sepe Q_entdiop € apois Q_ C «a. Agora. se p = rs entdo teremos
rs < rpois 0 < s < 1e mais, como r € o com rs < 1 temos que 7s € «. Assim,
al® C a.

(1) o C al*:

Consideremos p € « entdo se p € Q_ podemos afirmar que p € a1* pois Q_ C al*.
Agora, se p > 0 entdo existe » € o com p < r. Assim, podemos escrever p = r(p/r)
comr € aep/r € al*, pois se p < rentdo p/r < 1. Logo, p € al* e a C al*.

Portanto, a1* = «.

Caso 2: a < 0"

Pela defini¢do de multiplicacao de cortes, temos:

al* = —[(—a)1%],
al* = —(—a),

*

al* = a.

Caso 3: o = 0*

Por defini¢do temos:
al* =0"1" = 0" = .

Logo, para todo corte o temos a1* = av.

Agora, vamos mostrar que 1* é tnico. Suponhamos que exista um corte A tal que



Método dos Cortes de Dedekind 28

aA = a. Temos que al* = aA e pela lei do cancelamento 1* = A.

(M5) Devemos provar que (o + )y = ay + 8y mas para isso serd necessario consi-
derarmos alguns casos:

Casol: > 0%, 3>0"evy > 0"

Para provarmos a igualdade utilizaremos a continéncia de conjuntos:

(@) (a+ B)y C ay + By

Sejap € (a + )y entdo se p < 0 teremos que p € ay + [y pois Q_ C ay + 5.
Agora,sep > Oentdop = (r+ s)gcomr +s € a+ f,sendor € aes € f,eq € .
Assim, aplicando a propriedade distributiva dos racionais teremos que p = rq + Sq com
rq € ay e sq € By, ou seja, rq + sq € ary + [y e consequentemente p € oy + 3.

(i) ay + By C (a+ B)7:

Seja w € ay + [y entdo se w < 0 teremos que w € (a + [)v pois Q_ C (a + 5)7.
Agora, sew > Oentdow = gp+ srcom qp € aye sr € fysendo p,r € v, q € ae
s € . Suponhamos que p < r entdo p/r < 1 e mais, (p/r)g < g e como ¢ € « entdo
(p/7)q € a. Sendo assim, podemos escrever w = ((p/r)q + s)r com (p/r)q € a, s € 3
er € v. Logo, w € (a+ f3)7. Agora, suponhamos r < pentdor/p < le (p/r)s < s,ou
seja, (p/r)s € ~. Sendo assim, podemos escrever w = p(q+ (p/r)s) comp € a, ¢ € S e
(p/r)s € 7. Logo, w € (o + B)7.

Portanto, (o + )y = ay + By

Caso2: a > 0%, <0"evy>0"talque B+ v > 0*.

ay=al(B+7)+ (=),
ay = a(B +7) + a(—pF) pelo caso 1,

ay=a(f+7) - ap,
ay+af =alf+7).

Caso3: a > 0" 0 <0"ey>0"talque §+ v < 0"

a(=0) =aly+ =B+
a(—f) = ay+ a(—(8+ 7)) pelo caso 1,
—af =ay—a(f+7)

a(f+7) = ay+ap.
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Os demais casos tem suas provas derivadas dos casos aqui ja provados e da defini¢ao
de multiplicacdo no conjunto dos cortes. Sendo assim, «(3 + 7) = ay + af5.

Para provarmos a existéncia do elemento inverso precisaremos do préximo teorema.

Teorema 3 Sejam o > 0* um corte, r um niimero racional tal que 0 < r < 1. Entdo

existem racionais p € cve q € S, com p # Sup(«), caso S tenha minimo, tais que p/q = .

Demonstracao

Seja s ¢ « um racional tal que s > 0. Consideremos o racional s, = sr” comn € N
e s, > 0. Tomemos n* o maior natural tal que n* € S e s,,+,1 € a. Para demonstrarmos
devemos considerar dois casos:

Caso 1: s,+11 € a, S« € S e s« # Sup(S).

Tomando ¢ = s, € p = S+ 41 teremos:

D Sn
q

Spx
Mas, por hipétese, temos que

.
Spep1  sr L

Sy srn’

b

Logo,

Caso 2: 5«11 € a, S, € S e s, = Sup(9).

Para efetuarmos as contas sera necessario considerarmos:

Spx Spr41
q= r+1 ep= r+1
2 2
0 qu€ nos garante:
Snx41
r+1
b _
g v
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Efetuando os calculos obtemos:

D _ Snrta
q Sp*
Por hipdtese,
.
Spep1  sr L
Sy syt
ou seja,
p srr
5 gt

que implicaem p/q = 7.
Além disso, teremos duas possibilidades para analisar:
(i) ¢ > s+ pois

1
0<r<%<1

Efetuando os devidos célculos e multiplicando por s, ambos os lados da desigual-

dade, obtemos:

2
ou seja, ¢ > Sp»x.
Como s,+ < gentdo g € S.
(i1) p < Sp*, pois
r+1

O<r<——<1.
TS

Aplicando a propriedade do inverso e multiplicando por s, ambos os lados da desi-
gualdade acima, obtemos:

Spr Spr
T r+1°
Ty

Substituindo s, por s, temos: sr” > sr™ *! implicando em ¢ € S pois p <
Sup(S).

Portanto, sendo v > 0* um corte, » um ndmero racional o < r < 1, existem racionais

p € aeqé€ S, comp # Sup(S), tais que p/q = r.
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Proposicao 9 Seja oo um corte qualquer com o« # 0*. Entdo existe um tinico corte [3 tal

que aff = 1%,

Demonstracao
Como « € qualquer corte diferente de zero, tomemos o > 0*. Agora, consideremos o

corte:
B=Q-U{peQ/p>0,1/p€ S ,1/p# Sup(a)}.

HB#0eps#Q

Como Q_ C (3 temos que 3 # (0. Agora, como « > 0* existe algum racional positivo
p € a,isto é, p ¢ S. Podemos escrever p = 1/(1/p), isto significa que 1/p ¢ 3, garan-
tindo 8 # Q.

(i) Sep € feq € Q com ¢q < pentdo devemos mostrar que ¢ € 3. Temos dois casos
a analisar:

Caso 1: Se ¢ < 0com ¢ < pentdo q € .

Caso2: Seq > 0comgq < p.

Comop € f,1/p ¢ Sel/p# Sup(a)ecomol/q > 1/pteremos que 1/q € Se
1/q # Sup(«). Sendo assim, 1/q € S com 1/q # Sup(«) implicando em g € .

(iii) Se p € B entdo p < ¢ para algum ¢ € (. Precisaremos analisar dois casos:

Caso1l: p <O0:

Se p < 0 entdo pela defini¢do do corte S existe algum racional ¢ € 3 de forma que
p < quma vez que g > 0.

Caso2: p > 0:

Comop > 0ep € fteremos 1/p € S com 1/p # Sup(a). Sendo assim, existe r € Q
talquer € Ser < 1/p,emaisr < s < 1/pcom s € Q implicando em s € S com
s # Sup(«a). Escrevendo s como 1/(1/s) temos que 1/s € [ e pela ultima desigualdade
teremos 1/s > p. Pois bem, basta considerarmos ¢ = 1/s com ¢ > p e consequentemente
q € 3, como queriamos.

Portanto, fica provado que $ € um corte. Agora, verifiquemos que o = 1* e para

tal mostraremos que o C 1* e 1* C aff. Além disso, mostraremos a unicidade deste
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elemento.

Caso1: a > 0"

1) ap C 1*:

Temos que se @ > 0* entdo § > 0*. Tomemos r € oS entdor = pgcom p € e
q € . Sendo assim. 1/q € S com 1/q # Sup(«a), logo 1/q > p e consequentemente
pq < 1 eassimr € «f3, como queriamos.

(i) 1" C ap:

Seja r € 1*. Temos que se < 0 entdo r € aff pois Q_ C a/3. Agora, suponhamos
0 < r < 1, pelo teorema anterior existem racionais p € a e ¢ € S com ¢ # Sup(«) tais
que p/q =r,ou,r = p(1/q). Logo, r € affe 1* C af.

Caso 2: a < 0"

Se v < 0* entdo —a > 0%, logo existe [ tal que (—a) = 1*. Como (—«)f = a(—f)
entdo a(—[) = 1%, como queriamos.

Agora, precisamos provar a unicidade do elemento inverso da multiplicagdo dos cor-
tes. Suponhamos que exista um corte vy tal que oy = 1* e como o3 = 1* entdo v = 1.

Como af = 1%, teremos: 7 = (af3)7.

Agora, aplicando a comutatividade e em seguida a associatividade da multiplicagao
dos cortes, teremos v = () implicando em y = /3 pois avy = 1*.

Ap6s definirmos as duas operagdes no conjunto dos cortes, enunciarmos e demonstrar-
mos suas propriedades, podemos afirmar que o conjunto dos cortes determina um corpo
ordenado, uma vez que foi estabelicida uma relacdo de ordem e o mesmo € fechado para

as operagdes de adi¢do e multiplicagdo.

2.5 Identificacao dos niimeros racionais como cortes

Nesta secdo faremos a identificagdo do corpo ordenado dos numeros racionais como
o corpo ordenado dos cortes racionais utilizando como recurso o isomorfismo de corpos

que preserva a relacdo de ordem.

Definicdo 9 O corte definido por um niimero racional r, isto é, {p € Q/p < r} serd de-



Método dos Cortes de Dedekind 33

nominado r*.
Definicdo 10 O conjunto de todos os cortes racionais serd denotado por Q.

Teorema 4 Considere f : Q — Q definida por f(r) = r*, que a cada racional r
associa um corte racional r*. A funcdo f é um isomorfismo de corpos que preserva
ordem, isto é, para quaisquer r, s € Q, temos:

(i) f ¢é bijetora,

(it) f(r+s) = f(r) + f(s)

(iti) f(rs) = f(r)f(s)

(iv)r < s <= f(r) < f(s)

Demonstracao
(1) f é bijetora,

Para provarmos a bije¢cdo em f mostraremos que f € injetora e sobrejetora.
e f é injetora

Sejam 7 e s € Q. Como r # s entdo temos duas possibilidades: » < sou s < r. Se
r < s entdo, por defini¢do de corte, teremos r € s* e consequentemente r ¢ r* donde
r* < s*edai f(r) < f(s), ouseja, f(r) # f(s). Agora,se s < rentdos € r*e s € s*
implicando em s* < r* e daf f(s) < f(r), isto &, f(s) # f(r). Logo, para ambos os

casos, f € injetora.
* [ é sobrejetora

Seja r* € Q sabemos, por definigdo, que existe » € Q tal que f(r) = r*. Logo, f é
sobrejetora.
(i) f(r+s) = f(r) + f(s)

Mostrar esta igualdade equivale a mostrar que (r + s)* = r* + s*.
s (r+s)fCrt+s*
Sejap € (r + s)* entdo p < r + s. Consideremos:

r+s—p r+s—p
g=r———et=8s— ———.

2 2
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Por hipétese, r + s > p,ouseja, r +s—p > 0e —(r + s — p) < 0. Sendo assim,
r— (r+s—p)/2 < rimplicando em ¢ < r, assim como s — (r + s — p)/2 < s, que
implicaem, t < s. Logo, g € r* et € s*. Agora,

r+s—p+ _r+s—p

ft=1— :
¢ " 2 ° 2

que ao efetuarmos os devidos célculos , obtemos:

2p
t:—: .
q+ 9 p

Comoqg+ter +s*eq+t=pentdop € r* + s*.
o r* 48" C(r+s)*

Sejaper*+s*entiop=q+tcomqger‘et € s istoé, g <ret <s. Como
g+t<r+sep=gq+tentdop <r+ s,ouseja,p € (r+ )"

Logo, f(r+s) = f(r) + f(s).

(iii) f(rs) = f(r)f(s)

Vamos mostrar que (rs)* = r*s* pois sdo igualdades equivalentes. Como se trata da
multiplicacdo de cortes faz-se necessdrio considerarmos alguns casos quanto ao sinal.

Casol: r* > 0*e s* > 0*
e (rs)* Cr*s*

Sejap € (rs)* entdo p < rs. Consideremos ¢ = (p/s + r)(1/2). Como ¢ é a média
aritmética de p/s e r entdo p/s < ¢ < r e consequentemente ¢ € r*. Como p/q < ¢

entdo p/q < sep/q € s*. Escrevendo p = ¢q(p/q) entdo p € r*s* pois ¢ € r* e p/q € s*.
o rfs* C (rs)*

Sejap € r*s*. Se p € Q_ entdo p € (rs)* pois Q_ C (rs)*. Casop > 0 entdo p = gt
nos quais ¢ € r* et € s*. Sendo assim, ¢ < r et < s implicando em gt < rs. Logo,
p € (rs)*.

Portanto, f(rs) = f(r)f(s).

Caso2: r* < 0"es* > 0"

Pela definicdo de multiplicacdo de corte, temos:
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r*s* = —[—(rs)*] pelo caso 1,
r*s* = (rs)*.

Caso 3: r* > 0* e s* < 0*

r*s* = —[—(rs)*] pelo caso 1,
r*s* = (rs)*.

Caso4d: r* < 0*es* < 0"

r*s* = (rs)*.
Caso 5: r* = 0"
r*s* = 0" = (0s)* = (rs)*

Para s* = 0* a demosntracdo € analoga.

Portanto, f(rs) = f(r)f(s).

(iv)r < s<= f(r) < f(s)

Ser < sentdor € s*er ¢ r*, ouseja, r* < s* implicando em f(r) < f(s). Agora,
se f(r) < f(s), ouseja, r* < s* entdo existe ¢ € Qtalque g € s*eq ¢ r* eassimq < s
er < gentdo r < s. Portanto, r < s se, e somente se, f(r) < f(s).

Vimos nesta se¢do que a substituicdo dos nimeros racionais r pelo correspondente
corte racional r* preserva somas, produtos e ordem. Este fato pode ser expresso como
o corpo ordenado Q é isomorfo ao corpo ordenado Q, cujos os elementos sdo cortes
racionais. Claro, r* ndo é de forma alguma o mesmo que r, mas estamos preocupados
com as propriedades dos dois corpos. E essa identificacio de Q com Q que nos permite

identificar () como um subcorpo de R.

Definicao 11 A partir de agora, o conjunto dos cortes serd denominado por conjunto dos
niimeros reais e denotado por R. Os cortes racionais serdo identificados com os niimeros

racionais e todo corte que ndo for racional serd denominado niimero irracional.
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2.6 Completude dos niimeros reais

Mesmo com a identificacdo dos nimeros racionais como cortes racionais a constru¢ao
dos niimeros reais ainda estd incompleta. Quando pensamos na existéncia do elemento
separador quando o corte ndo € racional ficamos tentados a repetir esse processo utili-
zando agora o conjunto dos cortes com o intuito de estender ainda mais o corpo dos reais.
Porém, o Teorema de Dedekind afirma que todo corte de nimeros reais possui um nu-
mero real como elemento separador, garantindo que esse processo nao € possivel de ser
realizado.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema de Dedekind mostraremos uma

proposicao que serd utilizada na demonstracao do teorema.

Proposicao 10 Sejam « e (5 cortes com o < [3. Entdo existe um corte racional r* tal que

a<r*<p.

Demonstracao
Como « < 3 temos que existe p € Q tal que p ¢ «a. Pelo fato de p € 5 e [ ser corte
temos que p < r para algum r € 5. Mas, como r € (§ entdo r* < [ e mais, como p € ¥,

jaquep <rep¢ aentdo o < r*. Logo, a < 1r* < .

Teorema 5 {Teorema de Dedekind} Sejam A e B subconjuntos de niimeros reais tais

que :
(i) AUB =R,
(ii)) AN B =),
(iii) A # 0 e B # 0,

(iv)sea € Ae S € Bcoma < f.
Entdo existe um vnico niimero real 7y tal que o < ~y para todo o € A e v < (3, para todo

B € B, ou seja, a« < v < .

Demonstracao
A priori, devemos mostrar a existéncia do corte . Seja v o conjunto de todos os

racionais p tais que p € « para algum o € A entdo mostraremos que y € um corte.
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Hy#0ey#Q

Como A C ~ temos que v # (. Agora, como B # () entdo tomemos 3 € B. Por
hipétese, o < /3 entdo para todo « € A existe ¢ € [ tal que g ¢ «. Sendo assim, v # Q.

(ii)Sepe~veqe Qcomqg < pentdo g € 7.

Como p € v temos que p € « para algum o« € A. Como ¢ < p e « € um corte, entdo
q € a. Mas a € yentdo g € 7.

(ii1)) Se p € yentdo p < r parar € .

Como p € v temos que p € « para algum o € A. Pelo fato de « ser corte entdo existe
q > ptal que g € a. Logo, q € 7.

Portanto, v € um corte e consequentemente € um nimero real e além disso o < y para
todo a € A.

Agora, vamos mostrar que v < [ para todo 8 € B. Suponhamos que S < + para
algum § € B, ou seja, existe um racional p € 7 tal que p ¢ (. Sendo assim, § < «,
absurdo, pois por hipétese, a < (5. Logo, v < [ paratodo 3 € B.

Provaremos agora a unicidade de . Suponhamos que existam 7; € 2 nimeros reais
distintos e que ambos satisfacam o Teorema de Dedekind. Pelo teorema temos entao que
a< v, < v,7 <Pey < [, paratodo v € Ae § € B. Agora, pela proposi¢cido
anterior, temos que ; < 73 < 2 para algum ~3. Das hipéteses, temos que v3 € A pois
v3 < Y2 € a < g para algum o € A. Por outro lado, 73, < 13 ey, < fentdo 3 €
para algum 8 € B, absurdo, pois A N B = () pelo Teorema de Dedekind. Sendo assim,

Y1 = 72 para satisfazer as hipéteses do Teorema de Dedekind.

Corolario 1 Nas condicoes do Teorema de Dedekind, ou existe em A, um niimero md-

ximo, ou em B, um nitimero minimo.

Demonstracao

Seja v o conjunto dos racionais p € « para algum o € A. Pelo Teorema de Dedekind
ANB =(entdioy € Aouy € Bemais,a < ye~y < [entdose y € a entdo vy € 0
maior nimero de «, agora se y € [ entdo v € o menor nimero de 5.

Agora, enunciaremos e demonstraremos a proposi¢ao que garante que o corpo orde-

nado dos nimeros reais € completo. Para tal, basta mostrarmos que todo subconjunto nao
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vazio A C R limitado superiormente possui supremo em R.
Vale salientar que para a demonstracdo dessa proposi¢do o leitor precisard ter en-
tendimento de alguns conceitos como limitante superior, cota, supremo, dentre outros.

Indicamos como referéncia bibliografica (LIMA, 1993).

Proposicao 11 Seja C' um conjunto ndo vazio de niimeros reais, limitado superiormente.

Entdo existe o supremo de C' em R.

Demonstracao

Consideremos os conjuntos A e B tais que: o € A se, e somente se, existe z € C
tal que o < x e B tal que AN B = (). Pelo Teorema de Dedekind temos que nenhum
elemento de A € cota superior de C, e todo elemento de B € cota superior de C'. Sendo
assim, mostraremos que B possui minimo que equivale a mostrar que C' tem maximo
(supremo). Como os conjuntos A e B satisfazem as hipéteses do Teorema de Dedekind
entdo pelo coroldrio temos que ou A tem maximo ou B tem minimo. Porém, A ndo possui
maximo pois se caso tivesse, existiriaum o € A maximo tal que o < z paraalgumzx € C.
Considerando «; tal que o < o < , terfamos o; € A de modo que v ndo seria maximo
de A. Logo, B possui minimo, implicando em C' possuir supremo em R.

Sendo assim, a proposi¢do acima garante a R uma caracteristica que Q ndo possui.
Dessa forma, as lacunas existentes no conjunto dos racionais sao preenchidas através do
método desenvolvido por Dedekind, visto que todo corte de nimeros reais possui um
nimero real como elemento separador. Assim, encerramos a apresentacdo do Método
dos Cortes desenvolvido por Dedekind mostrando que o conjunto dos nimeros reais € um

corpo ordenado completo.



Capitulo 3

Analise de Livros Didaticos

A abordagem axiomadtica demonstrativa, mescla de teses e hipoteses, da disciplina de
Andlise, foi o fator causador da curiosidade em entender o processo de constru¢dao dos
nimeros reais. O objetivo dessa disciplina, a principio, era abordar um tratamento di-
ferenciado para contetidos ja vistos durante a graduag¢do, como por exemplo sequéncias,
séries, funcdes, continuidade, dentre outros. No curso de Célculo Diferencial e Integral
estudamos esses conceitos visando compreender a importancia e aplicagcdo dos mesmos
como ferramentas indispensaveis na resolu¢cdo de problemas de diversas dreas do conhe-
cimento. J4 na Andlise, esses conceitos sdo enfatizados de maneira precisa, com encade-
amento l6gico das proposi¢des e apreciacao das propriedades mais relevantes dos objetos
estudados. A priori, voltamos nosso trato ao conjunto dos nimeros reais com o intuito de
compreendermos, de forma minuciosa, suas propriedades ndo somente como conjunto,
mas como um corpo ordenado completo.

Ao passo que avangdvamos nos estudos percebi o quanto o corpo ordenado dos nime-
ros reais juntamente com seus conceitos (cotas, infimo, supremo, dentre outros) eram de
extrema relevancia para a demonstracao de resultados importantes na Anélise, que de uma
forma ou de outra, reduziam-se a algum tipo de limite. Nesse viés, ndo seria relevante se
perguntar de onde vieram os nimeros reais, como foi construido esse conjunto e o quanto
o mesmo influenciou no avanco da Analise?

Para responder minhas inquietagdes busquei nos livros diddticos da Andlise respostas

ou caminhos auxilidres. Pelo fato de serem frequentemente utilizados como referéncias
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bibliograficas em cursos de Andlise nas grandes instituicdes de ensino, optei pelos seguin-
tes livros classicos: (FIGUEIREDO, 1995), (LIMA, 1993), (AVILA, 2006) e (RUDIN,

1953). A partir de entdo, apresentaremos comentarios acerca das obras mencionadas.

3.1 Introducdo a Analise Matematica do Geraldo Avila

O livro do (AVILA, 2006) contém uma abordagem diferenciada em relagio aos ou-
tros. Mesmo possuindo elementos essénciais como formalismo e rigor, o autor aposta em
uma apresentag¢do mais equilibrada, priorizando o pensamento intuitivo. Segundo o autor,
o objetivo dessa abordagem € facilitar a transmissao das ideias e o proprio aprendizado.

No que diz respeito a estrutura, o livro propde um estilo de exposi¢ao diferenciado,
caracterizado por apresentar no final dos capitulos “Notas histéricas e complementares ",
a fim de orientar o leitor na compreensdo da evolugdo das ideias, uma vez que a evolugdo
histérica é estimulante e enriquecedora na formacdo do aluno, sobretudo de sua capaci-
dade de apreciagdo critica.

O primeiro capitulo desse livro € introduzido com topicos referentes ao conjunto dos
nimeros reais como corpo ordenado completo, enfatizando a propriedade do supremo. O
trato desse capitulo restringe-se ao estudo das propriedades desse conjunto, ndo se preo-
cupando com uma teoria dos nimeros reais.

Nas notas histéricas complementares o autor parte da relagdo existente entre o Método
dos Cortes de Dedekind e a Teoria das Proporcdes de Eudoxo. Segundo o autor, o método
foi desenvolvido no século XIX objetivando construir os ndmeros reais.

(AVILA, 2006) retrata aspectos histéricos que se inicia na descoberta dos incomensu-
raveis, perpassa a Teoria das Propor¢des até chegar no Método dos Cortes. A abordagem
desse método foi realizada de forma intuitiva, na qual o autor se preocupa em apresentar
a esséncia do método e o raciocinio 16gico subjacente. A priori, (AVILA, 2006, pag. 13)

define corte como sendo
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um par de classe E e D de niimeros racionais, tais que: a) E e D sdo con-
juntos ndo vazios cuja unido é o conjunto Q dos nimeros racionais; b)
todo nimero menor que algum ndmero de E pertence a E , e todo nimero
maior que algum nimero de D pertence a D.[...] Dedekind postulou, de
um modo geral, que todo corte possui um elemento de separagdo (su-
premo da classe E e infimo da classe D); isso, como se v€, equivale a
postular que equivale a postular que E tem supremo ou D tem infimo. E o

efeito desse postulado € a criacao dos nimeros irracionais.

Pudemos observar que a abordagem do método realizada por (AVILA, 2006) é me-
ramente axiomadtica, sendo o Postulado de Dedekind, descrito acima, apenas o inicio da
construcdo dos nimeros reais. Além disso, seria preciso definir relacdo de ordem, opera-
coes de adi¢ao e multiplicagdo no conjunto dos cortes, com suas respectivas propriedades.

Em continuidade, o autor faz a identificagdo dos cortes com o conjunto dos ndmeros
racionais via isomorfismo e explica que nao é possivel repetir este processo partindo do
conjunto dos cortes com o objetivo de criar outros nimeros. Sendo assim, o conjunto dos

numeros reais, construido via cortes de Dedekind, é um corpo ordenado completo.

3.2 Analise I do Djairo Guedes de Figueiredo

Em seu primeiro capitulo, (FIGUEIREDO, 1995) versa sobre o conjunto dos nlimeros
reais, apostando em uma abordagem dedutiva rigorosa, mas que segundo o autor mantem-
se agradavel e bonita, assemelhando-se com o (AVILA, 2006). E interessante a forma
como esses dois autores interagem com o leitor ao longo dos capitulos de forma a tornar
o estudo mais interessante e descontraido.

Diferentemente dos demais autores, (FIGUEIREDO, 1995) faz uma breve revisido dos
conceitos importantes relacionados a conjuntos e fungdes e intercala durante o capitulo
exercicios para a aplicacdo do conteido. Outras caracteristicas que chamam aten¢do sao
os comentarios e questionamentos feitos pelo autor para despertar a curiosidade e o inte-
resse do leitor. Entre uma secdo e outra, (FIGUEIREDO, 1995) menciona o Postulado de
Dedekind: “Todo subconjunto ndo-vazio de R, constituido de elementos positivos, tem
um infimo.”, que segundo ele determina o corpo dos niimeros reais entre todos 0s corpos

ordenados via isomorfismos de grupos.
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No tépico Comentarios sobre a definicao de niimero real, o autor relata a participa-
cdo e importancia de Richard Dedekind na apresentacao rigorosa do conceito de nimero
real, que foi feita em um pequeno livro Continuidade e Niimeros Irracionais - (DEDE-
KIND, 1901), no qual defini-se corte, conjunto utilizado para provar que existe um corpo
ordenado, que satisfaz o Postulado de Dedekind.

Em seguida,(FIGUEIREDOQO, 1995) apresenta alguns comentarios breves porém rele-
vantes sobre o Método dos Cortes de Dedekind. Na verdade, o autor nada mais faz do
que uma apresentagado intuitiva do método, explicando as principais ideias. Segundo ele,
o método consiste em partir do corpo ordenado Q dos niimeros racionais e construir um
outro corpo, no caso, o conjunto dos cortes.

Posteriormente, € necessario definir as operacdes de adi¢do e multiplicacdo, relacdo
de ordem, para que s6 depois fosse demonstrado que esse corpo satisfaz o Postulado de

Dedekind. Todo esse processo resultaria no corpo ordenado completo dos nimeros reais.

3.3 Analise Real do Elon Lages Lima

O livro do (LIMA, 1993), diferentemente dos demais livros, apresenta um tratamento
puramente tedrico, simples e direto. Segundo o autor, esse tratamento foi adotado com o
propésito de evitar digressoes. Por este motivo, o livro ndo conta com se¢des que tratam
de aspectos histéricos ou notas complementares. A introdugdo do capitulo referente aos
numeros reais deixa bem claro que sera realizada apenas a descri¢do das propriedades do
conjunto dos niimeros reais e suas consequéncias.

Ao longo do capitulo ndo foi mencionado o Método dos Cortes de Dedekind para a
construcdo dos nimeros reais, assim como nenhum outro método. Partindo dessa inves-
tigacdo, optamos por ndo utilizar este livro para o fim no qual pretendiamos. Porém, o

utilizamos para compreensdo de conceitos como cota, supremo, infimo, dentre outros.
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3.4 Principles of Mathematical Analysis do Walter Rudin

O livro do (RUDIN, 1953), quando comparado aos demais livros analisados, no que
diz respeito ao nosso objetivo, € o mais completo. Seu primeiro capitulo, ndo diferente
dos outros, trata dos nimeros reais. Segundo (RUDIN, 1953), conceitos importantes da
Andlise, como continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade devem ser baseados em
um conceito de nimero definido com precisdo. O autor parte dos nimeros racionais, nao
se preocupando com a axiomdtica dos inteiros.

A abordagem do (RUDIN, 1953), nesse capitulo, distingue dos demais. O autor pas-
seia por conceitos importantes da Algebra, como grupos, corpos, operacdes de adicio e
multiplicacdo de corpos, para s6 depois apresentar o conjunto dos nimeros reais como
um corpo ordenado completo. Além disso, (RUDIN, 1953) discorre sobre a extensdao dos
ndmeros reais dando origem ao corpo dos niimeros complexos.

O autor finaliza esse capitulo apresentando a constru¢do dos nimeros reais via Mé-
todo dos Cortes Dedekind. Diferentemente dos demais autores, (RUDIN, 1953) apre-
senta o método de forma mais rigorosa, ndo tratando-o apenas de forma intuitiva, mas
estruturando-o em nove passos, nos quais temos definicdo de cortes, propriedade do su-
premo para subconjunto dos nimeros reais, defini¢do das operacdes de adi¢do e multi-
plicacdo no conjunto dos cortes, identificacdo dos niimeros racionais com o conjunto dos
cortes e por fim a completude do conjunto dos nimeros reais, tornando-o um corpo orde-
nado completo.

Nesse viés, optamos por utilizar este livro como principal referéncia bibliografica para
elaboracao desse trabalho. Sua linguagem puramente axiomatica e rigorosa ndo impediu

o estudo do método.
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Conclusoes

No que diz respeito aos nimeros, no viés da Andlise Real, pouco interessa as diversas
representagdes/escritas que estes adquiriram ao longo da histéria em diferentes contextos.
Na Andlise Real, preocupa-se com a forma pela qual foi obtido o conceito de nimero,
uma vez que o uso de suas propriedades € extensivo nesse ramo da Matematica.

Ao longo deste trabalho pudemos voltar nossa ateng¢do para aspectos histéricos que
colaboraram para a formaliza¢do do conceito de nimero. E mais que isso, debru¢amos
sobre um dos métodos cruciais para a constru¢do desse conjunto, o que nos leva ao obje-
tivo principal deste trabalho.

Estavamos interessados em compreender o conjunto dos ndmeros reais como um
corpo ordenado completo com o uso de uma estrutura axiomdtica. Para tal, apresenta-
mos e analisamos, minuciosamente, o método dos Cortes de Dedekind, proporcionando
ao leitor, de forma ampla e significativa, o entendimento desse conjunto. Nesse sentido,
fez-se necessdrio abordar propriedades e proposi¢des que embasassem essa defini¢ao.

Ressaltamos neste trabalho a importancia que os livros didaticos da drea da Analise,
de grande uso no ensino superior, tiveram para nossos estudos, apresentando alguns co-
mentdrios acerca das abordagens dos mesmos.

Sendo assim, esperamos que este trabalho sirva de motivagdo para leitores que bus-
cam aprimorar seus conhecimentos no que diz respeito ao conjunto dos nimeros reais,
mais precisamente sobre os aspectos histéricos que nortearam o processo no qual esse

conjunto passou até adquirir o conceito formal que temos hoje e também no ponto de
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vista construtivo.
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