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Resumo

O presente trabalho teve como objetivo utilizar alguns conceitos da Algebra Linear para
identificar que tipo de conica é dada por uma equacao quadratica com duas variaveis.
Para isto, foi feito um levantamento bibliografico sobre as se¢oes conicas e sobre alguns
conceitos da Algebra Linear e da Geometria Analitica. No primeiro capitulo deduzimos a
equacao geral das conicas e as equagoes reduzidas da elipse, da hipérbole e da parabola.
Nos dois capitulos subsequente apresentamos uma pequena discussao sobre transformagoes
lineares, matrizes semelhantes, polinomio caracteristico, diagonalizagdo de matrizes reais
simétricas, dentre outros conceitos. O quarto e tultimo capitulo foi destinado ao estudo
da forma matricial de uma equagao quadratica e reducdo da mesma a uma das equagoes

reduzidas das coOnicas.

Palavras-chave: Se¢oes conicas. Diagonalizacdo de matrizes. Transformacoes lineares.



Abstract

The present work had as objective to use some concepts of Linear Algebra to identify
which type of conic is given by a quadratic equation with two variables. For this, a
bibliographical survey was made on the conic sections and on some concepts of Linear
Algebra and Analytical Geometry. In the first chapter we deduce the general equation of
the conics and the reduced equations of the ellipse, the hyperbola, and the parabola. In
the next two chapters we present a small discussion about linear transformations, similar
matrices, characteristic polynomials, diagonalization of symmetric real matrices, among
other concepts. The fourth and last chapter was devoted to the study of the matrix form

of a quadratic equation and reduction of it to one of the reduced equations of the conics.

Keywords: Conical sections. Diagonalization of matrices. Linear transformations.
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Introducao

Assim como muitos outros tépicos em Matematica, o estudo das conicas surgiu
devido a necessidade de resolugao de problemas. De acordo com Roque e Carvalho (2012),
por volta do século IIT a.C muitos matematicos gregos estavam a procura de novos
métodos de construcao para resolucao de problemas na geometria. Nesta época o gedbmetra
grego Pappus, dividiu os problemas geométrico em trés grandes grupos, dentre os quais
destacamos os ‘problemas sélidos’ que recebiam essa nomenclatura devido a necessidade

da utilizacao de se¢des coOnicas para resolver os mesmos.

Segundo Boyer e Pérez (1986) e Mol (2013), inspirado na busca por novos métodos
de construgoes o matematico e astronomo grego Apolonio de Perga (+262 — 190 a.C'),
considerado por muitos como o Grande Gedmetra, redigiu um livro conhecido como
“Conicas". Nesta obra, Apolonio utilizando métodos parecido com aqueles encontrados nos
Elementos de Euclides, definiu as conicas de um modo geral, como a intersecao de um

plano com um cone, isto é, como secoes conicas.

De acordo com Mol (2013), um dos objetivos de Apolénio era apresentar solugoes
por meio de conicas para os problemas, como a duplicagao do cubo e a trisseccao do angulo.
Antes de Apoldnio outros matematicos como Arquimedes e Euclides ja haviam feito um
estudo sobre as conicas e conheciam algumas propriedades das mesmas, mas, foi Apolonio

quem mostrou que era possivel obter todas as conicas a partir de um mesmo cone.

Um pouco mais tarde, nos primérdios da Geometria Analitica, como aponta Sato
(2005), Pierre de Fermat (1601 — 1665) mostrou que as se¢oes conicas podem ser expressa
por equagoes do segundo grau nas coordenadas (z,y). Fermat obteve as equagdes mais
simples da elipse, da parabola e da hipérbole, por meio de uma transformagao semelhante
a rotagao de eixos como conhecemos atualmente. O leitor interessado em um pouco mais

de histéria sobre as conicas pode encontrar nas referéncias citadas acima.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentamos a dedugao da equagao geral
de uma secao conica e as equagoes reduzidas da elipse, da parabola e da hipérbole. As
deducgoes apresentadas no capitulo estao baseadas no trabalho do Matematico Belga,
Germinal Pierre Dandelin (1794 — 1847), como apresentado pelo professor Sato (2005) no

trabalho intitulado “As Conicas e suas Aplicagdes”.

No segundo e terceiro capitulo estdo expostos alguns resultados da Algebra Linear
relacionados as transformacoes lineares, autovalores e autovetores, diagonalizacao de
matrizes reais simétricas, dentre outros. No quarto e tltimo capitulo, fazemos uso dos
resultados enunciados no trabalho para identificar que tipo de conica é dada por uma

determinada equacao do segundo grau nas coordenadas (z,y).



1 Conicas

1.1 Definicao e Propriedades

Atualmente existem varias maneiras de definir as cOnicas, neste trabalho vamos
adotar a defini¢ao apresentada por Sato (2005) baseada no trabalho do matematico belga
Germinal Pierre Dandelin sobre as propriedades focais das conicas e na descoberta de
Pierre de Fermat de que as secoes conicas podem ser expressas por equacoes do segundo

grau nas coordenadas (x,y).

Para que a definicao faga sentido vamos enunciar algumas proposicoes referentes as

conicas apresentadas no trabalho intitulado “As conicas e suas Aplicagoes” de Sato (2005).

Dadas as retas g,] € R3 de modo que g e [ nio sejam perpendiculres e g N1 = {V},
rotacionando ¢ ao redor do ponto V € R? obtemos um cone circular reto de vértice V e
eixo [. Toda reta obtida pela rotagao de g é chamada de geratriz do cone e o angulo agudo

« formado por g e [ é denominado de semi-angulo do vértice do cone.

Seja K o cone obtido na rotacao da reta g ao redor do ponto V. Dado um plano
7 € R3, temos duas possibilidade, ou V € 7 ou V' ¢ 7. Em ambos os casos, a intersegao do
cone K com o plano 7 determina uma conica. No caso em que V' € 7 a conica é degenerada
e pode ser uma reta, um par de retas, ou um ponto. No caso em que V ¢ 7 a cOnica é

suave e pode ser uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola.

Seja [ o angulo formado entre o plano 7 e o eixo do cone K. Comparando os

angulos « e 3, temos trés possibilidades:
i) o < f3, nesse caso a conica serd um ponto ou uma elipse;
ii) e = [ e nesse caso a conica serd uma parabola ou uma reta,;
iii) @ > [ e nesse caso a conica serd uma hipérbole ou um par de retas.

A demonstracao das proposicoes abaixo estao baseadas na existéncia de superficies
esféricas S; e Sy que se inscrevem no cone K, ao longo de circunferéncias (; e (o, e sao

tangentes ao plano m nos pontos Fj e Fj.

Sejam 7 e 75 0s planos que contem respectivamente as circunferéncias (; e (5.
Por definicao, os pontos F; e F, sao denominados focos da conica e as retas d; e do,
determinadas por 7, N7 e 75 N 7 respectivamente, sao as diretrizes da conica.

cosf3
cosa”

A excentricidade e de uma conica é por definicdo o quociente e =

Com excegao da circunferéncia (elipse de excentricidade 0), toda conica suave tem

pelo menos uma reta diretriz e um foco. As propriedades apresentadas abaixo relacionam



Capitulo 1. Conicas 10

S —

Figura 1 — Elipse Figura 2 — Pardbola Figura 3 — Hipérbole

a excentricidade, a reta diretriz e o foco de uma conica suave. Vamos apresentar uma
demonstracao da primeira proposicao, o leitor interessado pode encontrar as demais

demonstragdes em Sato (2005).

Proposigao 1.1.1 Se p é uma conica suave distinta de uma circunferéncia com excentri-

cidade e, diretriz d, e foco associado F', entdo
dist(P,F) = e-dist(P,d), para todo ponto P € .

Demonstracao 1.1.1 Seja 7 o plano contendo ( = SN K, onde S € a superficie esférica

inscrita no cone K de vértice V', e seja P um ponto arbitrdrio em .

Note que os pontos V e P determinam uma geratriz g do cone K que intercepta ¢ no

ponto R. Passando pelo ponto P trace uma reta s perpendicular ao plano T e uma reta t
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perpendicular a reta d, obtendo assim os pontos Q =sN7 el =tNd.

Como os pontos T,(Q) e R pertencem ao plano 7, temos que os triangulos PQT e PQR
sdo triangulos retangulos com Q reto, além disto, temos que QPT = 8 ¢ QPR = «, uma
vez que a reta s € paralela ao eixo | do cone pois, s el sao perpendiculares ao plano T.
Temos entao que,

PQ = PT - cosp3 = PR - cosa.

Observe que PR = PF, pois as semirretas PE ¢ PE sio tangentes d superficie esférica S
nos pontos R e F'.

Seque entao que

cosf

cosc

PT - cosf3 = PF - cosa < PF = -PT < PF =e- PT.

Concluimos entao que
dist(P,F) = e-dist(P,d), para todo ponto P € p.
Proposicao 1.1.2 Se uma conica p é uma pardabola com foco F' e diretriz d, entao
dist(P, F) = dist(P,d), para todo ponto P € p.
Proposicao 1.1.3 Se uma conica p é uma elipse de focos Fy e Fy, entdao
dist(P, Fy) + dist(P, Fy) = k,  para todo ponto P € p.
onde k € uma constante real.
Proposicao 1.1.4 Se uma conica p é uma hipérbole de focos Fy e Fy, entao
|dist(P, Fy) — dist(P, Fy)| =k,  para todo ponto P € .

onde k € uma constante real.

1.2 Equacao geral das conicas

Definicao 1.2.1 Denomina-se conica o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja a
razao entre as distancias a um ponto firo F' e uma reta fiza d € igual a uma constante
nao negativa e. O ponto fixo € chamado de foco, a reta de diretriz e a razdo constante de
excentricidade da conica. Quando e =1 a conica é chamada de parabola, quando 0 < e < 1

de elipse e quando e > 1 de hipérbole.
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Em um sistema de coordenadas cartesianas, temos que um ponto P(z,y) pertence

a uma conica se, e somente se,

dist(P,F)  \/(x —20)* + (y — mo)?

= =e. (1.1)
; laz+by+c|
dist(P,d) R
Onde F(zg,yo) é o foco, d : ax + by + ¢ =0 é a diretriz e e é uma constante nao negativa.
Fazendo k? = ﬁ, temos

(z —20)* + (y — yo)” = k*[|az + by + ¢|]* = (kaz + kby + kec)®.
Fazendo a substituicdo | = ka,m = kb e n = kc obtemos a equac¢do focal das conicas
(& —20)* + (y — %0)” — (lz + my +n)* =0,

onde xg e Yy sdo as coordenadas do foco e [z + mz +n = 0 é a equacao da reta diretriz.

Observe que

(x—20)+(W—1) —(lx+my+n)’ =0
(1—=12)2? + (=2lm)zy + (1 —m?)y* + [—2(xo +In)]x + [—2(yo + mn) ]|y + (20> +yo? — n?) = 0.

Fazendo A = 1 —1>,B = —Im,C =1 —-m? D = —2(zg + In),E = —2(yo + mn) e

F = 202 + 192 — n? = 0, obtemos a equacao do segundo grau

Az® 4+ 2Bry + Cy* + Dr + Ey+ F = 0. (1.2)

A equacao 1.2 é denominada equagdo cartesiana geral das conicas. Variando os
valores das constantes A, B,C, D, E e F podemos obter pontos, retas, circunferéncias,

parabolas, elipses e hipérboles.

Proposicao 1.2.1 Seja pu uma conica suave dada pela equagio Ax*+2Bxy+ Cy? + Dx +
Ey+F =0. A diretriz d da conica p € paralela a um dos eizos x ou y sempre que tivermos
B =0.

Demonstracgao 1.2.1 Note que B=—Ilm ed:lx+my+n=0. Como m,l € R, temos
que B =0 se, e somente se, m =0 oul = 0.
Sendo assim, temos trés possibilidades:
i)m=0el#0=d:lr+n=0&d:v=.
ii)m#0el=0=d:my+n=0&d:y= "

i) m =0 el =0, neste caso a conica é uma circunferéncia.

Em qualquer um dos casos a diretriz d € paralela a um dos eizos.
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No capitulo 4 veremos que usando alguns conceitos da Algebra Linear, toda conica

pode ser reduzida a uma equacao com B = 0.

Dada uma conica p no plano, podemos escolher um sistema de eixos x’, 3y’ ortogonais,
de modo que o eixo x’ passe pelo foco F' e o eixo 3y coincida com a diretriz d. Seja O" a
origem desse sistema de coordenadas.
Fazendo O'F = 2p, segue da defini¢cao 1.2.1 que um ponto P com coordenadas (2’,y’)

pertence a conica p de diretriz d, foco F' e excentricidade e se, e somente se,

dist(P,F)]* \/(x’ —2p)* + (y — 0)? 2 o
[dist(P,F)] _ [ o — e (1.3)

Simplificando a equagao 1.3 obtemos a equagao das conicas em func¢do dos parametros p e
e:
(1—e?)a? — dpz’ +y* = —4p®. (1.4)

Vamos usar a equacao 1.4 para obter equagoes particulares para a elipse, a hipérbole

e a parabola.

1.3 Equacao reduzida da parabola

Por definicao, uma conica é uma parabola se, e somente se, e = 1. Sendo asssim, a

equacao 1.4 reduz-se a:
—dpa’ + 9y = —4p? & o = dp(a’ —p). (1.5)

Seja O o ponto de coordenadas (p, 0), podemos realizar uma translagao de eixos coordenados
de modo que O seja a origem de um novo sistema de coordenadas xy, onde as coordendas

estao relacionados da seguinte maneira:
/
r =x+Dp,

’
Yy =9

No novo sistema de coordenadas (z,y) obtemos a equagao
y* = dpz, (1.6)

denominada equacao reduzida da pardbola.

1.4 Equacao reduzida da elipse

Segue da definicao 1.2.1, que a excentricidade e da elipse satisfaz a condigao

0 < e < 1. Sendo assim, (1 —€?) > 0, de modo que podemos dividir a equacio 1.4 por
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(1 — €?) e obter a equacio:

o Apr’ y” 4p?
R I Rl e (17)

Completando quadrados e fazendo as devidas simplificagoes, obtemos:

2 2
2 ! 4p? 1 4p*e?
o - 2P A 1= 18
(1 —e?) (1 —e?) (1—e2) [ (1—e?) (1—e2?)
2 2
Note que p # 0, sendo assim [12_7’:2} # 0. Dividindo a equagao anterior por [12_’7:2] , temos
a equagcao:
2
.T, o 2p /2
1—e2 Yy
( 2( 2)) +—y =1 (1.9)
pe pe
e A
2p

Seja O o ponto de coordenadas ( 0), podemos realizar uma translagdo de eixos

1—e2?
coordenados de modo que O seja a origem de um novo sistema de coordenadas xy, onde

as coordendas estao relacionados da seguinte maneira:

2p
r=z+-——
+1—e2’

Yy =vy.

Aplicando a translacao e fazendo as substituicoes a = 12_”; eb= \/%, obtemos a equacao

reduzida da elipse com focos sobre o eixo x

2 g2
S+t (1.10)
Observe que 0 < 1 —e? < 1, logo 1 — e? < v/1 — €? e, portanto a = 25 > \/% =b.

1.5 Equacao reduzida da hipérbole

Segue da defini¢ao 1.2.1, que a excentricidade e da hipérbole satisfaz a condicao
1 < e. Sendo assim, (1 — €?) < 0, de modo que podemos dividir a equagao 1.4 por (1 — €?)

e obter a equacao:

Apy! 12 4 2
/2 pr Yy p

— = — . 1.11
f-) G- (- D

Completando quadrados e fazendo as devidas simplificagoes, obtemos:

2 2
2 ! 4p? 1 4p?e?
P T . 1= (1.12)
(1—e?) (1—e)  (1-¢)[(1-¢) (1—e)
2 2
Note que p # 0, sendo assim {127”:2] = 0. Dividindo a equacao anterior por [fj’;] , temos
a equacao:
2
33/ _ 2p /2
(o'~ ) + L= (1.13)

B
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Note que no caso da hipérbole, temos 1 — e = —|1 — €?| = —(v/1 — 62)2. Sendo assim, a

equacao 1.13 pode ser escrita como

r__2p \? 2
o) v —1 (1.14)
[ 2pe }2 { 2pe }2 ' '
1—e2 N
Seja O o ponto de coordenadas (ﬁ’; 5,0), podemos realizar uma translacao de eixos

coordenados de modo que O seja a origem de um novo sistema de coordenadas xy, onde

as coordendas estao relacionados da seguinte maneira:

2p

/_
x —x—l—il_eQ,

/:y‘

Aplicando a translacao e fazendo as substituicoes a = 1271’22 eb= \/%, obtemos a equacao

reduzida da hipérbole com focos sobre o eixo x
2?2

Observe que 0 < 1 —e? < 1, logo 1 — e? < v/1 — €? e, portanto a = 25 > \/% =b.

Observagao 1.5.1 Caso tivéssemos escolhido o eixo y' passando pelo foco F' e o eizo x’
coincidindo com a diretriz d, as equacoes reduzidas da pardbola, da elipse e da hipérbole

seriam respectivamente,

2% = dpy, S A LA (1.16)
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2 Transformacoes Lineares e Matrizes

O objetivo deste capitulo é revisar alguns conceitos da Algebra Linear que serdao
utilizados no capitulo 4 para realizar uma mudanca de variavel na equacao 1.2, de modo
que o coeficiente B seja nulo. O leitor que tiver dominio em relacao ao conteido de

Transformagoes Lineares pode descartar este capitulo e passar para o préximo.

2.1 Coordenadas

Seja V' um espago vetorial n-dimensional sobre um corpo K com base S =
{uy,ug, ..., u, }. Entdo qualquer vetor v € V pode ser escrito, de modo unico, como

uma combinacao linear dos vetores da base S, digamos,
V= a1Uy1 + agUg + ... + aply,.

Dizemos que os n escalares aq, as, ..., a, sdo as coordenadas de v em relagao a base S; essas
coordenadas formam um vetor [aq, as, ..., a,] de K™ denominado vetor de coordenadas de

v em relacdo a base S. Esse vetor é denotado por [v]g ou simplesmente, [v].

Exemplo 2.1.1 Considere o espaco real R?.
Dadas as bases Sy = {uy,us} = {(—1,0),(0,1)} e Sy = {e1,ea} = {(1,0),(0,1)} e o vetor
v=(2,2)€ R%.

Temos, [v]g, = [2,0] e [v]g, = [2,2].

Observacao 2.1.1 Seja V um espago vetorial de dimensdao n sobre um corpo K e S =
{uy, ug, ..., u,} uma base de v. Entdo a cada vetor v € V' corresponde uma unica énupla
[v]g de K. Por outro lado, a cada énupla [c1,ca, ..., ¢,)) de K™ corresponde wm tinico vetor
cruy + coug + ... + cpuy, de V. Seque que a base S determina uma aplica¢io bijetora. Além

disso, existe um isormorfismo entre V e K.

2.2 Tranformacodes Lineares

Definicao 2.2.1 Sejam V', U espagos vetorias sobre um corpo K. Uma transformagdao
linear F' -V — U é uma correspondéncia que associa a cada vetor v € V. um unico vetor

F(v) € U de modo que valham, para quais quer v,w € V e k € K, as relagos:
(1) F(v+u) = F(v) + F(u).
(2) F(kv) = EF(v).
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Definicao 2.2.2 Seja F': V — U uma trnasformacao linear.
O nicleo de F', denotado por Nuc F', é o conjunto de todos os elementos de V' que sao

levados no vetor nulo 0 de U, ou seja
Nuc F ={v eV :F(v)=0}.
A imagem de F, denotada por Im F', € o conjunto dos pontos imagens de U, ou seja,

Im F={ueU:3veVcomF(v)=u}.

Exemplo 2.2.1 Seja F: R? — R3 a aplicacdo "projecio"sobre o plano xy, isto é, F é a
aplicagdo definida por F(x,y, z) = (z,y,0). F € uma transformacao linear.
De fato, dados v = (x1,y1,21) € x = (T2, Ys, 22), Lemos

Fvtw) = F(r1+22, y1+Y2, 21+ 22) = (21422, y1+42,0) = (21,1, 0)+ (72, 42,0) =
F(v) + F(w),
e dado k € K,

F(kv) = F(kxy, kyy, kz1) = (kxy, ky1,0) = k(z1,y1,0) = kF(v).

Temos que,

Im F={(x,y,2) : 2=0} e Nuc F = {(z,y,2) : 2 =0,y = 0}.

Observacao 2.2.1 Uma tranformacao linear T' de um espago vetorial V nele mesmo, ou

seja, uma tranformacao linear T : V — V' é denominada um operador linear.

2.3 Matrizes como tranformacdes lineares

Seja A uma matriz real m X n sobre um corpo K.

O subespago de K™ gerado pelas linhas da matriz A é chamado espago linha de A.
Analogamente, o subespaco de K™ gerado pelas colunas da matriz A é chamado espaco

coluna de A.

Afirmamos que conjunto W solugao do sistema homogéneo AX = 0 é um subespago
vetorial de K™.

De fato, dados v,u € W e a,b € K temos,
Alau 4+ bw) = A(au) + A(bv) = a(Au) + b(Av) = a0+ 00 =0+ 0 = 0.

Segue entdao que (au + bv) € W. Sendo assim, W é um subespago de K™.

Uma aplicacdo matricial Fly : K" — K™ dada por Fu(u) = Au ( em que os
vetores de K™ e K™ sao escritos como colunas) é uma transformacao linear.

De fato, dados v,w € K™ e k € K, temos
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Fa(v+w)=Av+w) = Av+ Aw = Fu(v) + Fis(w).
Fa(kv) = A(kv) = k(Av) = kF4(v).

Observacao 2.3.1 Seque das definicoes de espaco solugcao de um sistema homogéneo e de
espago coluna de uma matriz que: Im Fa = col (A) e Nuc Faq = nul (A).

Onde, col (A) denota o espago coluna de A e nul (A) denota o espago nulo de A.

Exemplo 2.3.1 (Rotagio de um dngulo 6 em torno da origem em R?)

Uma aplicagao matricial importante é dada pela matriz

[ cos 6 —56710]

sen 6 cos 0

Trata-se de um operador R : R* — R?, que leva cada vetor v € R? no vetor R(v) € R?
resultado da rotacao de v em torno da origem dada por um angulo 6. No capitulo 4 veremos

wm pouco melhor sobre tal rotagio. E claro que Nuc R = {(0,0)} e Im R = R2

2.4 Representacao matricial de um operador linear

Seja T um operador linear de um espago vetorial V' e suponha que S = {uy, ug, ..., u, }
seja uma base de V. Os vetores T'(uq), T(uz), ..., T(u,) de V' podem ser escrito com uma
combinagao dos vetores da base S, digamos

T(ul) = a11U] + ag U9 + ... + apiuy

T(ug) = aiouq + agatis + ... + oty

T(un) = a1pu1 + Gopts + ... + Gppliy,.

Definigao 2.4.1 A transposta da matriz de coeficientes |a;;], denotada por [T)s, é deno-
minada representagcdo matricial de T' em relacao a base S ou, simplesmente, matriz

de T na base S. As colunas de [T]s sao, respectivamente, os vetores de coordenadas de
T(“’l)a T(”Q)v ey T(un) :

ailx Qi - Aip

a21 Q22 -+ Aa2pn
T]s =

Ap1  Ap2 st Upp

Exemplo 2.4.1 Seja F : R? — R? o operador linear definido por F(x,y) = (2x +
3y, 4x — by). Dada a base S = {uy,us} = {(1,2),(2,5)}, temos que



Capitulo 2. Transformagoes Lineares e Matrizes

19

F(uy) = (8,—6) = 52u; + (—22)us.
F(ug) = (19, —17) = 129u; + (—55)us.

Fle = 52 129
ST 229 5 |

Teorema 2.4.1 Sejam T : V — V' um operador linear e S uma base finita de V. Entao,

para qualquer vetor v € V, temos [T)g[v]s = [T'(v)]s.

Demonstracao 2.4.1 Seja S = {uy,ug, -+ ,u,} uma base finita de V.

Fazendo i =1,2,--- ,n, temos que

T(u;) = aintg + apus + ... + Ay = >0y Qijuy.

Seque que [T)s € uma matriz quadrada de ordem n cuja j-ésima linha é

(&13‘7 Agj, "+ 7anj)-
Supondo que
v = kiuy + koug + -+ - + kpu, = D00 kiu,, temos
[/U}S - [kh k27 T kn]T
Pela linearidade do operador T, seque que
T(v) =T (X, ki) = X0y kT (wi) = 350 k(Y= aguy) = S0 (307,
Z}Ll(@ulﬁ + agjky + - + anjk’n)uj-
Assim, [T'(v)]s € o vetor coluna cuja j-ésima entrada é

aljk:l + agjkg + -4+ anjkn-
Agora note que

(arj, agj, -+ ang) - (ki, ko, -+ kn) = ayjky + agjke + - + anjkn.
Logo a j-ésima entrada de [T|g[v]s € igual a j-ésima entrada de [T)s.

Concluimos entao que [T)s[v]s = [T (v)]s.

=1

CLZ'jki)Uj =

Exemplo 2.4.2 Considere o operador linear F : R> — R? e a base S a sequir

F(r,y) = 2z +3y, 4o —-5y) e S={u,u}=1{(1,2),(2,5)}.
Dado v = (5,—=7), temos
F(v) = (-11,55), [vls=[11,-3] e [T(v)]s = [55,—33].
Aplicando a matriz [F)s no vetor de coordenadas [v]s, temos

8 11”11]_[ 55
-6 —11 -3 —33

[Fls[v]s = = [F(v)]s-

(2.1)
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2.5 Mudanca de base

Definig¢ao 2.5.1 Sejam S = {uy,us,...,u,} uma base de um espago vetorial V e S" =
{v1,v9, ..., v, } uma outra base. Como S é uma base de V', cada vetor da base S" pode ser

escrito, de maneira unica, como uma combinacao linear dos vetores de S, digamos,
V1 = Q11U + a1 U + ... + ap1Uy,
Vg = Q12U] + Q22U + ... + Apoly,

Up = Q1pU1 + A2pUg + .o + AppUy, -
A transposta da matriz de coeficientes [a;;], denotada por [P], é denominada matriz de

mudanga de base ou matriz transi¢cdo da "base antiga" S para a "base nova" S’.

Observacao 2.5.1 A matriz de mudanca de base P pode ser vista como a matriz cujas
colunas sao, respectivamente, os vetores coluna de coordenadas dos "movos"vetores v; da

base em relacao a base S.

ailx Qi -+ Aip

a21 Q22 -+ A2
P =

Ap1  Ap2 s Upp

Observagao 2.5.2 Analogamente, existe uma matriz de mudanca de base @Q da base S’

para a base S.
Q = [[ui]g, [ua]sr, ..., [un]s].

Observacao 2.5.3 Como os vetores vy, Vs, ..., v, da base S’ sdo linearmente independentes,

a matriz P € invertivel. Analogamente, () € invertivel.

Teorema 2.5.1 Sejam P e () as matrizes de mudanga de base discutidas acima. Entdo
Q=P

Demonstracao 2.5.1 A demonstrag¢io pode ser encontrada em Lipschutz e Lipson (2009).

Teorema 2.5.2 Seja P a matriz de mudanga de base de uma base S para uma base S" de

um espago vetorial V. Entao dado um vetor v € V' qualquer, temos
Pls =[v]s e P ls=[v]s.

Isto €, multiplicando as coordenadas de v na base original S por P!, obtemos as coorde-

nadas de v na nova base S’.
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Demonstracao 2.5.2 Sejam S = {uy,ug, -+ ,u,} € 8" = {wy,ws, -+ ,w,} bases de V.

Fazendo i =1,2,--- ,n, temos que
W; = AU + Gols + ... + Qinly = 2?21 iU
Seque que P é uma matriz quadrada de ordem n cuja j-ésima linha é
(@), azj, -+, nj).-
Supondo que
v = kywy + kowy + - - - + kyw, = Y0 kjw;, temos
[v]gr = [k1, ko, -+, k)T

o n
Substituindo os w; em v =31 | kyw; , seque que

v =30 ki = Yy k(o aijuy) = 30 (T aijki)uy = 7 (ank + agjke +
BRI anjkn)uj.
Assim, [v]s € o vetor coluna cuja j-ésima entrada é
aljk:l + agjk‘g + -+ anjkn-
Agora note que
(arj, agj, -+ ang) - (ki, ko, -+ kn) = agjky + agjka + - + anjkn.
Logo a j-ésima entrada de Pv]g € igual a j-ésima entrada de [v]s.
Concluimos entao que Plv]g = [v]g.

Observe que,

Phls = [vls & P (Plsy) = P~ vls & (PTIP)uly = P~y & [u]s =

Completando a demonstragdo do teorema.
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3 Diagonalizacao: Autovalores e Autovetores

Neste capitulo vamos discutir alguns resultados relacionados a diagonalizacao de
matrizes reais simétricas, no entanto, alguns dos teoremas estao enunciados apenas para
matrizes de ordem 2, o leitor que tiver interesse em estudar os resultados para matrizes
de ordem n, pode consultar Lima (1996), Coelho e Lourenco (2001), Cintra (1985) ou
Lipschutz e Lipson (2009).

3.1 O Polindmio Caracteristico

Seja T : V — V um operador linear num espago vetorial V' sobre um corpo K,
de dimensao finita n. Um ntimero ¢ € K serd dito um autovalor de 1" se existir um vetor

nao nulo v em V tal que T'(v) = tv. O vetor v é chamado de autovetor de T associado a t.

Exemplo 3.1.1 Seja T : R? — R? 0 operador linear dado por T(x,y) = (y, x). Queremos

determinart € R e v = (x,y) € R?, ndo nulos, tais que, T(x,y) = t(x,y), ou seja, tais

Yy =1tix
T =1ty '

Resolvendo o sistema, obtemos t = £1. Sendo assim, dois dos autovetores de T associados

que (y,z) = t(x,y). Devemos ter

at=1et=—1 sao respectivamente, v = (1,1) e vy = (1, —1).

Observe que se tivéssemos escolhido T(x,y) = (—y,x), os autovalores nao seriam reais.

Se t € K for um autovalor de T, entao existe v # 0 tal que T'(v) = tv, o que
¢ equivalente a dizer que (tId, — T)(v) = 0, onde Id, : V — V ¢é a transformagao
identidade em V. Sendo assim, para que exista um autovalor para o operador linear T é
necessario que Nuc (tId, —T) # 0.

Seja S uma base qualquer de V' e considere a matriz [tId, — T]s do operador
(tId, —T). Temos que

Nuc (tld, —T) # 0 < [tld, — T|s nao é invertivel < det([tId, — T]s) = 0.

Observe que primeiro membro da equagao det([tId,, — T]s) = 0 é um polindmio
de grau n na variavel ¢ sobre o corpo K. De modo que a relagdo acima nos fornece um
método pratico para determinar os autovalores de um operador T'. Para isto, considere a

defini¢do a seguir.
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Definicao 3.1.1 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K e
S uma base de V. O polinémio caracteristico de um operadorl’ : V — V ¢é por

defini¢do o polindmio de grau n em t sobre o corpo K dado por Pr(t) = det([tId, — T]s).
Afirmamos que,

A é um autovalor de T' < A é uma raiz de Pr(t) = det([tld, — T]s).

Exemplo 3.1.2 Seja T o operador linear do exemplo 3.1.1 e S a base candnica, temos

0 1
T)s = :
[Ts [1 0]
De modo que

s [1 ][ 2] (1)

Teorema 3.1.1 Ezxiste um unico autovalor A, para um dado autovetor v.

que

Demonstracao 3.1.1 Sejam A\ e Ay autovalores associados ao autovetor v # 0. Note

que

Tw)=Mve T +[-TW)]=Mv+[-TW)] < 0= \v—X v & 0= (A — X)v=
()\1—)\2):():>)\1:/\2.

Fica assim demonstrado o teorema.

Teorema 3.1.2 Autovetores associados a autovalores distintos, sdo linearmente indepen-

dentes.

Demonstracao 3.1.2 Suponha que vi,vs, ... v, sejam autovetores de um operador linear
T :V — V associados a autovalores distintos Ay, Mg, ..., Ay.

Vamos mostrar que o teorema € valido para n = 2.

Suponha que
C1VU1 + CoUy = 0. (31)

onde ¢y e co pertencem a K. Multiplicando 3.1 por A1, obtemos
Cl>\101 + CQ)\lUQ =0. (32)
Aplicando T em ambos os membros da equacio 3.1, obtemos

cl)\lvl —+ CQ)\QUQ =0. (33)
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Subtraindo membro a membro as equagoes 3.3 e 3.2, obtemos
CQ(/\l - /\2)?}2 = 0. (34)

Como A1 # Xy e vg # 0, temos que co = 0. Substituindo na equagdo 3.1, obtemos ¢, = 0.
Concluimos entdo que v € vy sdo linearmente independentes. Por inducdo é possivel

mostrar que o resultado ¢ vdlido para todo natural n.

3.2 Matrizes semelhantes

Sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem. Dizemos que B é semelhante a

A, quando existir uma matriz invertivel P tal que B = P~1AP.

Note que
B=P AP & PBP ! = PP 'APP !« PBP '=A& (Pfl)leP*1 = A.

Sendo assim, se uma matriz B é semelhante a uma matriz A, entdao A também é

semelhante a B. Dizemos simplesmente que A e B sao semelhantes.
Teorema 3.2.1 Matrizes semelhantes, tém o mesmo polinomio caracteristico.

Demonstracao 3.2.1 Sejam A e B matrizes semelhantes. Por definigdo,

Pgp(t) = det(B —tI) = det[P"*AP — P~YtIP] = det[P™'(A — tI)P] = det(P™") - det(A —
tI) - det(P) = det(P~') - det(P) - det(A —tI) = 1-det(A —tI) = -det(A — tI) = Pa(t).

Concluimos entao que Pg(t) = Pa(t).

Observacao 3.2.1 O teorema acima mostra que o polindomio caracteristico de operador
linear T : V — V estd bem definido. Basta observar que dado V' um espaco vetorial de

dimensao finita n sobre um corpo K e S1 # Sy duas bases de V. Temos que

onde P é a matriz de mudanga de bases de Sy para Si.

Definicao 3.2.1 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K e
T :V — V um operador linear. Dizemos que T ¢é diagonalizavel se existir uma base
S = {uy,ug,...,u,} tal que [T)s € diagonal, o que é equivalente a dizer que existe uma

base formada por autovetores de T, ou seja

T(ul) = klul .
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Teorema 3.2.2 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K e
T:V — V um operador linear. Dada uma base S de V', temos que T é diagonalizdvel

se, e somente se, [T|s é semelhante a uma matriz diagonal D. Isto €,

T ¢ diagonalizdvel < existe um matriz P tal que P[T|sP~* = D.

A matriz P que torna [T]s semelhante a D, chama-se diagonalizante de [T]s.
Afirmamos que os vetores colunas da matriz P sdo os autovetores linearmente independentes
de T e os elementos diagonais de D sao os autovalores associados.

3.3 Diagonalizacao de matrizes reais simétricas

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados sobre matrizes reais simétricas, no

entanto, iremos nos limitar as matrizes reais de ordem 2.

Definicao 3.3.1 Dizemos que uma matriz A é simétrica se AT = A. Equivalentemente,
A = [a;j] € simétrica se seus elementos simétricos em relagio a diagonal principal forem

iguais, isto €, se a;; = aj;, para cada ij.

Teorema 3.3.1 Se A é uma matriz real simétrica, entdo cada raiz t do polindomio carac-

teristico de A € real.

Demonstracao 3.3.1 Vamos mostrar o caso em que a matriz A é de ordem 2. Para isto,

a b
b ¢ |
Seque da definicio que

10 a b t—a b 9 9
PA(t):det(tlo 1]—[() c])zdelﬁ([ ; t—c]):t —(a+ o)t +ac—0b".

Agora note que o discriminante de Py(t) é dado por

considere a sequinte matriz simétrica

A:

A=[—(a+c)*—=4(ac—1*) =a®+ 2ac+ * — 4ac+ 4b* = (a — ¢)* + 40> > 0.

Portanto as raizes de Pa(t) = 0 sdo reais e dadas por
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k —k
t = (a—i—;)—l— ety = (a—i-;); onde k = \/(a — c)? + 4b2.

Teorema 3.3.2 Sejam A uma matriz real simétrica de ordem 2 e u e v autovetores de A

associados a autovalores distintos t; e to. Entdo u e v sao ortogonais, isto é, (u,v) = 0.

Demonstracao 3.3.2 Considere a sequinte matriz simétrica
a b
b oc|

Como os autovalores t1 e ty sio distintos, devemos ter (a — c)? + 4b* > 0. Sendo assim,

A:

temos trés possibilidade:

i)a#ceb#0 ii)a=ceb#0 iti) a #ceb=0.

(a+c)+k
2

No caso i) para t; = , temos

a b] [x]:(a—l—c)—i-k:

(a+c)+k

x]@{a:v%—by:(ﬁ;)%x {(a—c—k)x+2by:0

b c Y 2 Yy br +cy = 5y 2br +(c—a—kyy=0
Como
—c—k 20
det (a=c—k) = ac—a*—ak—c*+act+ck—ketka+k*—4b* = —2ac # 0,
2b (c—a—k)

temos que o sistema tem solucao nao nula dada por

Sendo assim o0s autovetores u associados ao autovalor t; sdo dados por

xT
u = |: 7((1707]6):): ] , X 7£ 0.

2b
—k . .
Para ty = %, temos que os autovetores v associados ao autovalor ty sao dados por

X
V= [ 7(afc+k)l, ] , X 7£ 0.

2b

Fazendo x = \ # 0, temos que

)\2

A a’> —2ac+ak + 2 —ck — ka+ ke — k?
—(a—c—k
(o) = [ A =eg=hy | [ —<a—c+k>A] =X+ 4p?

2b

a® —2ac+ c — (a* — 2ac + 2 + 4b2)>\2 VI —4b?

2 __ 2 2 __
e =N =0

=N+
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No caso ii), temos que a = c e b# 0, seque entdo que os autovetores distintos sao

dados por
x x
U= [ —(a—c—k) . } , T#0 v= [ —(a—ctk) . ] , ¢ #0.

% 2
Que também sao ortogonais.

No caso iii) temos que t; = a e ty = b, e neste caso os autovetores associados a

ty = a ety = b, respectivamente, sao dados por

uz{x] r#0 e vz{(’], y #0,
)

que claramente sdo ortogonais.

Concluimos entao que em qualquer um dos casos os autovetores serdo ortogonais.

Definigao 3.3.2 Uma matriz real P é ortogonal se PT = P~1, ou seja, se PPT = PTP =
I.

Definicao 3.3.3 Dizemos que um matriz real A € ortogonalmente diagonalizével, se existe

uma matriz ortogonal P tal que PT AP é diagonal.

Teorema 3.3.3 Uma matriz quadrada de ordem 2 é ortogonal se, e somente se, seus

vetores coluna formam uma base ortonormal.

Demonstragao 3.3.3 Seja P uma matriz ortogonal cujos vetores coluna sio u = (a,b) e
v =(cd).

Por definicao devemos ter PTP = I, sendo assim.

IR |

Seque da igualdade entre duas matrizes que

a b
c d

PTp =

v-u=v-v=1&|ul|=|v|| =1
u-v=v-u=0&ulwv

Fica assim demonstrado o resultado.

O resultado a seguir é uma consequéncia direta dos teoremas 3.2.2, 3.3.3 e 3.3.2.

Corolario 3.3.1 Se A é uma matriz real simétrica de ordem 2, entdo existe um matriz
ortogonal P, tal que PTAP ¢ diagonal. Ou seja, toda matriz real simétrica de ordem 2 é

ortogonalmente diagonalizavel.



28

4 |dentificacao das Conicas

4.1 Forma matricial da equacao quadratica

Vimos na se¢ao 1.2 que toda conica pode ser expressa por uma equagao cartesiana
do tipo
az® + 2bxy + cy* +dv +ey + f = 0. (4.1)

E nas secoes 1.3, 1.4 e 1.5, obtemos as equacoes reduzidas da parabola, da elipse e da
hipérbole. O objetivo deste capitulo é usar os resultados da Algebra Linear apresentados
anteriormente, para realizar uma mudanca de variavel na equacao 4.1 de modo que a

mesma seja equivalente a uma das equagoes reduzidas 1.6, 1.10 ou 1.15.

Observacao 4.1.1 A equacao 4.1 € idéntica a equacdo 1.2, apenas mudamos a notac¢do

dos coeficientes devido ao contexto.
Considere a seguinte equac¢ao matricial:
XTQX + KX +[f] =0. (4.2)

Onde Xz{er:[(Zi]’K:[de}’ [ F]=

Observe que

XTQX + KX +[fl=0& |z y] [“ b]

{ax—i—by bx—kcy} +{dx+ey}+{f}:O(:)[ax2+bxy+bxy+cy2}

+{dw—|—ey]—l—[f]:O(:)aa:2+2bxy~l—cy2+d:)s+ey+f:O.

Portanto, a equacao 4.2 é equivalente a equacao 4.1.
Definicao 4.1.1 A expressio XTQX na equacio 4.2 é chamada forma quadrdtica e Q ¢é
a matriz associada a essa forma quadrdtica.

4.2 Mudanca de coordenadas

Na secao 2.3 vimos que toda matriz determina uma transformacao linear, em

especial, as matrizes quadradas de ordem n com entradas em um corpo K, podem ser
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vistas como um operador linear do espaco vetorial K". Desta forma, podemos considerar
o operador linear dado pela matriz (), definida anteriormente, como um operador linear
do espaco vetorial R2.

Segue do corolario 3.3.1 que existe uma matriz P que diagonaliza () ortogonalmente. Pelo
teorema 3.3.3 sabemos que os vetores colunas da matriz P sao os autovetores normalizados
de @) associados aos autovalores distintos t; e t5 de ). De acordo com o teorema 3.2.2

sabemos também que a diagonal da matriz PTQP é formada pelos autovalores t; e t,, isto

0 } | (4.3)

0 to

€,
Pll P12
P21 P22

. PQp=

Onde (Py1, Po1) € (Pia, Pa2) sao os autovetores normalizados de Q.

Assim como no caso da matriz (), podemos olhar para a matriz P como um operador
linear no espaco veotrial R2.

Considere a base candnica E = {ej,es} = {(1,0),(0,1)} e a base ortogonal S =
{(Py1, Py1), (Pia, Py)} do espaco vetorial R?. Neste caso, a matriz de mudanga de base da
base S para a base E ¢é a prépria matriz P.

Pelo teorema 2.5.2, temos que as coordenadas z e y, em relagao a base F, estao relacionadas

com as coordenadas 2’ e 3/ em relacao a base S, da seguinte maneira:

v ] . (4.4)

y/

Pll P12

X=PX' & |"|=
P21 P22

Y

Substituindo X por PX’ na equacao 4.2, obtemos
(PX)'Q(PX')+ K(PX)+[f]=0& XT(PTQP)X'+ (KP)X' +[f]=0. (4.5)
Usando a relagao 4.3, temos que
tl O ZL‘I
E
0 t Y

Efetuando os produtos, obtemos

/

x,]+[f]:0.

Y

Pll P12
P21 P22

tld e]

tia”® + oy + (dPyy + ePn)2’ + (dPi2 + ePo)y + f = 0.

Fazendo d' = (dPj1 + ePs1) e ¢ = (dP1s + ePy), temos uma nova equacao para a conica

dada pela equagao 4.1.
ta? 4ty +dz + ey + f=0. (4.6)

A equagao 4.6 representa a cOnica no sistema de eixos ortogonais determinados pelos
vetores (Pi1, Py1) e (Pja, Pa2). Observe que na equagao 4.6 o coeficiente do termo z'y’ é
igual a zero. Segue da proposicao 1.2.1 que neste caso a diretriz da conica ¢ paralela ao

eixo x’ ou ao eixo y'.
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4.3 Translacdo de eixos

Na secao anterior partimos da equagao 4.1 e obtemos a equagao 4.6, que representa
a mesma coOnica no sistema de eixos x’ e . Vejamos agora como proceder para obter uma
equagao reduzida a partir da equacao 4.6.

Vamos supor inicialmente que t; # 0 e t5 # 0. Observe que neste caso

12 e/2 d/2 612

d 2
¢ 12 ¢ /2 ' I 0 ¢ 12 ' tor) 11
127 + 12y +dx +ey + =00 +dx +7t1+ 2yt ey +7t2_7t1+74t2_7

ot (o + Lo ) 4 R i :d—/z+e—/2—f<:>t o+ L 2
! t 4,2 2 t 4152 4t ' 4ty ! 2,

d\’ e \?
2 x4+ — Yy + —
6/ t2dl2 + t1€/2 — 4t1t2f ( 2t1> ( 2t2>
oy + 5| = & + = 1.
’ (y ) 4t 1ty m n

2ty

Onde
- tgda + t1€/2 — 4t1t2f - thQ + t16/2 — 4t1t2f

y n
412ty At ty*

Nao estamos considerando o caso em que m =n = 0.

Considere a seguinte mudanca de variavel conhecida como translacao de eixos:

2= — i,
2,
€

y/ =
2t

Realizando a mudancga de variavel na equacao anterior, obtemos a seguinte equacao:

12 12 12 12

RARE A DI S a—) (4.7)

m n A/ \/ﬁ
Neste caso a conica serda uma elipse ou uma hipérbole a depender do valor de m e n.

No caso em que m = n = 0, temos que

d' 2 7\ 2
t1 <I/ + 2t> + 19 (y' + 2€t> =0« t1$”2 + tgy”2 =0. (48)
1 2

E neste caso a coOnica serda um ponto ou um par de retas.
Vamos agora analisar o caso em que um dos autovalores ¢, t5 ¢ nulo.

Suponha t; # 0 e t; = 0, sendo assim a equagao 4.6 se reduz a equagao

12 ’ 7 1! / d ? de i
" +dr +ey +f=0t|(v'+—| =——€y —f.
2t 4t

Caso €’ # 0, temos que

d 2 e d? f
¢ 12 d/ / 10 — 0 / i __= r 4 I
o +dx +ey + f (:c +2t1> 0 (y 4e’t1+e’>
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Considere a seguinte mudanca de varidvel conhecida com translagao de eixos:

=g — i/
275/]2
y:¢+£%_£
6/
Realizando a mudanca de variavel na equac¢ao anterior e fazendo 4p = e obtemos a
seguinte equacao:
" = 4py”. (4.9)

Neste caso a cOnica é uma parabola cuja a diretriz é paralela ao eixo z”.

Caso ¢ = 0, temos que a equacgao 4.6 se reduz a equagao

7\ 2 d/g d/2 — At
hﬁ+dd+f=m@hewjh>=4h—f®$”=4ﬁLﬁ (4.10)

E neste caso a conica é uma reta. No caso em que t; = 0 e t5 # 0 temos que a equagao 4.6

¢é equivalente a equacao

y"? = dpa”. (4.11)
Onde
y/ _ y// . i/ ,
2ty gp= -2
e [ t
l’/ — l’” + 4 2
dd'ts  d'

Neste caso a conica é uma parabola cuja a diretriz é paralela ao eixo y”.

Caso d = 0 a conica é uma reta dada por

y//2 6/2 - 4t2f'

- (4.12)

Concluimos entao que em qualquer um dos casos ¢ possivel realizar uma translacao

de eixos de modo que a equacgao 4.6 seja equivalente a uma equagao reduzida.

4.4 ldentificacao
Vejamos agora alguns exemplos.
Exemplo 4.4.1 Considere a sequinte equagdo quadrdtica
322 — 4V/3zy — y? + 20y = 25. (4.13)

Neste caso a matriz associada a forma quadrdtica é

3 —2V3
©= [—2¢§ 1 ]'
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De acordo a secao 3.1 os autovalores t1 e ty podem ser encontrados calculando as raizes do

polinomio caracteristico, que neste caso é dado por
(t—3)-(t+1)—(—2V3)? =122t —15=> t, = —3, t,=05.
Para t; = —3, temos
—2 x x T —2 = —3x
B R A e g
Para ty = 5, temos

3 —2v/3 T 5 T - 3x—2\/§y:5x IR ——ﬁm
-2v3 -1 y| | —2V/3z —y =5y I

Portanto os autovetores s e r associados respectivamente a ti e ty, sao dados por

T T
S = s r =
3z —ﬁx

3

Para x =1, temos que os autovetores normalizados associados respectivamente a ti e ty

540
1 V3
_ | 2 _ | 2
u=\| g5 | v= 0|
2 2
Seque do coroldrio 3.53.1, que a matriz P que diagonaliza () ortogonalmente é
1 V3
_ | 2 2
P = i1
2 2

Sendo assim a equacao 4.13 é equivalente a equacao

SR MR P

_1
2
2 2 5V3 ’ 2
—32"2 4+ 5% + 10v32' — 10y — 25 =0 < —3 x'—T +5(y —1)2=5.
Considere a sequinte mudanca de varidvel:
o=z + %
y/ — ,y// + 1

Realizando a mudanca de varidvel na equacao anterior, obtemos a sequinte equacdo:

12 y//2
_3$//2 + 5y//2 = ——— 4+ 2 =1. (414)

(Vi) "

Neste caso a conica pu € uma hipérbole cuja a diretriz € paralela ao eizo x”. Como repre-

sentado na figura 4.
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Figura 4 — Hipérbole p : 32% — 4v/3zy — y? + 20y = 25.

Exemplo 4.4.2 Considere a sequinte equagdo quadrdtica
2 — 6zy — Ty* + 10z + 2y +9 = 0. (4.15)
Temos que a matriz associada a forma quadrdtica €
o [ 1 -3 ] |
-3 =7
E neste caso polinomio caracteristico é dado por

(t—1)-(t+7) = (=3 =" +6t—1T= t; =8, t,=2.

Para t; = —8, temos

1 =3 —y=-8
v = -8 . = Ty v = r=ux y=3.
-3 -7 Y Y —3xr — Ty = —8y

Para ty = 2, temos

1 -3 T T rT—y =20 1
=2 & = r=x, Yy=—=21.
-3 =7 Y Y —3x — Ty =2y 3

Portanto os autovetores s e r associados respectivamente a ti e ty, sao dados por
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Para x =1, temos que os autovetores normalizados associados respectivamente a ty e ty

V10 3v/10
= 10 v — 10
3v10 |7 _Vio |
10 10

ortogonalmente é

5G0
Seque entao que a matriz P que diagonaliza ()
V10 3V10 ]
P = 10 10
3V10 =10 |
10 10
Sendo assim a equacao 4.15 é equivalente a equacao
8 0 2 V10 3V10 /
z +110 2 w010 +19|=0%
| ][02”9' | [?’Y?ﬁ)ﬁ g )L
2 2
14+/10 V10 710

8v10
—82" + 2y + z' +
5 5
Considere a sequinte mudanca de varidvel:
=z + \/1%)0
PN 7V/10
Y=Y — "1
Realizando a mudanga de variavel na equacao anterior, obtemos a sequinte equag¢do:
—82" + 2y =0 82" = 2? & y = H4u. (4.16)
Neste caso a conica ju é um par de retas. Como representado na figura 5.
H /
n 7 /
X ! 5] ' ',I
] X'
I 1
1 1
N 44 H
1 1
1 1
I 1
I 1
H 31 /
1 1
) 1
. / /
~~“~ ! 2- I’ “
el Tt Il ;
~ ~ n
Tl TR /O +
PRI 11
~<_ I\ ~o
Trady TS~ u
I NG. Sso
! ~~~N ~~
/ S~ S
T -~
5 4 -3 -2 -0 1.77~2 3 4 5 6
'I ;| Y, .ol el
1 N R T P "
N 71 RIS y
! l’ Tl Tt
/ 1 ,~‘~~~ ~~~~~
II - y e

Figura 5 — Par de retas p : 22 — 6zy — Ty* + 102 + 2y + 9 = 0.
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Exemplo 4.4.3 Considere a sequinte equagdo quadrdtica
2 +ay+1y° =3 (4.17)

Temos que a matriz associada a forma quadrdtica é

o1t

E neste caso polinomio caracteristico é dado por
12 3 3 1

t—1)-(t—1)—= =2 -2+ "= t; =, ty=_.
(t=1)-(t=1)— tim =, b=

N—= =
= N

Para t, = %, temos

Para ty =

1 T 1|z x+%y=%x
) == AN , = T=x, y=—u
5 y 21y s+ 1y =3y

Portanto os autovetores s e r associados respectivamente a t, e ty, sdo dados por

[ (2]

Para x = 1, temos que os autovetores normalizados associados respectivamente a ti e ty

L L
V2 V2

Seque entao que a matriz P que diagonaliza () ortogonalmente é

sSao

4L
p=| v V2 l
ViVl

Sendo assim a equacao 4.17 é equivalente a equagdo

5 %[
ool |2
V2 V2 Yy

3 1 12 12
71_/2_‘_73/2:3@ T 4 Y _1

202 V2" (Vo)

Neste caso a conica p é uma elipse cuja a diretriz é paralela ao eizo x’. Como representado

&\
QQ\
| —|

O vlw
= O
| I |
1
<8,

na figura 6.
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Figura 6 — Elipse i : 2% + zy + y? = 3.

Exemplo 4.4.4 Considere a sequinte equagdo quadrdtica
224+ 2zy 4+ —224+2y+3=0. (4.18)
Temos que a matriz associada a forma quadrdtica é
o0 [ 11 ] |
11
E neste caso polinomio caracteristico é dado por
t—1)-(t—1)—1>=t*-2t= t;, =2, t,=0.

Para t; = 2, temos

11 x T r+y=2v
=2 & = TrT=x, Y=2I.
11 Y Y T+y=2y

Para ty =0, temos

1 1 x T r+y=0
=0 & > r=x, y=—x.
11 Y Y r+y=0

Portanto os autovetores s e r associados respectivamente a ty e ty, sao dados por

[ L]
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Para x =1, temos que os autovetores normalizados associados respectivamente a ty e ty

<[] (3]

Seque entao que a matriz P que diagonaliza () ortogonalmente é

sao

S-Sl

I
p=| v V20
2 T

Sendo assim a equacao 4.18 é equivalente a equacao

2 0 x! % % x’
a7 nlg 31

2 3\/5
272 — 0y = -3 =y _2VE

Considere a sequinte mudanga de varidvel:

:LJ — :U//
r_on 32
y =y + 4
Realizando a mudanca de variavel na equacao anterior, obtemos a sequinte equacdao:

13/2

=y ==V, 4.19
N Yy (4.19)

Neste caso a conica i € uma pardbola cuja a diretriz é paralela ao eizo x'. Como representado

na figura 6.

Figura 7 — Pardbola p : 2° + 2zy + y* — 22 + 2y + 3 = 0.
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5 Conclusao

O levantamento bibliografico feito para a elaboracao e escrita deste trabalho,
permitiu observar que durante este periodo de mais de dois mil anos de estudos foram
feitas varias descobertas sobre as se¢oes conicas e suas propriedades. Trabalhos importantes
como o de Apoldnio, Pierre de Fermat, Germinal Pierre Dandelin e outros tém destaque

pelo rigor e aprofundamento teorico.

Um outro aspecto observado durante as leituras, foi a importancia da aplicagao de
secoes conicas nos estudos de Kepler sobre movimentos celestes, 6éptica e na construcao
de espelhos parabdlicos. Destaca-se também aplicacoes nos estudos de Galileu sobre
movimento vertical e na lei da gravitagao de Isaac Newton. Devido as propriedades da
elipse, da hipérbole e da parabola atualmente existem varias aplicacoes para as mesmas.
Como exemplos temos a construcao de superficies refletoras e o sistema LORAN de

localizacdo em navegacao.

O presente trabalho ndo trata de algo desconhecido, boa parte dos livros de Algebra
Linear apresentam uma discussao sobre a identificacao de conicas. No entanto, procuramos
detalhar alguns aspectos e fazer uma breve relacao entre a definicdo geométrica e a defini¢ao
em termos de coordenadas cartesianas das se¢oes conicas. Acreditamos que o trabalho é

de facil leitura e serve de apoio para um estudo introdutoério sobre as conicas.

Ao estudar os conceitos da Algebra Linear e da Geometria Analitica foi possivel
perceber a potencialidade da aplicagdo dos mesmos no estudo de alguns topicos da
Matematica e de areas afins. Esperamos que este trabalho sirva como um convite para
o estudo da Algebra Linear e das sec¢oes cOnicas, e que ao fazer isto o leitor se depare
com questoes tao interessantes quanto aquelas que este trabalho proporcionou durante

sua elaboracao.



39

Referencias

BOYER, C. B.; PEREZ, M. M. Historia de la matemdtica. [S.1.]: Alianza, 1986. Citado
na pagina 8.

CINTRA, C. d. O. Classificagio das Conicas. [S.1.]: Fundacao Antonio dos Santos
Abranches - FASA, 1985. Citado na pagina 22.

COELHO, F. U.; LOURENCO, M. L. Curso de Algebra Linear, Um Vol. 34. [S.1]: Edusp,
2001. Citado na pagina 22.

LIMA, E. L. Algebra linear, 2a. edicao. IMPA, Rio de Janeiro, 1996. Citado na pagina
22.

LIPSCHUTYZ, S.; LIPSON, M. Algebra Linear: Cole¢ao Schaum. [S.1.]: Bookman Editora,
2009. Citado 2 vezes nas paginas 20 e 22.

MOL, R. S. Introducao a histéria da matematica. Belo Horizonte: CAED-UFMG, 2013.
Citado na pagina 8.

ROQUE, T.; CARVALHO, J. B. P. de. Tépicos de historia da matemdtica. [S.1.]: Sociedade
Brasileira de Matematica, 2012. Citado na pagina 8.

SATO, J. As conicas e suas aplicagoes. Retas tangentes a uma conica. artigo Uberlandia:
UFU, 2005. Citado 3 vezes nas paginas 8, 9 e 10.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Cônicas
	Definição e Propriedades
	Equação geral das cônicas
	Equação reduzida da parábola
	Equação reduzida da elipse
	Equação reduzida da hipérbole

	Transformações Lineares e Matrizes
	Coordenadas
	Tranformações Lineares
	Matrizes como tranformações lineares
	Representação matricial de um operador linear
	Mudança de base

	Diagonalização: Autovalores e Autovetores
	O Polinômio Característico
	Matrizes semelhantes
	Diagonalização de matrizes reais simétricas

	Identificação das Cônicas
	Forma matricial da equação quadrática
	Mudança de coordenadas
	Translação de eixos 
	Identificação

	Conclusão
	Referências

