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Resumo

Neste trabalho é apresentado primeiramente um contexto histérico sobre as
integrais, como se deu a construcao da resolucdo da integral definida inspirada
na soma de Riemann, é abordado também um pouco sobre interpolacio
polinomial, um contetido base para o principal objetivo do trabalho, que é a
utilizacdo de métodos numéricos na resolucdo de integrais definidas de funcées
que nao possuem primitiva, ou seja, que sao dificeis de resolverem
analiticamente. Muitas vezes essas integrais sdo obtidas em experimentos, dessa
forma veremos algumas aplicacées onde para resolve-las precisaremos dos

métodos numéricos, como a Regra do Trapézio, Regra 1/3 de Simpson e a

Quadratura Gaussiana, todos os algoritmos feitos em FORTRAN. Também é feita
uma simples comparacao dos métodos em questao de eficiente e velocidade nas

resolugao de integrais.

Palavras chaves: Integrais Definidas. Métodos Numéricos. Regra do

Trapézio. Regra de 1/, de Simpson. Quadratura Gaussiana.
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Introducao

O calculo integral sem duvida é uma das ferramentas mais poderosas da
matematica, e ele esta intimamente ligado ao calculo diferencial, com seu
surgimento nos primoérdios do desenvolvimento da matematica. Uma das
primeiras aparigoes do conceito de integral foi através do método de exaustao
criado na Grécia Antiga, desenvolvido por Arquimedes (287 — 212 a.C.) e outros

matematicos da época. Segundo Boyer sobre o Método de exaustao.

Desenvolveu também o método de exaustio, creditado a Eudoxo, pelo qual
se aproxima a quantidade desejada pelas somas parciais de uma série ou
pelos termos de uma sequéncia. Obteve aproximacgdes da area de um
circulo comparando-a com as Aareas de poligonos regulares inscritos e

circunscritos. (Boyer, 1995).

A motivacao pelo tema surgiu com o interesse de analisar os métodos de
Integracdo numérica, para integrais definidas de func¢des continuas em que o
resultado, ou nao é possivel ou extremamente dificil de se obter por meios
analiticos, ao passo que com métodos numéricos é possivel estimar esses
resultados. A proposta do tema foi sugerida pelo orientador, cuja ideia é analisar

estes métodos e suas aplicagées em outras areas.

Como objetivo principal, neste trabalho, esta o desenvolvimento de
algoritmos para a resolucao de problemas de alguns campos de estudos, que
podem ser resolvidos através dos métodos de integracdo numérica, mas antes

disto, é necessario abordar alguns topicos sobre esses métodos.

O trabalho foi organizado em quatro capitulos. O primeiro capitulo
descreve a origem das integrais e o impasse na resolucao de algumas integrais
que nao podem ser resolvidas analiticamente. O segundo capitulo descreve a
Interpolacao numérica, pois é um conteido base para a integracao numérica, onde
utilizaremos os Polinomios de Lagrange. O terceiro capitulo traz a integracao

numérica, com as féormulas de Newton-Cotes, Regra do trapézio, Regra 1/3 de
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Simpson e a Quadratura Gaussiana, com seus respectivos algoritmos. O capitulo
quatro contara com algumas aplicagées que utilizam a integracdo numérica,
mostrando sua grande importancia. Por fim, as consideracées finais com algumas

ponderagoes.




Capitulo 1

Aspectos Historicos

Abordando um pouco sobre a historia do calculo diferencial e integral, nos
deparamos com muitos matematicos, cada um deles com sua parcela de
contribuicdo para essa ferramenta bastante utilizada atualmente. Provavelmente
uma das melhores e mais completas técnicas desde a era de ouro da Geometria
Grega, fol com o matematico grego Arquimedes, no século III a.C, onde ele
conseguiu calcular a area sob curvas no plano e o volume de alguns sélidos pelo
método da exaustao, também chamado de Principio de Eudoxo Arquimedes, que
consiste em utilizar areas e volumes conhecidos, como, retangulos, discos, cubos,
entre outros, inscrevendo dentro dela uma sequéncia dessas figuras ou soélidos,

de forma que a soma dessas areas convergem para o valor da area desejada.
Segundo Boyer:

Para achar areas e volumes, o versatil Arquimedes usou sua proépria
versao primitiva do calculo integral, que, de alguma maneira, é muito
semelhante, quanto ao espirito, ao calculo atual. Numa carta a
Eratéstenes, Arquimedes expos seu “método da alavanca” para descobrir
férmulas de areas e volumes. Mas, quando publicava provas para essas

férmulas, ele utilizava o método de exaustdo para se ajustar aos padrdes

de rigor da época. (Boyer, 1995).

O método Principio de Eudoxo é o alicerce de um dos procedimentos
essenciais do calculo infinitesimal, mas enquanto no calculo atual se pode
calcular a soma de um numero infinito de parcelas, na época antiga, os
matematicos e sabios nunca avaliaram essa hipétese, dessa forma o método da
exaustao nio pode ser considerado como um conceito de limite, pois eles nao
possuiam a ideia de infinito, mas ele teve uma grande contribuicdo para que a

ideia de infinito fosse concretizada futuramente.

Um dos exemplos mais conhecidos do método da exaustao é o calculo da area
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de um circulo de raio r.

A ideia de Arquimedes era aproximar a area de um circulo de raio r

utilizando poligonos regulares inscritos no circulo. Dessa forma teremos que

a
soma das areas dos poligonos tendem para o valor “P” da area do circulo.

Figura 0.0
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Fonte: Elaborado pelo Autor

Tome a primeira aproximacgido de P com um poligono regular de 4 lados
inscrito no circulo.

Figura 0.1

Seja P, a area do quadrado inscrito no circulo,

considere o triangulo isosceles de base AB, teremos sua
[¢]

) P, O0B+04
area como — =—

* sen(60), logo:

Pq

—%*rz*sen(90°) — P, =2%1?

Fonte: Elaborado pelo Autor

Figura 0.2

Do mesmo modo seja P, a area do poligono regular

com 8 lados inscrito no circulo, considere o triangulo
1sésceles de base AB,

ﬁ teremos sua Aarea como
P, O0B*0
- ° A Ez = * sen(8), logo:
P, 1 2 2 2
g7 T sen(45°) - P, = 2% x r* x sen(45°)

Fonte: Elaborado pelo Autor
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Figura 0.3

Do mesmo modo seja P; a area de do poligono

regular, com 16 lados, inscrito no circulo, considere o

triangulo isdésceles de base AB, teremos sua area

P; OB+*0A
como: o= * sen(6), sabendo que

1N

180°
sen (—) = sen(22.5°), teremos:
Fonte: Elaborado pelo Autor 8

P 1
1_36 = E * 72 % sen(22.5°) - P; = 23 %12« sen(22.5°)

Figura 0.4

Considerando agora um poligono regular

com 32 lados de area P, podemos concluir sobre o

1]

triangulo isésceles de base AB que sua area é dada

P, _ OB+0A
32 2

por: * sen(0), sabendo que

dh

sen (%20) = sen(11.25°), teremos:

Fonte: Elaborado pelo Autor

P. 1
3—; = E * 12 % sen(11.25°) -» P, = 2% % 12 x sen(11.25°)

Portanto se continuarmos com este mesmo processo de indugao, teremos a

seguinte sequéncia:

180°
P5=25*sen( )*rz

25

180°
P6=26*sen( 56 )*rz

180°
P7=27*sen( 57 )*rz

E assim sucessivamente, podemos concluir que a area do circulo P vai ser

o

dada pela seguinte expressao P = 2™ * sen (180 ) * 72, com n tendendo ao infinito.

2?’1
Usando as nossas ferramentas modernas do calculo vamos calcular o limite dessa
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expressao.

_ _ 180° _ 180° 27"
lim P = lim 2n*sen< )*r2= 11m(2”*sen( )*rz)*< )

n—-oo n -0 2n n-—o 21 27

180° 180° 180°
sen (Gr)ertsen () _ sen ()
lim - = lim (—————)* limr? = lim (————>) = r?
n —-oo 2 n n —-oo 2 n—-oo n -oo 2—n

Aplicando a adaptacdo da regra de L'Hospital para esse tipo de limite

teremos que

~ sen (132 ) . oS (13;,?) * 180° * (—27™) = log(2) _ 180°
A A (—27) *log(2) )= lim 180°  cos ()

. . 180°
lim 180° * lim cos( o ) = 180°*1 = 180°

n—-oo n—-oo
Portando lim,_,. P = 180° * 72, mas como 180° = , concluimos que P = mr?2.

A partir do Século XVII varios matematicos da época como, Pierre de
Fermat, René Descartes, Jonh Wallis, entre outros ja estavam aplicando os
resultados com expressoes que tendiam para o infinito, mas quando falamos de
calculo diferencial integral é quase impossivel ndo associar a sua criagao aos dois
matematicos Isaac Newton e Gottfried Leibniz. Com interesses parecidos,
Newton e Leibniz estavam estudando sobre os objetos que estdo em movimento,
mas cada um observou de uma forma diferente. Newton mais interessado na
velocidade que um objeto apresentava ao cair e Leibniz em diferencial, que para
ele significava a diferenca entre dois valores a e b muito préximos de um valor x
variavel, mesmo avaliando coisas distintas, eles chegaram ao mesmo resultado,
desse fato que surgiu as acusacgoes em que um tinha plagiado as ideias do outro.
Mas hoje sabemos que o calculo foi criado com a combinacdo de suas ideias e
resultados, um teorema que evidencia isso é o Teorema Fundamental do calculo,

que relaciona integracdo com derivacao.

Agora sabemos que Newton e Leibniz criaram as bases do Calculo, mas,
apenas com Riemann e Cauchy foi que o conceito de calculo integral foi bem
formado, com teoremas e resolugdes rigidas. Essa teoria foi denominada Integral
de Riemann. Por volta de 1854, apés Riemann realizar um estudo bem profundo

sobre a ela, e este nome também serve para diferenciar a Integral de Riemann de
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outros estudos de matematicos da época, como a Integral de Lebesgue. A forma
em que hoje é abordada a integral nos cursos de Calculo deve se muito a Riemann

e Cauchy.

“O método de Riemann consiste em produzir sucessdes refinando a
quantidade de retangulos de forma que, em alguns casos, pode-se descobrir uma

expressao cujo limite é possivel calcular” (GUIDORIZZI, 2008)

Para entender sobre a integral de Riemann precisamos falar um pouco sobre
a soma de Riemann, um método muito utilizado para calcular areas sob curvas,
que consiste em repartir um intervalo qualquer [a,b] em varios intervalos
menores, que sejam suficientemente pequenos para que a funcdo f(x) possa ser
considerada constante neste subintervalo, dessa forma teremos Otima
aproximacio da area sob o grafico de f(x) neste pequeno subintervalo, que
poderemos calcular a area aproximada deles por um retangulo, pois consideramos
f(x) constante, finalmente ao somar todas as areas desses subintervalos teremos
a area total aproximada como o valor desta soma.

Figura 1.0

b/

TS
Ve

> X

Fonte: Elaborado pelo Autor
Guidorizzi (2008) Defini a soma de Riemann da seguinte forma:

“Sejam f uma fungao definida em [a,b] e P uma parti¢ao tal que a = x, <
X1 < Xy <+ <x,=>b uma particdo de [a,b]. Para cada indice i (i =1,2,3,::-,n)

seja ¢; um numero em [x;_4, x;] escolhido arbitrariamente”
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Figura 1.0.1

Cl CZ Ci Cn
o } o e } —e i
a=Xo X1 X2 Xi-1 Xi X1 b=X

Fonte: Elaborado pelo Autor

Tome Ax; = x; — x;_;, pois bem, o nimero:

Zf(ci)Axi = f(c1)Axy + f(c)Axy + -+ f(cp)Axy

Denomina-se soma de Riemann de f, relativa a particdo P e aos nameros c;.

Figura 1.1
A
il
/ \,
»X

Fonte: Elaborado pelo Autor

Agora podemos definir a Integral de Riemann, que informalmente é o limite

da soma de Riemann em que Ax; — 0.

Figura 1.2
A

\ \

<

X e

Ax; = 0

Fonte: Elaborado pelo Autor

Guidorizzi (2008) define “Sejam f uma func¢ao em [a,b] e L um nimero real.
Dizemos que )i, f(c))Ax; tende a L, quando max Ax; — 0, onde max Ax;
representa a amplitude da particdo P, ou seja o maior dos nimeros Ax;, entado

escrevemos
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max Ax;

n
lim OZf(cl-)Axl- =1L
i=1

Se para todo € >0 dado, existir § >0 que s6 dependa de & mas nio

particular escolha dos c;, tal que

<&

i fle)Ax; — L

Para toda partigao P de [a, b], com max Ax; < 6.

Tal nimero L, que quando existe é Uinico, denomina-se integral de Riemann

de f em [a, b] e indica-se por f: f(x)dx. Entéao por definicéo,

b n
[ reoa= m > reeonx
a max Ax; —> 0 o

Se ff f(x)dx existe, entao diremos que f é integravel (Segundo Riemann) em

[a,b]. E comum referirmo-nos a f;f(x)dx como integral definida de f em [a, b].”

O calculo diferencial e integral possui uma vasta gama de aplicagoes, da
fisica moderna a economia neoclassica. Atualmente varias disciplinas utilizam o
calculo, e isso se deve aos muitos matematicos que desenvolveram esse estudo ao
longo dos tempos, e dessa forma hoje possuimos uma ferramenta poderosa na

resolucao de problemas.
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Capitulo 2

Interpolacao Numérica

2.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Em muitos casos vamos nos deparar com funcgoes que sdo muito complicadas
para se obter a integral definida num intervalo fechado [a,b], por conta da
dificuldade de obter sua primitiva, que é uma funcgao F(x) tal que F'(x) = f(x)
para todo x pertencente ao dominio de f, ou ainda uma situacdo em que temos
disponivel, apenas uma tabela correspondente aos valores de uma funcdo em
determinados pontos (por exemplo, a temperatura ao longo do tempo), mas nao
temos a expressio analitica dessa func¢do. Sabendo disso a interpolagdo fornece

um simples e bom modo de estimar a expressido analitica, para esses dois casos.

“A necessidade de obter um valor mediador que néo consta de uma tabela
ocorre comumente. Dados experimentais, tabelas estatisticas e de funcoes

complexas sao exemplos desta situacao.” (CAMPOS, 2010)

Interpolar uma fungao f(x) consiste em aproximar essa funcdo por
uma outra funcdo g(x), escolhida entre uma classe de funcées definida a
priori e que satisfaca algumas propriedades. A fun¢io g(x) é usada em

substituic¢do a funcdo f(x). RUGGIERO, 1996)

2.2. POLINOMIOS DE LAGRANGE

Neste capitulo veremos como aproximar uma funcéo f(x) usando um método
de interpolagao polinomial. Considere a fungdo f(x) que esta definida de x, ate

Xn, ou seja, em (n+ 1) pontos que sdo distintos em um certo intervalo [a,b],
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considere também y; = f(x;), dessa forma a interpolacdo consiste em encontrar

uma funcao polinomial g(x) tal que:

g(xo) = f(x0) = ¥o
g(x1) = f(x1) =y
g(x2) = f(x2) =y2

g(x3) = f(x3) =y3

g(xn-1) = f(Xn-1) = Yn-1
g(xn) = f(xp) = Y

Esta func¢do polinomial g(x) construida para aproximar a fungao f(x) é
denominada polindomio interpolador, que é de extrema importancia para a

interpolacao numérica, pois como diz Franco:

A aproximagao de fungbes por polinémios é uma das ideias mais
antigas da analise numérica, e ainda uma das mais usadas. E bastante
facil entender por que razao isso acontece. Os polinomios sdo facilmente
computaveis, suas derivadas e integrais sio novamente polinémios, suas
raizes podem ser encontradas com relativa facilidade, etc.’” (FRANCO

2006)

Joseph L. Lagrange, um dos primeiros matematicos a conseguir demonstrar
o Teorema do Valor Médio foi o criador do polinéomio de Lagrange que é uma boa
maneira de se resolver problemas de interpolacdo polinomial. A ideia dele foi

desenvolver um polinémio de grau n cujo grafico passa por n + 1 pontos dados.

17




Figura 2.0

X1 X X3 X4 Xs
Fonte: Elaborado pelo Autor

Vamos considerar, por exemplo, o caso com n =1, para isso admita as

seguintes funcoes:

X —Xq X —Xp
Lo(x) :m e L1(x) =m

Dessa forma o Polinomio de Lagrange linear que passa pelos pontos (X, Yo) e

(x1,y1) é dado por:

X—Xq X — X

P = LoGOSf (o) + Li(f (1) = o= f () + =5 f ()

0~ X1
Podemos notar que
Lo(x) =1, Lo(x1) =0, Li(xg) =0, Li(x) =1
Dessa forma teremos que
P(xg) = 1% f(xo) + 0% f(x1) = f(x0) = ¥o
PQx) =0 f(xo) +1# f(x1) = fx1) =»

Portando P(x) é o tiinico polinémio linear que passa pelos pontos (X0, Yo) e

(x1,¥1) e que interpola f nesses pontos, ou seja, tal que:

gxo) = f(x0) =yo e gx1) = f(X1) =y

Exemplo 2.0: Vamos determinar o polindomio interpolador de Lagrange que

18




passa pelos pontos (1,1) e (2,3).
Teremos entao que:

X —2 ! _x—l
T2 el =5

Lo(x) =

Portanto o polindémio P(x) sera:

xX—2 x—1
P(x) = Lo()f(x0) + L1 () f(x)) = —g~*1+—7—*3

Px)=—x+4+2+3x—3=2x—-1
O grafico de P(x) esta plotado na Figura 2.1

Figura 2.1

Fonte: Elaborado pelo Autor

Agora devemos generalizar o conceito de interpolacdo linear, pelo
interpolador de Lagrange, vamos entao considerar um polinomio P(x) de grau n,

que passe por n + 1 pontos como na figura 2.2.

Figura 2.2

A

f()

»X

Xo X1 X2 Xn

Fonte: Elaborado pelo Autor
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Teremos entdo a necessidade de construir uma funcdo L,,(x) para cada
k =0,1,2,3,...,n com uma certa propriedade, em que L, ,(x;) =0 quando i # k e
Ln;(xx) =1 quando i=k, para satisfazer a condicdo i# k — L,,(x;) =0 ¢é

necessario que o numerador de L, , (xx) contenha o termo:

(x = x0) (x — 1) (x — x2) - (X = A1) (X — Xpeyq) -+ (X — Xy)

E para satisfazer i =k — L,;(x;) =1, o denominador do quociente L, ;(x)

tem que ser igual ao termo calculado em x = x;, dessa forma teremos que:

(= 2x0)(x — 21) (X — x3) =+ (¢ = Xp—1) (X — Xpg1) = (0 — )
(e = x0) (e — 21) (X — x2) -+ (X — Xpe—1) (Xge — Xgeg1) =+ (e — Xp)

Ly (x) =

Este polinomio é chamado de enésimo polinomio de Lagrange. No teorema a

seguir iremos definir o polinémio L, ;(x).

Teorema 2.0: Se x(, x4, **,x, sdo n+ 1 nimeros distintos, e f é uma fungéo
cujos valores sao dados por esses numeros, entao existe um unico polinéomio P(x)

de grau no maximo n
f(x;) = P(xy), paracada k = 0,1,2,3,...,n

Esse polinomio é dado por:
PG = F )L () + -+ + F ) Lan () = D F)Lni(0)
k=0

Onde para cada k =0,1,2,3,...,n,

(x = x0) (x — 21) (x — x2) -+ (X — X 1) (X — Xpegq) - (X — Xp)

Ln () = (e = %0) (e — x9) (xge — x2) =+ (Xpe — K1) (Xpe — K1) =+ (X — X))
_ o (- x)
bl = 2 e =
i#k

Podemos escrever L, (x) por L,(x) quando ndo houver confusido quanto ao

seu grau.
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. 1

Exemplo 2.1 - a) considerando f(x) = — € 0s pontos xo = 1,x;, =15ex, =

2, vamos encontrar o polinomio interpolador de Lagrange de segundo grau para
esta funcao.

Num primeiro momento vamos determinar todos os coeficientes dos

polinémios Ly(x),L,(x) e L,(x), obteremos entao:

_x-15HE-2) .,
LO(x)_(l—l.S)(l—Z)_ 2x* —7x + 6
= DE=2 B
Li(x) = Q5-Ds_z W t1z-8
_x-DE-15
Ly(x) = 2-D@2Z-15) 2x“—5x+3

Temos também que f(x,) = f(1) =1, f(x,) = f(1.5) = %, flx) =f(2) Z%

Desta forma teremos o polinomio interpolador P(x)

PG = ) FEOLG0)
k=0

P() = 1% Lo() 45 # La() + 3 # Lo(®)

4 1
P(x) = (2x* — 7x + 6) +§(—4x2 + 12x — 8) +Z(2x2 —5x +3)

PO = 247 — Tx + 6 16x2+16x 32+X2 5x 3
X)=exm T X 9 3 92 47y

P()_13x2 35x+115
=8 T 12 T 36

b) Encontre uma aproximacéo para f(1.2) com o polinémio interpolador de

Lagrange.

13122 35x1.2 115 661
— = ~ (0.7344444

f(1.2) ~ P(12) = —3 12 36~ 900
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Figura 2.3

1

0.5

-0.5 0

0.5

Fonte: Elaborado pelo Autor

2.3. ERRO NA INTERPOLACAO

Ao observar a letra b do Exemplo 2.1 e a figura 2.3 percebemos que é preciso

encontrar um limitante para o erro envolvido nesta aproximacao de f(x) por P(x),

polinémio interpolador, para isso temos o seguinte teorema.

Agora vamos enunciar o Teorema de Rolle generalizado que sera utilizado

na demonstracao do teorema 2.1.

Teorema de Rolle generalizado: Suponha que f € C [a,b] seja n vezes

diferenciavel em (a, b).

Se f(x)=0emn+1 numeros distintos a <xy;<x; < <x,<b, entdo

existe um numero ¢ em (x,, x,,) e portanto em (a,b) com f™(c) = 0.

A demonstracao desse teorema esta fora do intuito desse trabalho, mas ele

pode ser encontrado no livro Analise Numérica (Burden, 2008).

Teorema 2.1: Suponha que x x1,:+,X, sejam numeros distintos no

intervalo [a,b] e que f € C"*1[a,b]. Entdo, para cada x em [a,b], existe um

numero o(x) (geralmente

desconhecido) entre min{xy, x;,*,x,}, € o

max{xg, X1, '+, X, } € consequentemente em (a, b), com

frD o) |

fG)—Px) =

(n+ 1)!

(x = x0)(x = x1) =+ (X — Xp)

Onde P(x) é o polinémio interpolador P(x) = X3_q f (xx) Ly i (x)
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Demonstracao: Se x = x;, para qualquer k =0,1,2,3,...,n, entdo teremos
que f(x;) = P(xx), e ao escolher o(x) pertencente a (a,b) vai fazer com que a

f(n+1)(o-(x)) . (x

(n+1)! — xo)(x — x7) -+ (x — x,,), se torne verdadeira.

equagao f(x) = P(x) +
Sex #x,V k=0,12,3,...,n, defina a fungao g(t) pertencente a [a, b] como

(& — x0)(t — x1) - (t — xp)
(x = x0) (x — x1) -+ (X = x)

- (t —x;)
-0 (x —x;)

Como f € C™[a,b] e P € C®[a,b], segue que g € C"*[a,b]. Para t = x,

g = f(&) = P@®) = [f(x) = P(x)]

g = f(©) —P@®) — [f(x) — P(x)]

teremos

xl)

90 = £ ) = PG = [£G) — P()] 1_[ S0 o 1) - POl »

g(x) =0

Além disso

X = x;)

96 = £() — P~ [F) — P | |55 =
i=0 ¢

f) =P = [f(x) =P(x)] =0

Portanto, como g € C"*'[a,b] e g(x) =0 nos m+ 2 numeros distintos
x, xo, xl, b xn.
Utilizando agora o Teorema de Rolle podemos garantir a existéncia de um

ntmero o € (a,b) em que g™V (g) = 0, entdo:

dn+1 -
0 = g () = FHD(g) — PO (g) — [F(x) — P(x)] it [ ((;_J;z)] (D

Como sabemos que P(x) é um polinémio de grau no maximo n, a (n+ 1) —

(t—x1)

é um
i= O(X x)

ésima derivada, P™*D, é identicamente nula. Além disso, [H

polinémio de grau (n + 1), entao temos que

ﬁ (= x) I l + (termos de menor grau em t)
i=0 (x - xl) l_[ O(x Xl)
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dn+ ﬁ t-x)| = @+
dentl |1 1 (x —x;) TR — xp)
=0 t=0
Agora podemos substituir os resultados encontrados na equagao (I), ficando

da seguinte forma

(n+1)!

0=fm(0) - 0—[f(x) — P(x)]

Finalmente isolando f(x) — P(x) teremos a formula do erro
n

£ (g)

O
i=0

(n+1)!
Essa formula é de grande importancia, pois como os polinébmios de Lagrange

f(x)—P(x) =

sao amplamente utilizados nos métodos numeéricos de integracio e diferenciacao,

ela tem grande serventia na obtencao dos limitantes dos erros desses métodos.

Exemplo 2.2: Utilizando a funcéo f(x) = xiz em [1,2] e os resultados obtidos

no exemplo 2.1, vamos determinar o erro maximo cometido nesta aproximacao.

. 14 1
Como por hipdtese f(x) = —» temos
flx)==2x73, f'(x)=6x"* f"(x)=-24x"

Como o polinomio de Lagrange é de grau dois, ou seja n = 2, obteremos a

seguinte formula para o erro

‘f —(;(X)) | (x = x0)(x —x)(x —x,)| = |—6(0(x))_5| |[(x — 1)(x — 1.5)(x — 2)|

Para a(x) € (1,2)
Vamos encontrar valor maximo de (o(x))™> no intervalo [1,2]
(e =D =1
Agora vamos determinar o valor maximo neste intervalo do valor absoluto

do polinémio.
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13

g(x)—(x—l)(x——)(x—z)—x —;x +7x—3

Vamos calcular a derivada de g(x) para obter os pontos criticos

13
g’ (x) = 3x2—9x +—

2
Os pontos criticos acontecem em
’ 3 1 ( I) \/§
= ——_—— e —
¥ =273 9 T3
o __ 3 + 1 ( II) \/§
—27553 9T T3

Assim teremos que o erro maximo é

! ("( ) (= 2~ 1) - 32 < 6(00) ) (= e = 18) — 2)
fur(;’!(x)) (x —x)(x —x)(x —x,) < 6 \3/; g ~ 0.2886751
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Capitulo 3

Integracao Numérica

Sabemos que para se conseguir uma solucdo para uma integral definida
b , e
fa f(x)dx devemos encontrar uma férmula g(x) para uma de suas primitivas, e

entéo calcular g(b) — g(a), tudo isso com base no teorema fundamental do calculo.
Mas existe certas fungées que sdo extremamente complicadas de se encontrar sua
primitiva, ou até mesmo nfdo existe uma primitiva em termos de funcgoes
elementares, ou entdo em casos de experimentos obtidos por analises, onde temos
somente dados e ndo uma funcido que expresse esses numeros. Dessa forma
precisaremos de métodos de aproximacao desses valores, obtidos por métodos
numéricos no calculo de integrais definidas, chamados de Integracao Numérica,
que serdo apresentados no decorrer deste capitulo.

Um bom exemplo de quando é preciso utilizar métodos numeéricos na
obtencao de resultados na integracdo se da quando queremos calcular a area de
uma superficie de revolucdo, Segundo Stewart (2013), “uma superficie de
revolucao é formada quando uma curva é girada em torno de uma reta. Essa
superficie é a fronteira lateral de um sélido de revolugao”.

Temos que a area S da superficie de revolucao é dada por

b
S =j 2mf (x) /1 + [f'(x)]* dx

Podemos perceber que dependendo da funcao f(x) essa area se torna dificil
de encontrar, pela impossibilidade de se obter uma primitiva.

A integracdo numérica é uma técnica de aproximacdo de uma integral
usando métodos numéricos. O calculo numérico de uma integral é as vezes
chamado de quadratura. Christoph W. Ueberhuber foi uns dos primeiros a usar o
nome quadratura para significar a area da computacdo numérica que serve para a

aproximacao de uma solugao de uma integral definida. Existe uma vasta gama de

26




métodos disponivels para integracdo numérica, umas das técnicas mais utilizadas,
também considerada mais completa sdo as formulas de Newton-Cotes, que
também sio conhecidas como férmulas de quadratura numérica.

Os métodos de quadratura abordados neste capitulo serdo baseados nos

polinomios interpoladores de Lagrange visto anteriormente no capitulo 2.

3.1. FORMULAS DE NEWTON-COTES

As formulas de Newton-Cotes sdo uma familia bem 1util e direta para os
métodos de Integracdo Numérica, e sdo classificadas em abertas e fechadas.
Burden (2008) define formulas fechadas de Newton-Cotes da seguinte

forma: “A formula fechada de Newton-Cotes de (n + 1) pontos usa nos x; = x, + ih,
parai=0,1,--,nem que x, =a,x, =beh = @. E denominada fechada porque a

extremidades do intervalo fechado [a, b] sdo incluidas como nds”. Como na figura

3.0
Figura 3.0

A

R(x)

f(x)

>
a=Xx, b=xn X

Fonte: Elaborado pelo Autor

A férmula assume a forma

n

[reac=y arco

i=0
Em que

n

a;: = fxn nwdx
B ig (i —xp)
Jj#i
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Ainda segundo Burden (2008), temos a definicdo das formulas abertas de

Newton-Cotes.
“As formulas abertas de Newton Cotes néo incluem as extremidades de [a, b]

, , . . b—a
como nos. Elas usam os nés x; = x, + ih, para cada i = 0,1,2,::-,n, em que h = ﬁ

e xo =a+ h. Isso implica que x, =b —h”, entdo definiremos os extremos por

X_1 =aex, =b—h,como na figura 3.1

Figura 3.1
A
vp"(x)
filx)
a=xi: X X b:xml’x

Fonte: Elaborado pelo Autor

Em uma férmula aberta, todos os nés usados na aproximacao estao contidos

no intervalo aberto (a,b). As férmulas se tornam:

b Xn+1 I
fede= | fedx = ) af(e)
a X-1 i=0
Em que novamente
n
a;: = " 1_[ x~ %) d
l Xo j=0 (xl - x])

ji

Neste trabalho sera wutilizada somente as formulas de Newton-Cotes

fechadas, devido a melhor maneira de interpretacéo e aplicacdo de sua férmula.
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311. REGRA DO TRAPEZIO

A regra do trapézio é um método muito utilizado para estimar a area abaixo
de uma curva. Sabemos que esta area é calculada através da integracdo, desse
modo a regra do trapézio fornece uma maneira de estimar integrais. Ela funciona
dividindo a area sob uma curva em varios trapézios, pois sabemos como calcular a
area de um trapézio. Devido a forma como os trapézios seguem a curva, eles dao
uma estimativa do valor da area muito melhor que os retangulos vistos
anteriormente, usados por Riemann.

Figura 3.2

A

f()

> X

a b

Fonte: Elaborado pelo Autor

A figura acima mostra a aproximacio pelo método dos trapézios da area sob

a curva da funcao f(x).
i .. , . : - b
Vejamos como definir a regra do trapézio na aproximacao de fa f(x)dx,
vamos considerar o intervalo [a,b], em que x, =a e x; =b, tome h=b—a,

utilizando o polinomio linear de Lagrange teremos:

X — X1 X —X
e f(xo) +
1

Py (x) = —f ()

Xo Xy — X

Assim pela a interpolacao de f(x),

X

b X1 — — 1
[rwar= | [E=ro + 5= r@ar+5 | Fotne-re-x) €

1
Xo — X1 X1~ %o
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Sabemos que no intervalo [xg,x;] a fungao (x —xy)(x —x;) nao altera de
sinal, pois x, e x; sdo raizes, entdo podemos utilizar o Teorema do Valor Médio
com peso para integrais: Se f(x) é uma funcao continua em [a, b] e a integral
de Riemann de g(x) existe em [a, b] e ndo se altera neste intervalo, entdo existe

um numero ¢ € (a, b) tal que:

b b
| g ax = 1@ [ gtrax

A demonstracdo desse teorema ¢é avancada e sera omitida, ele esta
demonstrado no livro de Advanced Calculus (Fulks, 1978).
Assim poderemos aplicar o teorema citado na parcela do erro, para nos

fornecer um nimero g € (a, b) tal que

1 X1 " X1
3 RECQIGEDCEENE o) [[NCEEDICEED

0

X1

f'@)[x°  x*(xo +x1)
3T 5 T XX

2 2

X1
= J (x? —x(xg + x1) + x9x1 ) =
X

0 Xo

_ £ (o) [(xi — x3) " (o — x1) (xg + x7)?
2 3 2

+ xox1 (X1 — xo)l

f"(0) [1
6

> (x03 — 3x3x; + 3x9x,% — xf)]

Se tomarmos x; = x, veremos que X, € x; sdo é raizes dessa equacgao e ela

pode ser reescrita como cubo perfeito, logo teremos:

IIO. 1
:fz( ) —g(xl—xo)3],mascom0xo=aex1:b
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f”(G)

O

f"(0) B
=7 b—-a)=-

Voltando para a equagao 3.0, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

[

X1 3
J Foax =L [ dx+x{(fizof (x =) e = 35 £)

0

o) + o )] dx — (@)

Resolvendo essas integrais pelo método da substituicao udu

b ( —x ) ( —x )2 X1 h3
f ) dx = f(xo) lx 1 l f(iclio X : B o
flxo) (1= )2 f(xl) (i —x%)* h®
:xl—oxo* 2 +x1—x0* 2 12f()
_ h3
=22 [ O) + Gl — 15 1(0)

Comoh=b—-aexy=aex; =b

b h h3
[ e dx =3+ 1) + FG)] = T3 @)

Esta é a regra dos trapézios simples, pois, como dito anteriormente aproxima

o valor de f: f(x) dx pela a area de um trapézio.

Exemplo 3.0: Calcular | 12 m dx pela regra do trapézio simples.
h=5-1=4
fl@)=JU+1) =2
f(b) =/(1+52) = V26

5
4
f VA +x?) dx = o [V2 + V26] ~ 13.0264662
1

Vale salientar que, como podemos observar o erro da regra do trapézio

contém uma derivada de segunda ordem f'/, assim ela acaba fornecendo um
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resultado exato para funcées cuja segunda derivada seja nula, assim concluimos
que para qualquer polindomio de grau menor ou igual a um a regra do trapézio é
exata.

Ainda podemos generalizar a ideia da regra do trapézio, basta escolher um
inteiro n para subdividir o intervalo [a,b], ficando com n subdivisdes, iremos
aplicar a cada subintervalo a regra do trapézio.

Segundo Burden (2008) “a extensdo da regra do trapézio é dada sem
demonstracido. Como a regra do trapézio requer somente um intervalo para cada
aplicacao, o inteiro n pode ser tanto impar quanto par”.

Teorema 3.1: Sejam f € C?[a,b],h= b;—a exj=a+jh para todo j=
0,1,2,---,n. Existe um u € (a,b) para qual a regra do trapézio composta para n

subintervalos pode ser escrita com seu termo de erro como:

b h n—-1 b _
f f(x) dx = = * f(a) +2 Zlf(xj) +f(b)| - ( 12a) « h2 = "' (L)
]:

a

Figura 3.3

A

f)

X

a b

Fonte: Elaborado pelo Autor

O grafico da figura 3.3 mostra que para cada subintervalo de [a,b] ocorre
uma aproximacdo da curva de f(x) por uma funcdo linear. Dessa forma
consideramos a area sob o grafico da funcao afim em cada particao, sendo a soma

de todas as areas desses trapézios calculada como aproximacido da area sob o
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grafico de f(x) em [a, b].

O Algoritmo 3.0 — Regra do Trapézio Composta

Entrada: Intervalo [a, b], Nimero de Subintervalos n

Passo 1:
Passo 2:
Passo 3:

Passo 4:

Facah=(b—a)/n

Facax =a+h

Facas=0

Parai=1,---,n—1, Execute os Passos 5 e 6

Passo 5: Facas=s+ (2 f(x))

Passo 6: Facax=x+nh

Passo 7:

Saida: t

t=2x(f(a) +f(b) +5)

Fonte: Elaborado pelo Autor

O resultado da Integral de f(x) sera o valor de t.

As variaveis a, b, s, x, t, h, sdo do tipo reais.

As variaveis i,n sao do tipo inteiras.

Vale salientar que no Algoritmo 3.0, se n = 1 a regra do trapézio passa a ser

simples.

Exemplo 3.1: Aplique o Algoritmo da regra do trapézio na integral

5 5
fO X2 dx, comn = 2,4,8,16,:-,128. Represente em uma tabela os valores obtidos e

0 respectivo erro.

Tabela 3.0
n Valor da Integral Erro
02 94,5824203 14,722849675
04 83,5147629 3,655192275
08 80,7708893 0,911318675
16 80,0871735 0,227602875
32 79,9164429 0,056872275
64 79,8737946 0,014223975
128 79,8631287 0,003558075

Fonte: Elaborado pelo Autor
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312 REGRA 1/; DE SIMPSON

A Regra 1/3 de Simpson é um método numérico que também é usado para

encontrar f; f(x)dx, aproximando o valor dessa integral definida de f(x), mas

diferentemente da regra do trapézio, Simpson usa polinomios quadraticos, ou seja,
arcos parabodlicos, que podem apresentar melhores aproximacoes em relacdo a

regra do trapézio.

Segundo Burden (2008) “a regra de Simpson resulta da integragao em [a, b]

do segundo polinomio de Lagrange com noés igualmente espacados x, =a, x, = b e

Xy =a+hemqueh= b;—a ”. Observe a figura 3.4.

Figura 3.4
N £

B(x)

> X

a=x X1 b=x,
Fonte: Elaborado pelo Autor

Sabendo disso precisamos somente dos trés pontos x,, x; e x, para deduzir a
féormula da regra de Simpson simples, assim poderemos calcular f: f(x)dx, pela
aproximac¢ao de um polinémio interpolador de Lagrange P,(x) que interpola f(x),

assim teremos que ff f(x)dx = f: P,(x)dx, onde P,(x) é da seguinte forma

(x —x1) (x—x2) . (x —x9) (x—x3) . (x —x9) (x —2xq)
(%0 — x1) (%9 — x2) " (x1 — x0) (%1 — x3) % (x2 — x9) (%2 — x1)

Py(x) = yo *

Onde y, = f(x0),¥1 = f(x1) ey, = f(x2).

34




Sabemos que a=x, e b=xy+ 2h, pois o intervalo [a,b] é igualmente

espacado, dessa forma teremos ff fx)dx =~ f;;o”th (x)dx
x0+2h
P,(x)dx =
X1
f""”hy ) (x —x1) (x—x7) y (x —x0) (x —x7) y (x —x) (x —x1) o
Xo 7 (2o — x1) (%9 — X) P — %) (1 — %) 27 (a — x0) (o — x1)

(x—xo) _ (x—x0)

(x1-x%0)  h

Considere z = e vamos reescrever o polinomio P,(x) com essa

nova variavel.

(x — (xo + h)) (x — (xo + Zh)) s (x — (xo + Zh)) N
—h —2h Y%z —h

. (x — x0) (x = (xo + h))
Y2* T on h

P = o (C2 1) (G2 s (E5 20 2) ¢

v s(C52 1)

P,(z) = yo*(—z+1)(_72+1)+y1*z(—z+2)+y2*%(z—l)

Py(z) = yo *

Como foi feita a mudanca de variavel para calcular a integral teremos que
alterar os limites da integracao.

z=@ Sdx =dzxh

x=x9—2z=0 e x=xyg+2h 5z=2
Entao

Xo+2h 2
f P,(x)dx = f P,(z)hdz
x 0

1
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Dessa forma teremos
2 2 _ 5
j P,(z)hdz = j (yo x(—z+1) (7+ 1) +y,*xz(—z+2)+y, *E(Z_ 1)>hdz
0 0

Agora vamos encontrar a solucdo para esta integral

2 z z z2 z
JO (yo*(z—z—§+1)+y1*(—22+22)+y2*(?—E>)hdz=

z3 z?  Z? z3 2 22\
_____ _ 2 __
e (555 e (5 ) o (55,
8 8 8
helyo(g-2-1+2) +yi(-3+4)+2(-5-1)| -

e fo(3) +: )+ 3)] -

* [yo +4y1 + ¥zl

Entao temos que

b Xo+2h 2 h
[reod= [ mwar= | Phdz = Slvo+ 4+ 7]
a x 0

1

Mas ainda precisamos encontrar o erro apresentado nessa aproximacao que
. ~ . . x0+2h . ~
fizemos, vamos entdo considerar a que a integral fx f(x)dx possui solugido
0

analitica e que seja igual a F(xy, + 2h) — F(x,) e entdo vamos subtrair a solucéao
aproximada que encontramos - [yo + 4y, + y,] da solucéo analitica.

Como F(x, + 2h) é analitica podemos expandir em série de Taylor truncada
F'"(xo) 2R)?  F"'(x9) (2h)®  FV(x,) (2h)*
2! + 3! + 4! +
FV(xo) (2h)°
5!

Podemos também expandir em série de Taylor y,e y, truncada.

f" ()h? +f”’(xo)h3 +f”’(xo)h4

F(xo + 2h) = F(xy) + F'(xg)2h +

yi=f(xo + h) = f(xo) + f'(xo)h +

2! 3! 4!
1" 2 " 3 v 4
Vo f o+ 2) = FCrs) + F'(xs)2h 4 f (xg)!é}h i (xo;!(Zh) i (X(Z!(Zh)
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Entéo temos o erro dado por Er = F(xy + 2h) — F(x,) — S[YO + 4y, + y,]
Logo:
F'"(xo) (2R)?>  F"'(x9) (2h)*  FWV(x,) (2h)*

Er = F(xy) + F'(xg)2h + T + 3l + a0 +

F"(xo) (2h)°

h
— F(x) —§[YO + 4y, + sl

5!
Br = I (xp)2h + 0 @) O @R | Fix) ZR)
2! 3! 4
FY (x) (2h)°
(xO)S!( L _ 3 o + 4y1 +yal

Sabemos que a derivada da primitiva é a propria funcdo pelo Teorema

Fundamental do Calculo, assim teremos F'(x) = f(x).

f'(xo) (2h)? L) (2h)° L) 2h)* N

Er = f(xy)2h +

21 3] 41
7V (xo) (2h)°
05! =3[0+ 4y1 + 2]

Logo teremos
f'Go) 2h)* " (xo) (2R)° | " (x0) CRY* | f1V (%) (2R)°
2! + 3! + 41 + 5!

h " hZ nr h3 v h4
-5 |+ 4 (r + pn + TGP LG OO )

Er = f(xy)2h +

+ f'(x9)2h +

[ f @R Y ) (2
2! * 3! * 4!

Agrupando termo a termo essa expressdo do erro, obteremos a seguinte

equacao:

h 4h%? h
Er = [f(xo)Zh -3 * 6f(x0)] + [f’(xo)j -3 (4f"(xo)h + f’(xo)Zh)l +

h2
[f”(xo) o —<4f”(xo)— (o) 4—)]
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4 h 3
[f"'( Spea ——(4f"'< 0t ) ))]

Uy

lf”’( 0)

Podemos ver que o tnico termo que nao se anula é o que possui fV(x,),que é

o ultimo termo, dessa forma podemos escrever a equacio da seguinte forma:

5
=70 %) §<4f'V<xo> + 0 S|

32h5 20h5
_ fIV

Er = f1V(xo)

—h®
_ v
Er = 90 1 (x0)
O valor de x; pode ser substituido na férmula por o € (x,, x,). (Burden, 2008)

Entdo a regra de Simpson simples é dada por:

b h h5
| redx = FUrG) + 47 G + 6] - 55 17 )

Podemos observar que o termo do erro depende da quarta derivada de f,
dessa forma concluimos que teremos resultados exatos para qualquer integral de

polinéomio de grau menor ou igual a 4.

Exemplo 3.2: Calcular f:i—xx pela regra de Simpson simples

,_3-2_1
T2 2
fe) =15 =3

1 2
f(xl)_ 5/2_;
1 1
fo)=133=1

f3 dx 1/2 [1 + 42 + 1] 0.28769841
~ — % |— —+—=0.
,1+x 3 13777 4
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Ainda podemos generalizar a ideia da regra de Simpson, Segundo Burden

(2008) “Para generalizar esse procedimento para uma integral arbitraria
f; f(x)dx, escolha um inteiro n par. Subdivida o intervalo [a, b] em n subintervalos

e aplique a regra de Simpson em cada par consecutivo de subintervalos.”

Teorema 3.2: Sejam f € C*[a,b],npar,h = bn;a ex; =a+jh para todo

j=012,-,n. Existe um u € (a,b) para qual a regra de Simpson composta

para n subintervalos pode ser escrita com seu termo de erro como:

n_, n

b h < : b — a)h
[ reax= 3 f(a)+ZZf(x2j)+4Zf(x2j_1)+f(b) SO DR vy
J= ]:

Figura 3.5

A

f)

» X

a=x, X2 ij.z ij.l xzj b=xn
Fonte: Elaborado pelo Autor

O grafico da figura 3.5 mostra que para cada subintervalo de [a,b] ocorre
uma aproximacgao da curva de f(x) por uma fungao quadratica. Dessa forma
consideramos a area sob o grafico em cada particdo, sendo a soma de todas as

areas a aproximagao da area sob o grafico de f(x) em [a, b].
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O Algoritmo 3.1 - Regra de Simpson Composta

Entrada: Intervalo [a, b], Numero de Subintervalos n par

Passo 1: Facah=(b—a)/n

Passo 2: Faca t, = f(a) + f(b)

Passo 3: Facat; =0

Passo 4: Facat, =0

Passo 5: Parai=1,---,n—1, Execute os Passos6e 7

Passo 6: Facgax=a+ixh
Passo 7: Se i for par, faga t, = t, + f(x)
Se nao, faga t; = t; + f(x)
Passo 8: t=§*(t0+2*t2+4*t1)

Saida: t

Fonte: Elaborado pelo Autor
O resultado da Integral de f(x) sera o valor de t.
As variaveis a, b, x, t, ty, t4, t, h, sdo do tipo reais.
As variaveis i,n sao do tipo inteiras.
Vale salientar que no Algoritmo 3.1, se n = 2 a regra de Simpson passa a ser

simples.

Exemplo 3.2: Vamos aplicar o Algoritmo da regra de Simpson na integral

1 a2
fO e X dx, com n = 2,4,8,16,:--,128 e representar em uma tabela os valores

obtidos e o respectivo erro.

Tabela 3.1
n Valor da Integral Erro
02 0,74718046188354 3,56435776 * 10~*
04 0,74685543775558 3,14116478 * 107>
08 0,74682611227036 2,08616257 * 107°
16 0,74682426452637 2,38418579 * 1077
32 0,74682408571243 5,96046448 x 108
64 0,74682426452637 2,38418579 * 1077
128 0,74682420492172 1,78813934 * 10~

Fonte: Elaborado pelo Autor
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313 QUADRATURA DE GAUSS

Nas secoes anteriores vimos dois métodos de quadratura numérica, a regra

do trapézio e a regra de Simpson, que consistem em encontrar um valor

aproximado para uma integral definida f: f(x)dx. Obtemos, através da formula de

Newton-Cotes fechada, essa aproximacao f; f(x)dx = f; P,(x)dx + R,41, onde B, é

um polindomio de grau n que interpola a funcao f(x) nos pontos x; = a + ih, para

(b-a)

i=01,-,nem que xo=a, x, =beh = e R,,, é o resto desta integracao, e

pudemos notar também que essa aproximacgdo é exata quando f(x) for um

polinomio de grau menor ou igual a n, ou seja R,,,; = 0.

Todas as formulas de Newton-Cotes usam valores da fungdo em
pontos igualmente espacados. Essa restricio é conveniente quando as
formulas sdo combinadas para formar as regras compostas [...], mas isso

pode reduzir significativamente a precisdo da aproximacio. (Burden, 2008)

Na quadratura de Gauss vamos também aproximar f: f)dx = Yiocif (x),
mas os nos que utilizamos na integracao nao serao mais igualmente espacados no
intervalo [a, b] como nas férmulas de Newton-Cotes. Segundo Burden (2008), “A
quadratura de Gauss escolhe os pontos para calculo de uma forma 6tima, em vez
de igualmente espagados. O noés x;, x,, x3,°**, X, no intervalo [a, b] e coeficientes

€1, €3, C3,**,Cp, 80 escolhidos para minimizar o erro esperado na aproximagao.”

n

b
[feax=Y are
a i=0
Figura 3.6
Regra do Trapézio Quadratura de Gauss
XL X‘
f(x) f(x)
./\ v
> X ' : >
a=x b=Xx; a Xx; X b

Fonte: Elaborado pelo Autor
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Teremos que os nos x;, Xy, X3,'**, X, serao escolhidos arbitrariamente dentro
do intervalo [a,b] e os coeficientes ¢y, ¢, ¢3,:*,¢, s@o todos arbitrarios sem
restricdo. Entdo teremos que escolher 2n parametros, se os coeficientes do
polinémio forem classificados também como parametros, segundo Burden (2008)
“a classe de polinomios de grau no maximo 2n — 1 também contem 2n parametros.
Essa, entdo, é a maior classe de polinémios para qual [...] a férmula sera exata ”

Para obteng¢do dos melhores parametros na quadratura Gaussiana vamos
considerar o exemplo quando n = 2 e o intervalo [a, b] seja [—1,1].

Suponha que queremos determinar cy, ¢y, X; € x, de maneira que a formula de

integracao

| 1o dx = arte) + e

Fornecga o resultado exato sempre que f(x) seja um polinomio de grau menor
ouigual a2n —1 = 2(2) — 1 = 3, ou seja, quando
f(x) = ag + ayx + ax? + azx3

Assim teremos que

1
j (ag + a;x + azx? + azx®) dx = ¢, f(x1) + cof (x)
-1

1
f (ap + ayx + ayx? + azx3)dx = ¢;(ag + a;x; + ax? + azx3) +
-1
cy(ag + agx, + azxt + azx3)
@?-vy, (-1 Q1Y)

2 %2 3 3 4

ag(cy + €2) + ar(c1xy + c2x3) + ax(c1x% + ¢x35) + az(c1x5 + c,x3)

ao(l - (—1)) +a;

Podemos assim igualar os coeficientes da equacao.
( c1tc,=2
C1X1 +Cx, =0
I C1x2 + cyx2 = 3
kcle + x5 =0

Ao resolver esse sistema veremos que
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cg=1¢c,=2,x; =—3 ex, =

Entdo a formula de aproximacao é
1 3 3
f f(x)dle-f<—§>+1-f<g>
-1

Ela é exata para polinomios de grau menor ou igual a treés.
Polinomios de Legendre

Uma maneira mais facil de encontrar os parametros da quadratura de Gauss
é a utilizacdo dos polinomios de Legendre, Segundo Burden (2008) considere
“conjuntos de polindmios ortogonais, fungoes que tém a propriedade de que uma
integral definida particular do produto de quaisquer delas sera 0. O conjunto
relevante para o nosso problema ¢é o conjunto dos polinomios de Legendre.”

Esse conjunto é uma cole¢éo {P,(x), P;(x), Py(x),:+, B,(x), -} com as seguintes
propriedades:

1. Para cada n, B,(x) é um polindbmio monico (que possui coeficiente

dominante igual a 1) de grau n
2. f_ll P(x)B,(x)dx = 0 sempre que P(x) for de grau menor que n

Primeiros polinomios de Legendre

Py(x) =1, Pi(x) = x, P,(x) = x? —%

3 3
_.3_2 — A 2.2
P;(x) =x Sx, P,(x)=x 7x +35

As raizes dos polindmios de Legendre entdo contidas no intervalo (—1,1), e
possuem simetria em relacdo a origem, e elas sdo a solugdo para o problema de
determinar os parametros na quadratura gaussiana .

« 7 s . ,

Os nés x1,x,,%3,°*,X, necessarios para produzir uma férmula de
aproximacao integral que forneca resultados exatos para todo polinomio de grau
menor ou igual a 2n sao as raizes do polinomio de Legendre de grau n.” (Burden,

2008)
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Teorema 3.3: Suponha que x,x,,x3,-::,X, sejam as raizes do n-ésino

polinomio de Legendre B,(x) e que para todo i = 1,2,3,:-,n, 0s nimeros c¢; sejam

L[5

Se P(x) é qualquer polinomio de grau menor que 2n, entao

definidos por

n

f_lP(x) dx = Z ciP(x;)

i=1
Demonstracao: Considere primeiramente um polinomio P(x) com grau
menor que n e vamos reescrever P(x) como um (n— 1)-ésimo coeficientes
polinomiais de Lagrange com nés nas raizes do n-ésino polinomio de Legendre
B,(x). O termo de erro para essa representacdo inclui a n-ésima derivada de P(x).
Uma vez que P(x) tem grau menor que 2n, a n-ésima derivada de P(x) é 0 e sua

representacgdo é exata. Entao:

P(x) = Z PO)Li(x) = Z ﬂxl LP(x)

i=1 j=
j#i
e
[ |
1 O X — X |
fP(x)dxzf Zl—[ P(x;)|dx

1 “117=1 =1 Xi X

j#i

j=1 7 i=1

r
=t X — X;
=Z|f 1_[ deP(xi)ZZCiP(xi)
e i_ 1 Xi = Xj |
Entao
1
f P(x)dx = Z ciP(xy)
-1 i=1
O que prova a hipétese para polindmios com grau menor que n

Se dividirmos P(x), sendo um polinomio de grau de no minimo n, mas menor

que 2n, por um enésimo polinémio de Legendre B,(x), vamos obter Q(x) quociente
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da divisédo e R(x) o resto desta operagao, e todos eles com grau menor que n, entao

teremos

P(x) = Q(x)B(x) + R(x)
Observe que x; é uma raiz de P, (x) para todo i = 1,2,-+,n, temos que
Qx)P(x) =0
P(x;) = Q(x) B (x;) + R(xy)
P(x) = R(x;)

Sabendo das propriedades dos polinomios de Legendre, o grau de Q(x) é

menor que n, entao pela segunda propriedade teremos que

f QCOP(0)dx = 0
-1

Agora como R(x) é um polinomio de grau menor que n, pela primeira parte
da demonstracdo onde usamos um polindémio com grau menor que n, podemos

escrever

1 n

f_ R(x)dx = Z ciR(x;)

i=1

Podemos entdo juntar todos esses resultados e verificar que a féormula é

exata para o polinémio P(x):

n n

[ peoax= f_ll[Q(x)Pn(x) +RGINx = | 11R<x> dx =) GRG) = ) iP(x)

-1 i=1 i=1
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As constantes ¢; presentes na regra da quadratura gaussiana podem ser
encontradas a partir do Teorema 3.3, mas para facilitar a obtencao das constantes
as raizes dos polinomios de Legendre sdo tabuladas, na tabela 3.2 a seguir onde

sao apresentados alguns valores comn = 2,3,4e 5

Tabela 3.2

n Raizes r,; Coeficientes c,;

02 0,5773502692 1,0000000000
—0,5773502692 1,0000000000

03 0,7745966692 0,5555555556
0,0000000000 0,8888888889
—0,7745966692 0,5555555556

04 0,8611363116 0,3478548451
0,3399810436 0,6521451549
—0,3399810436 0,6521451549
—0,8611363116 0,3478548451

05 0,9061798459 0,2369268850
0,5384693101 0,4789286705
0,0000000000 0,5688888889
—0,5384693101 0,4789286705
—0,9061798459 0,2369268850

Fonte: BURDEN (2008)

Sabemos aplicar a quadratura de Gauss no intervalo [—1,1], para aplicarmos

em qualquer intervalos, basta realizar uma mudanca de variavel na integral,
Segundo Burden (2008) “Uma integral f; f(x)dx sobre um [a,b] arbitrario pode

ser transformada em uma integral sobre [—1,1] utilizando a mudanca de variavel.”

_2x—a—b

1
t= P— Hx—z[(b—a)t+a+b]

Isso permite que a quadratura gaussiana possa ser aplicada a todo intervalo

arbitrario [a, b], pois

b 1 /(h— b b—
Lf(x)dx:f_lf<( a)t2+( +a)>( Za)dt
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Exemplo 3.3: calcule pela quadratura de Gauss a integral
1
fO e* dx,comn=2

Primeiramente vamos realizar a mudanca de variavel, como

b G b b—
faf(x)dx:f_lfC a)t2+( +a)>( Za)dt

Teremos

Calculando esta integral com a quadratura gaussiana

[ reax= 1-f<—§> 1-f(§)

+
Q
N
Il

6 +4+e 6

V3
1 @) 1 ( “) <?“> 1[ =3  (3+3)
Ef e 2 dtzz e —le

-1

11 @+
EJ e 2z dt~ 1.7178963780075040 ...
-1

Atualmente os coeficientes da quadratura Gaussiana, ou seja os nos e os
pesos, ja se encontram, na maioria das vezes, tabulados nido sendo necessaria a
deducdo de cada um deles pela féormula do Teorema 3.3, além disso nos
computadores mais atuais, o usuario nao precisa nem ao menos conhecer nenhum
deles, pois ja estao inseridos no codigo base dos programas.

O Procedimento listado no algoritmo 3.2 a seguir faz a aproximacao de uma
integral definida no intervalo [a,b] utilizando a Quadratura Gaussiana com 3

raizes e 3 coeficientes.
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O Algoritmo 3.2 — Quadratura de Gauss - Legendre

Entrada: Intervalo [a, b], Namero de Subintervalos n

Passo 1: Faca x; = a

Passo 2: Facah=(b—a)/n

Passo 3: Paraj=2,---,n+ 1, Execute os Passos4e 5
Passo 4: Facak=j—1

Passo 5: Facax; =x; +h

Passo 6: Facac, = g (Coeficientes por Legendre)
Faca ¢, = g
Faga c; = g

Passo 7: Facar, = — \E (Raizes por Legendre)

Facar, =0

Facar; = \E

Passo 8: Facas =0

Passo 9: Parai=1,---,n, Execute os Passos 10, 11 e 12
Xi+1—Xi

Passo 10: Faga q; = .

Xit+1t+X;
2

Faga q, =
Passo 11: Facaz; =qq *11 + q>
Facaz, =q,*1, + q2
Facazz; = q, * 13+ q2
Passo 12: Faca pw = (T1 *f(z) +1axf(z2) + 13+ f(x3)) *S
Faca s =s +pw

Saida: s

Fonte: Elaborado pelo Autor
O resultado da Integral de f(x) sera o valor de s.
As variaveis a, x;, h, k, c;, 14, S, ¢, Ze, pw com t = 1,2,3 -+, n sao do tipo reais.

As variaveis j,i,n sao do tipo inteiras.
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Exemplo 3.2: Aplique o Algoritmo da quadratura Gaussiana com 3 raizes e

4 1
3 coeficientes na integral f_ 4 a2 dx , com 2,4,8,:--,64 subintervalos. Represente
na Tabela 3.3.
Tabela 3.3
Sub. Valor da Integral Erro
Intervalos
02 2,72143459320 0,0397992662
04 2,65138173103 0,0302535960
08 2,65138339996 0,0302519270
16 2,65163493156 0,0300003954
32 2,65163564682 0,0299996802
64 2,65163588524 0,0299994418

Fonte: Elaborado pelo Autor
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4.1.

Capitulo 4

Aplicacoes das Integrais Numeéricas

Nos capitulos anteriores conhecemos um pouco da histéria das integrais, os
métodos de aproximacido numérica e como implementa-los para resolver uma

integral definida num intervalo [a, b].

Nesse capitulo vamos apresentar duas aplicacoes da teoria de integracao,
que em muitos casos podem ocorrer integrais cujo resultado, ou nao é possivel ou
extremamente dificil de obter por meios analiticos. Dessa forma iremos
aproximar a solucao com métodos numéricos vistos no capitulo 3. Os algoritmos
usados nas resolucgoes das integrais deste capitulo se encontram como anexos, foi

utilizada a linguagem de programag¢ao FORTRAN na construgao de todos eles.

AREA DE UMA SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Uma area de superficie de revolucao, segundo Stewart (2013) “é formada
quando uma curva é girada em torno de uma reta. Essa superficie é a fronteira
lateral de um sélido de revolucao”.

Para exemplificar melhor, veja a figura 4.0, onde temos um cilindro de
altura h e raio r, a area de sua superficie é dado por A = 2nrh. Podemos obter
essa area imaginando um corte vertical em relacdo a base do cilindro e o

desenrolando. Teremos um lado igual a h e outro igual a 27r.

Figura 4.0

|
|

corte e I
| r
e

\ |
\ |
hl |
\ |
\ |

29r

Fonte: STEWART (2013)
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Figura 4.1

VA

(a) Superficie de revolucio (b) Faixa de aproximagao

Fonte: STEWART (2013)

Considerando a superficie da Figura 4.1, obtida pela rotacdo da curva de
f(x), teremos a definigao de area de superficie segundo Stewart:

Se f é positiva e tem derivada continua. Para definirmos sua area
de superficie, dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos com as
extremidades xg, xq, X5, **, X, € largura igual a Ax, [...]. Se y; = f(x;), entao
o ponto P;(x;,y;) esta sobre a curva. A parte da superficie entre x;_; e x; é

aproximada ao tomar o segmento da reta P;,_;P; e gira-lo em torno do eixo
x. O resultado é uma faixa com geratriz [ = |P;_1P;| =1+ [f'(x;)]? xAx e
raio médio r = %(yi_l + y;) ; logo a area S de superficie é dado pela férmula

abaixo (Stewart 2013)

b
S =j 2nf (x)/1+ [f'(x)]? dx

Vajamos agora um exemplo da utilizacdo dessa formula.

Exemplo 4.0: Considere a seguinte fungao f(x) = V9 —x2 e o intervalo
[—2,2], tomando o sélido de revolucao gerado pela rotagao de f(x) em torno do eixo
x limitado pelo intervalo [—2,2], observe a figura 4.2, Calcule a area da superficie

desse solido.

Figura 4.2

a

y

/'\f(x)

v

Nfp="ccccccccna

Fonte: Elaborado pelo Autor
51




Resolugao: Usaremos a féormula para encontrar a area da superficie de

revolucao.
b
Szf 2nf(x) 1+ [f'(x)]? dx

Dessa forma teremos que a =—-2eb =2 e por hipétese f(x)=V9 —x?

vamos entéo derivar f(x)

1 1
f10) =50 -x)72x (-20)
_x
o —x?

Agora substituindo esses resultados na formula teremos:

o) =—

12

2 _
X
S=.l- 29 —x%2 |1 4+ |——| dx
-2 \/ L V9 — x2]

2 - -
X
Szf Zn\/9—x2\/1+ ——| dx
-2

L V9 — x?2l
2 X2
S =f 2m\/9 — x2 |1 T dx
-2 -

2 ’
9
S=f 214/ 9 — x2 > dx
-2 9—x
3

2
S=J 2m\/ 9 — x2 ¥ —— dx
-2 V9 — x2

2
S=f 21 * 3dx
-2

2
S = f é6mdx = 247w
-2

Entao a area da superficie de revolugao é 24w u.a.

Podemos verificar que com essa funcao f(x) = V9 — x? foi relativamente
simples de calcular a area, mas é bem comum encontrar problemas onde o
integrando, devido a expressao de func¢ao f(x) pode ser muito dificil, nesse caso
devemos utilizar os métodos numéricos de integragdo. Veremos a seguir um

problema onde vamos utilizar os métodos para obter a solucao.
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Problema 1: Dada funcgédo f(x) = 2 + cos(x), no intervalo [—2,4], observe
na figura 4.3 o sélido de revolucgao gerado pela rotagao de f(x) em torno do eixo
x, que é semelhante ao um vaso, sendo assim calcule a area da superficie de
revolucao gerada por esta rotacao.

Figura 4.3

A

Y

x

Fonte: Elaborado pelo Autor

Resolucao: Primeiramente vamos encontrar a primeira derivada de f(x)

teremos entao
f(x) =2+ cos(x)

f'(x) = —sen(x)

Agora devemos utilizar a féormula para encontrar a area da superficie de

revolucao.

b
Szf 2nf () 1+ [f'(x)]? dx

S = f 2m(2 + cos(x))y/1 + [—sen(x)]? dx
2

4
S = j [4m + 21 cos(x)]y/1 + [—sen(x)]? dx
-2

Podemos observar que essa integral ndo é tao simples quanto a do exemplo
4.0 para encontrar sua primitiva, dessa forma vamos utilizar os métodos

numéricos para encontrar uma aproximacao para o valor da integral que a area

da superficie de revolucgao.
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Tabela 4.0 — Regra do Trapézio

Sub. Valor da Integral Erro
Intervalos
02 98,6698761 6,0563736
04 92,5791168 3,43856812 * 1072
08 92,5553131 5,81893921 * 1072
16 92,5991516 1,43508911 * 102
32 92,6099777 3,52478027 * 1073
64 92,6126099 8,92639160 * 104
128 92,6133118 1,90734863 * 1074
256 92,6134491 5,34057617 * 107>
512 92,6134644 3,81469727 * 107°

Fonte: Elaborado pelo Autor

Tabela 4.1 — Regra 1/3 de Simpson

Sub. Valor da Integral Erro
Intervalos
02 107,50031 14,886810
04 90,548866 2,0646362
08 92,547386 6,61163330 * 1072
16 92,613777 2,74658203 * 10™*
32 92,613548 4,57763672 x 10~°
64 92,613525 2,28881836 x 107>
128 92,613495 7,62939453 x 107°

Fonte: Elaborado pelo Autor

Tabela 4.2 — Quadratura de Gauss

Sub. Valor da Integral Erro
Intervalos
02 92,602951 1,05514526 * 102
04 92,608955 4,54711914 x 1073
08 92,613480 2,28881836 * 107>
16 92,613495 7,62939453 x 10~

Fonte: Elaborado pelo Autor

Podemos entao tomar o valor a area de superficie como aproximadamente
92,613495 u.a.

Observando e comparando os valores obtidos através dos métodos
numéricos podemos perceber que o melhor método para aplicar em integrais

desse tipo é Quadratura Gaussiana, pois com apenas 16 subintervalos ja nos
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4.2.

concedeu um resultado bem satisfatério, com um erro muito pequeno, ao passo
que nos outros métodos foi necessario um numero maior de subintervalos o

método do trapézio mesmo com 512 subintervalos, ndo conseguiu uma precisao
tdo boa quanto a quadratura de Gauss, ja a regra 1/3 de Simpson conseguiu uma

precisao parecida com a de Gauss somente com 128 subintervalos.
MOMENTOS E CENTROS DE MASSA

Nesta se¢ao, vamos considerar o problema de encontrar o centro de massa
de uma placa fina que apresenta densidade uniforme. O centro de massa,
centroide ou centro de uma regido é o ponto em que a regido sera perfeitamente
equilibrada na posic¢éo horizontal se for suspensa exatamente neste ponto.

Segundo Stewart (2013) “Nosso principal objetivo aqui é encontrar o ponto
P no qual uma fina placa de qualquer formato se equilibra horizontalmente, [...]
Esse ponto é chamado centro de massa (ou centro de gravidade) da placa.”

Considere uma placa circular de densidade uniforme, e queremos entao
equilibrar esta placa na ponta do dedo, para isso teriamos o ponto de equilibrio da
placa, ou seja, o centro de massa. Podemos ter uma noc¢do melhor do que foi dito
observando a figura 4.4, onde temos um bastdo de massa desprezivel equilibrado

num apoio.

Figura 4.4
|« d1

x
A
QU

3]
v

& Py
@ 4

m, n,

apoio
Fonte: STEWART (2013)

Temos que m, e m, sao pesos presos nas extremidades opostas do bastao e
d,e d, sao as respectivas distancias entre os pesos e o ponto de apoio. Entao este
bastao s6 ficara equilibrado no apoio se

myd; = myd,
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Agora vamos supor que esse bastao esteja sobreposto no eixo x, como na

figura 4.5
Figura 4.5
X X X,
0 m 4 ) [ ) J\m !
! X=X, X, —X 2

Fonte: STEWART (2013)

Assim poderemos reescrever a equagdo my;d, = m,d, como

my (X — x;) = my(x; — X)
mx + myX = myxqy + myXx,
myx; + myx,

X =
my +m,

Onde m;x, e my,x, sao chamados de momentos das massas m;em,, x é

centro de massa obtido com a equacao acima deduzida.

Podemos generalizar para um sistema com n particulas, com massas

my,m,, -+, m, localizadas nos pontos x;,x,,:-,x, ao longo do eixo x, da mesma
maneira, entao:
M,

x=—=
m

Onde

n n
M, = Emixl- em=Zml~
i=1 i=1

Analogamente podemos encontrar o centro de massa em relagao ao eixo y,

teremos entao que:

M,
y_m

Onde

n n
Mx=Zmiyi em=2mi
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Considere uma placa plana, que tenha densidade uniforme p que ocupa a
regiao R do plano, vamos determinar o centro de massa ou centroide desta placa.

Observe a figura 4.6.

Figura 4.6

YA

0 X O a

(@)
Fonte: STEWART (2013)

Temos que a regido R esta entre as retas x =aex =b e f é uma funcao
continua, como na figura 4.6 (b), vamos dividir o intervalo [a,b] em n sub
intervalos com extremidades xi,X,x3,:*,X, com uma largura Ax. Segundo

Stewart (2013) “Escolhemos o ponto amostral x; como o ponto médio X, do

(xi—1+x7) [

i — ésimo subintervalo, que é X = .

...]. O centroide do i — ésimo retangulo

aproximador R; é seu centroC; (X, ,%f()?l)) . Sua area éf (x,)Ax, assim, sua massa €’
pf (x)Ax
Teremos também que o momento de R; em relagao ao eixo y sera o produto
de sua massa pela distancia de C; ao eixo y, que é X,, Logo,
M, (R;) = [pf (x)Ax]x, = px.f(x)Ax
Se somarmos todos esses momentos, podemos obter uma aproximacgao
poligonal de R, entdo se considerarmos o limite com n — oo, vamos obter o

momento de R em relagao a eixo y.
n b
My = lim Y pRfG=p [ af(dx
e a
De maneira analoga podemos obter o momento de R em relacéo ao eixo x.

o1 b1
M= lim Y p3 P =p [ 5IFCIPdx
i=1 a
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Como visto anteriormente o centro de massa ¢é obtido por

m y m

X =
Mas como também sabemos a massa é dada pelo produto da area pela

densidade, logo:

b
m=psa=p| f
a
Entao teremos as formulas do centro de massa de uma placa dado por

o M, _ pf: xf (x)dx B f: xf (x)dx

m pf:f(x)dx - f:f(x)dx

M, PRFF@PA [J3If0Pdx
YT T Pf:f(x)dx - f:f(x)dx

Resumindo teremos que o centroide é dado pelo par ordenado (%, y), onde:

b
y=5+ [ 3lrcarax

Com A = f:f(x)dx

Segundo Stewart (2013) “Se a regido R esta entre as curvas y = f(x) e
y = g(x), onde f(x) = g(x), como mostrado na figura 4.7, entdo o mesmo tipo de

argumento que nos levou a Féormula anterior pode ser usado para mostrar que o

centroide R é (x,y).” Com A = f:f(x) — g(x)dx, teremos:

b
£ f X[ () — g (O)]dx

b1
y= *L E{[f(x)]2 — [g()]*}dx
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Exemplo 4.0: Determine o centro de massa para a regiao delimitada entre

as curvas f(x) = Vx e g(x) = x3, no intervalo [0,1].

Figura 4.7
y

1

0.8 f(x):\/x

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 X

Fonte: Elaborado pelo Autor

Resolucao: Primeiramente vamos obter a area A da regido delimitada

entre as curvas.

=f fx) — g(x)dx—] Vx — x3 [3x2——x]

Agora devemos calcular os valores das coordenadas xe y, para obter o

centro de massa (&, y).

I 12 (1
x=;*] x[f(x) — g(x)]dx = —*f x(Vx — x?)
a
12 Jlg , 12 [2% 1 5]1 12 1 12
= — %k —_ = — % |— —_— — —_— —
SR e [ T
1 1 12 1
__1 1 5 _ 1
7=t [ HU@F -l =2+ [ z(x x°)
12 (1 [ ] 3
= — % <{— _ — —
=5z x =7
Logo as coordenadas do centro de massa sao (1—§ %)
Figura 4.8
y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 X

Fonte: Elaborado pelo Autor
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Neste exemplo podemos verificar que com essas fungdes f(x)e g(x) foi
relativamente simples de calcular o centro de massa, mas é bem comum
encontrar problemas onde encontrar o centroide pode ser muito dificil, nesse caso
devemos utilizar os métodos numéricos de integracdo. Veremos a seguir um

problema onde vamos utilizar os métodos para obter a solucéo.

Problema 2: Uma chapa de metal com densidade constante é cortada de
no formato da figura 4.9 mostrada abaixo, sabendo que o contorno da parte

superior foi gerada pela funcio f(x) = cos(x) + 2 e da parte inferior pela funcao
g(x) = sen G x) cos(2x) + 1, sendo limitadas no intervalo [4,8]. Determine as

coordenadas do seu centro de massa.

Figura 4.9
Va
4
f(x)=cos(x) + 2
3
2
1
g(x)=sen(3) cos(2x) + 1
3 4 5 6 7 8 o
X

Fonte: Elaborado pelo Autor

Resolugao: Primeiramente devemos encontrar o valor da area A desta
figura, utilizando somente o método numérico de integracdo Quadratura

gaussiana, pois é o melhor algoritmo dos trés apresentados.

A= fs(cos(x) + 2)— <sen G x) cos(2x) + 1)

A= 18 cos(x) — sen G x) cos(2x) +1
4
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Tabela 4.3 — Quadratura de Gauss

Sub. Valor da Integral Erro
Intervalos
02 6,0411053 6,74533844 x 1073
04 6,0344028 4,29153442 x 107>
08 6,0343642 429153442 « 107°

Fonte: Elaborado pelo Autor

Entao teremos o valor da area aproximada
8 1
A= f cos(x) — sen (E x) cos(2x) +1 =~ 6,0343642
4

Agora devemos calcular os valores das coordenadas X e y, para obter o

centro de massa (&, y).

=i
Il

—xm
m = ng [cos(x) — sen (% x) cos(2x) + 1] dx

Tabela 4.4 — Quadratura de Gauss

Sub. Valor da Integral x Erro
Intervalos m
02 35,693840 5,9150953 1,04752239 * 1072
04 35,630951 5,9046736 5,33970197 * 10~>
08 35,630661 5,9046254 5,35268873 * 10~°

Fonte: Elaborado pelo Autor
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b
n= [ SU@E -

a

Tabela 4.5 — Quadratura de Gauss

Sub. Valor da Integral y Erro
Intervalos n
02 10,319778 1,7101684 2,75832810 1073
04 10,302993 1,7073866 2,33437659 * 107>
08 10,303122 1,7074080 2,00829072 x 107°

Fonte: Elaborado pelo Autor

Logo as coordenadas do centro de massa sao aproximadamente.

(5.9046254,1.7074080)

Com as coordenadas do centro de massa podemos equilibrar a placa

horizontalmente com o apoio exatamente em seu centroide, veja afigura 5.0.

Figura 5.0

yAL

f(x)=cos(x) +2

9(x)=sen(3) cos(2x) + 1

2l 4

Fonte: Elaborado pelo Autor

62




Consideracoes Finais

O céalculo integral é um ramo da matematica que é aplicado em varios
problemas da vida cotidiana, através dos métodos numéricos podemos encontrar
solugbes aproximadas para esses problemas. Este trabalho teve como objetivo
evidenciar algumas dessas aplicagoes e mostrar a importancia de se usar métodos

numéricos na resolucao das integrais que sao de dificil solucgao.

Como o objetivo principal do trabalho é o desenvolver algoritmos para
resolucao de integrais, fo1 apresentados alguns dos métodos computacionais mais
utilizados para encontrar estas solucoes, onde os resultados foram obtidos com
boas aproximacoes e apresentando um erro minimo. Em varios exemplos podemos
perceber que sem os métodos é praticamente impossivel de se obter solucao, pois
em diversas areas, como na engenharia civil, calculo de areas, probabilidade,
vamos nos deparar com integrais dificeis de se resolver e o Unico modo de se

aproximar solucgoes é com o uso dos métodos numeéricos.

A partir dai fica clara a importancia de se conhecer os métodos, como dito
anteriormente os resultados obtidos com os métodos sdo aproximacoes, mas como
apresentam um erro minimo, podemos utiliza-los de forma coerente sem nenhum

receio de estar cometendo erros graves.

Ao analisar os métodos e suas formulas podemos perceber diferencas em
cada um deles, nos trés métodos do Trapézio, Simpson e quadratura Gaussiana,
quanto mais subintervalos tiver mais proxima sera a aproximacgio da solugao
real, ou seja, podemos obter uma solugao tdo proxima da real quanto desejarmos.
Podemos também notar que a Quadratura Gaussiana nos exemplos usados teve
um melhor resultado, pois com poucos subintervalos conseguimos resultados com
erro minimo, ao passo que nos outros métodos teriamos que ultrapassar a

quantidade de 200 subintervalos.

As aplicacoes aqui apresentadas sao utilizadas em muitos ramos, um deles

¢ a engenharia e podem agucar no leitor o interesse pelo contetdo.
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Anexos

Algoritmos utilizados na linguagem FORTRAN.

O Algoritmo 4.0 — Regra do Trapézio Composta

¢ Regra do trapézio - Aryel Silas
program Regra do Trapézio
Real,dimension(9)::t
real a,b,v,x,s,h,r

integer n,1,j

a=4 !Limitantes do intervalo
b=8

if (a.gt.b) then
v=a
a=b
b=v

end if

n=1 ! Numero inicial de Subintervalos
Print*,)| N Resultado Erro |’
Print*,'| |

j=0

t=0

do j=1,9,1

n=2*n / Aumenta os subintervalos a cada repeti¢do

h=(b-a)/n
x=a+th
s=0

do i=1,(n-1),1
s=s+(2*f(x))
x=x+h

end do

65




t(G)=(h/2)*(f(a)+f(b)+s)

r=abs(6.03436-t())

write(*,110)n,t(),r
end do

Print®, /NN AN AAAAANAAAAAANAN
Print*, \/\ANAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAN!
110 format( | i3, ',£10.7, 'f11.8, |')

end

real function f(x)

real x,y

y=cos(x)-sin(x/2)*cos(2*x)+1 ! Funcdao para integrar
f=y

end function f

Fonte: Elaborado pelo Autor

O Algoritmo 4.1 - Regra 1/3 de Simpson Composta

c Regra 1/3 de Simpson Integracao - Aryel Silas
program 1/3 de Simpson
real a,b,v,x,s,t,nj,r,sp,si,h2,h ji

integer n,i

a=4 ! Limitantes do intervalo
b=8
h=1 ! Numero inicial de Subintervalos

Print*,')| N Resultado Erro [’
Print*,'| |

do m=1,9
h=2*h ! Aumenta os subintervalos a cada repeticdo
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h2=mod(h,2.0)

if (h2.ne.0)then
nj=h+1

else
nj=h

end if

r=(b-a)/nj
x=a+tr
sp=0
s1=0

do 1=1,(nj-1)
ji=mod(i,2)
if (ji.eq.0)then
sp=sp+{(x)
else
s1=s1+f(x)
end if
X=x+r

end do

t=(r/3)*(f(a)+f(b)+4*si+2*sp)
t1=abs(6.03436-t)
write(*,110)h,t,t1

end do

110 format(' | ',f4.0," '.f10.7,' 'f11.8,' |")
end

real function f(x)

real x,y

y=cos(x)-sin(x/2)*cos(2*x)+1 ! Funcdo para integrar
f=y

end function f

Fonte: Elaborado pelo Autor
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O Algoritmo 4.2 - Quadratura Gaussiana de Grau 3

¢ Quadratura de Gauss - Aryel Silas
program QuadGauss
1implicit none
real,allocatable,dimension(;)::x,r,t
real a,b,pw,x1,x2,x3,q1,92,h,S,S1,S2,f,f2,f3,err
integer n,1,j,k,m

'

Print*)'| N Resultado Erro |
Print*,'| |

n=1

do m=1,5
a=4 /Limitantes do intervalo
b=8
n=2*n ! Numero de vezes que o intervalo sera repartido
allocate (x(n),t(n),r(n))
x(1)=a
h=(b-a)/n

do j=2,n+1
k=3-1
x(j)=x(k)+h
end do

r(1)=5.0/9.0 ! Valores fornecidos por Legendre
r(2)=8.0/9.0

r(3)=5.0/9.0

t(1)=-sqrt(3.0/5.0) ! Valores fornecidos por Legendre
£(2)=0.0

t(3)=sqrt(3.0/5.0)

S=0

do 1=1,n
ql=(x(+1)-x(1))/2.0
q2=(x(1+1)+x(1))/2.0
x1=(q1*t(1))+q2
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x2=(q1*t(2))+q2
x3=(q1*t(3))+q2
pw=(r(1)*f(x1)+r(2)*f(x2)+r(3)*f(x3))*(h/2.0)
S=S+pw

end do

err=abs(6.03436-S)

write(*,110)n,S,err

deallocate(x,t,r)

end do

Print*,"’

Print*,'O Resultado da Integral Aproximadoe', S

Print®'/N/NNNNNNNNNNNNNNANNNNNNNNNNANANAN
Print®,"\/N/ANNNNNNNNNNANNNNNNANANNANNNANANANAN

110 format( | 'a13," 'f14.11," ',f14.11,' |")
end

real function f(x)

real x,y

y=cos(x)-sin(x/2)*cos(2*x)+1 !/ Funcdo para integrar
=y

end function f

Fonte: Elaborado pelo Autor
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