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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma proposta de resolucao de problemas que envolva Pro-
gramacao Linear voltada para o Ensino Médio, utilizando-se o software GeoGebra (2017).
Para tanto, destacamos os contetidos necessarios para o desenvolvimento do tema, desde o
dominio do software utilizado, até os conceitos matematicos de ponto, reta, plano, poligo-
nos, matrizes, sistemas lineares, equacoes e inequagoes lineares. Durante o desenvolvimento
das atividades propostas, os professores sao convidados a permitir que os alunos encontrem
sozinhos métodos de resolucao de problemas, socializando as respostas encontradas, possi-
bilitando que os discentes desenvolvam maneiras proprias de resolugao, proporcionando
independéncia de métodos repetitivos e aproximando-os da vivéncia. E apresentada ainda,
a analise de um livro didatico utilizado em escolas publicas, visando compreender como a
Programacao Linear é abordada no Ensino Médio e quais as contribuicoes que os softwares
graficos podem proporcionar ao aprendizado dos alunos. Ressaltamos o contexto historico
da Pesquisa Operacional, conceitos bésicos de Algebra Linear, Programacio Linear, o
Método Simplex e a Programacao Linear Geométrica, utilizada em diversos setores de
atividade como a industria, a Economia, a gestao de recursos humanos, entre outros, que

procuram a solucao 6tima entre varias solugoes possiveis para um dado problema.

Palavras-chave: Resolucao de problemas, GeoGebra, Ensino Médio, Pesquisa Operacional,

Simplex, Programacao Linear.



Abstract

In this work we present a proposal of problem solving that involves Linear Programming
aimed at High School, using the software GeoGebra. In order to do so, we highlight the
contents necessary for the development of the theme, from the domain of the software
used to the mathematical concepts of point, line, plane, polygons, matrices, linear systems,
equations and linear inequalities. During the development of the proposed activities,
teachers are invited to allow students to find solving problem solving methods alone,
socializing the answers found, allowing students to develop their own ways of solving,
providing independence of repetitive methods and bringing them closer to the experience . It
is also presented the analysis of a didactic book used in public schools, aiming to understand
how Linear Programming is approached in High School and what the contributions that
graphics can provide to the students’ learning. We highlight the historical context of
Operational Research, basic concepts of Linear Algebra, Linear Programming, Simplex
Method and Linear Geometric Programming, used in several sectors of activity such as
industry, economics, human resources management, among others, seeking the optimal

solution among several possible solutions for a given problem.

Keywords: Troubleshooting, GeoGebra, High School, Operational Research, Simplex,

Linear Programming.
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Introducao

A Programacao Linear surgiu na década de 1940 gracas aos estudos de L. V.
Kantorovitch (Nobel de Economia), abrindo um leque de possibilidades de aplicagoes
em problemas relacionados a otimizagao da gestao industrial e a planificagdo economica.
Trabalhos posteriores, em especial os de George Dantizg, desenvolveram métodos distintos

de resolucao desses problemas, entre eles o Método Simplex.

O processo de ensino e aprendizagem em matematica é composto por intimeras
variaveis, exigindo do docente intensa busca por metodologias e praticas diversificadas
de ensino-aprendizagem. Os professores apresentam imensa dificuldade em envolver seus
alunos com a Matematica, pois sobram dificuldades em lidar com os conteudos, falta
motivagao e, sobretudo, falta aplicacao dos saberes da Matematica escolar em situagoes

do cotidiano.

O presente trabalho foi elaborado com o objetivo de apresentar uma proposta de
ensino de Programacao Linear, com a utilizagdo do software GeoGebra, numa linguagem

acessivel aos alunos e que possa ser utilizado por professores que atuam no Ensino Médio.

Segundo Melo (2012), o processo de ensino e aprendizagem da matematica é muito
complexo e composto de muitas variaveis, o que pode servir para fomentar o desejo pela
busca de alternativas que possam reduzir de forma gradativa, tais dificuldades. Melo
(2012) destaca ainda uma “imensa necessidade de buscarmos uma maior motiva¢ao para
nossos discentes, através de uma matematica mais interessante e relacionada aos aspectos

socioculturais dos alunos”.

Importante destacar que:

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre
uma pitada de descoberta na resolucao de qualquer problema. O
problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser
em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver por seus meios,
experimenta o sentimento da autoconfianca e gozara o triunfo da
descoberta. Experiéncias tais, numa idade susceptivel, poderao gerar
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o gosto pelo trabalho mental e deixar, por toda a vida, a sua marca
na mente e no caracter. (POLYA, 1994, p.05)

Martins (2013) aponta “que é necesséario conectar alguns contetdos ensinados na
educacao basica entre si e aproxima-los mais da vivéncia de nossos alunos”, e os conceitos
da Programagao Linear podem propiciar tal aproximacao. Ele cita ainda que as atividades
propostas em sua dissertagdo “oportunizaram que os alunos criassem seu proprio algoritmo
para a resolucao de Problemas de Programacao Linear”, favorecendo o aprendizado, ao

passo que, distancia-se da mecanizacao e memorizagao de procedimentos e algoritmos.

Conforme podemos observar, a Programacao Linear pode ser aplicada facilmente,
respondendo aos anseios de contextualizacdo da matematica no dia a dia dos discentes,
possibilitando o contato com a modelagem. Ainda assim, trata-se de um conteudo pouco

explorado no Ensino Médio, com pouca abordagem nos livros didaticos.

O trabalho esté dividido em cinco capitulos, onde no Capitulo 1 é apresentado os
aspectos histéricos da Pesquisa Operacional, bem como da Programagao Matematica e
da Programacio Linear, além da teoria bésica de Algebra Linear com enfoque robusto as
matrizes e aos sistemas lineares, bem como ao Método de Gauss-Jordan e os Conjunto

Convexos.

No Capitulo 2 sao apresentadas defini¢des, teoremas importantes e conceitos para
a elaboracdo de um modelo de Programacao Linear, além do Algoritmo e do Método

Simplex.

O Capitulo 3 aborda a Programacao Linear Geométrica, analisando como se da a
resolucao grafica de um Problema de Programacao Linear, destacando alguns softwares

graficos utilizados para resolucao de Problemas de Programagcao Linear.

No Capitulo 4 apresentamos o estado da arte, revisando linhas de pesquisa que se
assemelham ao tema abordado, bem como a andlise de um livro didatico do autor Dante
(2016), utilizado no Ensino Médio.

Finalmente, no Capitulo 5 destacamos a resoluc¢ao de problemas, com o uso do
software GeoGebra (2017), voltada para o Ensino Médio. Apresentamos trés situagoes-
problema para auxiliar o docente na contextualizacao da Programagao Linear em sala de

aula.

Para a construgao dos graficos foi utilizado o software livre GeoGebra (2017),
possibilitando que outros possam experimentar conhecer mais sobre o tema e o software

em questao.

O editor de texto matematico IXTEX foi utilizado para a elaboracao e edicao deste

trabalho, recorrendo quando preciso, ao manual desenvolvido por Oetiker et al. (1995).
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Capitulo

Fundamentacao Teorica

1.1 Aspectos Histéricos da Pesquisa Operacional

Segundo Cardoso (2011), a Pesquisa Operacional (PO) indica uma area do
conhecimento que se aplica no desenvolvimento de métodos cientificos de sistemas comple-
x0s, que tem por finalidade prever e comparar estratégias ou decisdes alternativas com o

objetivo de possibilitar suporte a definicao de politicas e determinadas acoes.

O termo Pesquisa Operacional, do inglés Operations Research, designa um conjunto
de disciplinas isoladas tais como Programacao Linear, Teoria das Filas, Simulacao, Progra-
macao Dinamica, Teoria dos Jogos, dentre outras. Mas, atualmente, as contribuicoes da
PO estende-se por praticamente todos os dominios da atividade humana, da Engenharia a

Medicina, passando pela Economia e a Gestao Empresarial.

Problemas envolvendo a Programagao Matematica nos remete a antiguidade, como
percebemos na versao latina elaborada por Commandino (1944), do livro III, de Euclides
(século III a.C.), intitulado Os Elementos de Euclides, onde o matemético da escola

platonica tentava encontrar a maior e a menor distancia de um ponto a uma circunferéncia.

Vejamos a Proposi¢ao VII, do Livro III, de Euclides:

Se fora de um circulo se toma, um ponto qualquer, e deste se tirarem
para a circunferéncia algumas linhas retas, como se quiser, das quais,
porém, uma passe pelo centro, entre aquelas, que cairem na parte
concava da circunferéncia, a mdzrima serd a que passar pelo centro
e, entre as outras, a que estiver mais perto da mdxima, serd sempre
maior que outra qualquer mais afastada dela. Mas entre as retas, que
cairem na parte convexa da circunferéncia, a minima serd aquela
que, produzida, passar pelo centro; e entre as outras, a que estiver
mais perto da minima serd sempre menor que outra qualquer mais
afastada dela. Finalmente, do mesmo ponto ndo se poderdao tirar
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para a circunferéncia mais de duas retas iguais, e destas uma caird
para uma parte, e a outra para a parte oposta a respeito da reta,
que entre todas for a minima. (Século I1I a.C.)

Hermes e Pereira (2013, p. 01), destacam que em seu Livro VI, Euclides descreveu

uma forma de obter um paralelogramo de drea maxima com um dado perimetro.

A Proposicao XXVII, do Livro VI, diz que:

Entre todos os paralelogramos aplicados a mesma linha reta, e com
os defeitos de figuras paralelogramas semelhantes a figura descrita
sobre a metade da dita reta, e senelhantemente postas, o mdazrimo é
aquéle que € aplicado a metade da mesma reta, e que ¢ semelhante
a figura paralelograma que falta. (Século 111 a.C.)

Ja nos séculos XVII e XVIII, gragas ao avango dos métodos de célculo, foi possivel
resolver problemas de otimizacao, como dos extremos condicionados com restricoes de
igualdade, destacando-se a notavel contribuicao de Fermat, que desenvolveu o primeiro
método geral para a determinagao de maximos e minimos; Newton e Leibniz, generalizando
a resolucao deste tipo de problema no desenvolvimento do Teorema Fundamental do
Calculo; além de Lagrange e Bernoulli. (FERREIRA, 2012)

Passos (2009) destaca Cournot como um dos precursores da Programacao Ma-
tematica, por seu estudo sobre a igualdade entre receita marginal e custo marginal,

determinando, implicitamente, o ponto de equilibrio que origina o lucro maximo.

Quesnay, em 1759, publica o Tableau Economique considerado a primeira grande
tentativa de modelar a economia, sendo o primeiro marco no caminho dos modelos de

programagao macroecondmico.

Em 1874 foi publicado o “Sistema de Equilibrio Geral” por Walras, representando
um avango consideravel na procura da melhor forma de interpretar a Economia como um
todo. Em 1936, sob prote¢ao do governo dos Estados Unidos da América, Leontief apresenta
para a economia americana, o modelo “input-output”, em seu artigo “Quantitative input
and output Relations in the Economic Systems of the United States”, onde apresentou um
modelo matricial, utilizado posteriormente, sob a forma de um problema de Programacao
Linear (PL). Eis o segundo marco. (PASSOS, 2009)

O matematico hingaro John von Neumann publicou em 1928, o teorema central da
Teoria dos Jogos, demonstrando que através de técnicas matematicas é possivel determinar
solugoes para jogos de soma zero, que mais tarde, foi formulada pela PL. Em 1944, publicou
“Theory of Games and FEconomic Behaviour”, e essa interacao entre os jogos e a economia
despertou um interesse maior na PL. (FIANI, 2006, p. 35)

Em 1937, é publicado, “A Model of General Economic Equilibrium”, onde von
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Neumann formula o modelo de PL dindmica, admitindo métodos alternativos de producao

simples, ou seja, de produgao conjunta. (PASSOS, 2009)

O trabalho de Kantorovich (1939), intitulado “Métodos Matematicos na Organiza-
cao e no Planejamento de Producao”, é considerado um dos precursores da PO, entretanto

nao recebeu o merecido reconhecimento, por nao apresentar um algoritmo de resolucao.

A Pesquisa Operacional, como a conhecemos, surgiu na década de 40, com a
logistica militar, durante a Segunda Guerra Mundial, quando a for¢a aérea americana cria
um grupo de pesquisadores denominado SCOOP ( “Scientific Computation of Optimum
Program”), dirigido por Marshall K. Wood. Um dos integrantes desse grupo era George
Dantzig, que era frequentemente chamado para resolver problemas de planejamento que

envolviam a distribuicdo de pessoal, avioes, dinheiro, entre outros recursos de custo efetivo.
(PASSOS, 2009, p. 07)

Somente em 1947, George Bernard Dantzig formulou o problema de PL geral
e propos o Método Simplex, tornando possivel a solugao dos mais variados tipos de
problemas de otimizacao, no setor de transportes, producao, escalonamento e locagao de

recursos.

Segundo Passos (2009, p. 08), em 1951, H. W. Khun e A. W. Tucker ampliam os
resultados de Lagrange aos sistemas de inequacoes, apresentando o trabalho “Non Linear
Programming” no Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability,

sendo um marco fundamental na Programacao Matematica.

Evidencia-se que a Programagao Linear se beneficiou das importantes contribui¢oes
de diversos matematicos, sob o ponto de vista computacional. Logo, a Programacao Linear

faz parte de um amplo campo da Matematica, com exponencial importancia e aplicagao.

1.2 Algebra Linear

Nas tultimas décadas, os modelos lineares e o desenvolvimento da informaética
assumiram um papel importantissimo, estimulando o significativo crescimento da Algebra
Linear. Sua aplicacao se estende desde as ciéncias exatas as ciéncias sociais, possibilitando
que diversos problemas e situagoes do cotidiano sejam modelados por matrizes e sistemas
lineares, nas mais variadas areas como na economia, petrolifera, aviagao e circuitos
eletronicos. Sendo assim, a Algebra Linear torna-se uma importante ferramenta para a
modelagem matematica, o que justifica a revisao de alguns conceitos a que se destina esta

secao, possibilitando um melhor entendimento.
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1.2.1 Matrizes

Apresentaremos nesta subsecao algumas defini¢oes e operacoes de matrizes, tendo
como referéncia Boldrini et al. (1980) e Kolman (1998). Os elementos de uma matriz
podem ser nimeros (reais ou complexos), fungoes, ou ainda outras matrizes. Porém, todas

as defini¢des a seguir sao baseadas no conjunto dos niimeros reais.

Definicao 1. Uma matriz m X n é uma tabela de mn ntimeros dispostos em m linhas e

n colunas:

11 Q12 - Qip
Q21 Q22 -+ A2y

Amxn — . . . . = [aij]mxn
Am1 Am2 - Omnp

A {-ésima linha da matriz A é

[Gﬂ Qi Clm]

onde, i = 1, ... , m, ou seja, ¢ pode ser qualquer niimero entre 1 e m.

A j-ésima coluna da matriz A é

onde, 7 = 1, ... , n, ou seja, j pode ser qualquer ntimero entre 1 e n.

Definigao 2. Duas matrizes A,,xn = [Gijlmxn € Brxs = [bij]rxs, s80 iguais, A = B, se elas
tem o mesmo nimero de linhas (m = r) e colunas (n = s), e todos os seus elementos

correspondentes sao iguais (a;; = b;;).

Exemplo 1.
32 1 5 9 sen90° 5

logl 7 2 0 7 2
1.2.1.1 Matriz Quadrada

Definicao 3. Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada. Os nimeros a1, ass,

ass, ... , ap, formam a diagonal principal de A.
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1.2.1.2 Matriz Nula

Definicao 4. Recebe o nome de matriz nula toda matriz que, independentemente do
nimero de linhas e colunas, todos os seus elementos sao iguais a zero, ou seja, a;; = 0,

para todo 7 e j.

1.2.1.3 Matriz Coluna

Definicdo 5. E toda matriz do tipo n x 1, ou seja, possui uma tnica coluna.

1.2.1.4 Matriz Linha

Definicdo 6. E toda matriz do tipo 1 x n, ou seja, possui uma tnica linha.

Uma matriz do tipon x 1 ou 1 x n é também chamada de um vetor de dimensao

n, sendo denotada por letras mintsculas em negrito.

1.2.1.5 Matriz Diagonal

Definigao 7. Uma matriz quadrada A = [a;;] em que todos os elementos fora da diagonal

principal sao nulos, isto é, a;; = 0, para i # j, é denominada uma matriz diagonal.

1.2.1.6 Matriz Escalar

Defini¢ao 8. Uma matriz diagonal A = [a;;] em que todos os elementos da diagonal
principal sao iguais, isto é, a;; = ¢, para ¢ = j e a;; = 0, para ¢ # j, ¢ denominada uma

matriz escalar.

1.2.1.7 Matriz ldentidade Quadrada

Defini¢ao 9. Uma matriz diagonal em que a; = 1 e a;; = 0, para ¢ # j, é denominada

uma matriz identidade.

1.2.1.8 Matriz Triangular Superior

Definicao 10. Uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da diagonal principal
sao nulos, isto é, m = n e a;; = 0, para ¢ > j, ¢ denominada uma matriz triangular

superior.
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1.2.1.9 Matriz Triangular Inferior

Definicao 11. Uma matriz quadrada onde todos os elementos acima da diagonal principal
sao nulos, isto ¢, m = n e a;; = 0, para ¢ < j, ¢ denominada uma matriz triangular

inferior.

1.2.1.10 Matriz Simétrica

Definicao 12. Uma matriz quadrada de ordem n, em que a;; = a;;, Vi > 1, j < n.

Numa matriz simétrica, a parte superior é uma “reflexao” da parte inferior, em

relacao a diagonal principal.

1.2.1.11 Matriz Transposta

T

Defini¢ao 13. Se A = [a;;] ¢ uma matriz m x n, entdo a matriz n x m, A" = a;;, onde

v

é chamada de transposta de A. Logo, podemos obter a transposta de A trocando-se as

linhas de A por suas colunas, e vice-versa.

1.2.1.12 Adicao de Matrizes

Definigao 14. A soma de duas matrizes de mesma ordem, A,,xy, = [aij] € Bixn = [bijl,
é uma matriz m X n, que denotaremos A + B, cujos elementos sao somas dos elementos

correspondentes de A e B. Ou seja,
A+ B = [a;; + bijlmxn
1.2.1.13 Multiplicacao por Escalar
Definigao 15. Se A = [aj]mxn € k é um nimero real, entdao definimos uma nova matriz
k-A=[k-ajlmxn (1<i<m,1<j<n)
1.2.1.14 Multiplicacao de Matrizes

Definigao 16. Se A = [a;;] é uma matriz m X p e B = [b;;] é uma matriz p X n, entéo o

produto de A por B denotado por AB é matriz Cmxn = [c;;], definida por

p
Cij = a“blj —+ CLingj + ...+ aipbpj = Z aikbkj (1 S 1 S m,l S j S n)
k=1
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Note que o produto de A por B esta definido apenas quando o nimero de linhas

de B é exatamente igual ao nimero de colunas de A.

A B = AB

m X p pXn mxXn

tamanho de AB

O elemento ¢;; (i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz-produto) é obtido, multi-
plicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos elementos correspondentes

da j-ésima coluna da segunda matriz, e somando estes produtos.

1.3 Sistemas Lineares

Nesta secao, discorremos sobre os Sistemas Lineares, utilizando as defini¢oes de

Boldrini et al. (1980), considerando o conjunto dos niimeros reais.

1.3.1 Equacoes Lineares

Definicao 17. Uma equagao da forma az1 +aszs+asrs+ ... +a,z, = b, com n incognitas

X1, Ta, T3, ..., Ty, O0de ay, as, as, a,, b sao constantes reais, ¢ denominada Equagao Linear.

Um conjunto de niimeros reais s, Sg, S3, ..., Sp, € uma solucdo para a equacao linear
citada acima, se ao substituir-mos x; = s1,2y = S9,T3 = 83,..., L, = Sp, a equacao for

satisfeita.

Exemplo 2. Temos como exemplo a equacao

ZL‘1+5ZL‘2:6

1.4 Sistemas de Equacoes Lineares

Um sistema de equacoes lineares com m equagoes e n incégnitas ¢ um conjunto

de equagoes do tipo:
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a11ry + Q1e%y + -+ Apk, = bl
as11 + Q9exs + -+ QopT, = bg

(1.1)
Am1T1 + QmaTo + 0+ AT, = bm

com a;;, 1 <i<m,1 <j <mn, nimeros reais (ou complexos).

Uma n-upla de nimeros (z1, s, ...,2,) que satisfaga simultaneamente estas m

equagoes, ¢ uma solucao do sistema 1.1.

Dois sistemas de equagoes sao equivalentes se, e somente se, toda solugao de

qualquer um dos sistemas também é soluc¢ao do outro.

Podemos escrever o sistema 1.1 numa forma matricial:

air Q2 - Qin L1 b
Q21 Q22 -+ Q2n L2 )
[ ] e
m1 Am2 " Omn Tn bm
ou A . X = B, onde
aix Q2 - Qin
Qg1 A22 -+ A2p , ) .
A= } ] ) ¢ a matriz dos coeficientes,
| Am1 Am2 - Gmn
T
L2 |, . P
X =| | éamatriz das incégnitas e
Tn
by
by | : .
B=| _ | éamatriz dos termos independentes.
b

Podemos associar ao sistema 1.1, o que chamamos de matriz ampliada do sis-

tema, COomo segue:
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ai; Qa2 - Qn | b1

A — Q21 Q22 -+ A2y ‘ by
|

Am1 Am2 - Omn ‘ bm

Cada linha dessa matriz é, simplesmente, uma representacao abreviada da equagao

correspondente no sistema.

Defini¢ao 18. Uma solugao para o sistema linear A.X = B é uma matriz coluna de

numeros reais
S1

59

S:

Sm

de maneira que todas as equacgoes do sistema 1.1 sao satisfeitas ao substituirmos
1 = 81,9 = S9,T3 = S83,...,Lpn, = Sp,

ou seja, A.S=B.

O conjunto solucao de um sistema linear é composto pelo valor das incégnitas

que satisfazem todas as equagoes desse sistema.
Exemplo 3. Seja o sistema

41?1—%2 = 2

1.2
31[1 + 21’2 = ( )

A equacao matricial desse sistema é

4 -1 I 2
3 2 T 7

e apresenta uma unica solucao

isto é, r1 =1 e x9 = 2.



Capitulo 1. Fundamentacio Teorica 27

1.5 Meétodo de Gauss-Jordan

O método de Gauss-Jordan, de acordo com Biezuner (2008), consiste num método
de escalonamento onde sao aplicadas operagoes elementares a matriz aumentada de um
sistema, obtendo a forma escalonada reduzida. Com tal processo, um sistema cuja
matriz aumentada é uma matriz na forma escalonada reduzida apresenta solucao imediata.
Entretanto, para resolver um sistema que estd apenas na forma escalonada ainda é

necessario fazer uma série de substitui¢coes para obter a solugao final.

Sao trés as operagoes elementares sobre as linhas de uma matriz:

i) Permuta das i-ésima e j-ésima linhas. (L; «+— L;)
ii) Multiplicagao da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k. (L; — k.L;)
iii) Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha.

Mas como saber quando uma matriz estd em sua forma escalonada reduzida?

Definicao 19. Uma matriz estd na forma escalonada reduzida quando ela satisfaz as

seguintes condicoes:
1. O primeiro elemento nao-nulo de cada linha nao-nula (chamado o pivd da linha) é
igual a 1.
2. O pivo da linha ¢ + 1 ocorre a direita do pivo da linha .

3. Se uma coluna contém um pivo, entao todas os outros elementos desta coluna sao

iguais a 0.

4. Todas as linhas nulas ocorrem abaixo das linhas nao-nulas.

Exemplo 4. Dado o sistema

2.1'1 + 3.1'2 =90
51‘1 + 6$2 =195

escreveremos a matriz ampliada, associada ao sistema, e reduziremos a forma escalonada
reduzida, resolvendo o sistema original.
2 3 | 90 }

A matriz ampliada do sistema é
5 6 | 195
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com algumas operacgoes elementares com as linhas desse sistema podemos produzir outro

sistema equivalente ao inicial, como segue:

(9 3 | 90 90
| L2 — L2 — 2L1 |
6 | 195 | 15
[ 9 90 15
| Ly +— Ly |
_ | 15 | 90
[ 15 | 15
’ LQ — LQ — 2L1 |
2 3 | 90 | | 60
[ 15 | 15
| L2 — %LQ ‘
03 | 60 | 20

15
Assim, obtemos a matriz escalonada reduzida { 50 ] , que nos apresenta

a solugao para o sistema original:

ry = 15,
To = 20.

1.6 Conjuntos Convexos

Nesta secao abordaremos alguns conceitos sobre conjuntos convexos, destacados
por Zachi (2016), em sua dissertagao. Tais conceitos sao importantes, pois o conjunto dos
pontos vidveis para um Problema de Programagcao Linear (PPL) é um conjunto convexo

cujos vértices correspondem as solucoes.

Definicao 20. Seja um conjunto de pontos z; € X. Diz-se que X é uma combinagao
linear convexa dos pontos z;, se X = > ; \;x;, em que \; sao os coeficientes escalares

que terao que assumir os seguintes valores:

0< A <1
=1 Ai =1

Ou seja, dois pontos definem um segmento de reta e uma combinacao linear convexa,

que ¢ igual ao segmento que os une.
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Definicao 21. Um conjunto K é convexo quando todos os segmentos de reta que unem

dois pontos quaisquer de K estao contidos em K. Um conjunto é fechado se ele compreende

a sua fronteira.

Podemos compreender melhor tal defini¢gao, por meio da representagao grafica, na

Figura 1.

Figura 1 — Exemplo de conjuntos convexos e nao convexos

|

Conjunto Convexo Conjunto Nao Convexo

Fonte: Autoria propria, 2018

Definicao 22. Um vértice ¢ um ponto pertencente a um conjunto convexo que nao pode
ser obtido por meio de combinagao convexa dos outros pontos do conjunto. Podemos dizer

que um vértice ¢ um ponto extremo de um conjunto convexo. Vejamos melhor na Figura 2.

Figura 2 — A, B, C e D sao vértices.

B

A D

Fonte: Autoria prépria, 2018
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Definicao 23. A combinagao convexa de dois vértices A e B é considerada uma aresta se

nenhum ponto de AB puder ser obtido pela combinacdo convexa de pontos nio pertencentes

a AB.

Figura 3 — Sao exemplos de arestas os segmentos AB, BC, CD e DA. O segmento BD
nao € uma aresta.

A D
Fonte: Autoria prépria, 2018
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Capitulo

Programacao Linear

2.1 Definicoes e Teoremas Importantes

Para o desenvolvimento deste trabalho, a exposicao de algumas defini¢oes e teoremas

torna-se necessaria.

Definicao 24. Uma funcao ¢ linear quando envolve apenas constantes e termos com

variaveis de primeira ordem.

Definicao 25. Variaveis sao continuas quando puderem assumir quaisquer valores em um

intervalo de niimeros reais.

Definicao 26. Seja X um conjunto de pontos X C R", tais que, para todo =z =

(x1,x9,...,x,) € X, existem a; e b, com pelo menos um a; nao nulo. Assim,
121 + a9y + ...+ apx, = b
¢ um hiperplano em R".

Exemplo 5. Temos como exemplo os pontos que sao hiperplanos em R, as retas que sao

hiperplanos em R2 e os planos que sao hiperplanos em 3.

Definicao 27. Em R", um semiespaco é a regiao de um dos lados de um hiperplano. Em

outras palavras, sdo os pontos x tais que:
a1r1 + asxo + ...+ a,xr, < b
ou
a1r1 + asxo + ...+ a,x, > b

para determinados a; e b € R.
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Definicao 28. As variaveis de decisao sao as incognitas, ou valores desconhecidos, que
serao determinados pela solugao do modelo. Podem ser classificadas de acordo com as
seguintes escalas de mensuragao: variaveis continuas, discretas ou binarias. As variaveis de

decisao devem assumir valores nao negativos.

Definicao 29. A fungao objetivo ¢ uma fung¢do matematica que determina o valor-alvo
que se pretende alcancar ou a qualidade da solugao, em fungao das variaveis de decisao e

dos parametros, podendo ser uma funcao de maximizacao ou de minimizacao.

Definicao 30. As restricoes podem ser definidas como um conjunto de equagoes e
inequagoes que as variaveis de decisao do modelo devem satisfazer. As restrigoes sao
adicionadas ao modelo de forma a considerar as limitacoes fisicas do sistema, e afetam

diretamente os valores das variaveis de decisao.

Definicao 31. Solucao viavel ou factivel é aquela que satisfaz todas as restri¢goes do

modelo, inclusive as de nao negatividade.

O teorema a seguir destaca a importancia dos pontos extremos de uma regiao

vidvel.

Teorema 1. Se a regiao vidvel de um Problema de Programagao Linear é nao-vazia e
limitada, entdo a fungdo-objetivo atinge tanto um valor maximo quanto um valor minimo
e estes ocorrem em pontos extremos da regiao viavel. Se a regido vidvel é ilimitada, entao
a fungao-objetivo pode ou nao atingir valores maximo ou minimo; contudo, se atingir um

maximo ou um minimo, este ocorrerd em pontos extremos.

A Figura 4 nos auxilia na compreensao do Teorema 1. A funcdo objetivo z =
c121 + coxy de um PPL é uma funcao linear de z; e de x4, e apresenta retas, que sao curvas
de nivel, ao longo das quais z tem valor constante. Ao deslocarmos perpendicularmente
tais retas, a funcao objetivo ou decresce ou cresce de forma mondtona. Numa regido vidvel
limitada, os valores de minimos e maximos devem ocorrer nos pontos extremos, como

vemos na Figura 4.
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Figura 4 — Representagao da regiao vidavel de um PPL e suas curvas de nivel.

X5
A Z minimizado

Z decrescente

Z crescente

A

7 Curvas de Nivel

Z maximizado
Fonte: Adaptado de Zachi (2016).

Definicdo 32. Solucio Otima é a solucdo factivel que apresente o melhor valor da funcao

objetivo.

Teorema 2. O conjunto S de solugoes viaveis para um Problema de Programacao Linear

¢é fechado, convexo e limitado inferiormente.

Prova: Pela restricio x > 0, .S é limitado inferiormente. Além disso, S é interseccao
dos semiespacos definidos pelas restrigoes do problema e pela restricao de nao negatividade.

Como os semiespagos sao convexos e fechados, o mesmo acontece com S.

Teorema 3. Seja S o conjunto de solugoes vidveis para um Problema de Programacao
Linear. Entao, se existe solugao 6tima para o Problema de Programagcao Linear, existe um

ponto extremo em S com valor 6timo.

Prova: Seja ¢ = (¢, ¢9,¢3, ..., ¢,) a matriz dos coeficientes da fun¢ao objetivo e
x = (21,29, 3,...,2,) a matriz das varidveis de decisdo da fun¢do objetivo. Desta forma,

a funcao objetivo pode ser representada por: z = ¢! .
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*

S tem um numero finito de pontos extremos que denotamos por zj, z3, 73, . .., ;.

Seja 2o um ponto vidvel maximizando ¢’z em S:

Vo e S, ey >l

Suponha que xg nao é ponto extremo. Entao xo pode ser descrito como combinacao

convexa dos pontos extremos de S.
p
i=1
Seja entao x; o ponto extremo com maior valor objetivo. Entao,

o cT(Z Ait))

Temos entdo c!zy < cl'z*. Como x¢ é 6timo, ¢! zg = cT'z?, e existe o ponto extremo

2y onde o valor do objetivo é 6timo.

Teorema 4. O conjunto de solugdes 6timas para um Problema de Programacao Linear é

um conjunto convexo.

Prova: Seja K o conjunto de solugoes 6timas, =7, x5 € K, e z* o valor 6timo da

funcao objetivo. Entao,
Como sao viaveis, xj e x5 € S e S é convexo, portanto

Axy 4+ (1= N)aj € S.

Temos entao,

c(at,wy) = Aot + (1 — Nl
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=X+ (1 =Nz =2

Assim, Az + (1 — N)z) € K, para 0 <y < 1., e K é convexo.

Tomemos um PPL em que m < n, considerando um sistema A . X = B de m

equacoes lineares e n variaveis.

Teorema 5. Um sistema de equacgoes lineares tem zero, uma ou uma infinidade de solugdes.

Prova: Se A . X = B é um sistema de equagoes lineares, vale exatamente uma

das afirmagoes:

(a) o sistema nao tem solugao;
(b) o sistema tem exatamente uma solugao;
(c) o sistema tem mais de uma solugao.

A prova estard completa se conseguirmos mostrar que o sistema tem uma infinidade

de solugoes no caso (c).

Suponha que A . X = B tenha mais de uma solugao e seja ro = x1 — T2, onde
e x9 sao duas solugoes distintas quaisquer. Como 1 e x5 sdo distintas, a matriz zy é nao

nula; além disso,

AI’O:A(ZL‘l—ZEQ) :Al'l—AI'QZB—B:O
Se k for um escalar qualquer, entao

A(ZEl + ]{?l’o) = AZL’l + A(k)xo) = Al‘l + k‘(AIo) =B-k=B+0=18B

No entanto, isso significa que z; + kxy ¢ uma solucao de A . X = B. Como x
¢ nao nula e existe uma infinidade de escolhas para k, o sistema A . X = B tem uma

infinidade de solugoes.

Definigao 33. Varidveis nao basicas (VNB) sdo as varidveis obtidas escolhendo-se um

conjunto de variaveis n — m de z, e atribuindo valores iguais a zero a elas.

Definicao 34. Varidveis basicas (VB) sao as m varidveis restantes do sistema, que serao

determinadas.
Definigao 35. Solugdo basica (SB) sdo os valores encontrados para as variaveis basicas.

Definicao 36. Base é o conjunto de variaveis basicas.
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Definigao 37. Solugao bésica factivel (SBF) é a solugao que atende as restrigoes de nao

negatividade.
A solucao do sistema A . X = B, se dara seguindo os seguintes passos:

1 Determinar quem serao as variaveis nao basicas;
2 Determinar quem serao as variaveis basicas;
3 Resolver o sistema das varidveis basicas encontrando assim, a solucao basica;

4 Calcular a solugao 6tima, aplicando na funcao objetivo z todas as possiveis solugoes

béasicas e escolher a melhor alternativa.

2.2 Formulacao de um Problema de Programacao Linear

Segundo Lisboa (2002), o Problema de Programagao Linear é utilizado para otimizar
(maximizar ou minimizar) uma funcao linear de variaveis, chamada de fungao objetivo,

sujeita a uma série de equagoes ou inequagcoes lineares, chamadas restrigoes.

Ao representarmos um dado sistema por meio de um modelo de Programacao
Linear (PL), devemos verificar se ele possui as seguintes caracteristicas (GOLDBARG;
LUNA, 2005):

e Proporcionalidade: a quantidade de recurso consumido por uma dada atividade deve
ser proporcional ao nivel dessa atividade na solucao final do problema. E ainda, o

custo de cada atividade é proporcional ao nivel de operagao da atividade.

e Nao Negatividade: deve ser sempre possivel desenvolver dada atividade em qualquer
nivel ndo negativo, e qualquer proporcao de um dado recurso deve sempre poder ser

utilizado.
e Aditividade: o custo total é a soma das parcelas associadas a cada atividade.

e Separabilidade: pode-se identificar de forma separada o custo (ou consumo de recursos)

especifico das operagoes de cada atividade.

De acordo com Puccini (1980):

Os problemas de Programagdo Linear referem-se a distribuicao efi-
ciente de recursos limitados entre atividades competitivas, com a
finalidade de atender a um determinado objetivo, por exemplo, ma-
ximizacao de lucros ou minimizacdao de custos. Em se tratando de
programagdo linear, esse objetivo serd expresso por uma funcao
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linear, & qual se dd o nome de funcio objetiva. E claro que é neces-
sario dizer quais as atividades que consomem cada recurso, e em
que proporgdo € feito esse consumo. Essas informagoes serao for-
necidas por equacao ou inequacoes lineares, uma para cada recurso.
Ao conjunto dessas equagoes ou inequacoes lineares dd-se o nome
de restrigio do modelo. Geralmente existem inumeras maneiras de
distribuir os escassos recursos entre as diversas atividades, bastando
para isso que essas distribuicoes sejam coerentes com as equagoes de
consumo de cada recurso, ou seja, que elas satisfacam as restricoes
do problema. Entretanto, deseja-se achar aquela distribuicao que
satisfaca as restricoes do problema, e que alcance o objetivo desejado,
isto €, que maximize o lucro ou minimize o custo. A essa solugao
da-se o nome de solucao otima. Uma vez obtido o modelo linear,
constituido pela fung¢io objetiva (linear) e pelas restrigoes lineares, a
programagao linear se incumbe de achar a sua solugcdo otima.

Um PPL pode ser formulado, de forma geral, da seguinte maneira:

Otimizar z = c1x1+ caxa + 323+ ... + Cpty,

satisfazendo as restri¢oes:

anry +  apry + + ar, > b
a1 Ty + ATy + +  agpT, = by
(2.1)
Am1T1 + GmaT2 + 0+ Qpaly Z bm
onde, z ¢é a fungao objetivo.
As restri¢coes podem vir acompanhadas de < ou =;
x; sao as variaveis de decisao, principais ou controlaveis, ; > 0, j =1,2,3,...,n;
a;; ¢ a constante ou coeficiente da i-ésima restricao da j-ésima variavel, com i =1,2,...,m

ej=12,...,n;
b; é o termo independente ou quantidade de recursos disponiveis da i-ésima restricdo, com
1=1,2,...,m;

¢; ¢ a constante ou coeficiente da j-ésima varidvel da fungao objetivo, com j =1,2,...,n.

Na resolucao de um PPL, a formulacao do modelo pode apresentar-se de outras

duas maneiras distintas, sendo a forma padrao e a candnica.

Definicao 38. Um modelo de Programacao Linear estd na forma padrao quando atende

aos seguintes requisitos:

1 Os termos independentes das restrigdes devem ser nao negativos.
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2 Todas as restrigcoes devem estar representadas por equagoes lineares e apresentadas na

forma de igualdade.

3 As varidveis de decisdo devem ser nao negativas.

Assim, podemos representar a forma padrdao, matematicamente, da seguinte forma:

Otimizar z = c1x1 4+ cax9 + c3x3+ ... + Cpy,

satisfazendo as restri¢oes:

a11r1 + Q12%y + -+ Apk, = b1
as1T1 + Q9exs + -+ QopT, = b2

(2.2)
Am1T1 + QmaTo + 0+ AT, = bm

r; >0,7=12,...,n

b >0,i=1,2,...,m

Em um modelo de programacao linear na forma canonica, as restrigoes serao
apresentadas na forma de inequagdes, onde a funcao objetivo z podera ser de maximizagao

ou de minimizagao.

Definicao 39. Para uma funcao objetivo z de maximizacao, todas as restricoes devem
ser representadas com sinal do tipo <, ja para uma funcgao objetivo z de minimizacao,

as restricoes devem estar com sinal do tipo >.

Sendo assim, num problema de maximizagao, podemos apresentar a forma canodnica,

matematicamente, da seguinte maneira:

Mazimizar z = c1x] + oo + 323 + ... + Cply,

satisfazendo as restri¢oes:

anry + apry + -+ apr, < b
2171+  Qly + + agr, < by

(2.3)
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bm
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comz; >0,7=1,2,...,n.

Num problema de minimizagao, podemos apresentar a forma canonica, matemati-

camente, da seguinte maneira:

Minimazar z = c1x1 + Ca%y + 323+ ... + CpXy,

satisfazendo as restri¢oes:

anry +  apry + + anpr, > b
2171+ ary + + agmx, > by

(2.4)
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn Z bm

comz; >0,7=1,2,...,n.

Tais formulagoes sao equivalentes, pois utilizando operacoes elementares podemos

transforma-las.
Mas quais sdo essas operagoes elementares?

Um mesmo PPL pode ser reescrito, sem qualquer perda das suas propriedades
matematicas, desde que obedeca as seguintes operagoes elementares (GOLDBARG; LUNA,
2005):

Operacgao 1: O critério de otimizacao pode ser mudado, isto é, pode-se transfor-
mar um problema de minimiza¢do para maximizacao e vice-versa, através da seguinte

propriedade:

Minimizar (f(x)) corresponde a Maximizar (—f(z)), bem como
—f

().

Maximizar (f(x)) corresponde a Minimizar (

Operagdo 2: Uma variavel livre (z; € R) pode ser transformada numa variavel nao-
negativa. Entretanto, devemos substituir a variavel em transformagdo por duas variaveis

auxiliares, ambas maiores ou iguais a zero, e cuja soma ¢é igual a variavel original.

1.2 1 2
Tj = x; xjeszo,szo

Operacio 3: Podemos transformar desigualdades em igualdades, e vice-versa.

Assim, temos dois casos a analisar:
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Caso 1. Transformacao de restrigbes de menor ou igual em restrigoes de igualdade.

Suponhamos a seguinte restricao
r1t+axo+...+x, <b

Introduziremos uma variavel de folga x,,; para “completar” a desigualdade,

transformando-a em uma restricdo de igualdade:

T+ Tyt .+ T+ Tpy =0, Tny1 20

Caso 2. Transformacao de restricoes de maior ou igual em restrigoes de igualdade.

Suponhamos a seguinte restricao
i +x9+...+x, >0

Introduziremos uma variavel de folga z,,; com coeficiente negativo, para “com-

pletar” a desigualdade, transformando-a em uma restricao de igualdade:

x1+x2+...+xn—xn+1:b, l’n+120.

Para Goldbarg e Luna (2005), o processo de organiza¢ao de um modelo de Progra-

macao Linear pode ser decomposto nas seguintes etapas:

Definicao das atividades
Devemos analisar o problema, para definir as atividades que o compdem. Uma

unidade de medida é adotada, normalmente, para cada atividade.

e Definicao dos recursos
Considerando os insumos disponiveis dentro de cada atividade, determinam-se os

recursos que estao sendo usados e produzidos em cada uma.

Calculo dos coeficientes de insumo/produgao
E indispensavel estabelecer claramente como as atividades e os recursos estao relaci-

onados em termos de recursos necessarios por unidade de atividade produzida.

Determinacgao das condigoes externas
Considerando que os recursos sao limitados, cumpre determinar a quantidade de cada
recurso disponivel para o processo modelado. Essas sdo as denominadas condigoes

externas do modelo.

Formalizacao do Modelo
Consiste em associar quantidades nao negativas xq,xs, -+, x, a cada uma das

atividades, escrever as equacoes de balanceamento e indicar o uso de cada recurso.
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Vejamos um exemplo de modelagem de problema de PL:

Exemplo 6. Um agricultor deseja semear trigo e milho numa area nao superior a 80
hectares. Pretende semear pelo menos 20 hectares de trigo e pelo menos 10 hectares de
milho.

Sabe-se que:

e o custo de producao de um hectare de trigo é 1500 euros;
e 0 custo de produgao de um hectare de milho é 1000 euros; e que,
e cada hectare de trigo da um lucro de 700 euros;

e cada hectare de milho d4 um lucro de 600 euros.

Admitindo que o agricultor ndo pode investir mais do que 100 000 euros nesta producao,
quantos hectares de trigo e quantos hectares de milho deve o agricultor semear de modo a

que tenha um lucro maximo?
Adaptado de Rafael (2014).

Formalizando o problemas, temos que:
o nimero de hectares de trigo e de milho a se produzir sao, respectivamente, variaveis de
decisdo 1 e xo. Representaremos por z, o lucro total proveniente da producao. O objetivo

¢é determinar os valores das variaveis que maximizam

z = 700x1 + 600x5.

Devemos considerar as restrigcoes impostas pela area de cultivo e pela capacidade

financeira do agricultor, sendo formulado matematicamente pelo seguinte modelo:
Maximizar z = 700z + 60024,
sujeito a
T+ 2o < 80

33'1220

l‘ngO

1500z, + 1000z, < 100000
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2.3 0O Método Simplex

A forma padrao de se desenvolver um PPL foi formalizada por George B. Dantizg
em 1947. Com mais alguns anos dedicados a PL, o Método Primal Simplex foi elaborado
e publicado, também por Dantzig (1951). Dai em diante, o ntimero de pesquisadores
que tem contribuido para o avango dos estudos sobre a otimizagao linear aumentou
exponencialmente. Em sua dissertacao, Ignacio (2009) relata que o avango significativo
dos hardwares e o aumento da capacidade de processamento dos softwares especificos,
contribuiu para o utilizagdo tem sido amplamente difundida, mesmo para problemas

complexos.

2.3.1 Método Simplex na Forma Tableau

Com o intuito de facilitar os calculos manuais utilizamos um formato tabular para
desenvolver o algoritmo Simplex. Trata-se, apenas, de um recurso para que possamos
melhor acompanhar os calculos. Como ja apresentado, um PPL, em sua forma padrao,

pode ser descrito da seguinte maneira:

Otimizar z = c1x1+ oo+ 323+ ...+ Cpty,

satisfazendo as restri¢oes:

a11ry + a1y + -+ Apk, = b1
as1T1 + Q9exs + -+ QopT, = b2

(2.5)
Am1T1 + QpmaTos + 0+ AT, = bm

r; >0,7=12,...,n

b >0,i=1,2,...,m

Agora, organizemos em seu formato tableau, como a seguir:
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Tabela 1 — Formato Tableau

Indice das Varidveis Termo Inde-
pendente
Indice das Varidveis Variaveis Area para
Variaveis Nao-Basicas Bésicas Calculos
Basicas
Funcao
Objetivo

Fonte: Adaptado de Goldbarg e Luna (2005)

A resolucao, por meio do Método Simplex, de um PPL de maximizacio, sera

apresentada numa se¢ao posterior, e devera obedecer os seguintes procedimentos, a saber:
Passo 1: Introduzir as variaveis de folga; uma para cada desigualdade.

Passo 2: Montar uma tabela para os calculos, colocando os coeficientes de todas
as variaveis com os respectivos sinais e, na ultima linha, incluir os coeficientes da funcao

objetivo transformada.

Passo 3: Estabelecer uma solugao basica inicial, usualmente atribuindo valor zero

as varidveis originais e achando valores positivos para as variaveis de folga.

Passo 4: Como proxima variavel a entrar na base, escolher a varidvel nao basica
que oferece, na ultima linha, a maior contribui¢do para o aumento da fungao objetivo (ou
seja, tem o maior valor negativo). Se todas as variaveis que estao fora da base tiverem
coeficientes nulos ou positivos nesta linha, a solucao atual é 6tima. Se alguma dessas
variaveis tiver coeficiente nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na base sem
aumentar o valor da funcao objetivo. Isso quer dizer que temos uma solucao 6tima, com o

mesmo valor da fun¢ao objetivo.

Passo 5: Para escolher a varidvel que deve deixar a base, deve-se realizar o seguinte

procedimento:

a) Dividir os elementos da coluna dos termos independentes pelos correspondentes elemen-
tos positivos da coluna da variavel que vai entrar na base. Caso nao haja elemento

algum positivo nesta coluna, o processo deve parar, ja que a solucao seria ilimitada.

b) O menor quociente indica a equagao cuja respectiva variavel basica devera ser anulada,

tornando-se varidvel nao basica.

Passo 6: Usando operagoes validas com as linhas da matriz, transformar o quadro
de calculos de forma a encontrar a nova solucao bésica. A coluna da nova varidvel basica

devera se tornar um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente
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a variavel que esta sendo anulada.
Passo 7: Retornar ao passo 4 para iniciar outra iteragao.
Exemplo 7. Seja o PPL a seguir:
Mazximizar z = 5xq + 622,
sujeito a:
21’1 + 41'2 S 30
4%1 + 31’2 < 40
T+ 1y <12
r1 > 0,20 >0
Transformando para a forma padrao, teremos:
Maximizar z = 5x1 + 62y + 0xF3 + 0z fy + 0xFy,
sujeito a:
2331 -+ 4£E2 + $F3 = 30
r + oz + xFy = 12

{171ZO,IQZO,$F320,$F420,$F520

Montaremos a tabela para ordenar as operagoes, inserindo apenas os coeficientes

das variaveis. A fungao objetivo devera ser reescrita, passando de
z = bx1 + 6x9

para,

z—5x1 —6zy =10

Assim, teremos o seguinte formato tableau:

Tabela 2 — Formato Tableau do PPL 2.6

Base 1 T xly xky x k5 b Calculos
xFy 2 4 1 0 0 30
xF} 0 1 0 40
zF 1 1 0 0 1 12
z -5 -6 0 0 0 0

Fonte: Autoria propria, 2018.



Capitulo 2. Programacdo Linear 45

Lisboa (2002) cita que na peniltima coluna encontramos os termos independentes
das equagoes, e a ultima linha corresponde aos coeficientes das variaveis da fungao objetivo,
que representa a contribui¢do que cada variavel da para o lucro total z, por unidade, em
cada iteracao do processo de solucao. Chamamos a ultima linha de fungao objetivo

transformada ou fungao z-transformada.

2.3.2 0O Algoritmo Simplex

De acordo com Bregalda, Oliveira e Bornstein (1988), o Simplex trata-se de um
algoritmo de buscas, que nao encontra a solu¢ao 6tima de forma direta, mas aponta e
melhora as solugoes viaveis, encontrando apos algumas iteragoes, a solugao 6tima. Tal
método, nao enumera todas as solugoes basicas, mas apenas investiga, por diversas iteracoes,

as potenciais candidatas a solugdo 6tima.

Na Figura 5 observamos o fluxograma que descreve o algoritmo Simplex.

Figura 5 — Fluxograma geral do algoritmo Simplex.

Encontrar uma
Solugio Basica
Factivel inicial

Determinar uma
melhor Solucéo
Basica Factivel

adjacente

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Considerando um PPL de maximizacao, detalharemos os passos do algoritmo

descrito na Figura 5, a seguir:

Inicio: O problema deve estar em sua forma padrao.
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Passo 1: Devemos encontrar uma SBF inicial para o PPL. Esta, pode ser obtida,
atribuindo valores iguais a zero as variaveis de decisao, observando que nenhuma das

restricoes do problema pode ser violada.

Passo 2: Um teste de otimalidade deve ser realizado. Uma SBF ¢ 6tima se nao
houver solugoes basicas factiveis adjacentes melhores. Observamos o valor de z, e caso
haja um incremento positivo em seu valor, a SBF adjacente sera melhor. Mas, caso haja
um incremento negativo no valor de 2z, a SBF adjacente sera pior do que a SBF atual.
Enquanto pelo menos uma das variaveis nao basicas da funcgao objetivo z tiver coeficiente

positivo, hd uma SBF melhor.

Iteracao: Determinar uma SBF adjacente melhor. Podemos identificar a direcao
de maior incremento em z, para determinarmos uma melhor SBF. Devemos seguir trés
passos (ZACHI, 2016):

1. Determinar a variavel nao bésica que passara para o conjunto
de variaveis basicas (base). Ela deve ser aquela que tem maior
incremento em z, isto é, com maior coeficiente positivo em z.

2. Escolher a variavel basica que passara para o conjunto de variaveis
nao basicas. A variavel escolhida a sair da base deve ser aquela
que limita o crescimento da variavel nao basica selecionada no
passo anterior a entrar na base.

3. Resolver o sistema de equagoes recalculando os valores da nova
solucao basica adjacente. Antes disso, o sistema de equagoes
deve ser convertido para uma forma mais conveniente, por
meio de operagoes algébricas elementares, utilizando o método
de eliminac¢ao de Gauss-Jordan. A partir do novo sistema de
equacgoes, cada nova equagao deve possuir apenas uma variavel
basica com coeficiente igual a 1, cada variavel basica deve
aparecer em apenas uma equagao, e a fungao objetivo deve
ser escrita em funcao das variaveis nao bésicas, de forma que
os valores das novas variaveis basicas e da funcao objetivo z
podem ser obtidos diretamente, e o teste de otimalidade pode
ser verificado facilmente.

Exemplo 8. Resolveremos o Problema de Programacao Linear 2.6, citado anteriormente:

Maximizar 2z = bxy + 6x9 + 0xF3 + 0xFy + Oz F5,

sujeito a:
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21‘1 + 4%2 + l’Fg = 30
4.%'1 + 3332 + SCF4 = 40
T + X9 + iL’F5 = 12

./ElZO,.TQZO,ZEF{;ZO,$F4ZO,I‘F5ZO

Relembrando o formato tableau, ja apresentado, temos:

Tabela 3 — Formato Tableau do PPL 2.6

Base 1 To xFy xFy xFy b Calculos
zFy 2 4 1 0 0 30
zF) 3 0 1 0 40
zFy 1 1 0 0 1 12
z -5 -6 0 0 0 0

Fonte: Autoria propria, 2018.

Solucao Inicial

Podemos obter a solucao inicial fazendo, sempre, as variaveis originais do problema

iguais a zero, nesse caso r1=r,=0 (varidveis nao-bdsicas).

Assim, obteremos

xF3 =30

rFy = 40 Variaveis basicas
zFs =12

z=0

Segunda Solugao

Certamente, a primeira solu¢ao nao é a melhor, logo procuremos outra que apresente

um valor maior para z. Consideremos estas duas indagagoes:

1 Das duas varidveis ndo-bdsicas (nulas), na primeira solucao, qual deve se tornar positiva?

2 Das trés variaveis basicas (positivas), na primeira solucao, qual devera ser anulada?

Para responder a primeira pergunta, observemos que na tltima linha do formato
tableau, temos os coeficientes da func¢ao objetivo que mostram a contribuicao para o
incremento em z, de cada unidade produzida, ou o menor niimero negativo. Logo, pelo
critério de que devemos escolher primeiro a variavel que mais contribui para o incremento

de z, comecemos pela variavel x,, visto que ela aumenta em 6 e x1, em 5.

Dizemos que a variavel zo, em azul na tabela abaixo, entra para a base.
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Respondendo a segunda pergunta, basta efetuar a divisao dos elementos da coluna
b pelos elementos correspondentes da coluna zs. O menor quociente indica a linha da
variavel basica que deve ser anulada. Em outras palavras, dizemos que tal variavel sai da

base.

Sendo assim, temos que:

Tabela 4 — Identificacao do elemento que entra e que sai da base, bem como, do elemento
pivo.

Base xF3 xFy xFy b Calculos
1 0 0 30 30/4="7.5
0 1 0 40 40/3 = 13.33
0 0 1 12 12/1 =12
z -5 -6 0 0 0 0

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Logo, a variavel que sai da base é xF3, em vermelho, na tabela acima, visto que

apresenta o menor valor de crescimento para xs: min{%, %, 1—12} = %.

Ao observarmos a intercessao advinda da unido da coluna do menor z negativo
com a linha que possui a menor razao, encontramos o elemento pivo, que neste caso € o

numero 4, destacado em amarelo.

Devemos dividir a linha que contém o pivo, pelo préprio pivo, para obtermos uma

nova linha pivo (NLP), que ird integrar a proxima tabela do algoritmo Simplex.

Assim, teremos como NLP:

Tabela 5 — Nova linha pivo.

0 0 15
2

DO [ —
b=

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Entao, iniciaremos a nova tabela Simplex pela nova linha pivo, como na tabela 5.
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Tabela 6 — Nova linha pivd na tabela Simplex.

Base 1 - xls xky xF5 b Calculos
1 1 1 0 0 15
2 4 2

IF4

.TF5

z

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Para prosseguir com a construcao da tabela devemos realizar um célculo em cada
uma das demais linhas para a entrada na nova tabela Simplex. Os célculos obedecem
operacoes algébricas elementares, utilizando o método de eliminagao de Gauss-Jordan,

visto na Secao 1.5, do capitulo 2.

Sendo assim, para obtermos a nova Linha 2, realizaremos a seguinte transformacao:
L2 — L2 — BNLP,

onde o nimero 3 é o elemento que pertence a Linha 2 e a coluna do elemento pivo.

1 1 15
L 4 1 40)—3e(= 1 = -
s— (4 3 0 0 40) 3.(2 7 00 2)
3 3 45
L 4 1 40) — (2 2 =
s— (4 3 0 0 40) (2 35700 2)
5 3 35
Ly — (= -2 1 22
2 (2 0 4 0 2)

Disto posto, podemos preencher a tabela com os novos valores da Linha 2.

Tabela 7 — Nova Linha 2 na tabela Simplex.

Base 1 - xly xkFy xFy b Calculos
1 1 15
g 1 13 0 0 37
— 5
.CL'F5
z

Fonte: Autoria propria, 2018.

Para obtermos a nova Linha 3, realizaremos a seguinte transformacao:

L3 —>L3—1NLP,
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onde o nimero 1 é o elemento que pertence a Linha 3 e a coluna do elemento pivo

(Acompanhe na Tabela 3).

1 1 15
Ly—(1 1.0 0 1 12)-1e(y 1 - 00 =)

1 1 9
Li— (5 0 =7 01 3)

Tabela 8 — Nova Linha 3 na tabela Simplex.

Base 1 - xls xky xF5 b Calculos
1 1 1 0 0 15
2 4 2
5 -3 35
z

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Geramos a nova linha da funcao objetivo z, realizando a seguinte transformacao:
Ly — Ly— (—G)NLP,

onde o nimero (—6) é o elemento que pertence a Linha 4 e a coluna do elemento pivd

(Acompanhe na Tabela 3).

Li— (=5 —6 0 0 0 0)—(—6)0(; 1

o |
[\

3
Li— (=5 =60 00 0+@3 6 5 0 0 45

3
Li— (=2 0 5 0 0 45
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Tabela 9 — Nova Linha 4 na tabela Simplex.

Base 1 - T F3 xFy xFj b Calculos
1 1 1 0 0 15
2 4 2
5 -3 35
2 -2 0 g 0 0 45

Fonte: Autoria propria, 2018.

Da identificacao do pivo, na Tabela 3, tem-se que x5 entra na base, no lugar de

xF3. Entao, a coluna da base tera xq, xFy e xF%.

Tabela 10 — Nova Tabela Simplex com a Base composta.

Base 1 T T F3 xFy xFj b Calculos
1 1 15
) -3 35
2 -2 0 g 0 0 45

Fonte: Autoria propria, 2018.

Como ainda existe um ntimero negativo (—2) na linha da funcao objetivo, a solugao
nao é 6tima. Calcularemos novamente a variavel que entra e que sai da base, identificando

0 menor negativo em z.

Logo vemos que x; entrard na base e, em seguida, calcularemos a razao entre os
elementos da coluna b pelos elementos correspondentes da coluna x;, para descobrir qual

variavel saira da base.

Tabela 11 — Nova coluna que entra, que sai e pivo.

M Ty xly xFy xFy b Calculos
B 1 1 ! 0 0 L1 (15/2):(1/2)=15
- 5 0 = 1 0 5| (35/2):(5/2)=7
o Fy % 0 —Tl 0 1 g (9/2):(1/2)=9
z —2 0 g 0 0 45

Fonte: Autoria propria, 2018.
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Iniciaremos uma nova iteracao, sabendo que g é 0 novo elemento pivo, visto que
min{15,7,9} = 7 . Devemos calcular a nova linha pivd, dividindo toda a Linha de xzF}

or 2. e a varidvel zF, deixard a base, pois apresenta o menor incremento em z.
2 )

Tabela 12 — Nova linha pivé na tabela Simplex.

Base T xly xFy xFy b Calculos
T2
-3 2
L U 0 7
ZL’F5
z |

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Agora, vamos calcular as demais linhas, utilizando o método de eliminagao de

Gauss-Jordan. Os calculos serao suprimidos, para agilizar o processo.

1
Ly —>L1—§NLP,

Base T xls xky z k5 b Calculos
T 0 1 2 _1 0 4
5 5
10 5
I‘F5
z

Fonte: Autoria prépria, 2018.
Calculando a nova Linha 3, temos:

1
Ls —>L3—§NLP,
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Tabela 14 — Nova Linha 3 na tabela Simplex.

M T T F3 xFy xFj b Calculos
T 0 1 % _% 0 4
o o 5 ;o0
rF; 0 0 — Tlo _% 1 1
z

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Para os valores da nova linha da func¢ao objetiva z, Linha 4, faremos a seguinte

transformacao:

Ly — Ly — (=4).NLP,

1 1
L 21

Tabela 15 — Nova Linha 4 na tabela Simplex.

M T T F3 xFy xFj b Calculos
To 0 1 2 _1 0 4
53 25
R 0 T 5 0 7
g 0 0 —L i 1 1
2 0 0 9 4 0 59
10 5

Fonte: Autoria propria, 2018.

Mudando a posicao do elemento que entra e sai da base, temos a nova tabela:

Tabela 16 — Nova Tabela Simplex.

Base 1 T xk3 xFy xFy b Calculos
2 1
T 1 0 — ? 31 0 7
o Fy 0 0 L1 1 1
9 4
z 0 0 0 : 0 59

Fonte: Autoria propria, 2018.
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Desta ultima tabela, nota-se que nao temos mais elementos negativos na linha de

z, 0 que determina a tao almejada solucao 6tima.

Concluimos que o maximo valor que é possivel para a funcao objetivo z =
5x1 + 629 + 0xF3 + OxFy + 0xFy é de 59, sendo:

T, =7

To =4 Solugao Otima
zFs =1

vF;=aF; =0

A variavel de folga, xF5, nao é escassa e possui uma folga de 1.
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Capitulo

Programacao Linear Geométrica

Neste capitulo veremos como se dé a resolugao grafica de um Problema de Pro-
gramacao Linear, um método nao muito pratico, por ser adequado para problemas mais
simples, que envolvam duas variaveis de decisao. Embora seja possivel resolver problemas
com 3 variaveis de decisao, o caminho a se percorrer serda muito mais complexo, sendo
imprescindivel, a utilizacao de um software, como Graph, Winplot, Graphmatica, GeoGe-
bra, entre outros. Nesta etapa, abordaremos apenas PPL que envolvam duas variaveis de

decisao.

Segundo Vasconcelos (2013), o Método Simplex é iterativo, determinando a solugao
de modo algébrico. O método consiste de um vetor inicial, escolhido convenientemente,
e de uma sequéncia de iteragoes a partir deste vetor inicial, que deve convergir para a

solugao 6tima.

O espaco das solucoes de problemas com duas varidveis é o plano R2. Uma reta
axr + by = c divide o plano em duas regioes chamadas de semiplanos e as inequagoes

ar+by <c e ax-+ by > c, representam semiplanos abertos distintos.

J& as inequagoes ar + by < ¢ e ax + by > ¢ determinam semiplanos fechados,

que tem por intersegao a reta ax + by = c.

Se um semiplano é a representacao grafica de uma inequacao em
duas varidveis, entao a representacao grafica de um sistema de ine-
quacoes lineares em duas variaveis sera a interseccao dos semiplanos
correspondentes a cada inequagao. As restrigbes de um PPL jun-
tamente com as condi¢oes de nao-negatividade ¢ um conjunto de
semiplanos cuja interseccao determina um conjunto de pontos do
% denominado Regido das Solugdes Viaveis ou simplesmente
Regiao Viavel (RV). (CARDOSO, 2011)

Um PPL com duas variaveis de decisao pode ser formulado, em sua forma geral,

da seguinte maneira:
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Otimizar z = c1x1 + CaTa,

satisfazendo as restri¢oes:

anry + apre > b
a1 Ty +  agpry > b

(3.1)
Am1T1 +  AmaTs > by,

$1>0

1’220

Sabemos que nas condi¢oes 3.1, podemos utilizar também < e =.

Devemos, entdo, encontrar um par de varidveis (x1,z3) que satisfaca todas as
restri¢oes, o qual chamaremos de solugcdo vidvel. O conjunto de todas as solugoes viaveis
determina um subconjunto do plano x;xs, que denomina-se regidGgo vidvel. Logo, temos
como objetivo encontrar uma solugao viavel que melhor otimize a fungao objetivo z, ou

seja, determinar a solucao 6tima do PPL.

Nota-se que, cada restricao do tipo a;1x1 + a;pre = b; define uma reta no plano
r122. E que cada restricao da forma a;1x1 + apxs < b; ou a1 + apxs > b;, define um

semiplano que inclui a reta de fronteira.

Sendo assim, podemos dizer que a regidao viavel é uma interse¢ao de um nimero

finito de retas e semiplanos.

De acordo com Cardoso (2011), em R3, as fungoes lineares do tipo z = f(z1,x2) =
171 + Cowo s20, geometricamente, planos, admitindo maximo e/ou minimo se estiverem
sujeitas a restri¢oes, como os PPL. As curvas de nivel desse tipo de funcao sao retas

paralelas que crescem monotonamente na direcao do gradiente

of of

Vf(x,29) = oz, Org

O tnico ponto critico de fungoes lineares é a origem do sistema de coordenadas, e
especificamente, nos PPL com duas variaveis, o ponto critico é (0,0), um dos vértices da
RV. Qualquer outro ponto extremo da fungdo objetivo devera estar na fronteira da regiao
delimitada pelas restri¢oes, devendo-se percorrer a familia de retas paralelas no sentido do

gradiente.
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As possiveis solugoes de um PPL podem ser obtidas de acordo com a regiao viavel
encontrada em cada situagdo. Veremos, agora, como se apresentam as possiveis regioes
viaveis.

O Teorema de Weierstrass ou Teorema do Valor Extremo garante a condicao

de existéncia de um PPL, como veremos a seguir.

Teorema 6. Se f(z1,xs,...,2,) € continua em um subconjunto fechado e limitado do R™,

entdo f atinge valores globais de mdximo e minimo.

Visto que, as fungoes lineares sao uniformemente continuas, caso o conjunto das

solucoes vidveis, em R2, forme um poligono fechado, entdo o problema admite solucio.
Trés situacoes podem ocorrer ao resolvermos graficamente um PPL, a saber:
1. A Regiao Viavel é um conjunto vazio.

A solu¢ao degenerada ou problema inviavel ocorre no caso em que nao existe

nenhum ponto no plano cartesiano que satisfaz, simultaneamente, as restrigoes.

Figura 6 — Representacao Grafica de um PPL com solugao degenerada.

Fonte: Autoria propria, 2018.

2. A Regiao Viavel é um conjunto nao vazio e limitado. Duas situagoes distintas

podem ocorrer, pois o PPL apresenta solucao 6tima, tinica ou nao:

2.1 O PPL apresenta uma tnica solu¢ao 6tima
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Figura 7 — Representagao Grafica de um PPL com solugao 6tima tnica.

Fonte: Autoria propria, 2018.

2.2 Neste caso, o PPL apresenta miltiplas solucoes 6timas, ou seja, todos os
infinitos pontos de um segmento de reta sdo solugoes étimas, e ddo o mesmo valor para a

funcao objetivo.

Figura 8 — Representagao Grafica de um PPL com multiplas solugoes 6timas.

Fonte: Autoria propria, 2018.

3. A Regiao Vidvel é um conjunto nao vazio e ilimitado. Duas situagoes distintas

podem ocorrer:

3.1 O PPL apresenta solucao 6tima, tinica ou nao.
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Figura 9 — RV nao vazio e ilimitado de um PPL com solucao étima unica.

I

Fonte: Autoria propria, 2018.

Figura 10 — RV nao vazio e ilimitado de um PPL com miltiplas solucoes 6timas.

ara

Ml Iy

Fonte: Autoria propria, 2018.

3.2 O valor da fungao objetivo cresce indefinidamente no sentido favoravel, isto

é, o PPL nao apresenta 6timo finito.
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Figura 11 — RV nao vazio e ilimitado de um PPL que nao apresenta 6timo finito.

Fonte: Autoria propria, 2018.

Exemplo 9. Encontre os valores de z; e x5 que maximizam
z =11+ 39
sujeito a:

2£L‘1 + 31’2 S 24 ((l)

T2y < T ()
1y <6 (c)
2 >0 (d)
Tz >0 (e)

Neste primeiro exemplo de resolugao pelo método grafico, faremos os graficos das

restrigoes separadamente, para uma melhor compreensao do processo.

Vejamos como se apresentam os graficos da restrigoes:
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Figura 12 — Gréfico da restri¢ao (a).

20, + 31, < 24

Fonte: Autoria propria, 2018.

Figura 13 — Grafico da restrigao (b).

Fonte: Autoria propria, 2018.
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Figura 14 — Grafico da restrigao (c).

2

Fonte: Autoria propria, 2018.

Figura 15 — Gréfico da restri¢ao (d).

Tz

Ty

0 1 2 3 3 5 8 7 8 8 10 11 12 13

Fonte: Autoria prépria, 2018.
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Figura 16 — Gréfico da restrigao (e).

Fonte: Autoria propria, 2018.

Apés essa etapa, vejamos como se comporta o grafico da intersecao das restrigoes

apresentadas.

Como pode-se observar, a intersecao dos graficos contidos nas restrigoes de nao-

negatividade, Figura 15 e Figura 16, delimita a analise ao 1° quadrante.

Assim, o grafico da intersecdo das restrigoes apresenta-se da seguinte maneira:

Figura 17 — Regiao Viavel do Exemplo 9.

(0, 0)

Fonte: Autoria prépria, 2018.
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Por ser limitada, o valor maximo de z é atingido em um dos cinco pontos extremos.

Atribuindo valores aleatorios para z, zero e cinco, por exemplo, podemos perceber

o comportamento da funcao objetivo.

Figura 18 — Comportamento da fungdo objetivo para z = 0.

0=z + 3x,

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Figura 19 — Comportamento da fungao objetivo para z = 5.

5=z + 3x,

Fonte: Autoria prépria, 2018.
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Figura 20 — Comportamento da fungao objetivo para z = 10.

10 = &1 4+ 3w

5 = + 32

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Figura 21 — Comportamento da funcao objetivo para z = 15.

10 = 21+ 32

5=@1 4+ 3rs

0 = + 32

Fonte: Autoria propria, 2018.

Como podemos ver, a fungao objetivo desloca-se no sentido do seu gradiente, efetu-
ando uma varredura em toda a Regiao Viavel, alcancando o valor maximo no tultimo ponto
em que ocorre interse¢do, no caso, no ponto (3,6). Logo, z atinge o seu valor maximo

quando 1 = 3 e x5 = 6,

z =21+ 329
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z2=3+36

z=21

Figura 22 — Representacao grafica da solugao 6tima de z = x1 + 3x».

10 = >, + 322
44
34
24

Fonte: Autoria prépria, 2018.

A solucao do problema foi obtida tangenciando-se & direita o poligono das solugoes
viaveis e este fato implica que a solucao 6tima, quando existe, localiza-se em ao menos um

dos vértices da Regiao Viavel.

Uma outra forma de determinar a solu¢ao de um problema de maximizacao é analisar

algebricamente em qual vértice a funcao objetivo atinge o seu maior valor, conforme Tabela
17.

Tabela 17 — Tabela de pontos extremos do Exemplo 9.

Ponto Extremo Valor de
(1, 22) z=x1 + 31
(0,0) 0
(7,0) 7
(9,2) 15
(3,6) 21
(0,6) 18

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Ao calcularmos os valores que a funcao objetivo assume enquanto percorre os
pontos extremos da Regiao Viavel, podemos observar que, partindo da origem, o valor de

z aumenta a medida que deslocamos a direita, atingindo seu apice no ponto 6timo tinico

(3,6).
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Exemplo 10. Determine os valores de x; e x5 que minimizam
z = 10x; + 1229
sujeito a:
T+ 19 < 20
T1 + X2 Z 10
5x1 + 615 > 54
T Z 0

37220

Iniciaremos observando como se comporta a Regiao Viavel, conforme a Figura 23.

Figura 23 — Regiao Viavel do Exemplo 10.

25!

(0, 20)

ry+ @y < 20

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Vejamos, entao, a reta da fungao objetivo quando fazemos z = 0:
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Figura 24 — Funcao objetivo quando z = 0.

(0, 20)

{0,10) 21+ 22 < 20

51 + 6y = 54

s (6 4)

0=10x; + 12x7

(10,8, 0)
R 5 o 5 1\ 15 21\ 25

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Conforme dito, na Se¢ao 2.2, Minimizar (f(x)) corresponde a Maximizar (—f(x)),
bem como Maximizar (f(z)) corresponde a Minimizar (—f(x)). Logo, diferentemente
dos problemas de maximizacao, onde a funcao objetivo percorre toda a Regidao Viavel,
alcancando o valor maximo no 1ltimo ponto em que ocorre intersegao, a solugao 6tima
de um PPL de minimizacado estard no primeiro ponto extremo que a fungao objetivo

interceptar.

Sendo assim, temos:

Figura 25 — Representacao gréafica da solucao 6tima de z = 10x; + 12x5.

T+ < 20

0=10x; + 122y

1

(10.8,0) (20,0)
5 \ 13'\\ 15 3\ 25
Fonte: Autoria propria, 2018.

=]
&
o
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ou ainda,

Tabela 18 — Tabela de pontos extremos do Exemplo 10.

Ponto Extremo Valor de
(21, 22) z = 10z1 + 1224
(0, 10) 120
(0,20) 240
(20,0) 200
(10.8,0) 108
(6,4) 108

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Vemos que a func¢ao objetivo, em azul claro na Figura 25, sobrepde-se a reta da
restricdo b5x; + 6x5 > 54 e atinge um valor minimo de 108 nos dois pontos extremos
adjacentes (10.8,0) e (6,4). Isto mostra que uma solugao 6tima em um PPL nao precisa
ser unica. Se a fungao objetivo assume o mesmo valor em dois pontos extremos adjacentes,

ela tem o mesmo valor em todos os pontos do segmento de reta da fronteira.

Exemplo 11. Considere o seguinte PPL de Maximizacao:
z =10z + 122,

sujeito a:
—233'1 + o < 1
Ty — 2232 S 2
W5l Z 0

1'220

Vejamos a RV do referido problema:
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Figura 26 — Regiao Viavel do Exemplo 11.

Ty

]

-2z a3 <1 f

0=10x; 4 12z

Fonte: Autoria prépria, 2018.

O problema apresenta uma RV com trés vértices, mas nao é limitada. Observando
a funcao objetivo, percebe-se que esta pode ser deslocada paralelamente a si prépria no

sentido de crescimento de z e conter sempre pontos do conjunto das solu¢des admissiveis.

A funcao objetivo pode alcangar valores muito elevados e, como consequéncia, nao
existir um valor maximo finito para z. Dizemos, entao que o PPL nao apresenta 6timo
finito.

3.1 Softwares Graficos utilizados na resolucao de proble-

mas de Programacao Linear

A utilizacao de softwares graficos nas aulas de Matematica pode estimular a
aprendizagem e aumentar o interesse por determinados conteidos. Professores e alunos
deparam-se com a proposta desafiadora, principalmente nas aulas de geometria e no estudo

das fungoes, em virtude da necessidade de se desenvolver graficos.

Nesta secao, apresentaremos 4 softwares que auxiliam na resolucao de problemas

de Programagao Linear Geométrica: Graph, Winplot, Graphmatica e GeoGebra.

3.1.1 Graph

O Graph é um programa de livre circulagao, criado por Ivan Johansen, de facil

utilizacao, usado para desenhar graficos matematicos em um sistema cartesiano e permite
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uma melhor visualizagdo do que a calculadora grafica.

Figura 27 — Tela inicial do software Graph

Arquivo Editar Fungio Zoom Cale Ajuda
D& AL w0 A ok PR LN
E:a - Ty

Fonte: Graph

Ele apresenta uma Barra de Menu que contém todos os recursos disponiveis no
programa. Todos eles sao acessiveis através dos diversos menus, que podem ser ativados
clicando sobre o nome. Apresenta ainda, uma Barra de Ferramentas, Area de Plotagem,

Area de Elementos e uma Barra de Mensagem.

3.1.2 Winplot

Foi desenvolvido pelo Professor Richard Parris "Rick", da Philips Exeter Academy,
por volta de 1985. Escrito em linguagem C, chamava-se PLOT e rodava no antigo DOS.
Com o langamento do Windows 3.1, o programa foi rebatizado de "Winplot". A versao para
o Windows 98 surgiu em 2001 e esta escrita em linguagem C++. Os menus sao bastante
amigaveis, existe ajuda em todas partes do programa, aceita as fun¢ées matematicas de

modo natural e possibilita a construgao de graficos em 2D e 3D.
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Figura 28 — Tela inicial do software Winplot

Janelz  Ajuda

Fonte: Winplot

3.1.3 Graphmatica

O software Graphmatica, criado por Keith Hertzer, um bacharel em Engenharia
Elétrica e Ciéncia da Computacgao, é um aplicativo que trabalha com duas dimensoes,
sendo capaz de representar graficamente fungoes de qualquer grau, fun¢des exponenciais,
logaritmicas, trigonométricas, hiperbdlicas, etc. Também é til no Célculo Diferencial e
Integral: hachura areas para ilustrar integrais, desenha gréaficos de derivadas e cria graficos

de equagoes diferenciais ordinérias.

Figura 29 — Tela inicial do software Graphmatica

D7 HmB VH vy aam A £~ - R
...

Type an equation in the edit field and press Draw graph or enter to graph it.

Fonte: Graphmatica



Capitulo 3. Programac¢do Linear Geométrica 73

O programa apresenta uma barra de botoes rapidos com os principais comandos,
uma area editavel das fungoes, a barra de menus e uma area de plotagem onde aparecem

os graficos digitados na area editavel das fungoes.

3.1.4 GeoGebra

O GeoGebra (2017), cujo nome é formado pela aglutinacao das palavras Geometria
e Algebra, é gratuito e foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter e a sua

popularidade tem crescido desde entao.

Figura 30 — Tela inicial do software GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

ol 5 |B % 1 (Ol || 7NN =

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X

{1
e

Entrada

Fonte: GeoGebra

E um software de matemética dinadmica para todos os niveis de ensino que retine
Geometria, Algebra, Planilha de Célculo, Graficos em 2D e 3D, Probabilidade, Estatistica
e Calculos Simbdlicos em um tinico pacote facil de se usar. Possui uma comunidade de
milhoes de usuarios em praticamente todos os paises, tornando-se lider na area de softwares
de matematica dindmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia,

Engenharia e Matematica.

Como ferramenta para a resolugao dos problemas de Programagao Linear presentes
neste trabalho utilizaremos o software GeoGebra (2017), pois a Geometria, a Algebra
e a Planilha de Célculo estdao interconectadas e sao dindmicas, além de tratar-se de
um programa de codigo aberto disponivel gratuitamente para usuarios nado comerciais e

apresentar uma interface facil de usar, possibilitando a criacdo de materiais didaticos.
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Capitulo

Estado da Arte

Acreditando ser de fundamental importancia para o desenvolvimento deste trabalho,
neste capitulo, apresentaremos o estado da arte, visando compreender a literatura que

aborda assuntos assemelhados aos aqui propostos.

Ribas (2014), cita a obra “A arte de resolver problemas”, de George Polya (1994),
fundamental para ampliar os conceitos aprendidos pelo aluno, explorar novas possibilidades
e instiga-los. Sua dissertacao foi provocada pelo desejo dos discentes sobre as aplicagoes

dos conteudos matematicos.

A autora propds 8 aulas, tendo como principais atividades a discussao dos problemas
apresentados, a abordagem dos conceitos de PL e construgoes nos softwares GeoGebra
(2017), Excell e Linux Calc, para a resolugao de problemas. Como a atividade nao foi

aplicada aos seus alunos, nao foi possivel elaborar uma avaliacao dos resultados.

Zachi (2016) inicia seu trabalho apresentando os fundamentos da PL, com destaque
a Programacao Linear Geométrica, ressaltando a importancia desse instrumento para
a resolucao de problemas pertences a “Economia, gestao de empresas, problemas de

transportes, obtencao de misturas 6timas, entre outros”.

Em sua dissertagao, a autora destaca que a PL é um tema de facil aplicacao e atende
perfeitamente ao questionamento dos alunos quanto a contextualizacdo da Matematica no
dia a dia. Porém, o tema nao é muito explorado no Ensino Médio. Ela utiliza o caderno
de apoio do aluno do 3° ano do Ensino Médio do Estado de Sao Paulo - volume 1, que
apresenta uma situacao de aprendizagem sobre Problemas de Programacao Linear, como
motivagao para uso das equagoes e inequagoes associadas a retas e regides do plano. Como
facilitador, Zachi (2016) utiliza o software GeoGebra (2017) trazendo a possibilidade de

introduzir contetidos mais “palpaveis”.

Pinheiro et al. (2016) aborda, em sua dissertagao, os Problemas de Programagao

Linear e as solugoes geométricas, com os recursos do GeoGebra (2017), solugoes algébricas,
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além da ferramenta Solver da planilha Calc do LibreOffice. O autor destaca o “ganho valioso
para o alunado”, pois, ressalta ainda, “os alunos reafirmam conhecimentos algébricos,
aumentam conhecimentos em informatica e relacionam sua aplicacao com a tecnologia que

se encontra a seu alcance”.

Camargo et al. (2014) segue as orientagoes propostas por Paiva (2008) ao realizar
atividades de Programacao Linear com alunos do 3° ano do Ensino Médio do Instituto
Federal de Educagdo do Amazonas - Campus Parintins e da Fundagdo Centro de Anélise
Pesquisa e Inovacao Tecnoldgica em Manaus. Tais atividades foram realizadas no laboratoério
de informéatica de cada instituto com o uso dos recursos computacionais do software
GeoGebra (2017), resolvendo problemas de programacao linear com duas variaveis pelo

método da resolugao grafica.

O autor destaca o fato da atividade realizada no Instituto Federal de Educacao do
Amazonas, Campus Parintins, ter sido transformada em trabalho estendido, apresentado no
“1° Simposio Nacional da Formacao do Professor de Matematica”, realizado na UnB-Brasilia,

intitulado “Introduzindo a Programacao Linear no Ensino Médio”.

Camargo et al. (2014) apresenta como resultado a participagdo dos alunos na
elaboracgao de “conjecturas e conclusdes sobre os contetidos estudados, respeitando seus
ritmos e ideias”. Destaca ainda, que “a experiéncia com essa atividade mostrou ser
conveniente iniciar as aulas com problemas de programagao linear com apenas duas
variaveis”.

Martins (2013), em sua dissertacao, destaca a necessidade de se repensar o curriculo,
propondo estratégias e alternativas que conectem a matemética ao cotidiano e respondam
aos questionamentos dos alunos. O autor ofereceu uma oficina aos estudantes do Centro
de Ensino Médio Pastor Dohms, localizada em Porto Alegre, totalizando 20 horas de aulas

em 8 encontros.

Durante a aplicagdo da sequéncia didatica, os discentes foram provocados a conjec-
turar e elaborar conclusoes ao longo das atividades. Martins (2013) salienta que a teoria
foi desenvolvida no decorrer das oficinas, em paralelo a revisao de alguns contetidos, e
as atividades foram aplicadas sem explanacao de conceitos prévios, visando despertar a

percepcao de um método para resolucao de problemas.

Ao término das oficinas, Martins (2013) verificou que, em geral, os alunos des-
pertaram interesse para um contetudo, até entao, desconhecido, além de perceberem que,
somente as tabelas, nao resolvem todos os problemas de PL. Houve ainda, a conexao

de conhecimentos prévios e sem sentido, até aquele momento, e a utilizacao do software

GeoGebra (2017).
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4.1 Analise do livro didatico

Considerando a importancia dos livros didaticos para o processo educativo, suporte
de conhecimento cultural, cientifico e literario, faz-se necessario analisar como o contetido
de Programacao Linear é abordado em livros voltados para o Ensino Médio e se alguma

ferramenta é utilizada e/ou sugerida.

Para tanto, consultando-se o guia digital do Programa Nacional do Livro Didatico
- PNLD (2018), ganha destaque a colecao “Matemadtica: contextos e aplicagdes”, do
renomado autor Dante (2016), por ser amplamente conhecido e utilizado em escolas

publicas e privadas.

O livro apresenta duas referéncias sobre a Programacao Linear, sendo a primeira
na introducao do capitulo 5, que trata dos Sistemas Lineares, num pequeno texto sobre as
regras do jogo Sudoku, e a segunda na secao “Outros Contextos”, que apresenta “temas
interessantes e curiosos que tratam de situagoes praticas, articulando a Matematica com

outras disciplinas”.

Na introducao do capitulo 5, na pagina 94, o texto relata que “em 2008 foi proposta
uma solugao para o jogo Sudoku por meio da Programacao Linear”, descrevendo-a logo
em seguida, como sendo “um tipo de programacao utilizada para resolver diversos tipos

de problema que podem ser escritos matematicamente na forma de sistemas lineares”.

Dante (2016), na segdo “Outros Contextos”, presente no capitulo 5, pagina 112,
apresenta como titulo “Programacao Linear e a otimizacao de fungoes” destacando a
importancia dos sistemas de equagoes e inequagoes simultaneas na resolucao de problemas
nas mais diversas areas, como na economia, transportes, alimentacao(dietas), etc. O autor
motiva o discente relatando a necessidade de encontrar valores maximo ou minimo de uma

funcao sujeita a restrigoes.

Em seguida, o autor inicia o estudo do método grafico para Problemas de Pro-
gramacao Linear, enunciando o seguinte problema e apresentando o quadro da Figura
31:

“Dois produtos, P e Q, contém as vitaminas A, B e C nas quantida-
des indicadas no quadro abaixo. A tltima coluna indica a quantidade
minima necessaria de cada vitamina para uma alimentacgao sadia,
e a ultima linha indica o preco de cada produto por unidade. Que
quantidade de cada produto uma dieta deve conter para que pro-
porcione uma alimentagao sadia com o minimo custo?” (DANTE,
2016, p.112)
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Figura 31 — Quadro do problema da dieta

Fonte: Livro de Dante (2016, p.112)

Dante (2016) apresenta as seguintes orientagoes para resolver um problema de

Programacao Linear, pelo método gréfico:

1. Estabelecemos a funcao objetivo, isto é, a funcao que queremos
maximizar ou minimizar.

2. Transformamos as restri¢des impostas no problema em um sis-
tema de inequacoes lineares.

3. Tracamos o grafico da regiao poligonal convexa correspondente a
essas restricoes determinando as coordenadas dos seus vértices.

4. Calculamos os valores da fungao objetivo em cada um dos vérti-
ces.

5. Constatamos que o maior desses valores é o maximo e o menor é
o minimo da funcao objetivo. Voltamos ao problema e damos a sua
solugao.

Em seguida, Dante (2016) apresenta o passo a passo para a resolugao do problema,
apresentando a fung¢ao objetivo de custo, as restri¢oes, um esbogo do grafico (Figura 32) e

os sistemas que determinam os vértices (Figura 33), mas nao os resolve.
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Figura 32 — Esbogo do grafico do problema da dieta

y

Banmea da imagans/Arquive da aditara

Fonte: Livro de Dante (2016, p.112)

O grafico acima, extraido do livro didatico, apresenta clara falta de propor¢ao no
ponto de interseccao das retas 3z + 4y = 30 e 2x 4+ 7Ty = 28, representadas no terceiro

sistema da Figura 33, o que pode comprometer a analise e compreensao do problema.

Figura 33 — Sistemas que determinam os vértices na Figura 32

X =0

3+ y=12 N0
3x+ y=12 b
3x+4y=30 %V =26
2x+7y=128 (98 2_4)
{3x+ay=30:"':‘”’ ) = (13 '3

{E}c’—l-?y 28 = (x.y) = (14, 0)

Fonte: Livro de Dante (2016, p.112)

Logo ap06s, apresenta um quadro (Figura 34) com os valores que a fungao objetivo

assume nos respectivos vértices.
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Figura 34 — Quadro com os valores assumidos pela fungao objetivo de Custo

Vértice ValordafuncioC=3x + 2y
(0,12) C=3-0+2-12=24
(2,6) C=3-2+4+2-6=18«minimo
28 24 c=3-28417.22 _7¢3
V13 13 13 13
(14, 0) C=3-14+2-0=42« maximo

Fonte: Livro de Dante (2016, p.113)

Com base no quadro acima, Dante (2016) apresenta a conclusao, afirmando que a

dieta 6tima consiste no consumo de 2 unidades do produto P e 6 unidades do produto Q.

O autor propoe dois quesitos onde aborda questoes relacionadas ao texto e sugere

uma pesquisa sobre o sudoku, para apresentagao posterior em seminario.

Dante (2016) exibe 4 links de sites onde podem ser consultadas outras informagoes

sobre a Programacao Linear e a otimizagao de fungoes, como vemos na Figura 35.

Figura 35 — Demais materiais para consulta

Veja mais sobre o0 assunto

Procure informacoes e curiosidades sobre programacao linear e a otimizacao de funcdes em jornais, revistas, livros
e na internet. Sugestdes: (acessos em: 5 maio 2016)

® ARSIE, K. C. Jogos sudoku e quadrado mdgico. Universidade Federal do Parana. Curitiba, 2010. Disponivel em: <http://
people.ufpr.br/~ewkaras/ic/karlal0.pdf>.

® Geniol: <www.geniol.com.br/logica/sudoku/>.

® MELO, J. N. B. Uma proposta de ensino e aprendizagem de programacao linear no Ensino Médio. Universidade Federal
do Rio Grande do Sul, 2012. Disponivel em: <www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/novos_conteudos/modulo_II/pdf/
dissertacao_jorge_melo.pdf>.

® SILVA, K. Modelagem Matemdtica com programacgdo linear: uma proposta de trabalho no Ensino Médio. Universidade
Estadual do Sudoeste da Bahia, 2013. Disponivel em: <http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/bitstream/handle/
123456789/486/2011 00379 KLEBER_SILVA.pdf?sequence=1>.

-

~. Sistemas lineares E‘|13 }
S

-

Fonte: Livro de Dante (2016, p.113)

Destaca-se acima, entre os trabalhos de aprofundamento sugeridos por Dante (2016),
a dissertagao de Silva (2013), apresentada a Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia -

UESB. Entretanto, o acesso a dissertagao esta indisponivel, sendo necessaria uma busca
direta no site do PROFMAT.

No que tange ao conteudo de Programacao Linear apresentado por Dante (2016),
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vemos que o autor fornece subsidios necessarios para os professores que desejarem apresentar
para os alunos tal conteido. Entretanto, fica evidente a necessidade de se buscar outros

materiais para realizar aprofundamento no tema.

Percebe-se, ainda, que o problema da dieta abordado pelo autor pode ser de dificil
compreensao para discentes que estao mantendo um primeiro contato com a PL. A mudanca
dos dados da tabela para equagdes e inequagoes pode apresentar-se uma, barreira dificil,

para os alunos.

O roteiro apresentado por Dante (2016) nao possibilita que o aluno elabore suas
préprias conjecturas e construa suas conclusoes, a medida que desenvolve a atividade
proposta. A apresentacao de uma resolucao do problema, com o auxilio de um software,
poderia despertar o interesse dos discentes para o tema, visto que a informéatica possibilita
dinamismo, agilidade e a capacidade de entrelacar diferentes formas de linguagem, desper-
tando mudancas no processo de ensino-aprendizagem. A resolucao da situacao-problema
apresentada resume-se a transformar os dados da tabela e seguir os passos determinados
pelo autor, o que nao garante o aprendizado dos discentes, pois estes necessitam estar

engajados no confronto com desafios.
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Capitulo

Proposta de Resolucao de Problemas
de Programacao Linear, voltada para

o Ensino Médio, com o uso do

GeoGebra

Para desenvolvimento de uma proposta de ensino de Programacao Linear, voltada
para o Ensino Médio, faz-se necessario o dominio de contetidos prévios, que podem ser
revisados pelo docente, em aulas anteriores, ou mesmo no decorrer da atividade, além dos

objetivos de aprendizagem e os contetdos subjacentes.
Temos como conhecimentos prévios:
e Mostrar autonomia para utilizagdo do software GeoGebra (2017).

e Identificar os elementos e os tipos de poligonos - angulos, lados, vértices, regulares e

irregulares, concavo e convexo;
e Representar graficamente pontos e retas no plano;
e Representar graficamente equagoes e inequagoes lineares com duas incognitas;
e Identificar planos e semiplanos.
e Dominar a resolugao de matrizes e suas propriedades.
e Resolver graficamente sistemas de equagoes e inequagoes lineares com duas incégnitas;

e Identificar as inequacoes que determinam regioes no plano.

Os objetivos de aprendizagem sao:
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e Interpretar e equacionar problemas;

e Representar retas em referenciais cartesianos do plano;

e Identificar regioes do plano limitadas por retas;

e Identificar a posicao relativa de retas e determinar pontos de interseccao de retas;

e Identificar geometricamente pontos do plano como solug¢ao étima de um problema.

e Verificar analiticamente que determinados pontos sdo solu¢ao 6tima de um problema;

e Escolher, analisar e validar a solu¢cdo de um problema.

No ambito dos contetdos subjacentes temos os seguintes itens:

e Resolucao de problemas envolvendo:
- Sistemas de eixos coordenados;
- Equagobes de retas e fungoes afins;

- Resolugao de sistemas de equagoes e/ou inequagoes;

e Resolucao de problemas de Programacao Linear, com referéncias expressas a identificagao:
- das variaveis de decisao;
- das restrigoes e;

- da funcao objectivo, bem como a sua formulagdo matematica.

A aplicacdo dos conceitos da Programacao Linear, sobretudo o estudo do Método
Grafico, contribui para o aprofundamento de contetidos importantes do ensino de nivel
meédio, pois utiliza-se das equacoes e inequagoes polinomiais de 1° grau, dos poligonos e
seus elementos, da geometria espacial de posi¢do, com nogoes de par ordenado, sistema
de coordenadas cartesianas, ponto, reta, plano, semiplano e paralelismo, das matrizes,
sistemas de equagoes lineares e suas propriedades, expandindo a abrangéncia de contetidos

explorados no Ensino Médio.

A proposta de abordagem da Programacgao Linear, apresentada a seguir, visa
desenvolver uma atividade que auxilie os docentes a despertar em seus discentes o interesse

pelo tema, sem a necessidade de que se mencione, sequer, o termo Programacao Linear.

Tal proposta, que pode ser aplicada em grupo ou individualmente, conta com o
auxilio do GeoGebra (2017), facilitando o estudo e a compreensao da parte grafica, a
interpretacao dos sistemas de equagoes e inequagoes, bem como a visualizacao das regides

planas. A utilizagdo do software GeoGebra (2017) justifica-se por ser gratuito e disponivel
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em diversos equipamentos, como: PC, notebook, tablet e smartphone, viabilizando o acesso

de todos os alunos.

Antes de iniciar-se a resolu¢ao de problemas é aconselhavel que o GeoGebra (2017)
seja apresentado aos discentes, para que possam manusea-lo, permitindo que estejam
aptos e seguros quanto a utilizacdo do software. O docente pode solicitar que eles insiram
no software algumas equacgoes e inequagoes lineares com duas incégnitas ou mesmo que
construam poligonos, livremente, explorando, principalmente, os conceitos de lado, vértice,

concavo e convexo.

Situacao-problema 1

Concluida a etapa anterior, podemos apresentar o seguinte problema, adaptado de
Martins (2013, p.61):

A Corrida Maluca
Na Corrida Maluca o importante € maximizar a quantidade de pontos.
Para pontuar, Dick Vigarista pode escolher entre duas pistas.

Cada volta na Pista 1 é percorrida em exatamente 4 minutos e cada volta na Pista

2 ¢ percorrida em 3 minutos, sendo que a corrida termina em, no mdximo, 50 minutos.

Ele pode percorrer, ao todo, no mazrimo, 15 voltas, sendo que precisa dar, no

minimo, duas voltas na Pista 2.

A cada volta dada na Pista 1 ele ganha 5 pontos e a cada volta na Pista 2 ganha 4

pontos.

Qual a estratégia que Dick Vigarista deve escolher para maximizar a quantidade de

pontos e, finalmente sem trapacas, subir ao podio?

A apresentagao do texto no problema acima foi modificada, visando auxiliar os
alunos na assimilagao da construcao do modelo matematico, visualizando as inequagoes e

a fungao objetivo, a medida em que forem interpretando o texto.

Apoés a explanagao do problema, os discentes devem, por um tempo, refletir, discutir
e propor solucoes, com base nas informacgoes fornecidas pelo texto. Os docentes nao devem
interferir na discussao, pois é necessario que os alunos proponham resolugoes intuitivas,
utilizando conhecimentos prévios, organizando suas ideias, levantando hipodteses, fazendo

testes e discutindo possiveis solugoes.

Concluida essa etapa, caso nao tenha sido citado durante a discussao, o professor

pode propor aos alunos que convertam os dados do texto da lingua natural para a



Capitulo 5. Proposta de Resolu¢cdo de Problemas de Programacgdo Linear, voltada para o

Ensino Médio, com o uso do GeoGebra 84

linguagem matematica. Assim, espera-se que as algumas equagoes e inequagcoes lineares
sejam encontradas. Para tanto, o docente pode conduzir os trabalhos de forma mais direta,

orientando-os e indagando-os, como abaixo:

Se denominamos por x, o nimero de voltas na Pista 1 e y, o nimero de voltas na
Pista 2:

1. O namero total de pontos (P) que Dick Vigarista pode obter é representado por

qual equacao?

2. Qual a expressao envolvendo x e y que descreve a restricao em relagao ao tempo

de corrida?

3. Qual a expressao envolvendo x e y que descreve a restricao em relagao ao nimero

de voltas da corrida?
4. Qual a expressao envolvendo y para se dar, no minimo, duas voltas na Pista 27

Apo6s uma nova reflexao, os alunos devem organizar as equagoes e inequagoes que
representam matematicamente o problema, como a seguir:

1. P =5z + 4y; (Fungao Objetivo)

2. 4z + 3y < 50;

3. v +y <15

4.y > 2; e ainda,

5. x> 0.

De posse desses dados, podemos orienta-los a inserir, primeiramente, as inequagoes

no software GeoGebra (2017), digitando os comandos na barra de entrada e observando as

regioes obtidas:

Figura 36 — Grafico da inequacao 4x + 3y < 50

E3

Arquivo_Ediar_Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda

DEE N CERNER

> Janela de Algeora XI[»_Janela de Visualizagio X

Desiguartads
a: 4x+3y <50 2
Jx+ 3y < 50)

2 o P 5 5 o 1;\ T & ™ 2 2 3 = @ 2 3 d @ @ ® @ =

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Entrada
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Figura 37 — Gréfico da inequacao z +y < 15

Arquivo_ Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

(B [ (ol FANZEEY .

b Janela de Algebra [XI [ » Janela de Visualizagio
~ Desigualdade
i@ a:d

Entrada: +

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Apoés a insergao da inequacgao x + y < 15, basta desmarcar a bolinha azul, corres-
pondente a inequagao 4x + 3y < 50, para visualizar apenas uma das inequacgoes, conforme
Figura 38.

Figura 38 — Alternar visualizagao entre as inequagoes

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

FNECY J

Entrada: DC)

Fonte: Autoria propria, 2018.

Continuando, observemos como se comporta o grafico da inequagao y > 2, conforme

Figura 39.
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Figura 39 — Grafico da inequagao y > 2
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Entrada:

Fonte: Autoria propria, 2018.

Agora, orientamos os discentes a inserir a inequacao x > 0, como pode ser observado
na Figura 40.

Figura 40 — Grafico da inequacao z > 0

Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda
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2
Entrada:

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Concluida essa etapa, solicitamos aos discentes que visualizem o grafico de todas

as inequagoes, simultaneamente:
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Figura 41 — Grafico da interseccao das inequagoes

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Autoria propria, 2018.

Esse é o momento ideal para que os discentes explorem a interseccao das inequacgoes,

movendo o mouse pelas regioes encontradas, como vemos na Figura 42:

Figura 42 — Explorando a interseccao das inequacoes

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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...... ®ciy>2
®d:x>0
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EixoY

Entrada:

Fonte: Autoria propria, 2018.
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Visando facilitar a construgao futura do poligono, solicitaremos aos discentes que
transformem as inequagoes inseridas, em equacgoes, e insertem no software GeoGebra
(2017), conforme Figura 43.

Figura 43 — Insercao das equagoes

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Autoria propria, 2018.

Feito isso, utilizaremos a ferramenta “Intersegdo de Dois Objetos” (Figura 44),
disponivel na 2% posi¢cao do menu, para marcar os pontos de interseccao das retas 4z + 3y =

50, x+y =15y =2 e x =0, como vemos na Figura 45.
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Figura 44 — Ferramenta “Intersecdo de Dois Objetos”
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Fonte: Autoria prépria, 2018.

Entrada:

Figura 45 — Interseccao das retas
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Fonte: Autoria prépria, 2018.

Agora, os discentes podem ser orientados a construir o poligono, utilizando a
ferramenta “Poligono”, encontrada na 5* posi¢do do menu, conforme Figura 46. Nesse

ponto, os alunos podem perceber, intuitivamente, que a solucao do sistema pertence a
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regidao poligonal encontrada. Entretanto, caso nao percebam, eles podem ser indagados

sobre o significado da regiao convexa encontrada.

Figura 46 — Poligono que fornece a regiao viavel

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
. .
&>~ D el Sl ke @
» Janela de Algebra Poligono ‘
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d:x>0
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- @ A=(0,2)
® B={11,2)

- @ C=(510)
® D={0,15)
Quadrilatero
® q1=765
Reta
® f4x+3y=50

- @ gix+y=15
® hy=2

~@ Ex=0
Segmento
@ a2, =1

- @ By
@ ¢, =707
-9 4

Enirada:

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Uma equacao deve receber atencao especial, desse ponto em diante: P = bx + 4y
(Funcao Objetivo). Solicitaremos que os discentes verifiquem o que ocorre com as retas

abaixo, quando atribuimos valores aleatorios crescentes para P, iniciando do zero.

0=bx+4y
8 =dr + 4y
15 =5z + 4y
20 =5z + 4y
25 =5z + 4y
30 =5z + 4y
35 =dx + 4y
40 = dx + 4y
45 = dx + 4y
50 = Sz + 4y

55 = 52 + 4y
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60 = 5z + 4y
65 = 5z + 4y

Com excecao da equacao 0 = bx + 4y, o conjunto de equacoes acima esta represen-
tado no plano pelo conjunto de retas paralelas, que cortam o poligono de regiao viavel
(Figura 47). Logo, os discentes, intuitivamente, poderao compreender que a reta fora do

poligono nao pode figurar entre as candidatas a solucao.

Figura 47 — Poligono que fornece a regiao viavel

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Autoria prépria, 2018.

Aqui, espera-se que os discentes ja poderao compreender a relacdo existente entre a
Funcao Objetivo e a regiao viavel. Para além, pode-se semear a compreensao do Teorema
Fundamental da Programacao Linear (2.1), informando-os que a solu¢ao de um problema

de Programagao Linear estarda em um dos vértices da regiao poligonal viavel.

Feito isso, podemos explorar outras ferramentas do GeoGebra (2017) para verificar
o que ocorre nos vértices do poligono encontrado. Assim, pode-se solicitar que os discentes
desmarquem as bolinhas azuis das retas que nao passam pelo vértice, verificando-se que o

Ponto B nao possui intersecgdo com nenhuma das retas paralelas. Utilizaremos a ferramenta
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“Reta Paralela” para construi-la, clicando em alguma das retas da Fungao Objetivo e,

posteriormente no Ponto B, como podemos observar na Figura 48.

Figura 48 — Construindo a reta paralela que passa pelo Ponto B
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Fonte: Autoria prépria, 2018.

Como podemos observar, todos os vértices do poligono foram interceptados por
paralelas, construidas a partir da Funcao Objetivo P = bx + 4y. Entao, o questionamento

pode ser apresentado:

Em qual das retas estaria a solugao que maximiza os pontos, no problema da
“Corrida Maluca?

Pode-se deixar um tempo para que os discentes possam expor as suas opinioes,

observando as conjecturas, dividas, concordancias e discordancias entre si.

Apés esse periodo de tempo, caso nenhum dos alunos justifique corretamente,
podemos esclarecer que, no sentido de crescimento da Fungao Objetivo, o ponto
que maximiza o problema, encontra-se na reta que estiver “saindo” da regiao poligonal,

e consequentemente, alcancando seu ponto maximo.

Pode-se ainda, solicitar que os alunos identifiquem os pontos dos vértices da regiao

poligonal e construa um quadro, substituindo os pares ordenados encontrados, na Funcao
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Objetivo, como veremos abaixo:

Pista 1 Pista 2 Maximo de Pontos
Par Ordenado | Incégnita x | Incognita y P =5z +4y
(0,2) 0 2 8
(11,2) 11 2 63
(5,10) 5 10 65
(0,15) 0 15 60

Logo, obtemos o méaximo de pontos quando se percorrem 5 voltas na Pista 1 e 10

voltas na Pista 2.

O docente podera introduzir o contexto histérico da Programagao Linear, realizando
um projeto interdisciplinar com docentes de outras areas do conhecimento, auxiliando
os discentes na compreensao dos fatos histéricos que contribuiram para o surgimento da

Programacao Linear.

Como desafio, podera propor que os discentes elaborem uma animacao no GeoGebra
(2017), utilizando a ferramenta “Controle Deslizante”, de tal maneira que a reta da Fungao

Objetivo percorra todo o poligono, tendo como limite os pontos de maximo e minimo.

A construcao e o resultado encontrado pode ser acessado no link:
https://www.youtube.com/watch?v=DZjJMNhbgKg

Situacao-problema 2

Apos anos de economia, em busca de uma vida mais tranquila Joao resolve comprar

uma pequena fazenda de 45 hectares para plantar milho e feijao.

Cada hectare de milho gera um lucro de R$200, 00 e cada hectare de feijao retorna
R$300, 00 de lucro.

Joao conta com 3 empregados por hectare de milho e 2 empregados por hectare de

feijao, podendo contar com 100 empregados, no maximo.

Ele pode contar com 2 toneladas de fertilizantes por hectare de milho e 4 toneladas
de fertilizantes por hectare de feijao, podendo utilizar 120 toneladas de fertilizante, no

MAaximo.

Considerando os dados acima, como Joao pode maximizar seu lucro?
Adaptado de Neto (2010, p.07).

Para uma melhor compreensao do problema e suas restri¢goes modificamos o texto

de maneira que os alunos possam interpretar e escrever as equagoes e inequagoes lineares
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sem maiores dificuldades.

Seguindo os passos utilizados na situacao-problema 1 os discentes devem determinar
os pontos que satisfazem a regiao viavel do PPL, precisando a intersecgao das regioes

definidas pelas inequacgoes.

Inicialmente, espera-se que os alunos tentem descrever as equacoes e inequagoes
lineares com um rigor matematico maior do que no problema 1. Em seguida, o docente
pode conduzir a socializacao dos dados encontrados, descartando os resultados absurdos e

conduzindo a discussao num sentido que os auxiliem.

Definindo-se a variavel x para o milho e a variavel y para o feijao, espera-se que os

alunos encontrem os seguintes resultados:
1. Lucro = 200z + 300y; (Fungao Objetivo)
x +y < 45;
3x + 2y < 100;

2.
3.
4. 2z + 4y < 120; e ainda,
5.z >0;

6.

y > 0;

Uma a uma, as inequagoes devem ser transformadas em equagoes, trancando-se as
retas encontradas. Posteriormente, identificamos quais dos semiplanos contém um ponto
aleatério qualquer. A inequacao 2 sera transformada na equagdo x + y = 45, apresentando

o grafico abaixo:

Figura 49 — Grafico da reta z +y = 45

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

IREN N ERNE R

» Janela de Algebra o [% [ » Janela de Visualizagio
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<@ Ex+y=45

&0

Entrada:

Fonte: Autoria prépria, 2018.
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Tomando um ponto P=(0,0) vemos que P satisfaz a inequagao = +y < 45, o

que significa que o semiplano indicado abaixo compreende os pontos que satisfazem a

inequagao:

Figura 50 — Semiplano que satisfaz x + y < 45

Arquiva Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[l Al 00

¥ Janela de Algebra o

— Desigualdade
® a:ix+y<4s

Enacz
Fonte: Autoria prépria, 2018.

Repetindo o processo para as inequagdes restantes encontraremos a seguinte inter-

Seccao:

Figura 51 — Semiplano que satisfaz x + y < 45

Arquiva Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada;

Fonte: Autoria prépria, 2018.
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A intersec¢ao dos planos forma a regiao poligonal das solugoes factiveis, abaixo:

Figura 52 — Poligono formado pela intersec¢do dos planos.
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Fonte: Autoria prépria, 2018.

Observando a Funcao Objetivo Lucro = 200x + 300y e atribuindo-se os valores
0, 1000, 3000, 5000, 8000e10.000 para o Lucro, obtemos a figura a seguir:
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Figura 53 — Curvas de nivel da Fung¢ao Objetivo.
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Fonte: Autoria prépria, 2018.

Apos atribuir valores aleatérios para a Funcao Objetivo os alunos compreenderao
que o valor maximo de x e y encontra-se no ultimo ponto em que a reta Lucro = 200x+300y

toca o poligono da regido factivel, ou seja, no ponto C' = (20, 20).

Logo, para que tenha lucro maximo, Joao devera plantar 20 hectares de milho e 20

hectares de feijao.

Situacao-problema 3

A empresa Bola Cheia S.A. tem como tnica atividade a fabricacao de bolas, sendo
todas elas em couro e fabricadas segundo os processos primordiais. Atualmente fabrica
dois produtos, a bola de futebol ChuteFut e a bola de volei Tok40. Ambos os produtos sao

feitos do mesmo material, variando apenas na dimensao, tipo de costuras e rotulagem.

Os recursos que definem a fabricacao das bolas sdo: o corte do couro, o trabalho de

costura, a pintura de inscrigdes na bola e preparacao final. Esta ultima é composta pelas
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atividades de enchimento, controle de qualidade (inspegao visual, calibracdo e pesagem) e

embalagem.

Os dados fornecidos pela empresa referentes a quantidade de recursos necessarios
para a producao de cada tipo de bola e as quantidades disponiveis para o dia de amanha

sao os indicados na tabela:

Tabela 19 — Dados fornecidos pela empresa.

Recursos Unid.| ChuteFut| Tok40 Disponibilidade
Couro m? 0,25 0,3 ilimitada
Linha m 2,5 4 ilimitada
Camara de Ar un 1 1 25
Embalagens un 1 1 ilimitada
Operacao de Corte min 2 8 ilimitada
Operacao de Costura min 9 25 480
Operacao de Logotipagem | min 1,5 1 ilimitada
Operacoes de Finalizacdo | min 11 240

Para a tomada de decisao, a empresa disponibilizou informagoes a respeito dos

valores monetarios envolvidos (em wu.m.) nos seus produtos, apresentados a seguir:

Tabela 20 — Tabela de valores monetarios dos produtos.

Bola Custo de Produgao Preco de Venda
ChuteFut 26,00 32,50
Tok40 15,00 25,00

Amanha, como deve ser distribuida a produc¢ao de forma a maximizar o lucro,

tendo em conta os recursos existentes?
Adaptado de (CARDOSO, 2011).

Pode-se orientar os alunos para que definam as variaveis de decisdo da seguinte

forma:

x1: namero de bolas ChuteFut a ser produzido amanha.

Zo: nimero de bolas Tok40 a ser produzido amanha.

Espera-se que eles modelem o problema apresentando as seguintes hipoteses de

linearidade:
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Max z =6,5x1 + 102, (Lucro Total)

Sujeito a:

r1 +  x < 25 (Restri¢ao da camara de ar)
25x1 + 9y < 480  (Restricdo de operagdo de costura)
6xr1 + 1lzy < 240 (Restricio de operagoes de finalizagao)
T1,9 > 0 (Restricao de nao-negatividade)

Solicita-se que insiram as inequacgoes encontradas, formando a RV do PPL, conforme

Figura 54 e, em seguida, insiram a fun¢ao objetivo:

Figura 54 — Regiao Viavel da situagao-problema 3.

25, + 9x4 < 480

15

6z, + 11z, < 240
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0= 6.5331 -+ 1[]333

-1 -5 SR g 10

Fonte: Autoria propria, 2018.

A reta z, em azul, pode ser deslocada, atribuindo-se valores aleatérios partindo
do zero, até atingir o vértice C', onde nao sera mais possivel aumentar o valor da funcao
objetivo respeitando todas as restrigoes do problema. Portanto, C é o ponto onde o valor

de z é maximo nas condi¢oes do PPL.
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Figura 55 — Representacao grafica da solu¢ao 6tima de z = 6, 5x1 + 10xs.
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Fonte: Autoria propria, 2018.

Logo, conclui-se que xy = 7 e x5 = 18 e, amanha, deverao ser produzidas 7 bolas
ChuteFut e 18 bolas Tok40, para se obter lucro maximo de $ 225, 50.
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Conclusao

Acreditando que uma das fungoes do professor pesquisador seja repensar o curriculo
e a propria docéncia, este trabalho apresentou uma proposta de resolucao de problemas
de Programacao Linear, voltados para o Ensino Médio, com a utilizacao do software

GeoGebra, evidenciando a importancia das novas tecnologias para o ensino da Matematica.

Para estudo comparativo foi realizada a andlise do Volume 2 da colegao “Matematica:
contextos e aplicagdes”, de Dante (2016), sendo constatada a deficiéncia no uso da
informatica na Educacdo Matematica. Foi possivel perceber como a Programacao Linear é
abordada nos livros didaticos utilizados por alunos e professores da rede publica de ensino,

propondo uma metodologia que possa ser aplicada por professores do Ensino Médio.

A resolucao dos problemas de Programacao Linear com o uso do GeoGebra pro-
porciona aos alunos a compreensao dos conteudos basicos possibilitando envolvimento
dos docentes e discentes no processo educativo, contextualizando contetidos estudados,
demonstrando que a Programagcgao Linear nao esta dissociada de outros contetdos da
Matematica e de outras areas do conhecimento. Ao contrario, possibilita a interacdao entre
docentes das mais variadas areas, favorecendo a elaboracao de projetos que envolvam toda

a comunidade escolar.

Quanto a trabalhos futuros, recomendamos a resolucao de problemas de Progra-
macao Linear pelo método grafico, no espaco R3. Para tanto, recomenda-se o uso de um
software grafico que facilite a compreensao do comportamento das equagoes e inequacoes

lineares.
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