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Resumo

Este trabalho tem por finalidade mostrar um pouco da riquissima e a0 mesmo tempo conturbada
trajetoria dos infinitésimos no cendrio da matemadtica. Além disso, apresentaremos a constru¢ao
do conjunto dos niimeros hiper-reais, uma extensao nao-arquimediana de R que nos permite
operar normalmente com nimeros infinitos e infinitesimais. Este novo conjunto, idealizado por
Robinson era a fundamentagdo que faltara a Leibniz e Newton no tratamento com as quantidades
infinitesimais. Por fim, mostraremos algumas aplica¢des dos nimeros hiper-reais na Analise
Real e no Calculo. Estas aplicacdes nos possibilita encarar alguns aspectos da Andlise Real
pautados no uso dos infinitésimos, criando assim uma Anélise Nao-Standard. O Calculo, podera
nesta perspectiva ser encarado sem o uso da teoria de limites, ou seja, sem €'s e &'s. Com isso,
veremos que vdrias demonstracdes em andlise poderdo ser feitas de modo mais intuitivo € menos

trabalhoso.

Palavras-chave: anélise real; anélise ndo-standard; infinit€simos; nimeros hiper-reais.



Abstract

This work aims to show some of the rich and at the same time troubled trajectory of the
infinitesimals in the mathematical scenario. In addition, we will present the construction of the
set of hyper-real numbers, a non-archimedean extension of R that allows us operate normally
with infinite and infinitesimal numbers. This new set, idealized by Robinson was the reasoning
that Leibniz and Newton lacked in the treatment of quantities infinitesimals. Finally, we will
show some applications of the hyper-real numbers in the Real and Calculus. These applications
allow us to face some aspects of the Real Analysis based on the use of infinitesimals, thus
creating a Non-Standard Analysis. The Calculation may in this perspective be considered without
the use of boundary theory, that is, without ¢'s and &'s. With this, we will see that several

demonstrations under analysis can be made more intuitively and less laborious.

Keywords: real analysis; non-standard analysis; infinitesimal; hyper-real numbers.
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Introducao

Neste trabalho, iremos apresentar um pouco da trajetéria dos infinit€simos no universo
matematico que se inicia no século V a. C. na Grécia Antiga, com os filésofos atomistas Leucipo
de Mileto (viveu no século V a. C., mas nao se sabe o periodo de vida) e seu discipulo Demécrito
de Abdera (460-370 a. C.). No entanto, os matemaéticos gregos da época ndo aceitavam a
existéncia de nimeros infinitos e infinitesimais assim, o filésofo Zenao de Eléia (495-430 a. C.)
embasados por seus famosos paradoxos e com o apoio da escola filoséfica dos eledticos, da qual
fazia parte, tratou de excluir essas magnitudes do contexto matematico. As quantidades (ou
magnitudes) infinitesimais, podem ser interpretadas como “niimeros” indefinidamente pequenos

menores do que qualquer niimero real. As magnitudes infinitas € a reciproca desta afirmacao.

Por volta de onze séculos depois, estas magnitudes sao novamente inseridas na matema-
tica devido a pesquisadores como Johannes Kepler (1571-1630), Galileu Galilei (1564-1642)
e Evangelista Torricelli (1608-1647). Estes cientistas, conseguiram avanc¢os importantes tanto
na fisica quanto na matematica utilizando, intuitivamente, técnicas infinitesimais. Porém, foi
com os trabalhos de Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) que os
infinitésimos ganharam notoriedade, mesmo nao tendo conseguido apresentar uma formalizagdo
rigorosa para esses numeros € por esta razao foram duramente criticados. Leibniz e seus seguido-
res travaram, na Academia Real de Ciéncias de Paris, fervorosos debates a respeito da existéncia
dos infinitesimais. J4 Newton tinha como grande opositor George Berkeley (1685-1753) um
bispo anglicano que escreveu importantes obras sobre as inconsisténcias destas magnitudes.

Deste modo, os infinitésimos foram novamente banidos da matematica.

Em meados do século XX o matematico Abraham Robinson (1918-1974) cria a Analise
Nao-Standard (ANS) e introduz mais uma vez os infinitésimos no cenario matematico. Para
a construcdo desta nova andlise Robinson, com base na teoria de modelos, amplia o sistema
numérico real criando o conjunto dos niimeros hiper-reais que denotaremos por *R. Foi
mediante este conjunto que Robinson conseguiu apresentar uma formalizacao rigorosa para os

nameros infinitos e infinitesimais, inserindo-os definitivamente na historia da matematica.

O conjunto numérico *R constitui uma extensdo nio arquimediana de R, dando-nos
a possibilidade de reescrever toda a Andlise Real e também o Cdlculo pautados nos nimeros
hiper-reais. Mostraremos algumas demonstracdes de teoremas cldssicos de andlise e do célculo
utilizando apenas métodos nao-standard e também como calcular limite e derivada usando a
no¢do, agora bem fundamentada, de nimero infinito e infinitesimal. Finalizaremos este trabalho
com alguns resultados importantes obtidos pelo matematico Leonhard Euler (1707-1783) que

empregou, de forma intuitiva, os infinitesimais em suas pesquisas e apresentaremos de um jeito
sen x

bastante inovador o calculo do lim
x—0 X
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No primeiro capitulo, iremos fazer um breve relato sobre os 25 séculos de histéria dos
infinitesimais no cenario matematico que teve inicio no século V a. C com o apoio dos atomistas
porém foram expulsos do contexto matematico pelos eledticos. Tais magnitudes ressurgem nos
séculos XVI, XVII e XVIII, sendo essenciais para o desenvolvimento de obras importantes
como Method of fluxiones e Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus,
quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus de
Newton e Leibniz respectivamente. Com o surgimento da teoria de limites, no século XIX,
os infinitésimos sdo novamente expulsos da matematica. No entanto, em meados do século
XX, Robinson cria o conjunto dos nimeros hiper-reais e apresenta uma formalizacdo para as
quantidades infinitesimais. No segundo capitulo, apresentaremos a constru¢ao deste conjunto
mediante classes de equivaléncia e a no¢ao de filtro. Por fim, no terceiro e dltimo capitulo

mostraremos algumas aplicagcdes dos numeros hiper-reais no Célculo e na Analise Real.



1 Os infinitésimos na Historia do Calculo

Este capitulo foi fundamentado no artigo: Sobre Leibniz, Newton e infinitésimos, das
origens do cdlculo infinitesimal aos fundamentos do calculo diferencial paraconsistente, escrito
por Tadeu Fernandes de Carvalho e Itala Maria Loffredo D’Ottaviano (2006) e no livio Métodos
Infinitesimais de Analise Matematica de José J. M. Sousa Pinto (2000).

1.1 Os infinitésimos e a Grécia Antiga

A primeira apari¢do dos infinitésimos na matemadtica ocorreu por volta do século V a.
C. na Grécia Antiga, tendo os fildsofos Leucipo e Demdcrito como os primeiros a defender a
existéncia dessas magnitudes. Estes filsofos foram os criadores da doutrina atdmica que se fun-
damenta na divisibilidade da matéria, do tempo e do espago, mostrando uma certa ligacdo com a
nocdo de quantidade infinitesimal. Além disso, os problemas matematicos que mais interessavam

a Leucipo e seus seguidores eram aqueles que careciam de um tratamento infinitesimal.

Segundo Brolezzi (1999), Demdcrito foi o primeiro matematico grego a determinar o
volume da pirdmide e do cone como conhecemos hoje. E verdade que os egipcios ja sabiam
calcular o volume da pirdmide de base quadrada, mas coube a Demdcrito uma generalizacio para
piramides de base poligonal qualquer. Demdcrito foi quem primeiro falou sobre infinitesimais
ao cogitar o uso de laminas circulares infinitamente finas para calcular o volume de cilindros e

cones, antevendo-se as ideias de Cavalieri.

A doutrina dos eledticos foi outra importante escola filoséfica, contrariando as ideias
atomistas, que contava com o apoio de fildsofos como Parménides de Eléia (530-460 a. C.), seu
fundador, e Zenao de Eléia. Na opinido de Carvalho e D’Ottaviano (2006), esta escola tinha
como grande marca a crenga na unicidade e na indivisibilidade das entidades verdadeiras e reais,

isto €, pela crenga na continuidade e homogeneidade do espaco, do ser e de seus constituintes.

O primeiro grande ataque sofrido pelos infinitésimos € atribuido a Zendo que se apoiou
em seus proprios paradoxos. Melchiors e Soares (2013) citando Eves apresentam dois desses

paradoxos:

A Dicotomia: Se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente,
entdo o movimento € impossivel, pois, para percorré-lo, é preciso antes alcangar
seu ponto médio, e antes ainda alcangar o ponto que estabelece a marca de um
quarto do segmento, e assim por diante, ad inifinitum. Segue-se, entdo, que o
movimento jamais comegara.

A Flecha: Se o tempo € formado de instantes atdmicos indivisiveis, entdo uma
flecha em movimento estd sempre parada, posto que em cada instante ela estd
numa posicdo fixa. Sendo isto verdadeiro em cada instante, segue-se que a
flecha jamais se move.
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Sampaio (2008) citando Boyer traz as ideias do mesmo que afirma “a Dicotomia argu-
menta que o movimento € impossivel sob a hipétese de subdivisibilidade indefinida do espago e
do tempo”. Desde modo, Zendo argumentava que o movimento de um corpo era impossivel do

ponto de vista da divisdo infinita.

Por meio do paradoxo da flecha, percebemos a inviabilidade de movimento ao conside-
rarmos que o espago e o tempo sdo constituidos por indivisiveis. Para Zendo, tal movimento é
ilusério ja que a flecha ndo se move. Sampaio (2008) cita novamente Boyer que argumenta “a
Flecha [Seta] e o Estadio,' de outro lado, argumentam que também € impossivel, sob a hipétese

contraria — de que a subdivisibilidade do tempo e do espacgo termina em indivisiveis”.

Sampaio (2008) menciona Struik que relata, “os argumentos de Zendo comecgaram a
preocupar ainda mais os matemadticos, depois de terem sido descobertos os irracionais”. Na visdo
de Sampaio (2008) os pitagoricos, discipulos de Pitdgoras de Samos (580-500 a. C.), por volta
do século V a. C. perceberam ndo ser possivel determinar a razao entre o lado e a diagonal de um
quadrado usando apenas niimeros racionais. Essas novas medidas ndo eram vistas como niimeros

e sim grandezas, sendo chamadas de incomensuraveis.

Zenao e seus apoiadores pretendiam reduzir os infinitesimais a algo irrelevante ou até
mesmo a delirios matematico-filos6ficos, ja que essas magnitudes, na época, apresentavam

muitas inconsisténcias.

Na perspectiva de Carvalho e D’Ottaviano (2006), a ideia de infinitésimo esta atrelada
com as propriedades do continuo,? como relata a matemdtica dos pitagoéricos e a doutrina atomista
de Demdcrito. Porém, € em trabalhos de Eudoxo de Cnido (408-355 a. C.) e Arquimedes de
Siracusa (287-212 a. C.) que os infinitésimos sdao abordados de forma mais clara e ligados as
propriedades do calculo (CARVALHO e D’OTTAVIANO (2006) recomendam as leituras de
Boyer, 1974; Lintz, 1999).

Carvalho e D’Ottaviano (2006) acreditam ser com base no lema

Se de uma grandeza qualquer se subtrair uma parte ndo menor do que sua
metade, e do resto se subtrair ndo menos do que sua metade, e assim se
prosseguir, restard ao final, uma grandeza menor do que qualquer grandeza da
mesma espécie,

que Eudoxo estabelece o mérodo da exaustdo, assim denominado por Grégoire de Saint-Vicent
(1584-1667) em 1647, mostrando por meio do mesmo ser possivel trabalhar de forma finita e
precisa no cdlculo de comprimentos, areas e volumes. Arquimedes aproximadamente um século
mais tarde, ao utilizd-lo no tratado O método antecipa-se as ideias fundamentais da teoria de
limites, diferenciacao e integracdo, que seriam desenvolvidas, somente, no final do século XVII
(CARVALHO e D’OTTAVIANO (2006) convidam a leitura de Arquimedes, 1950).

1
2

Antiga medida de distincia grega, equivalente a 125 pés geométricos, ou seja, 206,25 m.
Referimo-nos, aqui, ao continuo matemdtico, embora a noc¢do de infinitésimo, ou quantidade infinitesimal, possa
igualmente ser associada ao continuo fisico relativo ao espago, tempo e movimento.
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Para Sampaio (2008), Platdo (429-348 a. C.) mostra por meio de seus famosos didlogos
que os matemdticos gregos ficaram extremamente incomodados com a ideia de infinito. A escola
platonica, para fugir dos infinitesimais, utiliza o método da exaustdo, bastante rigoroso, nas
demonstracdes de célculos de dreas e volumes, envolvendo apenas o uso da légica formal. Vale

ressaltar que para poder aplicar este método precisava-se conhecer o resultado previamente.

A obra de Brolezzi (1999), relata que o lema de Eudoxo, além de afastar o infinitesimal
das demonstragdes geométricas dos gregos nos permite raciocinar de forma clara e intuitiva, pois
Eudoxo ndo sugere “ir até o infinito” para poder atingir o limite, no entanto, alega ser possivel
chegar a uma grandeza tdo pequena quanto se queira. Para ele o que diferencia o método da
exaustdo da teoria de limites € a falta de compreensao, por parte dos gregos, sobre o infinito
e também sobre o continuo aritmético. Essas ideias possuem o mesmo tipo de argumentagao,
0 que nos leva a pensar que os gregos possam ter conjecturado a nocao de limite como relata

Aristételes no seguinte fragmento:

Minha teoria ndo tira nada as consideragdes dos matemdticos, ao suprimir o
infinito que existiria em ato segundo o acréscimo infinito, que ndo se poderia
recorrer: pois os matemdticos ndo necessitam realmente do infinito e ndo o
utilizam; so necessitam de uma magnitude finita que escolhem tdo grande
quanto queiram. (ARISTOTELES, 1979.,523 p., p. 57, grifo do autor).

Os paradoxos de Zenao aliados ao método da exaustao de Eudoxo expulsaram os infini-

tesimais da Matemdtica grega.

1.2 Os infinitésimos e os séculos XVI, XVIl e XVIII

Depois de um longo periodo de inatividade os infinitésimos sdo incorporados a mate-
matica em meados do séculos XVI, e segundo Carvalho e D’Ottaviano (2006) esse retorno s
foi possivel gracas a pesquisadores como Johannes Kepler, Galileu Galilei e do seu discipulos e
sucessor na Universidade de Pisa, Evangelista Torricelli que aplicaram, com relativo sucesso e
rigor, o método infinitesimal a fisica e a matematica (CARVALHO e D’OTTAVIANO (2006)
sugerem que vejamos Torricelli, 1644)

Carvalho e D’Ottaviano (2006) citando Kepler, que utiliza transformacdes geométricas e
métodos infinitesimais no cédlculo do volume de vérios sélidos de revolucao, em particular, no

calculo do volume de tonéis de vinho.

Carvalho e D’Ottaviano (2006) apontam obras de Galileu, que emprega propriedades
dos infinitésimos no estudo de problemas da mecanica e da dinamica, como no movimento de
projéteis e na queda livre de corpos. Um dos resultados alcangados afirma que “a drea delimitada
por uma curva dada pela velocidade de um mével em fun¢do do tempo € a distancia percorrida
pelo mesmo, no intervalo de tempo considerado”. Nesse trabalho € discutida a existéncia de

objetos compostos por particulas mintisculas de dimensoes infinitesimais, unidas entre si por
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uma infinidade de pequenos vazios, o que configura uma espécie de “atomismo matemético’.
Galileu € quem aborda pela primeira vez o termo indivisivel, no entanto, o uso mais amplo ocorre
com Bonaventura Cavalieri (1598-1647) que desenvolve, mesclando o método da exaustio e o
método infinitesimal de Kepler, um novo procedimento para o cdlculo geométrico de 4reas e de
volumes, pelo qual pode ser considerado um dos mais representativos precursores do calculo
diferencial e integral. Tais autores citam Torricelli, que apresenta de forma pioneira os conceitos

de derivada e de integral e esclarece aspectos obscuros da obra de Cavalieri

De acordo com Carvalho e D’Ottaviano (2006), dentre os percursores do célculo di-
ferencial e integral, merece destaque, René Descartes (1596-1650), Pierre Simon de Fermat
(1601-1655), Isaac Barrow (1630-1677) e John Wallis (1616-1703). Contudo, a paternidade do

célculo é compartilhada entre Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz.

Antes que o célculo diferencial e integral fosse implementado, obras importantes desses
cientistas ja haviam sido usadas tanto por Newton quanto Leibniz na tentativa de formalizar o

calculo com uso dos infinit€ésimos.

Na opinido de Carvalho e D’Ottaviano (2006), Newton utiliza de intuicdes geométricas
mescladas com elementos da entdo aprimorada linguagem algébrica para atribuir uma con-
sisténcia légica e formal ao seu cdlculo infinitesimal, construido mediante a criagdo de um
sistema natural que se apoia em leis naturais universais. Para tanto, melhorou o uso do conceito
cinemadtico de infinitésimo de Barrow e Fermat — os “momentary increments” (momentos) —,
todavia ndo conseguiu evitar as inconsisténcias originadas pelos mesmos, por se tratarem de
quantidades ndo-finitas e ndo-nulas. Acredita-se que Newton tenha tido a ideia incompleta das
propriedades, do que viria a ser a teoria de limites, satisfatoria, na sua visdo, para propiciar
a divisdo por “momentos”, ignorando-os na sequéncia das operacdes, como se fossem nulos.
Newton nao conseguia explicar de modo convincente tais resultados, sujeitando-se as criticas

daqueles que acreditaram ter ocorrido, no desenrolar das operacdes, a divisdo por zero.

Ainda segundo Carvalho e D’Ottaviano (2006), a primeira tentativa de formaliza¢do do
célculo ndo deu muito certo, entdo Newton apresenta uma nova abordagem em seu trabalho
Method of fluxiones, esclarecendo que suas varidveis quantitativas sao originadas pelo movimento
e define as entidades como fluxodes e fluentes. As quantidades infinitesimais sdo estudadas
cinematicamente, com isso as variacdes infinitesimais da varidvel fempo tornam-se parte do
processo que gera magnitudes geométricas. As quantidades varidveis X sdo chamadas fluentes e
a ideia de derivada é obtido a partir da no¢ao de fluxdo (denotada por x): x € a flux@o do fluente
x, X € a fluxdo do fluente X e assim sucessivamente, inversamente, X € o fluente do qual x € a
fluxdo. O momento de um fluente x é determinado como o acréscimo ocorrido em x num periodo

muitissimo pequeno (0) de tempo, indicado por x0 (ou 0x).

Com o conceito de fluxdo e fluente, Newton da inicio a dois problemas clédssicos do
célculo. O primeiro consiste em localizar a fluxdo associada a fluentes dados, apoiando-se em

relacdes existentes entre os mesmos, dando origem ao processo de diferenciacdo do calculo
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usual. Ja o segundo € um processo inverso ao primeiro que consiste em determinar a relacio entre
as fluxdes de dois fluentes, baseado na equacio que traduz tal relacdo, resultando no processo de

integragdo do célculo usual.

As constantes inconsisténcias na formulacdo do calculo fez Newton apresentar uma
terceira alternativa as chamadas “prime and ultimate ratios” (primeiras e ultimas razoes), que se
assemelham a uma teoria cinematica de limites. No entanto, seu trabalho com fluxdes e fluentes

¢ apontado como o de maior relevancia e brilho.?

Na visdo de Carvalho e D’Otaviano (2006), Leibniz, em 1673, utiliza trabalhos de Des-
cartes, Nicholas Mercator (1620-1687), Wallis, James Gregory (1638-1675) e Henry Oldenburg
(1618-1677) com o propdsito de aprimorar seus conhecimentos matematicos € comecar o seu
projeto de padronizacdo do cdlculo. Tal como Newton, Leibniz almejava encontrar uma maneira
de quantificar fendmenos que variam uniformemente com o tempo, porém seus objetivos eram
distintos. Leibniz preocupou-se em apresentar uma maior sustentabilidade l6gica e filoséfica ao
célculo, ja o trabalho de Newton mostrava uma maior precisao técnica e uma estreita relacao

com a fisica.

Dando continuidade as ideias de Carvalho e D’Ottaviano (2006), Leibniz em Nova
methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales
quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus, larga na frente ao formalizar o calculo
diferencial adiantando-se em cerca de trés anos a publicacdo dos Principia Mathematica de
Newton. Nesta obra, a presenca dos infinitésimos € vista como “instrumentos uteis”, embora
“ficcionais”, estabelece por meio da notacdo dx, a nogdo de diferencial para nomear uma
“quantidade infinitamente pequena”, ligada a uma varidvel x. As diferenciais sdo, na realidade,
tratadas como segmentos, donde sdo obtidos os quocientes diferenciais dy/dx. Pode-se interpretar
a “diferencial” e o “quociente diferencial” de Leibniz como, respectivamente, ao “momento” e a
“fluxdao” de Newton (CARVALHO e D’OTTAVIANO (2006) recomendam a leitura de Leibniz,
1684).

Na mencionada obra surgem férmulas como d(xy) = xdy+ydx e d(x/y) = (ydx—
xdy)/ y?, na qual termos como dxdy sdo “negligenciados” por se tratarem de quantidades
infinitesimais. Essa falta de rigor rendeu a Leibniz duras criticas, apesar de ndo comprometer o

resultado final dos calculos.

Para Carvalho e D’Ottaviano (2006), foi em De geometria recondita et analysi indivi-
sibilium atque infinitorum que Leibniz organizou o cdlculo integral fixando a notacdo basica
definitiva para o mesmo, isto é, [ x, depois modificada para / xdx como temos atualmente.

O célculo desenvolvido por Leibniz superou o de Newton e foi aceito no mundo inteiro, devido a

3 Carvalho e D’ottaviano citando Fleuriot e Paulson, que usa infinitésimos, conceitos da andlise ndo-standard, e

recursos do aplicativo Isabelle — utilizado para a demonstragcdo automadtica de teoremas —, desenvolvem uma
geometria denominada geometria infinitesimal, com a qual é aprofundada a anélise dos resultados introduzidos
por Newton em Principia Mathematica.
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sua melhor adequacdo notacional (CARVALHO e D’OTTAVIANO (2006) indicam o estudo de
Leibniz, 1983).

Com base na obra de Pinto (2000), mostraremos o procedimento usado por Leibniz,
a pouco mais de 300 anos, para determinar tangentes de curvas planas. Esse procedimento
chamou a atencao dos matematicos da época, pois Leibniz utilizou-se de um “nimero”, até entdo,

desconhecido para obter o resultado desejado.

Considere I' uma curva plana de equagdo y = f(x) que passa pelo ponto Py de
coordenadas (xo,yo), definimos a tangente a I' em Py como sendo areta Tr(xg) que melhor
aproxima I" numa vizinhanca especifica de Py. Esta ideia pode ser analisada de duas maneiras
diferentes: uma dindmica (newtoniana) e outra estdtica (leibniziana). Na intuicdo geométrica
estética, sustentada por Leibniz e seus adeptos, a tangente Tr(xo) € areta que corta I' em dois
pontos infinitamente préximos (que pertence a uma vizinhanga infinitesimal de Pp), ou seja, é a
reta que, numa vizinhanga infinitesimal de Py e a menos de um infinitésimo, se igualaa I
Deste modo, nao hd uma outra reta com a propriedade local que, passando por Py, se coloque
entre I e Ty(xp).

Para fixar as ideias, considere o problema da determinacao da tangente a parabola I', de

2

equagdo y = x~, no ponto Py = (1, 1) sobre o olhar de Leibniz, isto é, sem o uso da teoria de

limites que como sabemos nao existia nos primodrdios do célculo.

A equacdo da reta que passa por dois pontos do plano (de coordenadas reais) P; =

(x1,y1) € P» = (x2,y2) com (x| # x2), é dado por
y—y1 = m(x—x1)

onde o coeficiente angular m, € da forma

yi—m
m = .
X1 —X2

Contudo, o problema em questdo ndo apresenta as mesmas informacdes, € dado apenas um ponto
sendo o conhecimento do outro ponto substituido pela condicao de tangéncia. Isto €, conhecemos
oponto (1,1) e desfrutamos de uma informagdo extra que é a de que a reta procurada é tangente

a pardbola nesse ponto.

Para resolver esse problema Leibniz admitiu a existéncia de um nimero infinitesimal
nao nulo, com o qual se pode operar normalmente. Ou seja, sup0s que existe, e satisfaz as leis
algébricas usuais, um nimero € positivo, menor que qualquer niimero real positivo (tal nimero

nao se verifica em R!).

Tome na pardbola y = x*> dois pontos distintos infinitamente préximos, cuja distancia é
sempre menor que qualquer nimero real positivo, de coordenadas (1,1%) e (1+¢,(1+¢)?).

O coeficiente angular da reta que passa por estes dois pontos € dado pelo quociente
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dy _ (14+e—1°

= 2+4¢€
dx +

como ja mencionamos, Leibniz chamou por dx o acréscimo infinitesimal da varidvel indepen-
dente e por dy o acréscimo da varidvel dependente. Analogamente, o coeficiente angular da

reta que passa pelos pontos (1,1) e (1 —g,(1—g)?) é dada por

dy _ 12— (1—¢)? o

dx € '

Com isso, qual serd o coeficiente angular da tangente a pardbola y = x* no ponto

(1,1)? Se analisarmos a questdo apenas no universo dos nimeros reais, entdo a resposta final

deve estar isenta de qualquer tipo de elemento que ndo seja real. De fato, os cdlculos realizados
no sistema ampliado mostram que o coeficiente angular da tangente a curva no ponto (1,1)

deve estar entre 2—¢€ e 2-+¢€. O dnico numero real existente entre tais elementos € 0 2 e,

2

portanto, o coeficiente angular da tangente a curva y = x~ no ponto (1,1) éiguala 2. Logo

y =2x—1

¢ a equacdo da tangente, T,2(1), a I' noponto (1,1). Vejaqueareta y = 2x—1 cumpre o
prometido, isto é, que numa vizinhanga infinitesimal de Py coincide, a menos de uma quantidade
infinitesimal, com I'. Para x = 1 tem-se y = 1 na pardbolae y = 1 na reta tangente,
T2(1); para x = 14€ tem-se y = 1+2e+¢€> napardbolae y = 2(1+€)—1 nareta

tangente, T,2(1). Estes dois pontos distam entre si de
I1+2e+¢€>—(1+2¢)| = &

que € uma quantidade infinitesimal comprovando a afirmacao feita.

Acredita-se que essa ideia foi reescrita por Leibniz com a seguinte modificacdo:

dy  (1+dx)>—1?

- = ——— = 2+4dx = 2(!

dx dx ()
onde, inexplicavelmente, dx € diferente de zero num primeiro momento para que seja possivel
dividir por dx, porém € ignorado num segundo momento, como se fosse nulo, com o prop6sito
de obter um nimero real no final das operacdes. O incremento infinitesimal dx surgia, no

cendrio matemadtico, com um conceito bastante incoerente (dx ora é zero ora ndo é zero).

Como pode ser observado, hd uma relagdo muito forte entre a determinacdo de tangentes
e o conceito de derivada. Leibniz, ha mais de 300 anos, j4 tinha percebido tal relagdo, no
entanto, nao conseguia explicar de forma convincente a origem de seus proprios diferenciais,

sendo duramente criticado pela comunidade matematica da época.
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De acordo com Carvalho e D’Ottaviano (2006), o bispo George Berkeley foi um dos
principais opositores do célculo infinitesimal que apds Philosophical commentaries precisou-se
de mais de duas décadas para o embasamento de suas criticas, principalmente as referentes ao cal-
culo diferencial idealizado por Newton em 1687, até a divulgacao de The analyst* (CARVALHO
e D’OTTAVIANO (2006) indicam a leitura de Berkeley, 1734), considerada a principal obra
de Berkeley que discute as inconsisténcias do método infinitesimal. O item VI de The analyst,
mostra bem a repulsa do bispo a tais entidades e ao uso que delas fazem os seus defensores, que

indelicadamente classifica como “modernos analistas™:

E ainda no calculus differentialis, cujo Método serve para todas as mesmas
Intensées e Fins que os das Fluxdes, nossos Analistas modernos ndo estdo
satisfeitos em considerar apenas as Diferencas de Quantidades finitas: eles
também consideram as Diferencas dessas Diferencas, e as Diferencas das Dife-
rengas das primeiras Diferencas. E assim continuadamente ad infinitum. Isto é,
eles consideram Quantidades infinitamente menores que a menor Quantidade
discernivel; e outras infinitamente menores que aquelas infinitamente pequenas;
e ainda outras infinitamente menores que as infinitesimais precedentes, e assim
continuadamente sem fim ou limite. De tal forma que nds devemos admitir uma
sucessdo infinita de infinitésimos, cada um infinitamente menor que o anterior,
e infinitamente maior que o seguinte. Como existem primeira, segunda, terceira,
quarta, quinta, etc. Fluxdes, assim existem Diferencas, primeira, segunda, ter-
ceira, quarta, quinta, etc. em uma Progressao infinita em direcdo a nada, do
que vocé sempre se aproxima e nunca chega. E (o que € mais estranho) apesar
de que vocé levaria Milhdes de Milhdes para a menor Quantidade dada, ela
nunca serd a maior. Pois este ¢ um dos modestos postulata de nossos Matema-
ticos modernos, e é uma pedra-chave ou Fundamento de suas Especulagdes
(BERKELEY, 1734, § VI).

Essas criticas, apesar de bem fundamentadas, ndo foram capazes de impedir a propagacao
dos trabalhos de Newton e Leibniz. Segundo Carvalho e D’Ottaviano (2006), os irmdos Jacques
Bernoulli (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748), por conta das constantes correspondéncias
que trocara com Leibniz,” tornou-se os seus primeiros divulgadores. Jean foi professor do
Marqués Guillaume F. A. de L’Hospital (1661-1704), entre 1690 e 1692, a quem fez estranhas
doacdes de descobertas importantes que, posteriormente, seriam utilizadas na reda¢ao do primeiro
livro sobre o célculo infinitesimal, de L’Hospital (1696). E apresentado neste trabalho um
tratamento mais eficiente a natureza inconsistente das quantidades infinitesimais, gracas a

axiomatizagao usada por L’Hospital, como pode ser observado nos postulados seguintes.

* Pode-se tomar, indiferentemente, qualquer uma de duas quantidades que diferem entre si

por uma quantidade infinitamente pequena.

4 Titulo original: The analyst; or a discourse addressed to an infidel mathematician. Wherein it is examined
whether the object, principles, and inferences of the modern analysis are more distinctly conceived, or more
evidently deduced, than religious mysteries and points of faith. Em portugués: “O analista; ou um discurso
dirigido a um matematico infiel. Onde se examina se o objeto, os principios e as inferéncias da analise moderna
sdo mais distintamente concebidos ou mais obviamente deduzidos do que os mistérios religiosos e as questdes
de fé.”

3> A denominacdo cdlculo integral, sugerida por Jacques Bernoulli, foi acatada por Leibniz.
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* Uma linha curva pode ser considerada como uma colegdo de infinitos segmentos, todos
de comprimento infinitesimal, ou seja, pode ser aproximada por uma linha poligonal com

quantidade infinita de lados, todos de comprimento infinitesimal.

Os esforgos realizados por Newton e Leibniz na abordagem formal dos infinitésimos e
0s progressos conquistados com o livro de L’Hospital ndo foram suficientes para a construg¢do do
célculo diferencial e integral apenas com o uso dos infinitésimos. Consequentemente, iniciou-se
na Academia Real de Ciéncias de Paris uma época de longos debates entre adeptos e contrarios
a recente teoria matematica de Newton e Leibniz. Podemos destacar entre os seus apoiadores,
Pierre Varignon (1654,-1722) e Joseph Saurin (1659-1737), e entre seus opositores, Michel
Rolle (1652-1719). Esses matemdticos franceses, protagonizaram as maiores discussdes sobre o

calculo entre os anos de 1700 e 1706.

Varigon, advogava abertamente a respeito da existéncia real dos infinitésimos e no
periodo de 1700 a 1701, exibe uma frégil defesa contra os argumentos de Rolle (CARVALHO e
D’OTTAVIANO (2006) apontam as leituras de Pin, 1987; Joven, 1997).

Na perspectiva de Carvalho e D’Ottaviano (2006), Leibniz, depois de um periodo longo
de siléncio, revela junto a Academia de Paris sua incredulidade quanto a extensdo material dos
infinitésimos, ao chama-los de ficcoes titeis, mesmo sendo capazes de explicar propriedades
de objetos com existéncia real. Essa atitude de Leibniz desanima seus seguidores que, como
Varignon, acreditavam na existéncia real dessas entidades. Os debates continuaram até 1706 com
o envolvimento mais franco de Saurin e Rolle, encerrando-se apds a intervengao conciliadora
de uma comissdo criada especialmente pela Academia para tal fim. Deste modo, Rolle e seus
seguidores saem com a sensacao de vitdria, ja que todos os argumentos apresentados por Saurin

e seus simpatizantes ndo foram suficientes para comprovar a existéncia dos infinitésimos.

1.3 Os infinitésimos e os séculos XIX e XX

Antes que os infinitesimais fossem novamente expulsos da matemaética, Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) realizaria uma das ultimas investidas de seu tempo para fundamentar o
célculo baseado no uso dos infinitésimos, porém foi mais uma tentativa sem sucesso. Assim,
Cauchy volta o seu olhar para a emergente teoria de limites onde, de acordo com Carvalho e
D’Ottaviano (2006), expdem resultados que o colocam no rol dos mais importantes precursores

do célculo diferencial e integral moderno.

Carvalho e D’Ottaviano (2006) relatam que o matematico Karl Theodor Wilhelm Weiers-
trass (1815-1897), com sua aritmetizacao, corrige problemas remanescentes das obras de Cauchy
e formaliza definitivamente o cdlculo diferencial e integral. A famosa defini¢do de limite via €'s
e &'s é delegada a Weierstrass e também as definicdes de continuidade, diferenciabilidade entre

outras. No ponto de vista desses autores, Weierstrass deve poucos artigos publicados em vida
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como o de 1854, quando € iniciada a teoria de funcées abelianas. Seus trabalhos sdo totalmente
editadas somente no periodo de 1894 a 1927, com uma reedi¢do em 1967 (CARVALHO e
D’OTTAVIANO (2006) indicam o estudo de Weierstrass 1894-1927).

Os infinitésimos retornariam de forma definitiva ao universo matemético com Abraham
Robinson (1918-1974) que, na opinido de Carvalho e D’Ottaviano (2006), exibe uma nova teoria
para a andlise matemdtica pautada nos infinitésimos e com o uso da teoria de modelos. Fundada
em 1960, essa teoria € exposta em novembro do mesmo ano na Universidade de Princeton nos
Estados Unidos, foi publicada em Proceedings of the Royal Academy of Sciences of Amsterdam
com o titulo Non-Standard Analysis, em janeiro de 1961, no encontro anual da Association for
Symbolic Logic. Em 1966 ¢é editada como livro e revisada por Robinson em 1973, tendo sua
segunda edi¢do lancada em 1974, que € reeditada em 1996 (CARVALHO e D’OTTAVIANO
(2006) mencionam as leituras de Robinson, 1961; 1996).

Carvalho e D’Ottaviano (2006) citando Robinson, que apresenta um modelo ndo-standard
de ordem superior para a aritmética e outro para a andlise, os quais preservam suas operagoes
e propriedades bdsicas. O primeiro baseia-se numa extensdo nao-standard do conjunto N dos
nimeros naturais, denotada por *N, cujos elementos, que incluem niimeros naturais infinitos,
sao chamados niimeros hipernaturais. O segundo baseia-se numa extensao do conjunto R dos
nimeros reais, denotada por *R, que inclui niimeros reais infinitos € infinitésimos, denominados

niimeros hiper-reais.

D’Ottaviano e Bertato (2015) citando PIN, que analisa as famosas criticas feitas ao
método das fluxdes de Newton e, especialmente, as ideias de Leibniz, concluindo que a redengdo
de Leibniz (e dos infinitésimos) acontece, de certo modo, com Robinson, ao publicar sua anélise

ndo-standard:

A Anilise ndo-standard vem outorgar razio a intui¢do de Leibniz, vem legitimar
seu fundamento na aporia e, a0 mesmo tempo, redimi-la dela, vem procurar
um modelo em que duas magnitudes que diferem entre si por uma magnitude
infinitamente pequena sdo — a0 menos no registro, que interessava a Leibniz —
equipardveis entre si, sem que isso exclua tal diferenca do préprio conceito de
magnitude (PIN, 1987, p. 13).

Na perspectiva de Pinto (2000), Leibniz estd na origem da andlise nao-standard por
duas razdes. A primeira, porque Leibniz defendia abertamente o uso de nimeros infinitos e
infinitesimais para o desenvolvimento do célculo. A segunda, pelo seu pioneirismo na difusido da
l6gica matemadtica, colocando-o na origem do instrumento matematico que daria legitimidade ao

uso daquele tipo de quantidades - a teoria dos modelos.

A teoria dos modelos que analisa as relacoes existentes entre uma estrutura matemdtica
concreta e sua teoria, no sentido formal do termo estabelece um crescimento (no séc. XX) da
l6gica matemadtica que se revelou determinante para a consolida¢do da nogdo de infinitésimos.

De acordo com Pinto (2000), suas consequéncias vao muito além das aplicacdes a andlise
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nao-standard a qual, ndo se limita, a mera recriagdo ou reinterpretacdo do célculo infinitesimal

leibniziano.

Segundo Sampaio (2008), em 1976 o matematico Howard Keisler apresentou uma
axiomatica dos hiper-reais no seu livro Elementary Calculus: an infinitesimal approach e, no ano
seguinte, um outro matematico, Edward Nelson (1932-2014), também propds uma axiomatica
para a andlise ndo-standard, desejando englobar todos os ramos da Matematica. Em consequéncia
dos 20 anos da morte de Robinson, realizou-se, em Portugal, na Universidade de Aveiro, o

primeiro Coléquio Internacional de Matemadtica Nao Standard.
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2 Construcao dos numeros hiper-reais

A escrita deste capitulo foi baseado no livro Métodos Infinitesimais de Anélise Matema-
tica de José J. M. Sousa Pinto (2000) e na tese de mestrado Construcao de conjuntos numéricos:

dos nimeros inteiros aos hiperreais de Michele Calefe (2016).

Apresentaremos neste capitulo a criagdo dos nimeros hiper-reais, uma extensao nao-
arquimediana do sistema numérico real desenvolvida por Robinson em 1960 com base na teoria
de modelos. O grande diferencial desta extensdo estd no fato de se poder operar normalmente
com ndmeros infinitos e infinitesimais, cuja existéncia ja tinha sido conjecturado por Leibniz em

pleno século XVII.

Na criacdo dos hiper-reais, Robinson utilizou como modelo as sucessoes reais que nao sao
de Cauchy pois ele ndo estava interessado na convergéncia das mesmas, mas como cada sucessao
poderia representar um nimero real (standard) e também nimeros nao-standard, caracterizando

uma extensao do primeiro conjunto.

2.1 O corpo dos hiper-reais

Para iniciarmos esta constru¢ao, considere RN o conjunto de todas as sucessoes de

numeros reais definido da seguinte forma

X = ('xVZ)nEN = (x17x2;"'7xn7"')-

As operagdes de adicdo e multiplicacdo sao realizadas normalmente neste conjunto, isto €, ponto
a ponto. Consequentemente, a adi¢do e a multiplicagdo de duas sucessoes reais podem ser assim
definidas

XDY = (naeN® WnneN = (nt+Yunen
XOY = (Xn)aeN©O On)neN = (X Yn)neN
Deste modo, o conjunto RY ¢ fechado com relacdo a essas duas operacdes e mais, toda sucessao

de nimeros reais tem um inverso aditivo. Basta tomarmos o inverso aditivo em cada ponto da

sucessao.

Portanto, (]RN, +, -) é um anel comutativo com elemento 0 = (0,0,---,0,---) e

unidade 1 = (1,1,---,1,---). Aaplicacdo ¢ : R — RY, dada por

q)(_x) = (X,)C,"',X,"'),

mergulha o conjunto R em RY. Esta estrutura, no entanto, no é um corpo pois,



Capitulo 2. Construgcdo dos niimeros hiper-reais 21

(1,0,0,---,0,---)-(0,1,0,---,0,---) = 0.

Temos aqui duas sucessdes ndo nulas pertencentes a RY com produto nulo, assim a estrutura

(RN, +, -) possui divisores de zero ndo podendo ser um corpo.

Em situagdes como esta se faz necessario a introdu¢ao de uma relacdo de equivaléncia
que possibilite a identificacdo de sucessoes suficientemente parecidas. Entdo, considere em RN

a seguinte defini¢do.

Definicao 2.1. Duas sucessoes reais (ay), e (d), serdo |=|-equivalentes se e so se
eN n)n € N q

0 conjunto
{neN:a, =d}

for cofinito em N, (subconjunto cujo complementar em N ¢é finito) escreve-se entdo

(an)n e n [=] (a;z)n e N-

Esta relacdo permite divide o conjunto RY em classes de equivaléncia. O conjunto

quociente ¢ dado por
R = RY/[=
e por [(an), c n] aclasse de equivaléncia da sucessao (a,), e N»
[(@n)nen] = {(@nen € RY ¢ (d))nen =] (an)n e n}-

O conjunto R pode ser algebrizado mediante as operagcdes de adi¢cdo e multiplicagdo de

secessoOes definidas ponto a ponto em RY, ou seja,
[(an)n e n]+[(Bn)n e nN] = [(@n+bn)nen] e [(@n)nen] [(bn)nen] = [(@n-bn)n e n]-
Além disso, a relagdo < deixard o sistema parcialmente ordenado,
[(an)nen] < [(bn)nen] seesdse {n € N:a, < b,} for cofinito em N.
Logo teremos,
(R, +, -, <),

um anel comutativo parcialmente ordenado com elemento e unidade. A aplicacdo ¢ : R — R

definida para cada x € R por
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realiza um mergulho de R em bR, 0 que possibilita a escrita R C "R. Contudo, o anel "R

nao € um corpo pois, também, possui divisores de zero.

2.1.1  Os numeros hiper-reais

Como vimos, os conjuntos cofinitos ndo foram capazes de eliminar os divisores de zero
que hi em RY, consequentemente precisamos de uma relagdo de equivaléncia mais refinada

para prosseguirmos com a constru¢do dos nimeros hiper-reais.

Com a definicdo de filtro sobre N e de alguns filtros especias (filtros livres e ultrafiltros)
€ possivel acabar com todos os divisores de zero presentes em RY e assim obter a desejada

estrutura de corpo para a extensdo ndo standard.

Definicao 2.2. Chama-se filtro sobre N a uma familia ndo vazia F de partes de N que

satisfaca as seguintes propriedades:

1) o¢ 7,
(2) seA € FeBc F entdo ANB € ¥,

3) seA € FeA C B entdo B e F.

Considere os exemplos de filtro sobre N.

Exemplo 2.1. O conjunto F = {B C N : Ag C B}, com Ayp C N, Ap ¢ 2.

* O conjunto vazio ndo pertence a F pois A9 C B e Ay € ndo vazio.

* Dados dois conjuntos B; e B, em ¥, temos Ag C By, e Agp C B; implicando em
Ao C By N B, e, portanto, By N By, € ¥F.

* Se A estaiem ¥, entdio Ag C A. Dado B talque A C B, temos A9 C B, oque
significa B € ¥F.

Exemplo 2.2. % = {A C N : card(A°) € N} éafamilia dos conjuntos cofinitos de N.

* O conjunto vazio @ ndo pertence a ¥y pois o complementarde @ em N é N— & = N,

que € infinito.

* Dados dois conjuntos cofinitos A; e A pertencentes a Fy, temos que N— (A} N Ap) =
(N—A;) U (N—Aj;). Como A; e A, sdo cofinitos, os complementares de A; e Aj
dados respectivamente por N—A; e N—A, sdo finitos. Assim, N— (A} N Ay) = (N—
A1) U (N—Aj) éfinito, o que implicaem N—A; N A, éfinito. Logo, A| N Ay € %o.
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e Agora suponha A € %y. Assim, pela defini¢cdo do conjunto ¥y temos que N—A;
¢ finito. Tomando agora A, € Ntal que A} C Ay, temos N—A, € N—A;. Como
N —A; é finito, temos N — A, finito. Logo Ay € .

A familia %y é um importante exemplo de filtro sobre N, sendo geralmente conhecido
por filtro de Fréchet.

Definicao 2.3. Um filtro F sobre N é chamado livre se ndo contém nenhum conjunto finito.

De acordo com esta defini¢do o filtro de Fréchet € um filtro livre, entdo a relagio [=]

pode ser redefinida no conjunto RY do seguinte modo:
(an)nenl=ld)nen & {n € N:a, = d,} € Fo.

No entanto, como ja foi falado, esta relacdo ndo permite a constru¢do de um corpo. Entdo,
precisaremos de uma relagdo de equivaléncia mais forte o que justifica a inclusao da préxima

defini¢do.

Definicao 2.4. Um filtro U sobre N diz-se um ultrafiltro se, para toda parte A de N, se

tiver

4 A€ Uou A° € U

Exemplo 2.3. O filtro #y de Fréchet sobre N nao € um ultrafiltro.

Suponha, por absurdo, que seja. Logo de acordo com a defini¢do de ultrafiltro teremos
{1,3,5,7,...} € o ou {2,4,6,8,...} € Fy. Ora, isso contradiz a prépria defini¢do de filtro
de Fréchet e, portanto, #y ndo é um ultrafiltro. Porém, sendo ¥ um ultrafiltro sobre N um

destes conjuntos e um sé pertencerd a U.

Definicao 2.5. Um ultrafiltro U sobre N ¢é chamado livre se ndo contém subconjuntos finitos
de N.

A constru¢do dos nimeros hiper-reais baseia-se em ultrafiltros livres, pois s6 eles condu-

zem ao resultado desejado.

Segundo Pinto (2000, p. 85-86) “Nao € imediatamente ébvio que existam ultrafiltros
livres sobre um conjunto infinito e, na realidade, a sua existéncia pode mesmo ser uma questao
bastante problemadtica a nivel de fundamentos”. Entretanto, pondo de lado um debate acalorado
sobre o tema, € possivel continuar com a criagao dos nimeros hiper-reais gragas a um conhecido

teorema do matemdtico Alfred Tarski (1901-1983), que se enuncia a seguir.

Teorema 2.1. (Tarski) Todo filtro livre se pode estender a um ultrafiltro livre.
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Esta demonstragdo pode ser vista em Pinto (2000), p. 210.

Seja Uy um ultrafiltro livre sobre N entdo, obrigatoriamente, Fo C Uy : de fato, se
A € Fy = A° ¢ Uy, pois AC éfinito e, portanto, (A)° = A € Uy.

2.1.1.1 Definicdo dos numeros hiper-reais

Por uma questio de simplificacdo de linguagem fixaremos U = Uy, sendo chamado
apenas de ultrafiltro sobre N que contém %). Define-se em R" uma relacfio de equivaléncia

mais forte que [=] usando agora, no lugar do filtro de Fréchet, o ultrafiltro 7.

Definicio 2.6. Duas sucessdes (an)n e N, (d))n e N quaisquer, pertencentes a RY, serdo
U-equivalentes se e s6 se o conjunto {n € N : a, = a;,} pertencer a ‘U; para simbolizar

~ ~ . - /
que aquelas sucessoes sao U-equivalentes escreva-se-d (ay)y ¢ N ~u (ay)n e N (0u, apenas,

(@n)nen ~ (a;z)n e N)-

Mostraremos que a relacdo acima definida €, de fato, uma relagdo de equivaléncia.
Para tanto, devemos mostrar que ~, satisfaz as propriedades de reflexividade, simetria e

transitividade.

* Reflexividade: Considere uma sucessao (a,), e N € RY, assim o conjunto {n € N:
a, = a,} € o conjunto dos nimeros naturais. Logo, N € U, poisse N ¢ €U, entdo

@ = N—=N € U oque é impossivel e, portanto, (@), e N ~u (an)n e N-

« Simetria: Dadas as sucessdes (dn)necn € (bp)nen pertencentes a RY tais que
(an)n eN ™~y (bn)n e N, temos que se {l’l € N: (an)n eN = (bn)n € N} € U,
entio {n € N : (bp)nen = (an)nen} € U. Logo, (an)neN ~u (bn)n e N implica

em (bn)n eN ™~u (an)n €N-

« Transitividade: Sejam as sucessoes (dp)n ¢ Ny (Pl e N, (Cn)nen € RY. Suponhamos
(@)nenN ~u bu)nen © (bu)neN ~u (cn)nen. Entdo os conjuntos {n € N :
(an)nen = (bp)nent e {n € N: (by)nen = (cn)nen} sdo ambos elementos de
U. Porém, os conjuntos nos quais (ap)p e N = Pp)nen € (bn)nen = (¢n)n e N podem
serescritosnaforma {n € N : (ay)nen = bn)nen A bn)nen = (¢p)n e n}. Como
{n e N: (an)nGN - (bn)neN} € Ue {n € N: (bn)neN = (Cn)nEN} € U temos
{”l € N: (an)n eN = (bn)n € N} N {I’l € N: (bn)n eN = (Cn)n € N} € U (propriedade
da intersecgao finita). Como {n € N : (ap)pen = bu)nen} N{neN : (by)yen =
(cn)nent € {n € N : (a)nen = (cp)nen} temos {n € N : (ap)pen =
(cn)nen} € U (propriedade de superconjunto). Assim, (ay)penN ~u (Pn)nenN €

(bu)n e N ~u (cp)n e implicaem (an), e v ~u (¢n)n e N, O que prova a transitividade.

Esta relacdo de equivaléncia (mais refinada e sem divisores de zero) permite dividir o

conjunto RY em classes de equivaléncia. Indicaremos o conjunto quociente como sendo
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R — RN/NM

e a classe de equivaléncia que contém a sucessdo (a,), e N por [(an)n e n] (ou apenas por

[(an)]). Donde obtemos o conjunto dos niimeros hiper-reais que serd denotado por *R.

Definicio 2.7. Dados dois nimeros hiper-reais ¢ = [(an)pen] € b = [(bp)nen]|, € um
ultrafiltro U sobre N, definimos arelagio <¢; por a <¢ b, se {n € N : a, < b,} € U.

Vamos mostrar que a relacdo <¢; definida acima impde uma ordem total no conjunto
dos nimeros hiper-reais. Para tanto vamos verificar que <¢; €é uma ordem parcial obedecendo

as propriedades de reflexividade, anti-simetria e transitividade.

* Reflexividade: Considere a € *R. Assim, paracada n € N é claro que a, <q¢ a, e,

porisso, {n € N : a, <¢ a,} = N. Como N € U, temos a <¢ a em "R;

* Anti-simetria: Suponha a,b € "R com a <¢ b e b <q¢ a. Assim, podemos escrever
{n € N:a, <g by} € Ue {n €N : b, <g a,} € U o que implica em
{n € N:a, <g b, Nb, <y ap} € U, istoé, {n € N : a, =¢ b,} € U
Portanto, a =¢; b;

e Transitividade: Para isso, considere os elementos a,b,c € *R, de modo que a <q¢ b e
b <¢ c. Assim, {n € N:a, <¢y b,} € Ue{neN:b, <gycp} € U Pela
propriedade da intersec¢@o finita temos {n € N : a, <¢ b,} N {n € N : b, <g
cn} € U. Logo,temos {n € N : a, <¢ by ANb, <gg cn} € U= {n € N :
an <q b, <y ¢} € U. Como a transitividade vale para os nimeros reais, temos
{n € N :a, <y ¢} € U. Portanto, a <q c.

Agora mostraremos que <¢; satisfaz a propriedade adicional: dados a,b € "R,
temos a <¢q b, a =y b ou a ¢ > b. Paraisso, considere a,b € "R e o conjunto
X ={n € N: a, <¢ b,}. Dadefinicio 2.4 temos que X ou N—X pertencea U. Se
X € U,entdo a <¢ b. Se X ¢ U, entdo N-X = {n € N: a,¢y> b,} € U oque

implicaem b <¢; a, como queriamos.

A seguir, iremos algebrizar o conjunto *R de forma que a mesma nio passe de uma

ampliagdo das operacdes e relagdo de ordem j4 existentes em R. Para tanto, considere o teorema.

/
n

reais tais que (an)n eN ~u (a:z)n eNy (bn)n eN ~u (b;,)n e N. Entdo

Teorema 2.2. Sejam (an), e N, (A)n e N, (Pu)n e N, (Bh)n e N quatro secessdes de niimeros

(a) (an +bn)n eN ~u (a; +b;z)n €N
(b) (an 'bn)n eEN ™~u (a:z : b;)n eN

© a, <qgy by = a; <a b;
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(onde <q; significa que a propriedade em questdo se verifica num subconjunto de indices

pertencentes ao ultrafiltro U).
Demonstracao:

(2) DahipStese temos (dn)y e 1 ~u (@)n e 1 € (Bl e 0 ~u (B e v, donde segue
{neN: (@g)pen = (@)pen} € Ue{neN: (bypen = (b))nen} € U. Entlo,
pela propriedade da intersecgdo finita sabemos que {n € N : (ay)pen = (d)nen} N {n €
N (e = (B)wen} € U oquesignificadizer {n € N & (an)en = (@)oer A
(bp)nen = (b)nen} € U. Sendo assim, temos que {n € N : (ay)pen+ bppen =
(d)nen+B)nen} € U oqueimplicaem {n € N : (a,+bp)pen = (a,+b,)necn} €
U. Portanto, (dy+bp)yen ~u (a,+Db)), e N, ou seja, a adi¢io estd bem definida.

(b) Para verificarmos que a multiplica¢o estd bem definida, tome novamente (ay), ¢ N ~u
(@)nen € (binen ~u (B))nen. Entdio {n € N : (ap)pen = (d)nen} € U e
{n € N: (by)nen = (b)nen} € U. Pela propriedade da intersecgio finita sabemos
que {n € N (an)neN = (a:z)neN} N {n € N: (bn)neN = (b;)neN} € U oque
significadizer {n € N : (ap)pen = (@)nen A (bu)nen = (b)), e n} € U. Sendo assim,
podemos escrever {n € N : (ay)pen-Pu)nen = (@)nen- (b)), cn} € U oqueimplica
em{n € N: (a,-by)pen = (a, b)), cn} € U. Portanto, (an by)nen ~u (@) b)nen

o que significa que a multiplicagdo estd bem definida em RY,

(c) Dahipétese a, <¢ b, implicaem {n € N : (ap)pnen <u (bn)nen} € U
Mas do item (a) temos {n € N : (@y)pen = (@)nen A bp)neny = (B)nen} € U
Logo, {n € N : (d)nen <u (b))nen} € U donde segue a, <q b,

Este teorema dé legitimidade a préxima definicao.

Defini¢do 2.8. Dados dois nimeros o = [(an)nen] € B = [(bn)n e n] de ™R, define-se
soma, o.+ 3 e produto, o -, pondo

OC—l—B = [(an)n e N] + [(bn)n e N] = [(an +bn)n c N]
o B = [(an)n e ] [(bu)n e n] = [(an-bn)n e N]

introduzindo-se adicionalmente uma relacdo de ordem, escrevendo
ao<Be{neN:ag <b} e U

Com as operacdes usuais (adi¢do e multiplica¢do) além da relacao de ordem definidas

deste modo, é possivel verificar-se que
(*R7 +, S)

¢ um corpo totalmente ordenado com zero 0 = [(0,0,0,---)] eunidade 1 = [(1,1,1,---)].
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Observacao 2.1. A criacdo dos hiper-reais foi realizada mediante um ultrafiltro U em N
e sua existéncia é assegurada pelo teorema de Tarski. Ndo é possivel dar ao ultrafiltro uma
caracterizagdo mais visivel, pois isso provocaria a elaboracdo de diversas definicoes especiais de
pertenga: uma para cada um dos conjuntos do ultrafiltro U cuja cardinalidade é ndo-numerdvel.
Além do mais, hd um infinidade de ultrafiltro U em N e cada ultrafiltro particular corresponde
a um conjunto de nimeros hiper-reais. Veja, por exemplo, que [(0,1,0,1,0,---)] = 1 e
[(1,0,1,0,1,---)] = 0 ou [(0,1,0,1,0,---)] = 0 e [(1,0,1,0,1,---)] = 1, porém ndo
se sabe qual escolha se deve fazer. Tal escolha depende de se ter {1,3,5,7,---} € U ou
{2,4,6,8,---} € 4U. Esta situacdo que, num primeiro contato com Andlise Nao-Standard
(ANS), se mostra de dificil compreensdo ndao tem nenhuma relevancia sob o panorama prdtico

da andlise matemdtica.

2.1.1.2 Propriedades dos numeros hiper-reais
A aplicagdo * : R — "R definida por

a ~ *a = [(a,a,a,---)]

constitui um homomorfismo injetivo de corpos (monomorfismo) que preserva a relagao de ordem,

ou seja,

“(a+b) = a+7b
VabeRr = $ *(a-b) = *a - *b

a<b="a<™

as operagdes bdsicas e a relacdo de ordem pré-existentes em R foram também adotadas em

*R. Esta aplicacdo estabelece um mergulho do corpo ordenado R no corpo ordenado *R.

Este novo conjunto numérico nos permite caracterizar os nimeros reais como sendo
{*a €e*R:ac R} logo, tem-se naturalmente R C *R e com isso, 0s niimeros reais passarao
a ser elementos de *R. Estes elementos sdo geralmente denominados por elementos standard
de "R, aos quais para ndo carregar a nota¢do indicaremos sem a estrela. Os elementos deste

conjunto vao muito além dos nimeros standard. Veja o numero hiper-real

e = [(1/mnen] = [(1,1/2,1/3,---)]

trata-se aqui de um infinitésimo positivo, em outras palavras, € maior que zero € menor que
qualquer nimero real positivo. Obviamente que esse nimero ndo pertence ao conjunto R, logo

é um ndamero nao-standard.

Mostraremos agora que € €, verdadeiramente, um infinitésimo positivo. Considere

(en)n ¢ N como a sucessdo que representa €. Logo teremos
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meN:e,=0=0¢Ue{neN:¢ >0 =NecU

e, portanto, € > 0. Tomando r um nimero real positivo inteiramente arbitrario entdo,

{n € N : e, < r} écofinito (pois e, tende para zero em R). Assim,
{neN:e <r} e
como r € RT é qualquer, podemos escrever
V,[re R" = 0<e<r] (3.3)

0 que prova a afirmacao feita.

Da expressdo (3.3), mostra-se que *R ndo é um corpo arquimediano: de fato, fazendo
sucessivamente r = 1/n, para n = 1,2,---, pode concluir-se que para € € "R, € > 0 e

paratodoo n € N setem ne < 1. E mais, como *R é um corpo ordenado, € possui inverso

1

multiplicativo. Seja ® € *R talque ® = & '. Entdo, paratodoo r € R tem-se r < o,

e, portanto, ® € um nimero infinito.

Definicdo 2.9. Seja x = [(xn)n e n| um niimero hiper-real qualquer. Defini-se o *médulo de

x € *R da seguinte forma:

"Il = () e N

que, naturalmente, é também um niimero hiper-real.

Observacio 2.2. Para simplificar a nota¢do denota-se *|-|, unicamente, por |-|, usa-se
sempre a mesma indicacdo de modulo independentemente de se tratar de um niimero real ou de

um niimero hiper-real.

Como ja foi relatado, o niimero de elementos presentes em *R € infinitamente superior
aos elementos de R. Sendo assim, o mergulho de R em *R permite classificar os nimeros

hiper-reais de modo similar aos nimeros reais.

Definicao 2.10. O niimero hiper-real x € *R é dito:

e finito se e sé se |x| < r para algum niimero real r > 0;
* infinito se e sd se |x| > r, para todo nimero real r > 0;

« infinitesimal se e s6 se |x| < r, qualquer que seja r € RY.

Considere os trés nimeros hiper-reais,
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0= [(0707()?"')]7 € = [(1’1/271/37"')]7 \/g = [(1,1/\/5,1/\/5,---)]

perceba que se trata de diferentes nimeros infinitesimais que satisfazem a ordenacdo 0 < € <
V€. Isso acontece porque as sucessdes que os representam convergem para zero de maneiras

distintas, observe que 0 € o tinico infinitésimo real. Por fim, temos em *R elementos do tipo

® = [(Waen], 10 = [(@nen] € —v® = [(~vMnen]

que sdo nimeros infinitos, os dois primeiros positivos € o terceiro negativo.
Define-se agora alguns subconjuntos importantes de *R.

Sejam *R; o conjunto dos nimeros hiper-reais finitos ¢ mon(0) o conjunto de
todos os niimeros infinitesimais. Considere ainda *R., como sendo o conjunto dos niimeros
infinitos, diferenciando, se preciso, o conjunto dos nimeros infinitos positivos € negativos.

Consequentemente teremos,
R = *]Rf U *Reo

Refor¢camos a ideia de que todo nimero real € naturalmente um nimero hiper-real finito,
donde segue R C *Ry. No préximo teorema, mostra-se que a dlgebraem *R satisfaz as regras

aritméticas basicas.

Teorema 2.3. O conjunto dos niimeros hiper-reais finitos e o dos niimeros infinitesimais, com
as operagoes usuais, sao subanéis de "R, isto é, somas, diferencas e produtos de niimeros
finitos sdo finitos e somas, diferencas e produtos de niimeros infinitesimais sdo infinitesimais; os
infinitésimos constitui um ideal de *Ry, isto é, a diferenga de dois infinitésimos e o produto de

um infinitésimo por um nimero finito sdo ainda infinitesimais.

Demonstraciio: Considere, arbitrariamente, o,y € *Ry. Logo existe um nimero real

a € RY talque |a] < a/2 e |y < a/2 o que implica em,

oty < || +[y] < a (1)
oyl = laf-|y] < b (2)

onde b = a®/4 é um nimero real positivo. De (1) e (2) temos que a4y e o, pertencem
a *Ry. Suponha agora que €,8 € mon(0) ento, paratodoo r € R obtemos |e| < r/2 e

18] < r/2 e, assim,
e8| < le[+[8] < r (3)

Além do mais, como r é um niimero real positivo entio /r € RT. Logo |e|] < 7 e
18] < \/r e, portanto,
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e8] = le|-[3] < r (4)

Por (3) e (4) temos que €49, €5 € mon(0), o que prova a primeira tarde do teorema. Ora,
acabamos de mostrar que se € e J sdo infinitesimais entdo € —d € mon(0). Tome agora
o € "Ry qualquer. Entdo existe um nimero real a positivo tal que |o| < a e, para todo o
r € R" teremos |¢| < r/a. Logo,

log| < r

ou seja, o € mon(0), completando a demonstra¢do do teorema.

A estrutura dos nimeros hiper-reais € particularmente simples e pode ser vista por

intermédio do proximo teorema.

Teorema 2.4. Qualquer niimero hiper-real finito x € *Ry se pode decompor, de forma tinica,

numa soma do tipo
X =a+9d
onde a € R e d éinfinitesimal.

A demonstracdo deste teorema € apresentada por Pinto (2000), p. 93.

Defini¢do 2.11. Dois niimeros x,y € *R dizem-se infinitamente préximos se ¢ sé se x—y

for infinitesimal; escreve-se entdo x ~ y.

Definicéio 2.12. Seja x € *Ry (um niimero hiper-real finito). O iinico niimero a € R tal que
X = a é chamado parte standard (ou sombra) de x e denota-se por stx. Por outro lado,

se a € R, o conjunto de niimeros hiper-reais definido por
mon(a) = {x € R : stx = a}
chama-se ménada de a.

Considere a aplicacdo st : Ry — R queacada x € "Ry associa st(x) € R. Esta

funcdo possui as operagdes e relacdo de ordem usuais, como mostra o teorema que se segue:

Teorema 2.5. Sejam x,y € "Ry quaisquer. Entdo

(@) st(x+y) = st(x)+st(y) e st(x—y) = st(x)—st(y)
(b) st(x-y) = st(x)-st(y) e y ¢ mon(0) = st(x/y) = st(x)/st(y)

() x <y=stlx) <sty) e [x <y Ay—x ¢ mon(0)] = st(x) < st(y).
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Demonstracao:

(a) Sendo x,y € "Ry entdo existem a,b € R, tnicos, e €06 € mon(0) tais que
x = a+¢€, y = b+3 e, portanto, st(x) = a e st(y) = b. Noteque [x—a| < € e
ly—b| < & implicaem |x—a|+|y—b| < €+8. Como |x+y—(a+b)| < |[x—a|+|y—D]
(desigualdade triangular), entdo fazendo a+b = ¢ € R e €+8 = B € mon(0) tem-se,
Ix+y—c| < B, istoé, st(x+y) = c.

A demonstragdo para a subtracdo € andloga.

(b) Como x,y € "R entdo existem r,s € R, dnicos, tais que, |[x—r| = v e
ly—s| = u, ondey,u € mon(0) e st(x) = r e st(y) = s. Basta mostrar que st(xy) = rs,
ou seja, que |xy—rs| € infinitesimal. De fato: |xy—rs| = |xy—ry+ry—rs| = |[y(x—r)+r(y—
s)| < pllx—r|+]r|ly—s| = |y|y+|rlu. Como mon(0) é umideal de *Ry, entdo [y|y+ |r|u é

1 1 t
infinitesimal. Assim, segue imediatamente que st(x/y) = st (— -x) = st (—) -st(x) = w,
y y st(y)
. 1 » 1 1
pmsst(—):sty =5 = - = ——.
y > s st(y)

(¢) Sejam x = p+Pf e y = g+A com p,g € R e B,A € mon(0). Logo
st(x) = p e st(y) = g, entdo basta mostrarmos que p < g. Da hipétese que x < y implica
em p+f < g+A. Tomando a fungdo parte standard st(.) obtemos st(p+p) < st(g+A) <
P =<aq

Agora suponhamos que st(x) > st(y). Entdo st(p+B) > st(g+A) & p > g o
que contradiz a hipdtese.

O préximo teorema mostra que existe uma relagdo natural entre o comportamento
limite de uma sucessao de nimeros reais e o nimero hiper-real representado por sua classe de

equivaléncia.

Teorema 2.6. Seja (a,), ¢ N uma sucessdo de niimeros reais que converge para um nimero

o € R. Entdo [(an)nen] = @

Esta demonstragdo também € relatada em Pinto (2000), p. 95.

O reciproco deste teorema ndo vale, pois da relacdo [(a,), e n] =~ o s6 podemos
concluir que (an), e N possui uma subsucessdo (ay, ), e N convergente para o de modo que
{r, :n € N} € U

O conjunto dos nimeros reais possui ainda outras extensdes como € o caso dos nimeros
complexos C e dos quaterndrios H. No entanto, diferentemente dos hiper-reais, esses conjuntos

nao podem ser representados na reta numérica, pois ndo possuem ordenacao.
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3 Aplicacoes dos numeros hiper-reais

A escrita deste capitulo também estd fundamentada no livro de José J. M. Sousa Pinto
(2000).

A Andlise Nao-Standard, criada por Robinson em 1960, representa uma importante
aplicac@o dos niimeros hiper-reais ja que esta nada mais € que a Anélise Real pautada no uso dos
infinitésimos. O Célculo também pode ser reescrito com base nesse novo conjunto numérico,
contudo neste terceiro e dltimo capitulo iremos apenas selecionar alguns teoremas cldssicos de
andlise e do célculo e exibiremos suas respectivas demonstragdes utilizando somente argumentos
ndo-standard, tornando-as mais simples e objetivas. Para tanto, € necessdrio a criacao de algumas
definicdes bdsicas de andlise e também do célculo no contexto da ANS, tais definicdes sdao

normalmente mais compreensiveis que as suas congéneres standard.

Mostraremos a seguir uma extensdao dos nimeros naturais que serd essencial para o

desenvolvimento deste capitulo.

O conjunto numérico *N € uma extensio nio-standard de N comumente designado
conjunto dos nimeros hipernaturais. Essa extensdo €, na verdade, um subconjunto de nu-
meros hiper-reais da forma v = [(my,), ¢ | onde m, pertence a N, para U-quase todo o
n € N (isto é, paratodo o n pertencente a um subconjunto de N que pertence a U). Além
disso, N é subconjunto de *N ja que atodoo m € N se pode fazer corresponder o nimero

[(m), e n] pertencente a *N.

3.1 Convergéncia em "R

3.1.1 Sucessodes de numeros reais

Sendo (a,), ¢ N uma sucessdo arbitraria de nimeros reais, define-se uma aplicacdo
a : N — R dadapor a(n) = a,. Entdo uma sucessdo de nimeros reais é simplesmente
uma fungdo real cujo dominio € o conjunto N C R e, portanto, faz sentido falar na extensao
nao-standard de uma sucessao de nimeros reais chamada de hipersucessdo standard, que é a
aplicagdo *a : *N — *R definida para cada nimero hipernatural v = [(my), e n] € "N,

por
*a(v) = ay = [(am,)nen] € "R

Se v for finito entdo existe um ndmero natural j € N C *N tal que m, = j para U-quase

todoo n € N e, portanto,

[(am,)nen] = [(@j)nen] = (a;) = a;



Capitulo 3. Aplicagoes dos niimeros hiper-reais 33

ou seja, para indices finitos, a hipersucessdo standard (a,), ¢ «y coincide, como era previsto,

com a sucessao original.

Definicdo 3.1. Uma sucessdo real (a,), ¢ N diz-se S-convergente para o niimero real o € R
se e so se a relacdo a, ~ O se verificar, qualquer que seja o niimero hipernatural infinito v,

isto é, se e SO se
Vy[v € "N = a, =~ O]

A sucessdo (ap), ¢ N dird-se S-divergente se ndo for S-convergente.

Teorema 3.1. Uma sucessdo real (ay), c N converge para o nimero o € R se e so se for

S-convergente para o mesmo niimero.
Demonstracao: Suponha-se que

lim a, = o
n— oo

esejav = [ (my), ¢ y | um ndmero hipernatural. Dado r € R existe ngp € N tal que
{neNm, >ny} C{n e N: |ap,—0a| <r}

Consequentemente, se v € "N, entdo {n e N:m, > nyg} € U e, portanto, da inclusdo
indicada resultaque setem {n € N:|a,, —a| < r} € U o que, dada a arbitrariedade de
r € RT, significa que |a,—a| ~ 0. Ouseja, v € *N = a, ~ o. Reciprocamente,

suponha-se que

Iim a o
oo 7&

Entao,
F[reR AV, [neN= F,[meNAmM>nA lay—a| > rl]]

Paracada n € N seja m, € N um ndmero natural que satisfaz a condicao indicada
acima. Definindo v = [(mp), e n] tem-se que v € *N. e, no entanto, @, ndo € infinitamente

proximo a o. Consequentemente a condi¢do
Vy[v € "Neo = a, = o]

implica que a sucessdo (a,), ¢ N convirja para oO.

Este teorema mostra que a convergéncia de (an), ¢ v para o equivale a dizer que

mon(a) contém toda a cauda infinita da hipersucessao standard (a,), ¢ «N.
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A seguir exibiremos algumas demonstracdes de resultados importantes da andlise real
usando a definicdo 3.1 de S-convergéncia que, para simplificar a notacdo, chamaremos apenas

por convergéncia.

Teorema 3.2. Uma sucessdo de niimeros reais, converge, no mdximo para um niimero real.

Demonstracao: Seja (a,), ¢ N uma sucessdo real convergente. Suponha que & mesma
converge para dois limites, a,b € R. Assim, para v € *N,, teremos a, ~ a e a, ~ b 0
)

que implicaem a ~ b. Mas, o Unico infinitésimo real é o zero, entdo a = b.

Teorema 3.3. Uma sucessdo real (an), ¢y € limitada se e sé se a, pertencer a "Ry,

qualquer que seja v € *Ne,, isto é, se e 56 se verificar a inclusdo {a,:v € "N} C *Ry.

Demonstracido: (—>) Sem perda de generalidade, suponha (a,), g, N uma sucessao

limitada superiormente. Entdo existe um nimero real M € R™ tal que
Vo[n € N = |a,| < M]
Transferindo para *R teremos
Voln € *'N = |a,| < M]

com isso, a, € *]Rf paratodoo v € *N...

(<=) Suponha, agora, que paratodoo v € *N, tenhamos a, € *R;. Logo, podemos

entdo escrever
Iy [M € 'RT AV, [v € N = |a| < M]]
Fazendo a transferéncia para R teremos
Iu[M € RT AV, [neEN = |a,] < M]]

donde conclui-se que (ay), ¢ v € uma sucessdo limitada.

Teorema 3.4. Se uma sucessdo real (a,), ¢ N for convergente entdo € limitada.

Demonstracdo: Seja (a,), c y uma sucessdo que converge para oo € R. Logo
teremos a, = o, qualquer que seja o ndmero hipernatural infinito v € *N,. Como a € real,

entdo a, € "Ry paratodoo v € *N., e pelo teorema anterior obtemos o resultado pretendido.
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3.1.1.1 Sucessbes mondtonas

Utilizando os resultados e defini¢des ndo-standard relatados anteriormente, provaremos
um teorema importante de Andlise Matematica referente a sucessdes monoétonas e limitadas de

nameros reais.

Teorema 3.5. Uma sucessdo de niimeros reais monotona e limitada é convergente.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, suponha (a,), ¢ Ny uma sucessdo de
nimeros reais mondtona crescente e limitada superiormente. Pelo teorema 3.3 temos que
a, € "Ry qualquer que seja v € *N.. Fixando v € *N,, tome o = sta,, mostraremos

que a éum majorante de (a,), ¢ n- Da hipétese temos

Vion [mn € N = [n <m = a, < ap]
aplicando o principio de transferéncia, temos

Vn [mn € "N = [n < m = a, < ap]]

De modo particular, se n € N € qualquer entdo n < v donde segue, a, < a, ~ o. Como
an, o € R entdo a, < o paratodoo n € N. Logo, o € um majorante da sucessao real
dada.

Considere y um outro majorante da sucessao (ay), ¢ n. Entdo a, < 7y qualquer que
seja n € N e, por transferéncia, a, < 7 qualquer que seja n € *N. Consequentemente,
o ~ a, < v implicandoem a < v, pois o,y € R. Logo a é o menor dos majorantes da

sucessdo (ay), ¢ N €, portanto, o0 = sup a, paratodoo n € N.

Se ao invés de se ter fixado o nimero v € *N,, tivéssemos considerado um outro ndmero

v/ € *N., terfamos obtido para supremo da sucessdo (a,), ¢ y 0 nimero real o = sta,,.
Porém, o supremo de um conjunto, quando existe, é tinico. Entdo of = o e, assim, podemos
escrever

Vy[v € N = a,~a]

0 que, com base na definicdo 3.1, equivale a dizer que lim a, = o.
n— o

3.1.1.2 Critério de convergéncia de Cauchy

Como vimos, a aplicagdo da definicdo 3.1, de sucessdo real convergente, s6 € possivel
se conhecermos antecipadamente um ndmero real o, candidato a limite da referida sucessao.
Deste modo, para verificar a divergéncia de uma sucessao qualquer, seria preciso, teoricamente,

analisar todos os possiveis ndmeros reais .. Mas, como se sabe, o simples conhecimento dos
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termos da sucessao ¢ suficiente para fazermos inferéncias a respeito de sua natureza, de acordo

com o chamado critério de convergéncia de Cauchy.

Da andlise real temos que uma sucessdo (a,), ¢ n se diz de Cauchy se e s6 se para

todo o numero real e > 0 for possivel associar uma ordem n, € N tal que
Vun [mn € N = [mn > ne = |am—ay| < el] (1)

O teorema seguinte apresentard uma versdo ndo-standard equivalente de sucessao de Cauchy.
Esta versdo se baseia na no¢do intuitiva de que uma sucessao € de Cauchy se e so se os termos de

ordem infinita da hipersucessdo standard estiverem todos infinitamente préximos uns dos outros.

Teorema 3.6. Uma sucessdo (ap), e n € uma sucessdo de Cauchy se e so se verificar a

condi¢do a, =~ ag quaisquer que sejam os niimeros hipernaturais v,6 € *Ne.
Demonstra¢ido: (—>) Transferindo (1) para *R, teremos
Vo [myn € "N = [m,n > n, = |lapm—ay| < e]]

Considere, em particular, m = ¢ e n = v com o,v € *No, C *N. Entdo, para todo o
e € RT teremos que G,v > n, (porque n, é sempre finito) e, portanto, |as—a,| < e o

que implicaem as ~ a,.

(<=) Reciprocamente, suponha que a relacdo a; =~ a, € verdadeira quaisquer que
sejam os ndmeros hipernaturais infinitos &,v. Tome um ndmero real e > 0 arbitrério, entdo

pOdeOS escrever
Ih[ne NAVsy[ov e N=[oyv>n= lag—a] < el

de acordo com a hipétese, esta expressdo € verdadeira para qualquer 1 € *N,, fixado. Assim,

transferindo para R teremos
d,[p € NAVup[mn € N= [mn > p = |lan—a,| < el

e devido a arbitrariedade de e, concluimos que a sucessdo (ay), ¢ n € de Cauchy.

Teorema 3.7. Toda sucessdo de Cauchy é limitada.

Sua demonstrac¢do pode ser analisada em Pinto 2000, p. 160.

Embasados pelos resultados obtidos anteriores, provaremos um teorema bastante conhe-

cido de Analise Real.

Teorema 3.8. Uma sucessdo de niimeros reais (a,), ¢ N € convergente se e so se for uma

sucessdo de Cauchy.
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Demonstracdo: (—>) Seja (a,), ¢ N uma sucessdo convergente para um nimero real
o. De fato, dados o,v € *N, quaisquer temos as ~ O € a, ~ O e, consequentemente,

as ~ a,. Portanto, do teorema 3.6 segue que (ay), ¢ v € uma sucessdo de Cauchy.

(<=) Suponha (ay), ¢ y uma sucessdo de Cauchy. Entdo (a,), ¢ n € uma sucessao
limitada e para todoo v € *N,, temos a, € *Ry. Agora, tome o = sta,, da hipétese segue
que as ~ o qualquer que seja 6 € *No. Logo, da defini¢do de S-convergéncia, conclui-se

que (ap), ¢ N converge para Q.

3.2 Limite e derivada em *R

Provaremos a seguir, as regras usuais do cdlculo de limites de sucessdes de nimeros reais

utilizando apenas raciocinios nao-standard.

Teorema 3.9. Sejam (ay), e N € (bn)n e N duas sucessdes reais convergentes para os nimeros

reais a e b, respectivamente, entdo

i. lim (a,+b,) = a+b

n — o

ii. lim (an—by) = a—b
n— oo

iii. lim (an-by) = a-b
n— oo

iv. lim (a5/ba) = a/b (b # 0)

Demonstracao:

li_r>n a, = ae li_r>n b, = b. Entdo, pelo teorema 2.6 temos que

n o n oo

[(an)n e n] = a e [(bp)n e n| = b em particular, a, =~ a e b, ~ b e, consequentemente,
). Assim, (a,+b,)—(a+b) = ¢,

€ € mon(0). Por transferéncia para R tem-se li_r)n (an+b,) = lim (a+b) = a+b.
n oo n — oo

i. Por hipétese,

ap—a = € e b,—b = &, com €,&, € mon(0

ii. E andlogo ao item i.

iii. Partindo da hipétese do teorema e de algumas afirmagdes feitas no item i., obtemos
an—¢€ = ae b,—¢e = b, com €1,&; € mon(0) e a,b € R. Logo, (a,—€;)(by—€2) =
ab implicando em a,b, — a,€; — b,€| + €€, = ab. Note que —a,& —b,€1 +€1€&, = & €

mon(0) e, portanto, transferindo-se para R tem-se lim (a,-b,) = lim a-b = a-b.
n — o n — oo

T an\ _ 4 1
nglolo b, o ngrolo b, n ) -

Da hipétese de li_r>n b, = b temos que li_r>n 1/b, = 1/b donde segue que [(1/by), ¢ N] &~
n ©o n oo

iv. Observe que

1/b. Logo, a,—¢€; = ae 1/b,—€, = 1/b, com €1,&, € mon(0) e a,1/b € R implicando
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em (a,—¢1)-(1/by,—€2) = an/b,—ayer —€1/by+€1€2 = a/b. Como —a,e; —€/b,+
€1€, = 0 € mon(0) entdo transferindo para R obtemos lim (a,/b,) = lim a/b = a/b.
n — oo n — oo

3.2.1 Calculo de limites: R versus *R

A seguir mostraremos, por meio de um exemplo, duas maneiras distintas de se demonstrar
limites. A primeira, mais conhecida, baseia-se na teoria de limites dos famosos gse dsea

segunda, mais recente fundamenta-se nos nimeros hiper-reais de Robinson.

Exemplo 3.1. Prove os limites abaixo:
a) lim 2x+3 =5
x—1

b) lim x> = 4

x—=2
2
1
¢ lim * — 2
x—=1 x—1

Inicialmente vamos escrever, sem muita formalidade, a definicdo de limite criada por
Weierstrass no século XIX,

lim f(x) =L < (Ve >0,30>0;0< [x—a|] <d=|f(x)—L|] <e¢).

X —a

Demonstra¢do de a) usando limites:

Da defini¢do temos que, V€ > 0,38 > 0: 0 < |x—1| < § = |2x+3—5| < g, entdo
2x—2| < e & 2(x—1)] <e & 2|x—1] <€ & 2x—1| < € & |x—1| < g/2. Portanto,
tomando & < €/2 teremos o resultado desejado, isto é, 0 < [x—1] < § = [2x+3-5| < .

Demostracdo de a) usando os nimeros hiper-reais:

Suponhamos que x esteja infinitamente préximo de 1, entdo x = 1+4¢€, com

€ € mon(0). Utilizando a fun¢do parte standard st(-) teremos
st (2(1+¢€)+3) = st(2+2e+3) = st(5+2¢) = 5.

Demonstragdo de b) usando limites:

Dado € > 0,38 >0:0 < x-2[ <8 = |4 <ee K¥-2<ese
[(x—2)(x+2)| < € & |x—2||x+2| <e. Agora, supondo & <1 teremos, § < | &
k=2 <1 -1<x-2<1& -144<x-244< 144 &3 <x+2<5 &
Ix+2| <5 < J|x+2| <58. Dadefini¢do temos, [x—2| < & & |[x—2|[x+2| < d|x+2|.
Como d|x+2| < 59, entdo |x—2|[x+2| <5 98. Finalmente, note que |x—2|[x+2| < € e
|x—2||x+2| <508 oqueimplicaem 58 < € < & < ¢/5. Portanto, tomando 6 = min
{1,e/5} teremos o resultado esperado 0 < [x—2| < & = |x*—4| < &
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Demonstracdo de b) usando os nimeros hiper-reais.

Novamente, suponhamos que x esteja infinitamente préximo de 2, logo x = 2+,

com & € mon(0). Aplicando a fungdo parte standard st(-) teremos
st((2+49)%) = st(4+45+8%) = 4

Demonstracdo de ¢) usando limites:

x? — (x—=1)(x+1)

X— x—1
€ & |x+1-2| < € & |x—1| <& Mas, temos da definicdo |x—1| < &, logo tomando

-2| <

1
Dadoe > 0,30 >0:0< [x—1| <8 = 1—2 <e&e

O < € teremos o resultado desejado,

0< x—1 <8 =

Demonstra¢do de ¢) usando os nimeros hiper-reais:

Consideremos x infinitamente préximode 1 entdo x = 14y, com u € mon(0).

Usando a fung@o parte standard st(-) obteremos:

st(QiD@i:i)::st(1+2”+“2_1);:st(”@*ﬂo)::sq2+y)::2

l+p—1 u u

3.2.2 A derivada e os hiper-reais

Agora, vamos apresentar o raciocinio usado por Leibniz, em pleno século XVII, para o

calculo de derivadas.

Dada fungdo f(x) = X2, por exemplo, Leibniz argumentava da seguinte forma;
considere dx um infinitésimo e calcule o diferencial dy = f(x+dx) — f(x), agora divida
esse diferencial por dx (ndo nulo) e teremos

dy  (x+dx)?—x*  x*+2xdx+(dx)>—x*  dx(2x+dx)

— = = = 2 .
dx dx dx dx x+dx

Mas, como dx ¢ infinitesimal entdo podemos descarti-lo. Logo,

dy

2x.
dx o

Perceba que esse raciocinio de Leibniz é um tanto confuso, pois de inicio ele supde dx # 0 ja
que se pretendia dividir por dx e na fase final dos célculos dx € abandonado como se fosse
zero. Leibniz foi duramente criticado pelos matemdticos da época por ndo saber explica a origem

do seu préprio diferencial dx. Surgia assim, o Célculo Infinitesimal.

No entanto, trés séculos depois, Robinson ao criar sua Andlise Nao-Standard explica

a origem dos diferenciais de Leibniz provando se tratar de nimeros infinitesimais, menores
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que qualquer numero real positivo. Pois bem, podemos aplicar essa nova anélise no cédlculo de
derivadas e integrais sem usar a teoria de limites, isto é, nada de €'s e &'s. Entdo, para calcular

a derivada da fung¢do f(x) = x> vamos usar, mais uma vez, a func¢do parte standard. Portanto

teremos,
1 flx+dx)—f(x)\ (x4+dx)> —x*\ x? + 2xdx + (dx)? — x?
f(x)-st( T )—st(T>—st( I )
= st (@) = st(2x+dx) = 2x

Para reforcar essa ideia, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 3.2. Usando a fung¢do parte standard, calcule a derivada de f(x) = x*4+x+1 no

ponto x = 1.

De posse da fungdo parte standard temos que:

t(f(erd;C))C—f(X))

fix) = s

¢ ((x+dx)2+x+dx+1— (x> +x+ 1)) B
dx B

_ ((2xdx+ (dx)? +dx

= I ) = st(2x+dx+1) = 2x+ 1.

Assim,em x=1 temos f/'(1) = 2-1+1 = 3.

3.3 Euler e os infinitesimais

Veremos a seguir como o matematico Leonhard Euler descobriu o famoso nimero e de
Neper usando intuitivamente a no¢ao de nimero infinito e infinitesimal, sendo relatado na obra
“Introduction Analysin Infinitorum” publicada em 1748.

0

Euler define a” = 1 paratodoo a € R eum valor ¢ infinitamente pequeno. Logo

teremos,
a® = 1+ke, com k € R.

Agora tomando x em R implica que x/¢ &, segundo o préprio Euler, um nimero infinitamente

grande que serd indicado por ®. Assim,

Utilizando a férmula do bindmio de Newton, obtemos

o = (Hg)“’ (1)
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k o1/ , o-1o-2 o-n+l k" ,
= 1—|— — | x+— = | x"+---+ — X"+
1! o 2! ® ® o n!

Como o ¢ infinitamente grande. Euler, sem mais consideracoes, escreve

ao passo que, apOs substituicdes, teremos o desenvolvimento em série
2 n
x X X
a = Lkt ke =k
n 2 n!

Finalmente, fazendo x = 1, define-se o nimero e como sendo o valor de a para o qual a

constante k éigual a 1, ou seja,

_ 1 1 1
e = +1—!+2—!+"'+a+"'

Portanto de (1), obtemos

2 X

c= (14 )m—1+x+x+ o
¢ = o) ~ 1T by

e, em particular, para x = 1,

- 1+1m—1+1+1+ LN
€= o) ~ T2 nl

onde, para Euler, ® € um nimero infinitamente grande.

Ainda em “Introduction Analysin Infinitorum”, Euler deduz a série da fun¢do trigono-
métrica sen a, com a € R utilizando-se somente de técnicas infinitesimais. Note que das

férmulas de Moivre,

(cos z+isen z)" = cos nz-+isennz

(cosz—isen z)" = cos nz—isen nz,
temos a expressio
1 . n . n
sen(nz) = 5{(005 z+isenz)" —(cos z—isenz)"} (1)
i

Aplicando novamente a férmula do bindmio, temos
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”(”—1) n—2 2

1 —_
COS sen
X < <

(cos z+isenz)" = cos"z+ncos" " zisenz—

—1)(n—-2
_nn=1)(n )cos"*3zisen3z

3!
(D0
)00 s o)
(cos z—isen z)" = cos"z—ncos" ' zisen z — n<n27 D cos" 2z sen’z
U 13)!('1 =2) o5 2 isen’s
+"(” - 1)(”47 2)(n—3) cos” 4 2 senz
_nn=1)(n— 25)'('1 =) =4) 5 2 isendzt . 3)
Fazendo (2)—(3) temos
(cosz+isen z)" — (cosz—isen z)" = 2incos" ' zsenz— 2in(n — 13)!(11 —2) cos" 3 zsen’z
L= 1)('1—25)'("—3)("—4) cos™ 5 2 send 4 - - (4)
Substituindo (4) em (1), temos
sen(nz) = 211_{21'71003”_1 zsenz— 2in(n — 13)'(’1 —2) cos" 3 zsen’z+---}
= ncos" 'zsenz— nn—1)(n-2) cos" P zsen 7+ - (5)

3!

Euler considerou, sem muitas explicacdes, n com sendo um niimero infinito e 7 um infinitésimo

de tal forma que o produto nz seja um nimero real a. Com isso, temos as seguintes igualdades

senz = z, cosz = 1

nz=a, (n—1)z=a, (n—2)z=a, -

substituindo estas informagdes em (5) temos

a @

sena = a—§+§—~-
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que hoje sabemos se tratar da férmula do desenvolvimento em série de MacLaurin da fungao

sena, com a € R.

Exibiremos agora uma demonstracdo para as igualdades de Euler de modo que possa-
) .senx . . . _ C
mos calcular algebricamente o lim —— (limite trigonométrico fundamental), isto €, usando
x—0
somente métodos ndo-standard. Desta forma, abriremos mao do uso da geometria em sua

demonstrac@o que outrora era impensado.

Sabemos que a fungdo seno € crescente no primeiro quadrante, continua em todo o seu
dominio e que sen 0 = 0. Logo, se z € um infinitésimo entdo sen z € mon(0), ou seja, sen z

também serda um infinitésimo.

Da trigonometria temos sen’z+cos’z = 1 donde segue que cos z = /1 —sen? z.
Tomando a parte standard de cos z obtemos cos z = 1.

Sendo € um infinitésimo entdo 1/€ é um ndmero infinito, digamos n. Assim,

1 o .
nz = a << —-z7 = a < z = ate. Bstaultima igualdade e verdadeira de acordo com o teorema

2.3. Portanto, nz = a.
sen x

Finalmente provemos, com uso dos nimeros hiper-reais, que lim = 1. Note
x—=0 X
que,
x? n X
senx = xX— s+~ —---
3t 5!
sen x x? 4 x*
x 315l

Como x estd infinitamente proximo de zero entdo x € mon(0), istoé, x = 04+¢€ com €

infinitesimal. Logo,

sen(0+¢€) _ 1 (0+¢)> (0+¢)*

0O+e 3! 5!
sene 82+E4
e 31 5!

Utilizando a funcéo parte standard st(.) temos

st(Z25) = st(1 L =1
€ - 315! -

0 que prova a afirmacao feita.
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Consideracgoes Finais

Este trabalho mostrou que os infinitésimos foram e continuam sendo essenciais para o
avan¢o da matematica, pois como se sabe sdo 25 séculos de histdria até a sua formalizacdo com
a cria¢do do conjunto dos nimeros hiper-reais. No entanto, muito antes que Robinson pensasse
em criar este conjunto matematicos como Gottfried Leibniz, Isaac Newton, Leonhard Euler e
tantos outros j4 tinham feito descobertas surpreendentes usando, de maneira intuitiva, a ideia de

ndmero infinito e infinitesimal.

Apresentamos a construgéo do conjunto *R uma importante extenséo, ndo arquimediana,
de R que nos permitiu calcular limite e derivada de uma maneira inovadora sem precisarmos
recorrer a teoria de limites com seus €'s e &'s, ou seja, deixamos de operar logicamente para
operarmos algebricamente o que torna as demonstracdes mais faceis e legiveis. Por meio deste
novo conjunto, vimos ser possivel encarar alguns aspectos da Andlise Real e também o Célculo

usando métodos nio-standard.

A teoria de limites e o conceito de derivada sdo duas areas da matemadtica de muita
relevancia que ja figuram em algumas escolas do ensino médio e a tendéncia é que futuramente
venha a compor também o curriculo obrigatério de matemadtica. Por esta razdo, se faz necessario
pensarmos em materiais didaticos e professores qualificados a ponto de ministrar aulas de limite
e derivada embasado nos nimeros hiper-reais. Na minha opinido e também de alguns autores, é
mais fécil e intuitivo para os estudantes do ensino médio a abordagem destes contetidos baseado

nos numeros hiper-reais.
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