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RESUMO

Apresentamos neste trabalho uma proposta para resolu¢@o de problemas de otimizagado utilizando
os softwares GeoGebra e LINGO. O GeoGebra € um software de matemdtica dindmica para
todos os niveis de ensino que retine Geometria, Algebra, Graficos, Planilha de Calculo, Probabi-
lidade, Estatistica e Cdlculos Simbdlicos em um tnico programa. O LINGO foi desenvolvido
para resolver problemas de Programacgdo Linear. Embora o GeoGebra possa ser utilizado para
outros fins, como citado, no nosso trabalho utilizamos exclusivamente para construcao grafica
dos problemas de otimizacao linear que resolvemos, ja o LINGO foi utilizado para resolver
algebricamente tais problemas. A vantagem de utiliza-lo estd na possibilidade de poder resolver
problemas com um nidmero grande de varidveis e da facilidade de se inserir os dados, além da
gratuidade da sua utilizacdo. Uma aplicacdo prética surge nos problemas de corte de estoque

unidimensional.

Palavras-chave: Otimizacdo Combinatéria, Ferramentas computacionais, Problema de Corte de

Estoque Unidimensional.



ABSTRACT

We present in this work a proposal for solving optimization problems using GeoGebra and
LINGO softwares. GeoGebra is a dynamic math software for all levels of education that combines
Geometry, Algebra, Graphs, Spreadsheet, Probability, Statistics and Symbolic Calculations in
a single program. LINGO was developed to solve Linear Programming problems. Although
GeoGebra can be used for other purposes, as mentioned, in our work we used exclusively for
graphical construction of the problems of linear optimization that we solve, since LINGO was
used to algebrically solve such problems. The advantage of using it is to be able to solve problems
with a large number of variables and the ease of inserting the data, besides the gratuity of its use.

A practical application arises in the problems of cutting one-dimensional stock.

Keywords: Combinatorial optimization, Computational tools, Integer Linear Optimization,

Problems of Cutting One-Dimensional Stock.
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INTRODUCAO

Tem-se observado nos ultimos anos com o avango tecnolégico e com o aumento da
concorréncia, que € crescente a busca de muitas empresas por consultorias técnicas ou métodos
que envolvam processos de otimizagao, visando um melhor planejamento da linha de produ-
cao/distribui¢do, evitando perdas de material desnecessarios, otimizando assim, os custos de
producio. E comum a algumas destas empresas, utilizar os modelos de Programacio Linear
a fim de simular situacdes advindas da realidade que possam melhor auxiliar nas tomadas de

decisio.

Uma caracteristica importante que devemos estudar e que facilita muito processo de
andlise de decisdo € a utilizagdo de modelos, pois o modelo que adotamos, trabalha com a
construcdo de um sistema real como meio de analisar e compreender o comportamento de

situacoes multivariadas, com o objetivo de levé-lo a apresentar o desempenho que se deseja.

Para construirmos um Modelo Matematico que bem represente a realidade produtiva da
empresa, € necessario observar com cuidado sua cadeia produtiva, a fim de identificar os custos

fixos e os custos variaveis, identificando assim as variaveis de decisdo do modelo.

Muitos modelos na prética podem ser formulados utilizando a programacao linear e
programagcdo linear inteira. Iremos no decorrer do trabalho, apresentar estes modelos e os

métodos de resolucdo, afim de se obter solucdes Stimas.
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1 UM POUCO DE HISTORIA

Desde o inicio de sua existéncia, o homem tem buscado melhor compreender o mundo
onde vive. A primeira grande necessidade do homem foi o dominio do seu habitat. A segunda
foi a busca da alimentacao e estocagem, seguindo da seguranca da sua sociedade em frente aos
predadores e a organizacio de seus grupos sociais. A medida que as necessidades do homem
foram se tornado mais complexas, também cresceu a necessidade de técnicas de compreensao do

mundo.

Como tantos outros ramos da matemadtica, a otimizacao teve sua origem da necessidade
do homem em se aprimorar. Durante véarios anos, muitos estudiosos Propuseram modelos

matematicos para descrever e observar os acontecimentos do mundo.

No comeco da década de 40, apareceram resultados significativos e relevantes para o
desenvolvimento da programacao linear. Este desenvolvimento se originou por conta da revolugao
industrial da época, assim, houve uma necessidade de aprimoramento das técnicas e dos modelos

para resoluc@o dos problemas pertinentes deste periodo.

Em 1947 (DANTZIG, 1963) propds o método simplex, um método para resolucdo do
problema de programagdo linear, baseando na teoria matricial e em técnicas de melhoramento da
solug¢do. O método simplex, possibilitou a resolucdo de problemas de otimizagdo que envolve
um grande niimero de varidveis, como os problemas de transporte, problemas de produgdo, de

distribui¢do, entre outros.
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2 PROGRAMACAO LINEAR

Os modelo de Programacao Linear se compdem em um tipo de modelo de otimizacdo
que utiliza a funcdo fungdo-objetivo, funcdo que devemos maximizar ou minimizar, munido de
restri¢cdes que deve ser respeitas para encontrar a solu¢iao 6tima. Os modelos de Programacao
Linear(PL) contém uma caracteristica especial de modelos de otimizacdo. Para que um modelo
possar ser representado por meio de uma PL, ele deve possuir algumas caracteristicas. Vamos

utilizar as caracteristicas abordadas por (GRIFFIN, 2014), essas caracteristicas sdo:

* Suposicao de Proporcionalidade: Um problema pode ser expresso como um PPL, apenas
se a quantidade de recursos para a funcao-objetivo e o lado esquerdo de cada restricao por
cada varidvel de decisdo (xj,---,x,) é proporcional ao valor da vardvel de decisdo. Essa
suposicdo nos informa que a quantidade de recurso consumido por uma atividade, deve ser

proporcional ao nivel de operacao da atividade.

* Suposicao de Aditividade: Um problema pode ser formulado como um problema de
PPL, se a contribui¢do para a fungdo-objetivo e o lado esquerdo de cada restri¢ao por
qualquer varidvel de decisdo x;(i = 1,--- ,n) é completamente independente de qualquer
outra varidvel de decisdo x;(j # i) e aditivo devendo ser sempre possivel prosseguir com
atividade em qualquer nivel ndo negativo. Qualquer propor¢do de um dado recurso, deve
sempre poder ser utilizado. A suposi¢do informa que o custo total, seja ele de material ou

tempo, deve ser a soma das parcelas associadas a cada atividade executada.

* Suposicao de Divisibilidade: Um problema pode ser formulado como um PPL apenas se
as quantidades representadas por cada varidvel de decisao forem infinitamente divisiveis,
isto €, as respostas fracionadas fazem sentido. Essa suposi¢do informa que pode-se identi-

ficar de forma separada, o custo especifico das operagdes realizadas por cada atividade.

* Suposicao de Certeza: Um problema pode ser formulado como um PPL apenas se os
coeficientes na funcao-objetivo e suas restricdes forem conhecido com certeza. Essa
suposi¢do nos informa que sempre serd possivel desenvolver, dada atividade em qualquer
nivel ndo negativo e em qualquer propor¢do de um dado material ou recurso deve sempre

poder ser utilizado.

As duas primeiras caracteristicas simplesmente afirmam que tanto a fun¢ao-objetivo,
quanto as restricoes sdo fungdes lineares de varidveis xp, - - - ,x,. A terceira caracteristica afirma
que uma resposta 6tima vélida, poderia conter valores fraciondrios para as varidveis de decisao.

A ultima caracteristica afirma que os coeficientes sao conhecidos com certeza absoluta.
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Um modelo de Programacdo Linear, ¢ um modelo matemético de otimizacdo em que

todas as suas fun¢do sdo lineares da vardvel continua x.

2.1 FORMULACAO ALGEBRICA GERAL

De acordo com (GARCIA; GUERREIRO; CORRAR, 1997), o modelo matematico de

um PPL pode ser formulado como seguinte:

Maximizar ou Minimizar

2(x1, X)) = C1x1 12+ Xy (2.1)

Sujeito a:

ajxy+apxy+--apx, < by

ax1x1 +axxy + - ayx, < by (2.2)

am1 X1 + amaX2 + -+ - ApXn < by,

Ondex; >0eb; >0,parai=1,2,---,ne j=1,2,---,m

A equacgdo 2.1 é a funcdo matemadtica que exemplifica o objetivo do problema e é

denominada funcdo-objetivo.
A equagdo 2.2 inequacdes matematicas que sdo as restri¢des do problemas.

z: € a funcdo que queremos otimizar, maximizar ou minimizar, respeitando o conjunto

de restricoes;

X; : sdo as varidveis de decisao que representam as quantidades ou recursos que temos
disponiveis;

a;j : € a quantidade de recursos que cada varidvel decisdria consome;

¢; : sdo os coeficientes de ganho ou custo que cada varidvel € capaz de gerar;

b : € a quantidade disponivel de cada recursos;

Os Problemas de Programacao linear sdo geralmente expressos algebricamente. A reso-
lucdo dos PPL, na maioria das vezes, ¢ feita através do método Simplex, utilizando o software

(LINGO, ) para realizar os célculos.

Definicao 2.1. (Funcdo Linear) A funcdo z : R” — R € linear se ha constantes cy,--- ,¢, € R de
modo que:
2(X1, Xp) = C1X +C1X2 + -+ CaXp

Lema 2.1. (Fung¢ao Linear) Se z: R" — R ¢ linear, entdo para todo xj,x; € R" e para todo

constante escalar o0 € R temos:
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z(x1 +x2) = z(x1) + z(x2)
z(owp) = oyxy)

Uma observacao que devemos ficar atentos e que jd foi citada anteriormente, um mesmo
PLL composto pelo conjunto de equagdes apresentadas, pode operar de forma que, mudando o
seus critério de otimizagdo podemos transformar um problema de maximiza¢do para minimizagao

e vice-versa. Essa mudanca pode ser realizada através da seguinte propriedade:

* Maximizar f(x) corresponde a Minimizar (—f(x)) e

* Minimizar f(x) corresponde a Maximizar (— f(x))

2.1.0.1 Formulagdes Equivalentes

Podemos formular os nossos PLL de outras formas distintas, visando em uma forma

mais simples de visualizacgdo:
Forma Padrao

Maximizar ou Minimizar

7=cx
sujeito a:
Ax=0>
x>0

Sendo que A € a matriz da quantidade de recursos disponiveis, x serd a matriz que possui

as varidveis de decisdo e b serd a matriz com a quantidade de recursos disponiveis.
Forma Canénica

Maximizar ou Minimizar

Z=cx
sujeito a:

Ax<b
ou

Ax>b
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3 MODELAGEM DO PROBLEMA

3.1 O METODO DE MODELAGEM

Iremos definir alguns mecanismos usados para obtermos o modelo. Esse processo € de

total importancia para conseguir os resultados mais precisos e fieis do modelo.

O processo de modelagem inicialmente pode ser desafiador, principalmente quando o
problema a ser resolvido envolve uma grande quantidade de varidveis e restri¢des. A modelagem
¢ uma etapa importante para a resolu¢do de um problema de otimizacdo. A descricao do problema
deve ser clara e objetiva a fim de permitir que o modelo retrate suas caracteristicas principais.
Estas caracteristicas sdo:

* Varidveis de decisdo

¢ Niveis de detalhe

* Objetivos a serem alcancados

O processo de modelagem deve ser construido como no fluxograma 1:

Figura 1 — Fluxograma para Modelagem

Definicao do Problema

A

A

Formulacao e Construcao
do Modelo Inicial

Simulacao do Modelo Validacao do Modelo

Y

Reformulacao do Modelo e

Aplicacao do Modelo

Fonte — (GOLDBARG; LUNA, 2005)
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Para construimos um 6timo modelo, devemos ter algumas aptiddes construidas ao
longo do processo de formacao. Tais como, criatividade, intui¢do, dados fieis e principalmente

experiéncia.

3.2 MODELAGEM MATEMATICA

Ap06s criarmos um modelo de otimizagdo de forma geral, podemos formular o modelo
matemadtico, utilizando técnicas e algoritmos para obter os resultados 6timos. Vamos analisar

alguns modelos matematicos e quais modelos devemos usar para certos tipos de situagdes.

3.2.1 Tipos de Modelos

A modelagem possui varias ramificacoes na matemaética. Muitas vezes, os modelos
demandam técnicas e algoritmos diferentes para obtermos as solu¢des. Modelar e resolver
corretamente os modelos de otimizagdo, € essencial para conseguirmos os resultados mais
precisos e rapidos.

Segundo (BASSANEZI, 2002) O Modelo Matemditico é um conjunto de simbolos e relagcoes
matemdticas que representam de alguma forma o objeto estudado. Bassanezi formula alguns
modelos de acordo com a natureza dos fendmenos ou situagdes analisadas e classificadas

conforme o tipo de matemaética utilizada, esses modelos sao:

1. Linear ou ndo-linear, essa classificacdo depende de suas varidveis, funcdo objetivo e

restricoes, se terdo caracteristicas lineares ou nao.

ii. Estdtico, quando representa a forma do objeto, por exemplo, um crescimento proporcional

de uma colmeia, ou o crescimento logaritmo de uma Vitdria Regia.

iii. Educacional, quando sua fonte € baseada em um numero pequenos ou simples de hipdteses,

quase sempre encontrando solugdes analiticas

(BASSANEZI, 2002) destaca os procedimentos envolvidos na modelagem matematica de um

problema ou sistema:

(1) Experimentacdo: E a atividade que faz a coleta de informagcées e dados. Observamos na

figura 2 um esquema de uma modelagem.
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Figura 2 — Esquema de uma modelagem: as setas continuas indicam a primeira aproximacao. A
busca de um modelo matematico que melhor descreva o problema estudado torna o
processo dinamico, indicado pelas setas pontilhadas.

- Problema nao
Matematico

x l H 4 H
: ¥ il J'wi'

2 |3 - Resolugéo: Estudo
: Analitico e Numérico

¥ £
Fi
K [ AN

> 2 - Abstragao —*| Il - Modelo Matematico

1 - Experimentagao

5 - Modificagao

;
;
;
;
;
‘
;
;
‘
;
;
‘
;
i
.
.
.
.
.
;
i

hd

¥

R A Ll &

—

Il - Dados Experimentais| P L

4 - Validagao IV - Solugao

A

6 - Aplicagao

Fonte — (BASSANEZI, 2002)

(2) Abstracdo: E a atividade que deve levar a formulagio dos modelos matematicos. Nesta

fase deve-se observar os seguintes passos:

i Selecdo das varidveis;

ii Problematizacdo dos problemas teéricos numa linguagem prépria da drea em que se

esta trabalhando;
111 Formulagdo de hipdteses;

iiii Simplificacdo- "Se vocé ndo consegue resolver problema a que se propds, entdo tente
simplificd-lo. A condi¢do uinica é esta: vocé ndo deve simplificd-lo demasiadamente
a ponto de perder as informagoes essenciais”’(Mark Kac - matemdtico polonés -
1914-1983);

(3) Resolucdo: Nesta etapa usam os resultados e técnicas para resolver o modelo;

(4) Validacdo: E o processo de aceitacao ou nao do modelo proposto. Nesta etapa devemos
comparar se os resultados e previsdes com os valores obtidos servem para o problema ou

sistema real;

(5) Modificacdo: Caso o nosso modelo nao seja valido, devemos fazer alteracdes nas etapas an-
teriores. Nenhum modelo deve ser considerado definitivo, podendo sempre ser melhorado

e modificado.
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No esquema da figura 3, podemos ter uma ideia desta divisao de atividades intelectuais:

Figura 3 — Divisdo de atividades intelectuais

Problema de Formulaggo
abstragio .
interesse =&¢a de hipoteses

Y

|

v

Experimentacao Selecdo de
(Dados) variaveis e

parametros

am uso l
Formulagao do

problema em
termos matematicos \

T
e

Estruturas
Matematicas

Interpretacdo
Previstes validagao da
= Solugdo

{modelo matematico)

Fonte — (BASSANEZI, 2002)

As ferramentas computacionais possui grande relevancia para resolver os problemas de
otimizacao que iremos abordar, pois, utilizando softwares especificos, podemos resolver dife-
rentes tipos de problemas otimiza¢do combinatdria. Os problemas de otimiza¢do combinatdria
estao divididos em subdreas que sdo: Otimizacdo Linear, Otimizac¢do Discreta e Otimizacao Nao

linear. Para o presente trabalho serd abordado os dois primeiros tipos.

3.2.2 Otimizagdo Combinatéria

Nos modelos de otimizacao linear as suas varidveis sdo continuas, ou seja, sua fungao-
objetivo e suas restricdes (equagdes e/ou inequacdes) sao lineares e suas varidveis reais nao-
negativas. [remos mais adiante estudar alguns problemas cldssicos de Otimizacao Linear, como
o problema da racao, problema da dieta, problema do sitio e também vamos abordar como se

resolve esses problemas de forma geométrica e computacional.

Para (ARENALES et al., 2011), oque caracteriza a otimizacao discreta ou combinatoria,
€ que algumas das varidveis pertencem a um conjunto discreto, tipicamente um subconjunto dos
numeros inteiros. Otimizacao discreta também € conhecida como programacdo inteira. Alguns
problemas envolvendo tais varidveis sdo os problemas de corte de estoque, problema da mochila,

problemas de roteamento de veiculos, entre outros.

Os problemas de Otimizagao ndo linear, segundo (GOLDBARG; LUNA, 2005), sdo bem
tratdveis nos casos de convexidade, situacdo em que preservam propriedades importantes tanto
sob otica da Programacdo Matemadtica como da teoria econdmica. Esses modelos de otimizagdo
ndo serdo abordados neste trabalho, pois requer um estudo mais aprofundado e ferramentas mais

complexas.
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Vamos estudar o seguinte problema proposto por (NETO, 2009).

Jodo pretende vender latinhas de refrigerantes, 4gua e cerveja nos seméaforos de Sao
Paulo. Ele possui uma caixa de isopor que suporta 15kg. Supondo que ele venda tudo que leve
na caixa, com base na tabela 1, quantas garrafas de 4gua, latas de cerveja e de refrigerantes ele

deve levar para obter o lucro maximo?

Tabela 1 — Problema do Semaforo

Cerveja | Refrigerante | Agua
Peso (gramas) | 400 390 550
Lucro (R$) 0,50 0,40 0,60

Fonte — Propria

Esse exemplo é um modelo classico de problema da mochila que iremos estudar, mas
entdo como devemos resolvé-lo? Ou melhor, como devemos modelé-lo, em uma linguagem mais
tedrica, na linguagem matematica?

Nesta fase, devemos observar e identificar os dados, as suas restri¢des e o objetivo, neste
exemplo, o objetivo é obter o lucro maximo. Para alcan¢éd-lo, devemos em particular, apresentar
uma quantidade de garrafas de dgua, latas de cerveja e de refrigerante que Jodo deverd levar
para o seméforo, com o objetivo de obter o lucro maximo. Para modelamos esses objetivos,
fica invidvel a todo momento escrever o nimero de latas de cerveja, de garrafas de 4gua ou de
refrigerante, para sermos mais eficientes vamos nomear de forma de um forma simplificada, x;
a quantidade de latas de cerveja, xp a quantidade de latas de refrigerante e x3 a quantidade de

garrafas de dgua.

Temos um objetivo, Jodo obter o lucro méximo. Esse lucro depende da quantidade de
latas de cerveja (x)), latas de refrigerante (x;) e da quantidade de garrafas de dgua (x3) que ele
vai levar. Vamos supor que esteja um dia muito favoravel e que ele venda tudo. Observando
atentamente, nao fica dificil perceber que o lucro é uma funcao de x;,x,x3. Falamos da funcdo,
mas qual seria essa fun¢do? Vamos supor que Jodo venda duas garrafas de dgua, entdo ele
terd o lucro de 2 x 0,60 = R$1,20; se ele vende mais trés latas de cerveja obtém o lucro de
2x0,60+3 x0,50 =R$1,20+ R$1,50 = R$2,70; se ele vende mais 5 latas de refrigerante
consegue o lucro de 2 x 0,60+ 3 x 0,50+ 5 x 0,40 = R$1,20 + R$1,50 + R$2,0 = R$4,70.

Entao podemos escrever a fungdo lucro L, da seguinte forma:
L(x1 ,xz,x3) =0,50 x x1 + 0,40 x xp + 0,60 x x3

simplificando ficard L = 0,50 x x1 + 0,40 X x + 0,60 X x3

Chamaremos essa fun¢do de funcio-objetivo, pois ajudard a obter os resultados. Agora
que ja sabemos a fungdo-objetivo e 0 nosso objetivos como devemos prosseguir? Lendo mais

atentamente observamos que o problema tem restricdes. Observe que a caixa de isopor € limitada
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no tamanho e na quantidade de peso que comporta, ou seja, a caixa tem a capacidade de
armazenar 15kg.

Precisamos traduzir essa informacao para o nosso modelo. Para isso vamos repetir o
mesmo raciocinio usado anteriormente na constru¢ao da func@o-objetivo. Se Jodo s6 colocar
garrafas de dgua, até a capacidade mdxima do isopor, entdo ele levard 27 garrafas e se ele vender
todas as garrafas de dgua, ele obterd um lucro de 27 x 0,60 = R$16, 20. Entretanto, se Jodo levar
somente latas de cerveja em vez de dgua, Jodo levard 37 latas de cerveja e supondo que ele venda
todas, ele obterd o lucro de 37 x 0,50 = R$18,50. Observe que o lucro foi maior se comparamos
com a quantidade de dgua.

Agora se jodo colocar 10 garrafas de dgua, estard levando 10 x 550g = 5,50kg. Se colocar
mais 6 latas de cerveja levard 10 x 550g + 6 x 400g = 5,50+ 2,4 = 7,9kg. Desta forma, temos
que o peso levado em quilogramas €, 0,40 x x1 +0,39 X x + 0,55 X x3. Essa soma deve ser

menor ou igual 15Kg. Portanto, temos a seguinte desigualdade:
0,40 x x1 +0,39 X x5+ 0,55 x x3 < 15

Vale ressaltar que tanto a fung@o-objetivo quanto a desigualdade acima sdo lineares. Observe
que ndo podemos levar meia lata de cerveja, ou de dgua, deste modo, falta definimos o conjunto
de valores que x1,x7,x3 podem assumir. De fato, ndo faria sentido temos x, = —3, por exemplo,
ou v/2 de refrigerante. Logo, precisamos que nossas varidveis sejam inteiras e ndo-negativas.
xi>0,x; € Z,i=1,2,3.

Voltando ao inicio do problema, queremos maximizar o lucro, ou seja, obter o maior

lucro possivel, assim 0 modelo matemdtico para o Problema do Semaforo € o seguinte:

Maximizar L= 0,50 x x;+0,40 x x, +0,60 X x3
sujeitoa: 0,40 xx1+0,39 xx+0,55xx3 <15 (3.1
xi>0x;€Z,i=1,2,3
Temos aqui um Problema da Mochila limitada ou restrita, sendo um problema com

aplicacOes praticas interessantes. Mas adiante vamos apresentar o método de resolugdo para este

problema.

3.3 METODO SIMPLEX

Problemas que envolvem duas ou trés varidveis, podem ser resolvidos de forma grafica.
Para problemas maiores, o método grafico se torna impraticdvel por conter muitas restricoes,
ficando praticamente impossivel encontrar a solu¢do 6tima. Neste caso, precisamos de uma

técnica mais eficiente para resolvé-los, portanto, utilizamos o método simplex.
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Este método nada mais € do que um algoritmo de busca. Este método é considerado como
uma das grandes contribui¢des para a Otimiza¢do Matematica deste século. Desenvolvido por
(DANTZIG, 1963), e ap6s sua descoberta, houve um crescimento muito grande na Otimizacdo

Linear. Antes de 1947 a Otimizacdo Linear ndo era muito aplicada.

A seguir apresentamos um exemplo onde se aplica 0 método Simplex.

3.3.1  Um exemplo numérico

Vamos resolver o seguinte problema de programacao linear passo a passo, proposto por
(SILVA, 2006):

.
Maximizar 7= 6x1+ 8xp

sujeito a :
{ 30x1 +20x2 <300 (3.2)
S5x14+10x, < 110

| x1 =20,x2>0

1. Transformar o modelo para o formato padrao, ou seja, passar todos os elementos da
funcio objetiva para o outro lado da equagdo, igualando a zero, transformar as desigualdades em
igualdades e acrescentar as varidveis de folga.

(

Maximizar 7—6x1 — 8xy +0F; +0F =0
sujeito a :
30x1 +20x2 + 0F; =300 (3.3)
Sx1 + 10xp +0F,, =110
\ x120,x%>0,F >20,l,>0

2.Preencher a tabela SIMPLEX, com as informag¢des obtidas no modelo.

Tabela 2 — Tabela Inicial Simplex

VB X1 X2 F ') VTI
z -6 -8 0 0 0
F 30 20 1 0 300
) 5 10 0 1 110

Fonte — Prépria

e VB= Variaveis Basicas
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* VTI= Valor dos termos independentes
* z= Funcgdo objetiva

» F;=Variaveis de folga

Observe que na linha z, colocamos os valores respectivos da funcao objetivo e nas outras

respectivamente, colocamos os valores das restricOes e suas varidveis de folga.

3. Determinacdo da varidvel que sai da base (determinagdo do pivo).

Para a maximizagdo da func¢do, devemos observar algumas etapas que serdo descritas a
seguir, a partir dessas etapas, conseguiremos determinar a varidvel VB, a nossa base e o critério

de parada para determinar a solucdo 6tima.

Algoritmo:
1. Se na equacdo da fun¢do (quadro Simplex) hd varidveis com coeficientes negativo, entdo a
solucdo corrente ndo maximiza z, ou seja, nao & 6tima.

2. A varidvel que na linha de z tem coeficiente negativo com maior valor absoluto, deve ser

selecionada para entrada na nova base. Se houver empate decidi-se arbitrariamente.
3. Se na equacdo da funcao( quadro Simplex) todas as varidveis da forma padrao t€m

coeficientes nao negativos, entdo a solugdo corrente € Gtima.

Observamos o quadro inicial, notamos que a solu¢do ndo € a ideal, pois, na equacdo
da funcao, existem coeficientes negativos. Percebemos que a coluna x, possui o maior valor

absoluto, portanto, essa coluna serd nossa coluna pivo.

Tabela 3 — Tabela Simplex Parte 1

VB X1 X2 F 2 VTI
z -6 -8 0 0 0
F 30 20 1 0 300
) 5 10 0 1 110

Fonte — Prépria

4. Escolha da VB que deve sair da base
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Tabela 4 — Tabela Simplex Parte 2

VB X1 X2 F ') VTI
z -6 -8 0 0 0
F 30 20 1 0 300
12 5 10 0 1 110

Fonte — Prépria

Ja definimos que x; € a nova VB. Nestas circunstancias a varidvel x|, ndo estd na base.
Vamos analisar a seguinte situagdo para definimos o termo pivd da coluna pivo. Observe no
sistema abaixo:
20x; + 1F; =300

10x7 +15 =110

(3.4)

Qual deverd ser o valor de x, para fazemos a mudanca de base, escolhendo F; ou F, para

sair da base?

Na primeira equagdo, para anular Fj é necessario que x; = % = 15.

Na segunda equacdo, para anular F> € necessdrio que x; = % =11.

Se escolhermos x, = 15, sai Fj da base; se escolnemos x, = 11, sai F> da base.

Pare decidir devemos olhar para a admissibilidade da nova solu¢do, ou seja, todos os valores do
sistema com valores nao negativos. Se substituimos x, = 15 no sistema de equagdes, fica com
F1 = 0 mas com F> com valor negativo que nao é admissivel. Note que se resolvemos o sistema
com xp = 15 teremos F; = 0 e F, = —40. Agora se escolhemos x, = 11 teremos que, F1 =80 e
F>, =0, que é admissivel.

Analisando estes quocientes, podemos determinar qual serd o elemento pivd na nossa base, nesse
caso, serd o elemento 10. Para determinar o elemento pivé devemos analisar o minimo de

s_ . [VTI VT 300 1101 _ .
= num = = =X
LB 20 10 2

Como o minimo € 11 e esse valor corresponde a linha F, nosso elemento piv0 na tabela
Simplex, serd 10. Para selecionar a varidvel que deve sair da base, temos que utilizar o seguinte

Algoritmo:

1. Dividem-se os termos independentes da tabela Simplex VTI, pelas componentes ndo

negativas do vetor da varidvel selecionada para VB.

2. Sai da base a VB associada a equacao onde se obtém o minimo, entre a divisdo efetuada,

que deve ser seguramente ndo negativo, pois € o valor da nova VB.
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3. Em caso de empate, a decisdo pe arbitréria.

Tabela 5 — Tabela Simplex Parte 3

VB X1 X2 F ) VTI
z -6 -8 0 0 0
F 30 20 1 0 300
123 5 10 0 1 110

Fonte — Prépria

Agora determinamos o elemento pivo e sua linha pivd. Prosseguimos fazendo o seguinte

passo.

5. Dividimos a linha pivd pelo elemento pivod

Tabela 6 — Tabela Simplex Parte 4

VB X1 X Fi I VTI
z 6 -8 0 0 0

F 30 20 1 0 300

X 5/10=1/2 | 10/10=1 | 0/10=0 | 1/10=1/10 | 110/10 =11

Nossa nova tabela ficara assim:

Fonte — Prépria

Tabela 7 — Tabela Simplex Parte 5

VB X1 X2 F P VTI
z -6 -8 0 0 0
F 30 20 1 0 300
X2 1/2 1 0 1/10 11

Fonte — Prépria

Assim, determinamos a nossa nova tabela e iremos prosseguir para 0 proXximo passo.

6. Substituimos as outras linhas fazendo o seguinte procedimento: Linha antiga - (Coeficiente da

Coluna pivd) x (Nova linha pivo).

Tabela 8 — Tabela Simplex Parte 6.1

VB X1 X2 F ) VTI
z —(-8)(1/2)—6 | —(=8)(1)—8 | —(—8)(0)+0 | —(—8)(1/10)+0 | —(—8)(11)+0

Fonte — Propria
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Tabela com a funcao objetiva ja calculada.

Tabela 9 — Tabela Simplex Parte 6.2

VB X1 X2 F ) VTI
z -2 0 0 4/5 88
F —(20)(1/2)+30 | —(20)(1)+20 | —(20)(0)+1 | —(20)(1/10)+0 | —(20)(11) 4300
=20 =0 =1 =-2 =80
Fonte — Prépria
Nova tabela Simplex com os novos coeficientes calculados.
Tabela 10 — Tabela Simplex Parte 6.3
VB X1 b %) F ) VTI
zZ -2 0 0 4/5 88
F 20 0 1 -2 80
X2 172 1 0 1/10 11

Fonte — Propria

Observando a nova tabela Simplex, tem-se uma nova solu¢do, x, = 11;F; = 80;z = 88.

Esta soluc@o ndo € 6tima, pois na equacao da fungdo o coeficiente de x; € negativo,

portanto, ainda nao podemos utilizar o critério de parada. Como x; € o inico nimero negativo,

conclui-se que ele ird entrar para a base, pois entre todos, ele tem o maior valor absoluto e

voltamos para o passo 3. Agora que voltamos para o passo 3, devemos decidir qual das atuais

VB, F; =80 e x = 11 deve sair da base.

Vamos calcular novamente o minimo entre a divisdao de VTI, com as variaveis VB.

8:mim{
Fi

Temos que o menor valor nao negativo € 4, portanto, F] sai da base. Na nova base ficardo

VTI; VTL,) [80 11
’ - 12071/2

X2

as varidveis de x| e xp que irdo permanecer na base.

Trocando as VB, teremos:

Tabela 11 — Tabela Simplex Parte 7.1

VB X1 X Fi P VTI
z 2 0 0 475 88

X1 | 20/20=1]0/20=0| 1/20=1/20 | —2/20=—1/10 | 80/20 = 4
X2 172 1 0 1710 11

Essa sera a tabela com a nova VB.

Fonte — Prépria
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Tabela 12 — Tabela Simplex Parte 7.2
VB X X2 F 2 VTI
z -2 0 0 4/5 88
X1 1 0 1/20 | —1/10 4
X2 172 1 0 1/10 11
Fonte — Prépria
Fazendo os cédlculos repetidamente nas outras linhas teremos:
Etapa 1.
Tabela 13 — Tabela Simplex Parte 8.1
VB X1 X Fi 2 VTI
z 2(1)—2 | 2(0)+0 | 2(1/20)+0 | 2(—1/10)+4/5 | 2(4) + 88
=0 =0 =1/10 =3/5 =96
X 1 0 1/20 —1/10 4
Fonte — Propria
Etapa 2.
Tabela 14 — Tabela Simplex Parte 8.2
VB X1 X2 Fi 23 VTI
z 0 0 1/10 3/5 96
X 1 0 1/20 —1/10 4
x| =1/2(1)+1/2 | =1/2(0)+1 | —=1/2(1/20)+0 | —1/2(—=1/10)+1/10 | —1/2(4)+ 11
=0 =1 =-1/40 =3/20 =9
Fonte — Propria
Essa serd nossa nova tabela Simplex
Tabela 15 — Tabela Simplex Parte 8.3
VB X X Fi 2 VTI
zZ 0 0 1/10 3/5 96
X1 1 0 1/20 | —1/10 4
X2 0 1 -1/40 3/10 9

Fonte — Prépria

Analisando a nova tabela Simplex, notamos que essa solugdo é 6tima, pois se aplicamos

o critério de parada notamos que na equagao da funcdo objetiva ndo temos varidveis negativas,

portanto, encontramos a soluc¢do ideal.
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Temos que a solugdo ideal descrita a seguir:

X1 4
9
S= 22 sMax 7 =96
F 0
123 0

Desse modo, finalizamos o nosso exemplo numérico, que serve como um auxilio para
entendemos o algoritmo. Alguns outros exemplos de programacgdo linear serdo resolvidos
utilizando o Software "LINGO".

3.3.2 O Algoritmo simplificado do Método Simplex

Primeiramente devemos observar se o problema ¢ Maximizagdo ou de Minimizacdo. Se
for um problema de Maximizagdo, entdo o algoritmo que usamos para solucionar o problema
numérico acima estd valido, caso a funcio seja um problema de Minimizacao, podemos rescrevé-
lo como um problema de Maximiza¢ao multiplicando por (-1), desse modo, podemos calcular
normalmente utilizando o algoritmo. Por se tratar de um problema em que as varidveis de decisdo
sdo reais, uma solucdo para o problema pode ser mais rapidamente determinada. O algoritmo

resumido do método Simplex proposto por (SILVA, 2006), se comporta desta maneira:

Algoritmo:

1. Solu¢ao Inicial

1. Escolher para VB as varidveis auxiliares cujos vetores constituem uma matriz identi-
dade.

2. Escolher a Nova VB

i. Identificar as vardveis ndao bésicas que na equacao da funcdo tém coeficiente negativo.

ii. Destas varidveis, selecionar para entrada na base aquela cujo coeficiente tem o maior

valor absoluto.
iii. Se houver mais do que uma varidvel nas mesmas condi¢des, escolha arbitrariamente.

iv. Se todas as varidveis t€m coeficiente ndo negativo, entdo a solucdo corrente é Gtima
3. Escolher a Nova Variavel nao Basica VNB

1. Nas equagdes técnicas, calcular as divisdes entre os valores da solucdo corrente
(Coluna VTI) e os coeficientes nao negativos da nova VB( Ignorar os resultados com

denominador nulo, ou negativo).

ii. A VB corrente em cuja linha se verifica o0 menor destes resultados, € aquela que deve

sair da base.
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iii. Se este minimo se verifica em mais do que umas das VB correntes, escolher arbitrari-

amente umas delas para nova VNB.
4. Calcular o nono quadro Simplex

i. Efetuar transformagdes lineares para que a linha dos coeficientes da nova VB junta-

mente com os das VB que permanecem na base constituida uma matriz identidade.

ii. Todas as VB devem ter coeficientes nulo na equacao da funcao.

5. Voltar ao passo 2

A partir deste algoritmo, podemos resolver problemas de otimizac@o linear com muito mais
praticidade e velocidade. Desta maneira, gastamos menos tempo na resolucdo dos problemas de
otimizagdo e possibilita resultados mais precisos e confidveis. Um algoritmo mais refinado pode
ser encontrado em (BAZARRA; JARVIS; SHERALLI, 2009).

3.3.2.1 Aspectos praticos na construgao do quadro Simplex

Alguns aspectos propostos por (SILVA, 2006), nos auxilia no momento de realizamos
os cdlculos da tabela Simplex, esses aspectos podem ser vistos como uma consequéncia dos
célculos que efetuamos, mas que nao devem ser ignorados, pois, facilita na hora de fazemos

diversas contas. Esses aspectos sdo:

* No célculo de um novo quadro, os valores nas equagdes técnicas da nova VB e das VB que
permanecem na base, devem constituir uma matriz identidade, como ja vimos no exemplo

numérico. Deste modo, nao ha necessidade de calculamos esses valores.

* No célculo de um novo quadro, os coeficientes na equagdo da funcdo da nova VB e das
VB que continuam na base, devem ser nulos, podendo ser registrados sem a necessidade

de calculo.

* Se anova VB tem coeficiente nulo numa equacao técnica, esta equacdo nao sofre alteracdo,

podendo ser registrada no novo quadro sem necessidade de célculo.

3.3.3 Definicdes e conceitos

A Regiao viavel de um Problema de Programacio Linear, € o conjunto de todos os pontos
o, Bi,zi € R que satisfazem todas as restri¢des. Cada restri¢do do tipo ojx + By = z; define
uma reta no plano cartesiano xy € R. Toda restricao da forma oxx + B2 < 72 ou dxx+ B2 > 2o,
define um semiplano que inclui a reta de limite oxx + B2 = z2. Logo, a regido viavel é sempre

uma intersec¢@o de um nimero finito de retas e semiplanos.



Capitulo 3. Modelagem do Problema 30

Em um problema de maximizag¢@o uma solu¢ao 6tima de um PPL, é um ponto extremo
na regido vidvel, que possui o maior valor na func¢ao-objetivo. Em problemas de minimizacdo, é

um ponto extremo na regiao viavel, em que, possua o menor valor possivel na fun¢ao-objetivo.

Uma regido vidvel de um problema de otimizagdo, defini um conjunto convexo. Um

. . -
subconjunto X € R" € dito convexo se e somente se, para todos os vetores deb deX, qualquer
. -, .
combinacao linear X = od + (I —a)B b é um elemento de X, onde 0 < a < 1. Se a regido é

vazia o PPL ndo possui solugdo.

Os pontos de extremos de uma regido vidvel, sdo intersecoes de dois segmentos de retas

de fronteira.

Podemos agora enunciar alguns teoremas.

Teorema 3.1. O conjunto de todas as solugdes vidveis de um modelo de PPL é um conjunto

convexo.

Teorema 3.2. Toda solugdo vidvel basica de um PPL é um ponto extremo(vértice) do conjunto

de solugdes vidveis, isto €, do conjunto convexo X de solugdes vidveis.

Teorema 3.3. Se a funcdo objetivo possui um maximo ou minimo finito, entdo pelo menos uma

solugdo 6tima é um ponto extremo do conjunto convexo X de solugdes vidveis do PPL.

A demostragdo destes teoremas podem ser encontradas em (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Em uma PPL acontece uma das seguintes situagdes:

(1) O PPL tem uma tnica solucdo 6tima;
(2) O PPL tem multiplas solu¢des 6timas;
(3) O PPL ¢ invidvel, ou seja, a regido vidvel € vazia e ndo existe solucao;

(4) OPPL éilimitado, ou seja, existem pontos na regido vidvel, cujo o valor da func¢ao-objetivo
e praticamente ilimitado superiormente no cado do problema de maximizagao e ilimitado

inferiormente nos problemas de minimizacao.

Um exemplo na primeira situagao, € o problema do sitio que vimos anteriormente. As

outras situacdes podem ser exemplificadas em (NETO, 2009).
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4 PROGRAMACAO LINEAR INTEIRA

4.1

CARACTERISTICAS DOS MODELOS LINEARES DE PRO-
GRAMACAQ INTEIRA

Retirado de (GOLDBARG; LUNA, 2005). Uma confeitaria pode produzir dois tipos de

sorvete em lata: chocolate e creme. Cada lata do sorvete de chocolate é vendido com um lucro

de $3 e as latas de creme com um lucro de $1. Contratos com varias lojas impdem que sejam

produzidas no minimo 10 latas de sorvete de chocolate por dia e que o total de latas fabricadas

por dia nunca seja menor que 20. O mercado s6 € capaz de consumir até 40 latas de sorvete de

creme e 60 de chocolate. As maquinas de preparagdo do sorvete disponibilizam 180 horas de

operacao por dia, sendo que cada lata de sorvete de chocolate consome 2 horas de trabalho e

cada lata de creme, 3 horas. Determine o esquema de produ¢cdo que maximiza os lucros com a

venda de latas de sorvete.

)

2)

3)

Modelando o PPI temos:

Variaveis de Decisao: temos como varidveis de decisdo as latas de sorvete, entdo denomi-

namos x; para o sorvete de chocolate e x; para o sorvete de creme. x;;i = 1,2.

Funcao-objetivo: Nosso objetivo é maximizar o lucro da confeitaria, portanto temos que

maximizar: Max [ = 3x; + 1xs.

Restricoes: Notamos que no problema, o mercado ndo absorve mais do que 60 latas de
sorvete de chocolate por dia, entdo nossa primeira restricao serd: x; < 60. Seguindo o
mesmo raciocinio para o sorvete de creme temos a nossa segunda restricdo, que sera:
x> < 40. Nossas outras restricoes se originam da produ¢do minima diéria. Varias lojas
impdem uma producdo minima didria de 10 latas de sorvete de chocolate e 20 latas de
sorvete de creme, portanto nossas restricdes serdao: x; > 10;x; +xp > 20. A maquinas
apenas disponibilizam 180 horas de operacdo, sendo que uma lata de sorvete de chocolate
consome 2horas, a lata de creme 3horas, logo nossas restri¢des serdo: 2x; +3x, < 180. A
nossa ultima restricao serd de ndo-negatividade e como as varidveis serdo inteiras temos

que: x1,xp € Z*
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Nosso modelo serd :
(
Maximizar [ =3x1+ 1xp
sujeito a:
x1 <60
x2 <40
4.1)
X1 Z 10
X1 +x2 > 20

\

2x1 +3x2 < 180

X1,X €Z7T

Sabemos pelo teorema 3.3 que a solug¢do 6tima de PPL, se existir, estard em um vértice

da nossa regidao Gtima.

Figura 4 — Regido 6tima PLI Sorvete

Fonte — Propria

Analisando a nossa tabela 20, podemos analisar o valores obtidos com seus respectivos

vértices e suas solugdes:

Tabela 16 — Possiveis valores 6timos

Coordenadas (x;,x;) | Valor da func¢io / = 3x; +x;
(10,10) 40
(10,40) 70
(30,40) 130
(60,20) 200
(60,0) 180
(20,0) 60

Fonte — Prépria
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Por sorte, temos que os vértices da nossa regido 6tima, se posiciona em coordenadas
inteiras, por conta disso, encontramos a solugdo 6tima, (60,20), com o valor 6timo dado por
[ =200, isto é, no esquema 6timo de produgdo, devem ser produzidas diariamente 60 latas de

sorvete de chocolate e 20 de creme, com um retorno de $200.

No exemplo dado, a solugdo 6tima ocorreu em um ponto de coordenadas inteiras. No

entanto, nem sempre 1SS0 acontece como mostra o exemplo a seguir:

;

Maximizar [ =x1+ 19x,

sujeito a:
x14+20x <50 4.2)
x1+x2 <20

X1,X €ZT

Figura 5 — Regido 6tima

(1839408, 1 60173)

\"% IIIIIIIIII”..

9 10 1 12 3 7

Fonte — Prépria

Analisando o problema e desprezando a restricao das varidveis serem inteiras e assumindo

que sdo nao-negativas, a solu¢ao 6tima desse PPI é:

X 18,39408
= ’ iMax 1 =48,9
X2 1,60173
Suponhamos que seja uma boa estratégia determinar os inteiros mais préoximos do
entorno dessa solug@o continua. Vamos analisar os valores da fung¢do-objetivo para as possiveis

combinacdes:

Utilizando essa estrategia, concluiriamos de forma errada que a solugdo 6tima seria:
x1 =19 e xo = 1 com valor 6timo / = 38. Na realidade, a soluc¢do 6tima é: x; = 10 e x = 2, com

[ =48, ou seja, o valor 6timo difere em 21% do anterior. Notamos que nao pode ser uma boa
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Tabela 17 — Possiveis valores para o PPL

x1 | x2 | lucro
19 | 2 | inviavel
18| 1 37
19 | 1 38
18 | 2 | inviavel
Fonte — Prépria

estratégia arrendondar os valores do entorno de uma solucdo 6tima continua como uma forma de

determinar a solu¢do 6tima do PPI.

4.2 PROBLEMA DA MOCHILA

Imagine que ird realizar uma viagem com sua familia, obviamente necessitamos levar
uma mala com itens dentro. Vocé podera levar vdrios itens como: roupas, livros, aparelhos
eletronicos, produtos de higiene, etc. No entanto, uma mala ndo possui uma capacidade infinita e
cada item possui um peso e tamanhos diferentes. Logo, algo podera ser deixado para trs. Essa
ideia logo nos permeia uma questdo muito simples, mas com uma resposta nao tao simples: quais

itens eu devo levar?

Estamos no seguinte problema: voc€ possui apenas uma mala para a sua viagem e varios
itens para levar, mas nio poderd levar todos, pois, ndo caberdo em sua mala. Uma maneira tentar
resolver isso, € atribuir valor de importancia para cada item e adicionar apenas os itens mais
valiosos na sua mala, colocando o item mais importante entre todos, em seguida, o segundo item
mais importante que caiba no espago restante e assim sucessivamente até completar a capacidade

da mala.

Deste modo, definimos o problema da mochila, temos um nimero limitado de itens para
colocar em uma mochila levando em consideracdo o peso de cada e a capacidade maxima da

mochila e queremos maximizar o valor total de utilidade ou lucro.

O problema da mochila é um PLI e € classificado como NP-hard, em que, NP significa
"Non-Deterministic Polynomial Time". Esse problema tem complexidade de ordem crescente de
2" onde n é o nimero de itens. Supondo um computador que analisa 1 bilhdo de vetores por
segundo e retorna a melhor combinacao, irfamos precisar de aproximadamente 30 anos para
analisar um cado com 60 itens, conforme (MARTELLO; TOTH, 1990) apresentaram. Porém,
existe alguns algoritmos que precisam de poucos segundos para resolver problemas com 10000

itens em um computador simples.
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4.2.1 Mochila 0-1

O problema da mochila 0-1, ou mochila bindria, se denomina assim, pois suas varidveis s6
podem assumir valores 0 ou 1. Consiste em dada uma mochila de capacidade C e n itens de peso p;
e valor de utilidade v;, queremos determinar um conjunto de itens a serem colocados na mochila,
de modo que o lucro seja maximo. Considerando as varidveis de decisdo x;,i = {1,2,--- ,n} de
maneira que se o item x; € adicionado na mochila, entdo x; = 1, caso contrario, x; = 0. Deste
modo, usamos a defini¢do do modelo matematico descrito por (MARTELLO; TOTH, 1990):

n

Maximiza z = Z ViX; 4.3)
i=1
n
Sujeito a Zpixi <cC, 4.4
i=1
xi:{O,l},i€Z+:{1,---,n} 4.5)

Essa variagdo do problema da mochila estar entre as mais estudadas, pois, pode ser visto
como um simples problema de programacao inteira. O problema da mochila 0-1 aparece como
subproblemas em muitos outros problemas mais complexos, € o caso do problema de Corte de
Estoque Unidimensional. Ver (CERQUEIRA, 2009).

Para ilustrar, considere o seguinte problema: um alpinista planeja fazer uma viagem ao
pico Agulha do Diablo, localizado no Parque Nacional de Serra dos Orgios-RJ. H4 5 itens que
ele deseja levar consigo, mas estes itens juntos excedem o limite de 12 quilos que ele supde ser
capaz de carregar. Para ajudar a si proprio no processo de sele¢do dos itens, ele atribuiu valores,

por ordem crescente de importancia a cada um dos itens conforme a tabela 18:

Tabela 18 — Peso e Valor

Item 112131415
Peso(Kg) |6 | 5|4 |3
Valor 8163|131

Fonte — Prépria

Supondo a existéncia de uma unidade de cada item, vamos fazer um modelo de progra-

macao inteira que maximize o valor total sem exceder as restri¢cdes de peso.

(1) Variaveis de Decisao: como o problema é um PLI bindrio, entdo teremos: x;;i =1,---6 =

1, seoitem j for colocado na mochila;

0, caso contrrio

(2) Funcao-Objetivo: o objetivo € colocar os itens na mochila que retorne o maior valor

possivel. A funcao-objetivo é dada por: Max v = 8x| + 6x2 + 3x3 + 3x4 + 1xs.
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(3) Restricoes: teremos duas restricdes nesse problema, a primeira restricdo consiste na
limitac@o da capacidade da mochila, deste modo, a restri¢ao serd: 6x; + Sxp +4x3 + 3x4 +
2x5 < 40. A segunda restricdo, sera de integralidade, pois a solucdo deverd ser de forma

bindria, entdo: x1,x2,x3,x4,%5 € {0,1}

O modelo matemético € o seguinte:

(
Maximizar v = 8x1+6x3 +3x3+ 3x4+ 1x5

sujeito a :
(4.6)
6x1 + 5x2 +4x3 4 3x4 +2x5 < 15

L X1,X2,X3,X4,X5 € {071}

Nesse exemplo simples, a solu¢do 6tima é dada pelo vetor x = (1,1,0,0,0), os métodos

de solucdo serdo discutidos mais adiante.

4.2.2 Tipos de mochila

A mochila inteira, ¢ uma variagdo da mochila 0-1. Anteriormente tinhamos as varidveis
bindrias, mas agora existe uma quantidade maior que uma unidade do mesmo item para ser

inserida na mochila. O modelo matemético neste caso € o seguinte:

n
Maximizar 7 = Z ViX; 4.7)
i=1
n
Sujeito a Zpix,- <c, (4.8)
i=1
x€Z i=1,---n 4.9)

em que,

x; € Z*: quantidade do item i colocado na mochila;

v;: valor de utilidade do item i;
* p;i: peso de cada item;

* C: capacidade da mochila;

n: a quantidade de itens.

Notamos que a diferenca entre a mochila 0-1 e a mochila inteira, estd na varidvel de
decisdo x;, que ndo esta mais sujeita ao conjunto bindrio, {0, 1}, assim o x; pode assumir valores

naturais, incluindo o 0 caso o item nio seja escolhido.
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A aplicacdo do problema da mochila inteira pode ser vista no exemplo 1, que devemos
maximizar a fun¢ao-objetivo que chamamos de lucro, para obter a maior renda possivel. Nosso

modelo sera:

Maximizar L= 0,50 x x;+0,40 x x; +0,60 X x3
sujeitoa: 0,40 xx1+0,39 xx; 40,55 xx3 < 15 (4.10)

xi>0x;€Z,i=1,2,3

Vamos utilizar uma abordagem diferente para tentar achar uma solugdo para o problema.
Primeiro queremos saber quais sdo os itens mais valiosos de acordo com o seu peso e lucro, que
devemos colocar na mochila. Primeiramente vamos dividir o valor ou lucro do produto pelo
seu peso em Kg, logo teremos: V; = valor de importancia de cada produto. Portanto, teremos:
Vi = 8% =1,25,V, = % =~ 1,0256,v3 = 1,0909. Note que o item 1 possui um valor de
importancia maior, logo vamos preencher a mochila somente com esse produto, respeitando sua
capacidade total. Executando esse procedimento, observe que a mochila suporta 37 unidades do
item 1 e o valor da fun¢do-objetivo serd: L = 1850. Executando o mesmo procedimento para
os itens 2 e 3, notaremos que o valor da funcdo-objetivo serd menor que para o item 1. Assim,

definimos a nossa solugdo inicial: G = (37,0,0); L = 18, 50.

Observe que a capacidade da mochila ficou em 14,8kg e portanto, obedeceu a restri¢ao,
mas observe que sobraram 200g, que poderia ser preenchidas por outro produto. Se adicionarmos
outro produto acabaria por ultrapassar a capacidade da mochila, assim, nao obedecendo a
restricdo. Seguindo o procedimento, podemos pensar agora em retirar uma unidade do item
1 da mochila, assim, a mochila ficard: (36,0,0) e o seu peso ficara, 14,4Kg. Note que agora
restou um espaco de 600g, desse modo, podemos inserir um item 2 ou 3, vamos colocar o
item 3, pois seu lucro serd maior em relagdo ao 2. Agora nossa mochila ficara: (36,0,1);L =
36 0,504 1x 0,60 = 18,60, observe que a funcdo-objetivo serd maior, logo a nova solugao
serd: G = (36,0,1); L = 18,60.

Podemos repetir esse processo até fazer todas as combina¢des possiveis e encontrarmos a
melhor solucdo, mas observe que esse processo além de ser muito demorado, ndo € um processo
muito eficiente para um nimero muito grande de varidveis, portanto, ndo € um método muito
vidvel. Por sorte, a nossa solug@o Gtima para esse problema serd o vetor (36,0, 1). Adiante,

vamos conhecer outros métodos de solucao mais eficiente, para resolver esses tipos de PLI.

Em muitos problema reais nem sempre temos apenas um item de cada tipo no problema
e também um nimero infinito de itens a nossa disposi¢cdo. Geralmente, dispomos de um intervalo
fechado de itens [0,d;] para cada varidvel x; € Z", onde d; € Z* € sua quantidade médxima de
itens de peso p; que podem ser colocados na mochila. Neste caso, teremos uma mochila inteira,

no qual sua formulacdo serd a seguinte:
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n
Maximizar 7 = Zvix,- 4.11)
i=1
n
Sujeito a Zpix,- <c 4.12)
i=1
0<x;i<dji={l,--- ,nhx; €Z" (4.13)

4.2.3 Métodos de solucao

Vamos apresentar dois métodos de solugcdo para o problema da mochila. Vamos apre-
sentar 0 modelo de programacio dinamica para o problema da mochila 0-1. Posteriormente,

apresentamos o método de enumeragao implicita, para o problema da mochila inteira.

4.2.3.1 Programagao Dinamica

Nesse método, cada solugd@o so problema € resolvida a partir da solu¢do de subproblemas
menores. Uma caracteristica distintiva da programagdo dinadmica € a tabela que armazena as
solugdes dos seus varios subproblemas. Esse método resolve o problema de varias mochilas
menores dentro da mochila original, até atingir a capacidade méxima da mochila. Esse método
trabalha recursivamente, que normalmente € ineficiente porque terd que refazer os cdlculos, mas

como criamos uma tabela com os resultados dos subproblemas, evita o recdlculo.

Para melhor entender o método, considere uma mochila de tamanho L e os itens x; com
0s seus respectivos valores e pesos, a programagdo dinamica resolve recursivamente o problema
da mochila para o tamanho 0, ou seja, aloca os itens na mochila até atingir a sua capacidade e
analisa o valor obtido, se esse valor for menor que o posterior, entdo esse item é desconsiderado.
Posteriormente para a mochila de tamanho 1, depois para a mochila de tamanho 2 e assim

sucessivamente até obter uma solugdo para a mochila de tamanho L.

Considere o seguinte problema da mochila 0-1.

f(x) =Max vixi+voxa+---+vux,
sujeitoa: pixi+pxa+---+ ppxy < L 4.14)
Xie{(),l},i:l?...,n

O método de programacado dinamica para resolu¢do do problema da mochila, consiste
numa forma recursiva de determinar todas as solucdes. Ver (YANASSE; SOMA, 1987), (PISIN-
GER, 1995) e (MARTELLO; TOTH, 1990). Neste método a solucdao de um no6 representando
um espaco livre X é determinada assim que os nds sucessores X —L1;X —L2;--- ;X — Ln estive-
rem resolvidos e denotaremos a fungio-objetivo por F(i,X), que é o valor mdximo obtido ao
combinar os valores dos pesos p1, p2,p3, -+, pi, 1 <i<naolongodoespaco X =0,1,---L. Ou

seja, teremos:
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i
F(i,X)=Max ViXi 4.15)
k=1
i
s.a Pixr <X (4.16)
k=1
x €401 k=1,---i (4.17)
Os valores X =0, 1,---, L sdo os estado das varidveis, que representa diferentes configu-

ragcoes do problema durante o processo de decisdo. A férmula de que define a solucdo de cada
F(i—1,X) se pi >X
estado ¢ dada por: F(i,X) = em
Max {F(i—1,X),F(i—1,X — p;) +vi} se pi <X
que, 1 <i<n0<X <L
Temos que o F(i,X) é igual a F(i — 1,X) caso este novo item seja maior do que a
capacidade atual da mochila, caso o contrario ele serd igual ao maximo entre o estado atual sem
oitem F(i—1,X) e F(i—1,X — p;) + v; onde é colocado o item e sua capacidade ¢é reduzida

conforme o peso do item que € alocado e entdo, € inserido o valor do item na func¢do.

F(n,X), é o valor mdximo obtido para o estado X e n é a quantidade méxima de itens.
Este valor é o resultado na sequencia de operagdes tomadas até o estdgio X. F(n,L) corresponde
a solugdo 6tima do problema da mochila. Agora apresentaremos um pseudoc6digo proposto por
(CARVALHO, 2015) deste método:

%$%Procedimento Programagaoc Dinamica
Inicio procedimento
n = Insird a quantidade de itens;

= Insird os valores de v_i;

Insird os pesos de p_i;

H o<
Il

Insird a capacidade da mochila;

Para j = 0 até L faca

F(0,3) = 0;
fim para
Para 1 = 1 até n faca

Para j 0 até L faca
se ((p(l) <=3 ) e (v(i) +F(1 -1, -p(i) ) >F(E -1,3) )) entéo

F(i,J) =v(i) + F(1 -1, J-p(i));
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armazena (i, j) = 1;
senao
F(i,3) = G(1 - 1,3);
armazena (i, j) = 0;
fim
fim

fim

Para i = n até 1 faca
se (armazena(i,j) == 1)
exiba 1i;
3 =173 -p);
fim
fim

Retorne F(n,L);

Fim procedimento

O vetor armazena (1, j) armazena quais itens foram colocados na mochila e no final do

algoritmo, ele é percorrido para determinar a solugdo 6tima, gerando uma tabela de valores.

4.2.3.2 Enumeracgao Implicita

O método de enumeragao implicita para resolu¢do do problema da mochila apresentado
a seguir, é sugerido por (GILMORE; GOMORY, 1961). Este método realiza uma busca em
profundidade primeiro e consiste em enumerar implicitamente todas as solucdo do problema da
mochila, permitindo através do uso de limitantes, que as piores solu¢des sejam descartada, sem

perda da solugdo 6tima.

Neste método, iremos resolver problemas em que a quantidade de itens a serem escolhidos
é limitada dentro de um intervalo do tipo [0,d;], € d; € Z* é a quantidade maxima de itens

disponiveis para aloca¢do na mochila.
O algoritmo de enumeragao implicita para resolucao do problema da mochila € o seguinte:
Inicio do Procedimento Enumerac¢ao Implicita
Dados os vetores v = valor, p = peso,d = numero de itens e os inteiros, n e L,
Passo 1: Ordene os itens mais valiosos por unidade de comprimento

Vi . c .
Faca 6; = —, com i=1,--- ,n, e reordene as varidveis em ordem decrescente e sem

p
perda de generalidaclie suponha que: 6, >0, >0 > --- >0,



Capitulo 4. Programagdo Linear Inteira 41

Facavy,4+1 =0,ppr1=1,6=0eg(c) =0
Passo 2; determine a solug¢do inicial, utilizando a busca em profundidade primeiro

Determine 6 = (0t1,0,03, -+ ,0,) de modo

. L
(051 :mlm{ —J ,dl} =resta L — p1o,
pP1

L—pia
(%) :mim{ ¢J ,dz} = resta L — p10l; — pa0ip
D2

n—1
L— Z ijLj
J=1

= 'n
o, = mi o

dn

Passo 3: Avalie a solugado corrente e armazene a mais valiosa
n
Faca g(o) = Z Vil
i=1

Se G < g(o) entdo G = g(o)(inicialmente G =0)e 6* =0
Passo 4: Teste a otimalidade e calcule o limitante superior
Determine o maior indice k tal que oy #= 0
Se 6 = 0 entdo PARE, ¢* é a melhor solugao.
Caso contrario, calcule
G(0) =vio + a0+ + (o — 1) + ;IZ_:(L_I?IOCI — P20y — -+ — p(og — 1))
Passo 5: Backtracking
Se G(0) < G entdo faga oy, = 0 e volte ao Passo 4.
Caso contrdrio, faca o = o — 1 e defina 6 com
j—1
L- Zi DiQ
=

o = min
J Pj

dj ¢, j=k+1,--- ,nevolte ao Passo 3.
Fim do Procedimento

Ao final do método, g(o) guarda o valor 6timo encontrado e o vetor G € a solugdo do
problema.
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5 FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS

5.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O uso da programacao linear € um instrumento importante de otimiza¢ao para problemas
de Economia, problemas de transportes, gestdo de empresas, obtencdo de misturas 6timas,
roteamento, entre outros. A resolucdo de forma analitica destes problemas fica impraticavel
dependendo da quantidade de varidveis que serdo utilizadas, neste caso, o uso das ferramentas

computacionais nos fornecem uma solu¢do mais rapida e confidvel.

Conforme (ZACHI, 2016) o (GEOGEBRA, ) funciona como facilitador na constru¢do
grafica e interpretacdo dos sistemas de equagdes e inequacdes, assim como a visualizagao das
regides planas, facilitando o entendimento do célculo do ponto de interseccdo de retas. Deste
modo, o uso do Geogebra facilita na visualizacido da regido 6tima e nos fornece uma solugao

mas rapida.

O GeoGebra em muitos problemas reais, acaba sendo uma ferramenta invidvel, pois,
como € um software principalmente grafico, acaba ficando restrito a somente problemas que
trabalhem com duas a 3 varidveis de decisdo. Partindo dessa limita¢ao, podemos utilizar ferra-
mentas mais poderosas como o LINGO (Linear, Interactive, and Discrete Optimizer), para obter

as solucdes 6timas dos problemas com mais de 3 varidveis de decisao.

Segundo (JUNIOR; SOUZA, 2004) o LINGO é uma poderosa ferramenta para resolver
problemas de otimiza¢do, minimizando ou maximizando a fun¢do objetivo de exercicios de

programacao linear.

O uso das ferramentas computacionais, traz uma segurancga de confiabilidade dos resul-
tados obtidos, deste modo, verifica-se que a teoria sé pode ser utilizada com total amplitude
utilizando as ferramentas computacionais para a resolucdo do PPL. Para (WEBER, 2013) com
a pesquisa sobre otimizagdo combinatéria, verificou-se a necessidade de uma ferramenta de
apoio a resolu¢do de problemas desta natureza. Assim, as ferramentas computacionais estao

inteiramente ligadas com os processos de obten¢do das solugdes 6timas dos modelos.

5.2 O USO DO GEOGEBRA NA RESOLUCAO DE UM PRO-
BLEMA DE PROGRAMAGCAO LINEAR

Nesta secdo, mostraremos como resolver um problema de programacao linear utilizando
o software Geogebra. Este método sé permite resolver problemas de Programacdo Linear de

pequena dimensao, com duas ou trés varidveis. Vamos utilizar um exemplo de Programacao
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Linear, o Problema do Sitio com duas variaveis de decisdo.

5.2.1 Resolvendo o PPL

Problema do Sitio. Manoel apds alguns anos de trabalho, resolve comprar uma fazenda
de 90 hectares para plantar café e cacau. Cada hectare de café gera um lucro de R$400,00 e cada
hectare de cacau, retorna R$600, 00 de lucro. O niimero de empregados ¢ fertilizantes necessarios
para cada hectare sdo descritos na tabela 19. Considerando que Manoel pode contar com 200

empregados e 240 toneladas de fertilizantes, como ele pode maximizar seu lucro?

Tabela 19 — Recursos Humanos e Materiais Disponiveis

Café Cacau

Empregados | 6 4

Fertilizantes | 4 toneladas | 8 toneladas
Fonte — Prépria

Vamos construir o modelo matematico deste problema

(1) Selecao das Variaveis de Decisao: Manoel precisa decidir a quantidade de hectares que
vai plantar de café e cacau. Assim, sejam x| a quantidade de hectares onde serd plantado

café e x; a quantidade de hectares onde serd plantado o cacau.

(2) Funcao-Objetivo: Manoel deseja obter o lucro maximo, ou seja, maximizar a funcao
objetivo. Cada hectare cultivado com café gera um lucro, apds a colheita de R$400, 00,
e cada hectare de cacau, apés a colheita gera o lucro de R$600,00. Portanto a fungio
objetivo é Lucro= 400x; + 600x,.

(3) Restricoes: Além das restricdes de ndo-negatividade, temos as restricdes definidas no
problema de area total do sitio, quantidade de empregados e de fertilizantes disponiveis.
Assim, temos trés restri¢des:

i. Area Total: X1 +x2 <90;
ii. Numero de empregados: 6x1 + 4x; < 200;

iii. Quantidade de Fertilizantes: 4x; + 8x; < 240.
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Deste modo, podemos escrever o seguinte PPL:

Maximizar L = 400x; + 600x,
sujeito a :
X1 +x <90
(5.1
6x1 + 4x2 <200
dx1 4+ 8xp <240

x;1 20,x>0

Para resolver um PPL, devemos primeiramente seguir alguns passos.. Esses passos serdo

mostrados a seguir, juntamente com a resolu¢do do problema acima.

1° Passo: Determinar o conjunto dos pontos que satisfazem as restricdes do PPL. Neste passo,

precisamos determinar a intersec¢do das regides definidas por cada uma das inequacoes.

Primeiramente devemos determinar a regido do plano xi, x» que satisfaz a restricao
x1 +x2 <90. Tracamos a reta x; + x> = 90 e posteriormente identificamos quais dos dois semi-
planos determinados pela reta, compreende o conjunto dos pontos (x,x;) que satisfaz a restrigéo.
Uma maneira simples de determinamos quais desses dois semi-planos é o correto, € pegamos
um ponto P qualquer e verificar se este satisfaz a desigualdade. Se satisfazer a desigualdade,
significa que todos os pontos deste semi-plano satisfazem a inequag¢do, caso contrario, 0 outro

semi-plano que ndo contém o ponto P, satisfaz a inequacdo analisada.

Figura 6 — Reta x; +x, =90

Fonte — Prépria

A figura 6 traz a reta x| +x = 90. Agora vamos tomar o ponto P = (0,0). Temos que P
satisfaz a inequacao x| +x» < 90, isso significa que o semi-plano indicado no figura 7, satisfaz a

inequacao, ou seja, a regido compreendida embaixo da reta x; +xp = 90 satisfaz a inequagao.
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Figura 7 — Semi-plano que satisfaz x; +x2 <90

Fonte — Prépria

Continuamos tragando a inequagdo 6x; +4x; < 200, para determinar o semi-plano que

compreende os pontos que satisfazem a segunda restri¢ao, conforme mostra na figura 8.

Figura 8 — Semi-plano que satisfaz 6x; + 4x; < 200

Fonte — Propria

A figura 9, traz o semi-plano da ultima restricao, 4x; + 8xp < 240.
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Figura 9 — Semi-plano que satisfaz 4x; + 8xy <240

-60

Fonte — Prépria

A figura 10, mostra a intersec@o dos trés semi-planos xj +xz < 90, 6x1 4 4x; < 200,
4dx1 + 8xp < 240.

Figura 10 — Semi-planos x| +x; < 90, 6x1 +4xy <200 e 4x1 + 8xp <240

Fonte — Propria

Inserindo a dltima restricao, x; < 0 e x < 0, obtemos a regido mais escura mostrada na
figura 11. Chamaremos esta regido de vidvel, ou seja, qualquer ponto pertencente a esta regiao,
satisfaz todas as restri¢cdes do problema. Agora basta determinamos o ponto que maximiza a
funcgado-objetivo lucro.
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Figura 11 — Regido vidvel do Problema do Sitio

Fonte — Prépria

Passo 2: Encontrar a solucao da funcao-objetivo na regido vidvel.

Ap6s encontrada a regido vidvel, podemos tentar atribuir valores a fungao-objetivo
Lucro = zp e verificar se a reta intercepta a regido vidvel. Se zg > 0,z9 € R qualquer valor da reta
400x1 + 600x2 = zp que intercepta a regido vidvel, satisfaz as restricdes e tem o Lucro = zg. Ob-
serve que na figura 12, traz as retas tracejadas para o Lucro = 1000;2000; 5000; 10000; 13250; 18000; 20000.
Observe que a reta 400x; + 600x, = 10000 intercepta o ponto (20,20) da regido vidvel e caso
aumentamos os valores de zg as respectivas restas nao interceptardo mais a regido viavel. Con-
cluimos que o ponto onde o lucro é maximo é justamente no ponto P(20,20), que chamamos de
solucdo otima, como mostrado na figura 12. Note também que outra solucao vidvel € no ponto
(0,30), observe que aparentemente as regides onde se encontra a solu¢do Otima, sempre recaem

no vértice da nossa regido vidvel.

Figura 12 — Retas da Fungao-objetivo

S
30¢

~ Solucao étima P(20,20)

~
“~ 400x + 800y = 5000 N
~.
. ~. s N
. N .
S <. ~.
Q400X+ 600y = 20008,
NS, N
NS .
. ~
400x + 600y = 1000+ >+ N
NN, .
~
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Portanto, Manoel obterd um lucro maximo se ele plantar 20 hectares de café e 20 hectares
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de cacau.

Observe que toda vez que queremos encontrar um valor 6timo para a fungao-objetivo,
teremos que proceder através do método de tentativa e erro. Notamos que isso implica em
um método ndo muito eficaz, pois dependendo da funcdo, teremos que fazer vdrias tentativas
para encontrar a solu¢ao 6tima, isso € claro, se nao tivemos usando um software de graficos,
como o GeoGebra, usado para plotar esses graficos. Para agilizar nossos cdlculos de obter
uma solu¢do 6tima de um Problema de Programacdo Linear, notemos que a solu¢do como dito
anteriormente, esta localizada num dos vértices da regido poligonal que forma a regido viavel.
Podemos reformular o passo 2 visto anteriormente, se existir solu¢ao 6tima finita, entdo ela

estard em um dos vértices da regido vidvel. Assim, podemos reformular o passo 2:

Passo 2: Calculemos os valor da fung¢do-objetivo nos pontos de vértice na regido viavel.
O ponto em que resultar no maior valor da fung¢do-objetivo, serd a solu¢do 6tima, conforme na
tabela 20.

Tabela 20 — Funcao-objetivo nos pontos de vértice

Ponto Extremo | Lucro (R$)
(0,0) 0
(33.18,0) 13250
(20,20) 20000
(0,30) 18000

Fonte — Prépria

5.3 UTILIZANDO O LINGO PARA RESOLUGAO DE PPL

Vamos agora trabalhar alguns exemplos de PPL, visando uma melhor compreensao.
Iremos modelar e resolver utilizando o Software (LINGO, ). O Software LINGO criado em 1988,
tornou-se o primeiro produto da LINDO a incluir uma linguagem de modelagem completa. Os
usudrios puderam utilizar a linguagem de modelagem para expressar modelos de forma concisa
utilizando resumos e variaveis subscritas. Em 1993, a LINGO adicionou um solver nao-linear de

grande escala. Era tinico em que o usudrio ndo precisava especificar qual o Solver deveria usar.

Com a adic¢ao do solver ndo linear, o LINGO substituiu essencialmente o GINO como
produto de estreia da LINDO Systems para otimiza¢ao nao linear. GINO estreou em 1984 e foi o
primeiro solucionador ndo-linear disponivel na plataforma PC. Em 1994, a LINGO tornou-se o
primeiro software de linguagem de modelagem a ser incluido em um texto de ciéncia de gestao
popular. Em 1995, ocorreu o primeiro langamento do Windows LINGO. Hoje, a LINDO Systems

continua a desenvolver versdes mais rapidas e poderosas.
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5.3.1 Problema da Dieta

Suponha por motivos nutricionais, que Marcelo tenha entrado na Academia para ema-
grecer e adquirir uma musculagdo mais definida, ao consultar o nutricionalista, ele recebeu
uma dieta alimentar para reducao de peso e ganho de massa magra. Marcelo pretende ingerir
0s nutrientes necessarios para manter a saide minimizando o nimero de calorias. Considere a

tabela abaixo, como devera ser a dieta de Marcelo?

Tabela 21 — Alimentos e Nutrientes

Porcao de 100g Proteina (g) | Carboidratos(g) | Lipideos(g) | Calorias(Kcal)
Arroz Integral Cozido 2,6 25,8 1 123.5
Ovo de Galinha Inteiro Cozido 13,3 0,6 9,5 145,7
Peito de Frango sem Pele Grelhado 32,0 - 2,5 159,2
Carne Bovina Patinho Sem Gordura 35,9 - 7,3 219,3
Mandioca Cozida 0,60 30,1 0,20 119,0
Feijao Carioca Cozido 4,8 13,6 0,5 76,4

Fonte — Prépria

Assim teremos:

(1) Variaveis de Decisao: Marcelo precisa saber quantas porgdes de 100g de cada alimento ird
consumir. Deste modo, podemos definir as seguintes varidveis de decisao: x; a quantidade
de porcdes do alimento i consumidos, com i = 1,- - -6, onde atribuimos 1 a por¢do de arroz
integral, 2 ao ovo de galinha, 3 ao peito de frango, 4 carne bovina, 5 a mandioca, 6 ao

feijao.

(2) Funcao-objetivo: Marcelo deseja minimizar o nimero de calorias ingeridas. Sua funcao-
objetivo € a quantidade de calorias ingeridas, assim minimizando, podemos reduzir o ganho
de gordura em Marcelo: z = 123,5x; + 145, 7xy + 159,2x3 +219,3x4 + 119x5 + 76, 4x5.

(3) Restricoes: Além da restri¢cdo de nao-negatividade, temos os nutrientes minimos didrios:

(i) Proteina: 2,6x1 + 13,3x2 +32x3 + 35,9x4 + 0,60x5 4+ 4, 8x¢ > 100
(i1) Carboidratos: 25,8x1 +0,6x + 30, 1x5 + 13,6x6 > 320
(ii1) Lipideos: x1 +9,5x3 +2,5x3 +7,3x4 +0,20x5 +0,5x¢ > 11
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Podemos escrever o seguinte PPL:

(Minimizar z=123,5x1 4+ 145,7xy + 159,2x3 +219,3x4 + 119x5 + 76,4 x¢
sujeito a :
2,6x1 +13,3x2 +32x3 4+ 35,9x4 4+ 0,60x5 +4,8x¢ > 100
25,8x1 +0,6x2 4+ 30, 1x5 4 13,6x6 > 320
x1+9,5x+2,5x3+7,3x4 +0,20x5 + 0,5x¢ > 11
xi>0/i=1,---,6.

(5.2)

Este PPL ndo pode ser resolvido graficamente, vamos resolver este PPL utilizando o
Software LINGO.

No LINGO devemos colocar o seguintes comandos:

min 123.5x1+145.7x2+159.2x3+219.3x4+119x5+76.8x6
St

6x1+13.3x2+32x3+35.9x4+0.60x5+4.8x6>=100
25.8x1+0.6x2+30.1x5+13.6x6>=320
x1+9.5x2+2.5%3+7.3x4+0.20x5+0.5x6>=11

Figura 13 — Colocando o Modelo no LINGO

Lingo 17.0 - Linda Medel - Lingol
File Edit Scher Window Help

D|Z(H|S] & [=8 2] velo BiFRERl &
B¥ Lindo Model - Lingol [

'Fungdo-objetivo
0 comando min, serve para Minimizar a fungiao
min 123.5x1+4145,7x2+1559.2x34219.3x44+119x5+76.8x6

'0 comando 5T coloca as restricdes da funcéo
St

6X1+13.3x2+32x3+35.9x4+0. 60x5+4 . 8x6>=100
25.8x1+0.6x2+30.1x5+13.6x6>=320
¥1+9.5x2+2.5x3+47.3x4+0.20x5+40. 5xe>=11

Fonte — Prépria

O comando Solve 14 resolve o modelo, funcdo-objetivo e suas respectivas restrigoes,

utilizando o método Simplex.
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Figura 14 — Executando o Solve

. Lingo 17.0 - Lindo Model - Linge1l
File Edit Window  Help

o| ®rRERl =2E 2
Solution... Ctrl+W
Range Ctrl+R
Options... Ctrl+|
izar a fungdo
Generate 3x4+119x5+76.8xE

Picture es da fungio

Debug Crl+D  kye~—100

Model Statistics Ctrl+E 11

Look... Ctrl+L

Fonte — Propria
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O nosso PPL resolvido 15, contém informagdes sobre a funcio-objetivo e suas restri¢des.

Figura 15 — Informagdes do Modelo Resolvido

Linge 17.0 - [Selution Report - Lingo1]
File Edit Solver Window Help

DisE|S| -] =] »ledol Dkimx| &=E 2l
Global optimal solution found.
Chjective wvalue: 1659.050
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: &
Elapsed runtime seconds: 0.19
Model Class: LP
Total variables: &
Nonlinear variables: Q
Integer variakles: (1]
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: Q
Total nonzeros: 22
Nonlinear nonzeros: Q
Variable Value Reduced Cost
X1 12.40310 0.000000
Xz 0.000000 T77.35459
X3 0.7994186 0.000000
X4 0.000000 40.69750
X5 0.000000 6.756667
XE& 0.000000 3.554109
Row Slack or Surplus Dual Price
1 1659.050 -1.000000
2 0.000000 —-4.975000
3 0.000000 -3.629845
4 3.401647 0.000000

Fonte — Propria

Analisando a figura 15, observamos que existe uma solu¢do minima e 6tima. Essa solu¢ao

é:
(x| 12,40310 ]
X2 0
0,7994186
== -Min 7 = 1659,050
X4 0
X5 0
X6 0

5.3.2 Problema da Mistura

Vamos estudar outro Problema de Programacdo Linear continuo proposto por (SANTOS,
2000).

Uma companhia deseja obter uma nova liga metdlica com 30% de chumbo, 20% de

zinco e 50% de estanho a partir de alguns minérios tendo as seguintes propriedades:
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Tabela 22 — Tabela das propriedades do Minério

Propriedades | Minério 1 | Minério 2 | Minério 3 | Minério 4 | Minério 5
% -Chumbo | 30 10 50 10 50
% -Zinco 60 20 20 10 10
% -Estanho 10 70 30 80 40
Custo($Kg) 8,5 6 8,9 5,7 8.8

Fonte — (SANTOS, 2000)

O objetivo é determinar as proporcoes destes minérios que deveriam ser misturados para
produzir a nova liga com o menor custo possivel.

Modelando o PPL, temos:

(1) Variaveis de Decisao: Temos na tabela 22, 5 tipos de mineiro diferente, entdo vamos
denominar, x| para o mineiro 1, x, para o mineiro 2 e seguindo assim sucessivamente.

Deste modo, vamos ter: x;= fracdo de 1 quilo do minério i usada na producio de 1 quilo da
nova liga, x;;i=1,---5.

(2) Funcao-Objetivo: Nosso objetivo € buscar a reducdo de custo, ou seja, minimizar o custo,

portanto, nossa fung¢do-objetivo serd: [ = 8,5x; +6x2 +8,9x3 + 5, 7x4 + 8, 8x5.

(3) Restricoes: Temos nossas restricdes da quantidade de elementos que temos por quilo de mi-
nério, logo, nossas restri¢des serdo: 0,3x; +0, 1xp +0,5x3 40, x4 +0,5x5 = 0,3; 0,6x] +
0,2x24+0,2x34+0,1x4 +0,1x5 = 0,2; 0, 1x; +0,7x2 +0,3x3 + 0,8x4 + 0,4x5 = 0,5. Tam-
bém ndo podemos esquecer da restricdo de nao-negatividade e da restricao de quanti-
dade de minério, que nao pode passar de 1k. Portanto, as duas ultimas restri¢des serao:
X{+xo+x3+x4+x5=1ex; >0.

Nosso modelo ficara da forma:

(Minimizar [ =8,5x1 +6x2+8,9x3+5,7x4 + 8, 8x5
sujeito a :

X{+xXo+x3+x4+x5=1
4 0,3x1 +0,1xy +0,5x3 +0,1x4 +0,5x5 = 0,3
0,6x1 +0,2x2 +0,2x3 +0,1x4 +0,1x5 = 0,2
0,1x; +0,7x2 +0,3x3 +0,8x4 +0,4x5 = 0,5
xi>0,i=1,---,3.

(5.3)

Vamos inserir o modelo no LINGO:

min 8.5x14+6x2+8.9x3+5.7x4+8.8x%x5
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St

x1+x2+x3+x4+x5=1
0.3x1+0.1x2+0.5x3+0.1x4+0.5x5=0.3
0.6x1+0.2x2+0.2x3+0.1x4+0.1x5=0.2
0.1x.140.7x2+0.3x3+0.8x4+0.4x5=0.5

Colocando para resolver, vamos obter o seguinte resultado como segue na figura 16.

Figura 16 — Resultado PPL da Mistura

Lingo 17.0 - [PPL mistura]
Fl\e Edit Solver Window Help

D|=s|6|S| | | 2leo| ©fx|m|x| &/ 2|
| Global optimal solution found.
Objective wvalue: 7.433929
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 5
Elapsed runtime seconds: 6.62
Model Class: LP
Total variables: 5
Nonlinear wvariables: a
Integer variables: a
Total constraints: 5
Nonlinear constraints: v}
Total nonzeros: 25
Nonlinear nonzeros: v}
Variable Value Reduced Cost
X1l 0.107142% 0.000000
Xz 0.1785714E-01 0.000000
X3 0.44964286 0.000000
X4 0.4285714 0.000000
X5 0.000000 0.1785714
Row Slack or Surplus Dual Price
1 7.43352%9 -1.000000
2 0.000000 -T7.428571
3 0.000000 -4.571429
4 0.000000 0.5357143E-01
5 0.000000 2.678571

Fonte — Propria

Analisando a figura 16 obtemos a solucao minima étima:

(x| [ 0,1071429 ]
X2 0,1785714
x3 | = | 0,4464286 | ;Minl=7,433929
X4 0.4285714

Lxs | L 0 i

Desse modo, concluimos o nosso estudo dos problemas de programacao linear continua.
Existe varios PPL de diferentes modelos neste trabalho, procuramos abordar alguns problemas

por seu facil entendimento. Diversos autores trabalham problemas de tipos e especificidades
diferentes, como (BAZARRA; JARVIS; SHERALLI, 2009), (GOLDBARG; LUNA, 2005) (GRIF-
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FIN, 2014) (SANTOS, 2000), entre outros. Iremos ver agora como resolver os Problemas de

Programacao Linear Inteira-PPI.

5.3.3 Problema da Fabrica

Uma empresa tem 3 fabricas com ociosidade na produgdo. Todas as 3 fébricas tem
capacidade de produzir um certo produto e a geréncia decidiu usar uma parte da ociosidade na
producdo deste produto. O produto pode ser feito em 3 tamanhos: grande, médio e pequeno, que
dao um lucro liquido de $12, $10 e $9 respectivamente. As féabricas 1, 2 ¢ 3 tem capacidade de
fabricar 500, 600 e 300 unidades do produto respectivamente, independentemente do tamanho a
ser produzido. H4, no entanto, limita¢do do espaco para estocagem.

As fibricas 1, 2 e 3 tem 9000, 8000 e 3500 m? de 4rea para estocagem respectivamente.
Cada unidade de tamanho grande, médio e pequeno necessita de 20, 15 e 12 m? respectivamente.
O Departamento de vendas indicou que 600, 800 e 500 unidades dos tamanhos grande, médio
e pequeno, respectivamente, podem ser vendidas por dia. De maneira a manter uma certa
uniformidade, a gerencia decidiu que a percentagem do uso das capacidades ociosas das 3
fabricas devem ser iguais. A geréncia deseja saber quanto de cada tamanho deve ser produzido

em cada fabrica de maneira que o lucro seja maximo.

Temos que modelar o problema.

(1) Variaveis de Decisao: Nosso PPL possui algumas informagdes importantes para ser
extraidas. A empresa possui 3 fébricas, que vamos denominar de x;;i = 1,--- 3. Todas as 3
fabricas produz o produto em 3 tamanhos diferentes, ou seja, grande, médio e pequeno,
que vamos denominar de 1, 2 e 3 respectivamente, x;; j = 1,---3. Temos entdo que: x;; =
quantidade a ser produzida do tamanho j com j=1,---3 na fabricaicomi=1,---3. Se
produzimos o produto na fabrica 2 de tamanho pequeno serd a varidvel: x;3, se produzirmos

um produto grande na fabrica 1 serd a varidvel: x1, e assim segue o raciocinio.

(2) Funcao-Objetivo: nosso modelo busca maximizar a fungdo Lucro, obtendo a quantidade
de produtos de cada tamanho deve ser produzido em cada fabrica de uma maneira que
o lucro seja maximo. Portando a nossa fungdo-objetivo serd: Max z = 12x11 + 10x12 +
9x13 4+ 12x21 + 10x22 + 9x23 + 12x31 + 10x32 4+ 9x33.

(3) Restricoes: neste momento vamos analisar as restricdes impostas pelo problema. As
nossas primeiras restri¢des, se origina da capacidade da fabrica em produzir o produto,
ou seja, nossas trés primeiras restricoes sao: x11 +x12 +x13 < 500,x21 +x22 +x23 <
600,x31 +x32 + x33 < 300. A nossas outras 3 restricdes vem da capacidade de cada
fabrica de estocagem dos produtos: 20x11 + 15x12 4+ 12x13 <9000, 20x21 + 15x22 + 12x23 <
8000,20x31 4 15x33 4 12x33 < 3500. Nossas outras trés restri¢des se origina da quantidades
de vendas por dia: x11 +x12 4+ x13 < 600,x31 +x22 + x3 < 800, x31 +x32 + x33 < 500.
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Nossas ultimas restricdes vem dd ndo-negatividade das varidveis e da percentagem do uso

das capacidades das 3 f4bricas: Xij > () e XUEXtN3 _ X1 FX0 03 X33 X304 N33
) = 500 - :

600 - 300

Nosso modelo ficara:

(

Maximizar 7= 12x11+ 10x12 +9x13 + 12x21 + 10x22 + 9x03 + 12x31 + 10x32 + 9x33
sujeito a:
x11+x12+x13 <500
x21 +x22 + xp3 < 600
x31 +x32+x33 <300
20x11 + 15x12 + 12x13 <9000
20x21 + 15x22 + 12x23 < 8000
20x31 + 15x32 + 12x33 < 3500
x11+x12+x13 <600
X1 +x22 + x23 < 800
x31 +x32 +x33 < 500

X11+X12+X13 _ Xo1 X0 +xp3 _ X31+X3p+X33
500 300

X,‘jZO,iIl,---,?);j:l,---,3.
(5.4)

No LINGO:

MAX=12*x11+410*x12+9*x13+12*x21+10*x22+9*x23+12*x31+10*x32+9*x33;

x11+x12+x13<=500;

x21+x22+x23<=600;

x31+x32+x33<=300;
20*x11+15*x12+12*x13<=9000;
20*%x21+15*x22+12*x23<=8000;
20*x31+15*x32+12*x33<=3500;
x11+x12+x13<=600;

x21+x22+x23<=800;

x31+x32+x33<=500;
6*x11+6*x12+6*x13=5*x21+5*x22+5*x23;
6*x11+6*x12+6*x13=10*x31+10*x32+10*x33;

@GIN (x11);
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@GIN (x12
@GIN(x13
@GIN (x21

(

(

( ;
@GIN (x22
@GIN (x23
@GIN (x31
@GIN (x32
@GIN (x33

end

14

4

)
)
)
)i
) ;
)
)
)

No LINGO o comando @GIN(), declara que a varidvel terd que ser inteira, deste modo,

obteremos os valores respectivos a funcao-objetivo e os valores inteiros das varidveis:

Figura 17 — Solug@o da Funcao-Objetivo

Lingo 16.0 - [Solution Report - PLIF]
File Edit Solver Window Help

DislEl&] & =] »ledo| Omx| &wE 2l

Glokal optimal solution found.

Cbjective wvalue: 13798.00

Cbjective bound: 13798.00

Infeasibilities: 0.000000

Extended solver steps: (1]

Total solver iterations: zZ1

Elapsed runtime seconds: 0.33

Model Class: PILP

Total variables: 8

Nonlinear variables: Q

Integer wvariables: S

Total constraints: iz

Nonlinear constraints: Q

Total nonzeros: 48

Nonlinear nonzeros: Q

Variable Value Reduced Cost
X11 397.0000 -12.00000
X1z 1.000000 -10.00000
X13 87.00000 -9.000000
XZ1 127.0000 -12.00000
XZzZ 0.000000 -10.00000
XIZ3 455.0000 -9.000000
X31 1.000000 -12.00000
X3z 0.000000 -10.00000
X33 290.0000 -9.000000
Fonte — Propria
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Nossa solugdo 6tima serd :

[ X11 ] [ 397 1
X12 1
X13 87
X21 127
X | = 0 = Max z =13798
X23 455
X31 1
X32 0
| X33 | | 290 |

5.4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO PROBLEMA DA
MOCHILA

Neste trabalho foi implementado o algoritmo da mochila utilizando a Programacao
Dinamica na linguagem C++ e executado em um notebook com 8Gb de memoéria RAM ddr3,
processador Intel(R) Core(TM)i7-2620M 2.70GHz e S.O. Windows 10 64bits.

5.4.0.1 Programagéao Dindmica

Considere uma mochila com capacidade L = 10 e 5 itens com seus pesos e valores dados

pela tabela a seguir:

Tabela 23 — Peso e Valor

Item 1 2 3 4 5
Valor | 110 | 60 | 70 | 20 | 18
Peso 8 5 6 | 3 2

Fonte — Propria

Através do algoritmo apresentado na se¢do 4.2.3.1, obtemos recursivamente a solu¢cdo
Otima para todas as capacidades de mochila, de 0 até L = 10. O valor 6timo encontrado é de
F(n,L) = F(5,10) = 128 cujo vetor solugdo é oo = (1,0,0,0, 1). Todas as solugdes obtidas pelo

programa podem ser vistas na tabela a seguir.
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Tabela 24 — Valores Obtidos na Solugao

o123 ]4]5|6]|7 8 9 10

0O |0j0OJO]O0O]O]O]O]O] O 0 0
10,0, 0j0|0 0 0|0 |110]110]110
25){0[{0] 0| 0] 0|60]60|60]|110| 110 | 110
36){0[{0] 0| 0] 0|60]70|70]| 110 | 110 | 110
43)0/0| 0 |2020 60|70 |70 | 110 | 110 | 110
52){0]0]18{20{20|60]|70 |78 | 110 | 110 | 128

Desse modo, encerramos o estudo dos problemas PPI.

Fonte — Prépria
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudado os problemas de otimizacao combinatdria, com enfoque no
uso das ferramentas computacionais, tais como GeoGebra, LINGO e a linguagem de programacio
C++. Percebemos que o uso dessas ferramentas auxiliam em um melhor aproveitamento dos

dados e das solugdes.

Utilizamos modelos matemaéticos propostos por (MARTELLO; TOTH, 1990) e nossos
modelos de resolugc@o dos problemas de otimizagao linear, foram propostos por (SILVA, 2006),
(GOLDBARG; LUNA, 2005), (GILMORE; GOMORY, 1961),(CARVALHO, 2015). Nesses
métodos, buscamos formalizar e simplificar as estratégias utilizadas para resolver os PPL.
Buscamos associar o uso da teoria com a pratica e a utiliza¢do das ferramentas como objeto

auxiliadores para obtermos as melhores solugdes.

Os métodos de solugdo foram testados e avaliados, de modo que se pode afirmar sobre
a otimalidade ou quase-otimalidade de um ndmero de exemplares resolvidos. A partir desses
problemas pudemos comprovar a eficiéncia dos métodos propostos, seja ele com relacdo da
qualidade das respostas obtidas, como também com o tempo computacional utilizado. A imple-
mentacdo destes métodos, envolveu aspectos computacionais, como o uso de softwares acessiveis

para resolucdo destes problemas.

Notamos que a utilizacdo dos softwares, é de total importancia para a eficiéncia dos
métodos de solugdo. Deste modo, buscamos utilizar ferramentas acessiveis e de facil manuseio,
para que o leitor possa se familiarizar com as ferramentas e utilizar em futuros trabalhos, sendo
um exemplo de aplicacdo o uso do GeoGebra em sala de aula, para trabalhar solu¢des dos

problemas de programacao linear.

Em resumo, a contribui¢do deste trabalho foi orientada para o caso unidimensional, moti-
vado pelos problemas de otimizagdo combinatdria linear, inteira e continua, abrindo futuramente,
possibilidades de identificar novos problemas que apresentem estruturas semelhares e possam
se beneficiar das ideias aqui desenvolvidas. Portanto, mostrando a importancia e eficacia de se

utilizar ferramentas computacionais para a resolu¢des dos problemas de programacao linear.
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