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Resumo

Resumo: Este trabalho trata de circulo, circunferéncia e o problema isoperimétrico.
Sendo assim, veremos as definicoes de cada uma delas e a relacao destas com a desi-
gualdade isoperimétrica. Temos por objetivo apresentar uma solucao do problema isope-
rimétrico e trazer a relagdo que este problema tem com a circunferéncia. Para tanto fize-
mos uma pesquisa em livros, monografias e sites da internet. Uma vez feita tal pesquisa,
tivemos como resultado que a solucao do problema isoperimétrico é uma circunferéncia.
Por fim, chegamos as conclusoes que a circunferéncia e a desigualdade isoperimétrica sao
assuntos que tem uma forte relagao. Resolvemos alguns exerci cios envolvendo a circun-
feréncia que esperamos ser 1til para o aluno.



Introducao

O objetivo principal desta monografia é esclarecer a ideia de circunferéncia e circulo para
usarmos tais conhecimentos afim de que se resolva o problema isoperimétrico. Vamos
também apresentar a desigualdade isoperimétrica que nada mais é do que demonstrar
que fixado um perimetro a figura que tem maior area possivel é o circulo.

No capitulo 1 traremos as defini¢coes de circunferéncia, circulo e suas principais pro-
priedades com as demonstracoes necessarias, acompanhadas de exemplos e ilustragoes,
para assim estarmos diferenciando circulo de circunferéncia uma vez que suas definigoes
sao as vezes confundidas uma com a outra, assim serd esclarecido por meio de exemplos
e ilustracoes cada situacao, explicadas minuciosamente para nao haver confusao. Tanto
o circulo como a circunferéncia sao objetos de estudo da matematica bem presente no
dia a dia do aluno, e também presente em exercicios que posteriormente estarao sendo
resolvidos mais a frente.

No capitulo 2 dissertaremos a cerca da desigualdade isoperimétrica, fazendo a conexao
deste assunto com o estudo de circunferéncia e circulo, falaremos também da histéria sobre
o problema isoperimétrico e duas de suas demonstragoes, trazendo uma destas demons-
tragoes de forma bem didéatica, passo a passo para que o leitor compreenda cada mo-
mento desta demonstragao. Vale lembrar que saber resolver o problema da desigualdade
isoperimétrica foi muito importante desde os tempos primoérdios, e que a resolucao deste
problema j& era conhecido h& muito tempo, porém sua demonstracao é mais recente. O
uso deste conhecimento foi e é de grande utilidade, uma vez que saber destas informagoes
nos faz por exemplo aproveitar melhor a area de um terreno, dentre outras aplicagoes.

O capitulo 3 estd voltado para a resolugao de alguns exercicios que envolvam circun-
feréncia e circulo, fazendo assim a parte de aplicagao dos contetidos aqui estudados. E de
grande importancia a parte da aplicacao, nos ajuda a vivenciar o conhecimento tedrico.
Vemos que o conhecimento tem chegado a muitos lugares, inclusive em comunidades ru-
rais, principalmente estes sentem mais a necessidade de aplicar o conhecimento no seu
meio de trabalho, na sua fazendo e sitio, fazendo assim com que a comunidade vem se
desenvolver por meio do conhecimento.
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Capitulo 1

Definicoes e Resultados Basicos

Neste capitulo vamos apresentar as principais defini¢coes e os principais resultados sobre
circulo e circunferéncia.

Vamos precisar dos conceitos de reta, segmento de reta, reta tangente, reta secante,
arco, angulos, raio, diametro, corda e algumas propriedades referentes a semelhanca de
triangulos.

Vamos iniciar definindo um dos principais objetos que serao estudados neste trabalho
de conclusao de curso.

Definicao 1. Uma circunferéncia é um conjunto de pontos pertencentes ao plano que,
dado um ponto fixo C, possuem a mesma distancia até o ponto C. Em outras palavras,
dada a distancia r e o ponto firo C, qualquer ponto A que possui a distancia de A até C
igual a v € um ponto pertencente a circunferéncia. Matematicamente, podemos representar
essa ultima relacao da sequinte maneira: dAC =r

Tendo em vista a distancia entre dois pontos obtida na Geometria Analitica e consi-
derando as coordenadas de A (x,y) e de C (a,b), a relagio acima pode ser reescrita da
sequinte maneira:

dAC =1

(a—z)* +(b—y)* =1

Na Geometria Analitica, essa equacdo é chamada de equacdo da circunferéncia com
centro C (a,b) e raio r.

O ponto C € conhecido como centro da circunferéncia e a distancia r é chamada de
raio. A figura geométrica formada por um conjunto de pontos desse tipo é a sequinte:



Figura 1.1: Definicao de circunferéncia

Fonte: MUNDO EDUCACAO (2018)

O ponto C nao pertence a circunferéncia, pois a circunferéncia é apenas o contorno
do circulo. O ponto A, por sua vez, pertence a circunferéncia.

Outras defini¢oes importantes sao as defini¢coes de raio e de corda.

Chamaremos de raio ao segmento que une o centro da circunferéncia a qualquer de
seus pontos. O segmento ligando dois pontos de uma circunferéncia serd denominado
de corda. Toda corda que passa pelo centro da circunferéncia é um diametro. Também
chamaremos de diametro a distancia 2r.

Figura 1.2: Cordas e diametro

Fonte: BARBOSA (1995)

Definicao 2. Raio de uma circunferéncia: O raio de uma circunferéncia equivale
a distancia do centro a qualquer ponto em sua circunferéncia. O modo mais simples de
calculd-lo € dividindo o diametro pela metade.



Figura 1.3: Raio de uma circunferéncia
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Fonte: WikiHow (2018)

Definigao 3. Corda de uma circunferéncia: O segmento ligando dois pontos de uma
circunferéncia serd denominado corda.

Figura 1.4: Corda de uma circunferéncia

corda

didmetro

corda

Fonte: Google Imagens (2018)

Definicao 4. Diametro de uma circunferéncia: Toda corda que passa pelo centro da
circunferéncia € um diametro. Também chamaremos de diametro a distancia 2r.

Agora que ja definimos circunferéncia e algumas de suas propriedade, vamos agora
definir circulo fazendo a diferenciacao de circunferéncia, evitando a confusao entre as suas
definigoes, ilustrando cada uma delas.

Definicao 5. Circulo é o conjunto de pontos resultantes da unido entre uma circun-
feréncia e seus pontos internos. Em outras palavras, o circulo € a drea cuja fronteira €
uma circunferéncia.



Figura 1.5: Circulo

Fonte: MUNDO EDUCACAO (2018)

dAC <r
(@a—2)* + (b—y)? <P

A diferenca fundamental entre circunferéncia e circulo é que o circulo é toda a area
interna de uma circunferéncia. J4 a circunferéncia é apenas o contorno de um circulo.

1.1 Principais Propriedades

Nesta seccao vamos apresentar as principais propriedades de circulo e de circunferéncia.
que serao melhor explicadas nas proposicoes a seguir.

Proposicao 1. Um raio € perpendicular a uma corda(que nao é um diametro) se, e
somente se, a divide em dois segmentos congruentes.

Demonstracdo. Seja O o centro da circunferéncia e OC o raio que é perpendicular a corda
AB. Seja M o ponto de interse¢iao da corda com o raio. Com OA = OB (raios)entdo o
triangulo OAB ¢é isésceles com base AB.

Logo A = B. Se a corda ¢ perpendicular ao raio, entdo os angulos AOM e BOM
sao retos. Como consequéncia AOM = BOM. Segue-se entao, pelo primeiro caso de
congruéncia de triangulos, AOM = BOM. Como consequéncia AM = MB. Inversa-
mente, se AM = MB, entdo pelo terceiro caso de congruéncia de triangulos deduz-se
que: AOM = BOM. Como consequéncia, OM A = OMB. Mas como a soma destes dois
angulos é um angulo raso, conclui-se que cada um deles mede 90°. Portanto a corda é
perpendicular ao raio passando por M. Isto completa a prova da proposicao. O

Quando uma reta e uma circunferéncia tém apenas um ponto em comum, dizemos
que a reta tangencia a circunferéncia e chamamos a reta de tangente a circunferéncia. O
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Figura 1.6: Raio perpendicular a corda que nao é diametro
[ i H i

Fonte:BARBOSA (1995)

ponto comum entre uma tangente e uma circunferéncia é chamado de ponto de tangéncia
ou ponto de contacto.

A proposicao a seguir vem falar da relacao entre uma reta tangente a uma circun-
feréncia e o raio dessa circunferéncia que é perpendicular a esta reta tangente.

Proposicao 2. Se uma reta € tangente a uma circunferéncia entdao ela é perpendicular
ao raio que liga o centro ao ponto de tangéncia.

Figura 1.7: Reta tangente a circunferéncia

Fonte: BARBOSA (1995)

Demonstracao. Consideremos uma circunferéncia de centro O e uma reta m que lhe seja
tangente. Seja T o ponto de tangéncia. Designemos por P o pé da perpendicular baixada
do ponto O a reta m. Gostariamos de concluir que P e T coincidem. Vamos entao supor
que P e T s@o pontos distintos. Entdao OT é a hipotenusa do triangulo retangulo OPT.
Portanto OP < OT. Como OT é um raio, entdao P é um ponto que estd dentro da

11



circunferéncia. Tomemos entdo um ponto T’ sobre a reta m, tal que PT = PT’, com
T’ # T. Pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos concluimos que OPT = OPT".
Portanto OT = OT'. Mas entdo T"é outro ponto da reta m que também pertence a
circunferéncia. Logo a reta m nao é tangente. contradicao! Assim P e T coincidem e a
proposicao fica demonstrada. O

A extremidade de um raio que nao é o centro da circunferéncia é chamada de extre-
midade do raio.

Proposicao 3. Se uma reta € perpendicular a um raio em sua extremidade, entdo a reta
¢ tangente a circunferéncia.

Demonstrag¢ao. Consideremos uma circunferéncia de centro O e seja m uma reta per-
pendicular ao raio OT passando pelo ponto T. Devemos provar que M é tangente a
circunferéncia, ou seja, que M nao tem outro ponto de intersecao com a circunferéncia.
Seja P qualquer outro ponto de M. Entao o triangulo OTP é retangulo e portanto oT’
+ TP =0P". Segue-se que OP > OT e portanto P estd fora da circunferéncia. Logo T
¢ o unico ponto comum a reta e a circunferéncia. Isto conclui a demonstracao. O]

Sejam A e B dois pontos de uma circunferéncia. Tracemos a reta que passa por estes
dois pontos. Ela separa o plano em dois semiplanos. Cada um destes semiplanos contém
uma parte da circunferéncia. Estas partes sao denominadas de arcos determinados pelos
pontos A e B. Quando A e B sao extremidades de um diametro, estes arcos sao denomi-
nados de semicircunferéncias. Quando a corda AB nao é um diametro, distinguimos os
dois arcos determinados por A e B do seguinte modo: como o centro da circunferéncia
encontra-se em um dos semiplanos determinados pela reta que passa por A e B, o arco
que fica no mesmo semiplano que o centro da circunferéncia é chamado de arco maior; o
outro é chamado de arco menor. Observe que os raios que ligam o centro da circunferéncia
aos pontos do arco menor todos cortam a corda AB. J4 os raios que ligam o centro da
circunferéncia aos pontos do arco maior néo interceptam a corda AB.

Figura 1.8: Angulos centrais congruentes em uma mesma circunferéncia

arco nmiul‘

Fonte: BARBOSA (1995)

Se O é o centro da circunferéncia entdo AOB ¢é chamado de angulo central. A medida
em graus do arco menor determinado pelos pontos A e B)é por definigdo a medida do
angulo central AOB. A medida em graus do arco maior é definida como sendo 360°- a°,
onde a°é a medida em graus do arco menor. No caso em que AB é um didmetro a medida
dos dois arcos é 180°.
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Proposicao 4. Em uma mesma circunferéncia, ou em circunferéncias de mesmo raio,
cordas congruentes determinam angulos centrais congruentes e reciprocamente.

Uma consequéncia dela é que cordas congruentes determinam arcos menores de mesma
medida e portanto, também arcos maiores de mesma medida. O leitor deve observar que,
a maneira de somar angulos que tém o mesmo vértice permite introduzir uma maneira de
somar arcos que se justapoem. Esta soma é associativa e comutativa como o ¢ a soma de
angulos. Um angulo se denomina inscrito em uma circunferéncia se seu vértice A é um
ponto da circunferéncia e seus lados cortam a circunferéncia em pontos B e C distintos do
ponto A. Os pontos B e C determinam dois arcos. O arco que nao contiver o ponto A é
chamado de arco correspondente ao angulo inscrito dado. Diremos também que o angulo
subtende o arco.

Figura 1.9: Arcos menores e arcos maiores congruentes

B

Fonte: BARBOSA (1995)

Proposicao 5. Todo angulo inscrito em uma circunferéncia tem a metade da medida do
arco correspondente.

Demonstrac¢ao. Consideremos primeiro o caso em que um dos lados do angulo inscrito é
um diametro. Seja A o vértice do angulo inscrito e B e C os pontos em que o centro O
do Circulo pertenca ao lado AC. neste caso, a medida do arco correspondente ao angulo
inscrito é a medida do angulo BOC. Como BO = AO entdo o triangulo OAB ¢ isésceles
e portanto OAB = OBA. Mas entdao BOC = OAB + OBA =2.C AB. Portanto, neste

caso particular, a proposicao é verdadeira.

Figura 1.10: Angulo inscrito em uma circunferéncia com a metade da medida do arco
correspondente

>
<

B

Fonte: BARBOSA (1995).

Suponhamos agora que nenhum dos lados do angulo inscrito é um diametro. Tra-
cemos entao o diametro que passa pelo vértice A do angulo inscrito. Seja D a outra
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extremidade deste diametro. Pelo primeiro caso concluiremos que BOD =2.BAD e que
DOC = 2.DAC. Neste ponto temos de distinguir dois casos:(a) o diametro AD divide
o angulo BAC.(b) O didmetro AD nao divide o dngulo BAC. No caso(a), temos que
BAD + DAC = BAC. A demonstragao é entao completada somando-se as igualdades ja
encontradas: BOD 4+ DOC = 2.(BAD + DAC) = 2.BAC. Observe que BOD + DOC' é
exatamente a medida do arco correspondente ao angulo BAC. No caso(b), podem ainda
advir duas situacoes distintas:(i)AC divide o angulo BAD e (ii) AB divide o dngulo
CAD. A prova nos dois casos é essencialmente a mesma. faremos o caso (i). Neste
caso BAC = BAD — CAD. Entao, utilizando-se as duas igualdades obtidas inicialmente
tem-se: BOD — COD = 2.(BAD — C’AD) = 2.BAC. Agora observe que BOD — CDO
é exatamente a medida do arco correspondente ao angulo BAC. Isto completa a demons-
tragao. ]

Corolario 1. Todos os angulos inscritos que subtendem um mesmo arco tém a mesma
medida. Em particular, todos os angulos que subtendem uma semicircunferéncia sao retos.

Figura 1.11: Angulos inscritos que subtendem um mesmo arco

Fonte: BARBOSA (1995)

A sequinte proposicao € também de certo modo um coroldrio da proposi¢do 5

Proposicao 6. Sejam AB e CD cordas distintas de wma mesma circunferéncia que se
interceptam num ponto P. Entdo AP.PB = CP.PD

Demonstragao. Observe que nos triangulos CPB E DAP tem-se; CPB = APB (opostos
pelo vértice) e CBP = ADP(por serem angulos inscritos que subtendem o mesmo arco).

Logo,os dois triangulos sao semelhantes e a semelhanca é a que leva C em AP em P ¢ B
em D. Logo (). Mas entdao,AP.PB = CP.PD. O

14



Figura 1.12: Cordas distintas que se interceptam num ponto P

Fonte: BARBOSA (1995)

Proposigao 7. Se os dois lados de um angulo de vértice P sao tangentes a uma circun-
feréncia nos pontos A e B, entao: a) a medida do angulo P € igual a 180° menos a medida
do arco menor determinado por A e B; b) PA = PB.

Demonstracao. Seja O o centro da circunferéncia. No quadrilatero OAPB temos que A =
B =90°. Logo P + O =180°. Como O ¢é exatamente a medida do arco menor determinado
por A e B, fica provado a parte (a). Para provar a parte (b), trace PO e compare os
triangulos PAO e PBO. Como A = B = 90° os dois triangulos sao retangulos. Como
AO = BO(raios) e PO é comum, entio os dois triangulos sdo congruentes (conforme o
teorema(5.14)) Logo PA = PB. Assim o resultado fica demonstrado. O
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Figura 1.13: Parte da demonstracao da proposicao 7

Fonte: BARBOSA (1995)

Diremos que um poligono estd inscrito numa circunferéncia se seus vértices pertencem
a circunferéncia.

Proposicao 8. Todo triangulo estd inscrito em uma circunferéncia.

Demonstrac¢ao. Seja ABC um triangulo. Para mostrar que ele estd inscrito em uma
circunferéncia deveremos exibir um ponto que seja eqiiidistante de A,B e C. Seja m uma
reta perpendicular a AB e passando pelo seu ponto médio M e seja n a reta perpendicular
a BC e passando pelo seu ponto médio N. Designe por P o ponto de interseccio destas
duas retas. Observe que todo ponto da reta m é equidistante de A e B, e que todo ponto
da reta n é eqiiidistante de B e C. Logo o ponto P sera eqiiidistante de A,B e C. O
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Figura 1.14: Triangulo inscrito

C

Fonte: BARBOSA (1995)

Esta proposicao pode ser reenunciada da sequinte maneira:

Proposicao 9. Trés pontos nao colineares determinam uma circunferéncia.
Chamaremos de mediatriz de um dado segmento a reta perpendicular ao segmento pas-
sando pelo ponto médio. Com esta definicao podemos enunciar o sequinte coroldrio da
proposi¢ao 8

Corolario 2. As mediatrizes dos lados de um triangulo encontram-se em wum mesmo
ponto. De um modo geral apenas os triangulos possuem a propriedade de serem ins-
critiveis em circunferéncias. Para outros poligonos a condicdo de que o mesmo possa
ser inscrito em uma circunferéncia acarreta fortes restricoes sobre as suas medidas. A
sequinte proposicao € um exemplo disto.

Proposicao 10. Um quadrildatero pode ser inscrito em uma circunferéncia se e somente
se possuir um par de angulos opostos suplementares.

Demonstracao. Vamos supor inicialmente que o quadrildtero possa ser inscrito em uma
circunferéncia. Observe que cada um de seus angulos é um angulo inscrito na circun-
feréncia. Seja ABCD o quadrildtero. Considere os angulos A e C. Eles subtendem exata-
mente os dois arcos determinados pelos pontos B e C. Como estes dois arcos somam 360°,
entao, de a cordo com a proposi¢ao 5, a soma dos angulos A E C Serd 180°. Portanto eles
sao suplementares.
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Fonte: BARBOSA (1995)

Vamos agora supor que um quadrilatero ABCD tem um par de angulos opostos su-
plementares. Como a soma dos angulos internos do quadrildtero é 360°, entao o outro
par de angulos opostos também é suplementar. Trace uma circunferéncia pelos pontos
A.B e C. Isto sempre pode ser feito(de acordo com 9). Sé existem trés alternativas para
a localizacao do ponto D: ele pode estar sobre, dentro, ou fora da circunferéncia. Vamos
supor que ele esteja fora da circunferéncia. Neste caso trace o segmento BD. Seja E o
ponto onde este corta a circunferéncia. O quadrilatero ABCD é um quadrildtero inscrito
na circunferéncia e, portanto, pela primeira parte da proposicao, seus angulos opostos sao
suplementares. Em particular temos

ABC + AEC = 180° por hipdtese também temos ABC + ADC = 180°.

Das duas igualdades concluimos que ADC = AEC. Agora observe que AEB> ADB e
BEC >BDC (angulos externos). Logo:

AEC = AB + BEC > ADB + BDC = ADC

Esta contradicao mostra que D nao pode estar fora da circunferéncia. O resto da prova
mostrando que D também nao serd feita aqui. O

Uma circunferéncia estd inscrita em um poligono se todos os lados do poligono sao
tangentes a circunferéncia. Quando tal ocorre diz-se que o poligono circunscreve a cir-
cunferéncia.

Proposicao 11. Todo triangulo possui uma circunferéncia inscrita.

Demonstrag¢ao. Seja ABC um triangulo. Trace as bissetrizes dos angulos A e B. Estas
se encontram em um ponto P. Deste ponto, baixe perpendiculares nos lados AB, BC e
C'A, respectivamente. Vamos provar que PE = PF = P(G. Assim o ponto P é o centro
de uma circunferéncia que passa pelos pontos E, F, G; além disto, como os lados do
triangulo ABC sao perpendiculares aos raios PE, PF e PG eles sao também tangentes a
circunferéncia. Logo a circunferéncia esta inscrita no triangulo.
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Figura 1.16: Triangulo com uma circunferéncia inscrita
A

Fonte: BARBOSA (1995)

Para provar que PE = PF = PG vamos comparar os triangulos retangulos. Nos
dois primeiros temos PAG = PAE (PA é bissetriz) e PA comum. Nos dois tltimos
temos PBE = PBF (PB ¢ bissetriz) e PB comum. Portanto os dois pares de tridngulos
sdo congruentes. Da congruéncia dos dois primeiros concluimos que PG = PE. Da
congruéncia dos dois dltimos obtemos PE = PF. Isto completa a demonstracao. O

Corolario 3. As bissetrizes de um triangulo encontram-se em um ponto.

Demonstracao. Na demonstragao anterior provamos que o ponto de encontro de duas bis-
setrizes do triangulo ABC é o centro de uma circunferéncia inscrito naquele triangulo.
Para obter o corolédrio é suficiente provar que o segmento unindo o centro desta circun-
feréncia inscrita com o terceiro vértice, é também uma bissetriz do triangulo ABC. [

A proxima definicao fala sobre poligono regular que é um tipo de figura muito impor-
tante no estudo do circulo.

Definicao 6. Um poligono regular ¢ um poligono que € equildatero e eqiiangular. Com
isto queremos dizer que todos os seus lados sao congruentes(eqiildtero) e também todos
0s seus angulos sao congruentes( eqiiangular).

Proposicao 12. Todo poligono reqular estd inscrito em uma circunferéncia.

Demonstragao. Seja AjAs,...,A, um poligono regular. Tracemos a circunferéncia que
passa pelos pontos Ay, As e As. Seja O o centro deste circunferéncia. Como OAy = OA;
entao o triangulo O A, Az é isésceles e logo OAQA;; = OA3A2 Como o pohgono é regular
todos os seus angulos internos tém a mesma medida. Portanto A A2A3 A2A3A4
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Figura 1.17: Poligono regular inscrito em uma circunferéncia

1\ An

Fonte: BARBOSA (1995)

Mas entéo,A1A2O = OA3A4. Como além disso , A; Ay = A3A, (lados de um poligono
regular sdo congruentes) e OAy = OAs, entdo os triangulos OA; Ay e OA4 A3 sdo congru-
entes. Dai obtém-se OA; = OA;.Portanto A, também é um ponto da circunferéncia. O
mesmo raciocinio pode agora ser repetido para provar que As também pertence a circun-
feréncia, e assim sucessivamente. Como resultado final obtém-se que todos os pontos do
poligono pertencem a circunferéncia. O

Corolario 4. Todo poligono reqular possui uma circunferéncia inscrita.

Demonstracao. Trace a circunferéncia no qual o poligono regular A; A,...A,, esta inscrito.
Seja O o seu centro. Todos os triangulos isosceles A1O Ay, AsOAz,AsOA,,...s80 congruen-
tes. Como conseqiiéncia suas alturas relativamente as bases sao também congruentes. A
circunferéncia de centro O e com raio igual ao comprimento destas alturas estd inscrito
no poligono. O]

Corolario 5. Dado qualquer poligono nao reqular, existe um poligono reqular com nimero
de lados menor ou igual, perimetro menor ou igual a drea maior ou igual a do poligono
original.
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Capitulo 2

A Desigualdade Isoperimétrica no
caso geral

Neste capitulo vamos apresentar a desigualdade isoperimétrica. Falaremos da sua parte
histérica e faremos duas demonstragoes diferentes.

2.1 Histéria da Desigualdade Isoperimétrica

O problema isoperimétrico surgiu na Grécia Antiga no século IX a.C a partir da lenda de
Dido, que falava de uma princesa fenicia denominada Dido, também chamada de Elisa,
cuja histoéria foi retratada na famosa obra Eneida do poeta Virgilio onde relatou o romance
vivido entre Dido e o Herdi Enéias. Segundo a lenda depois da morte do rei Tiro, o reinado
foi delegado ao irmao de Elisa, Pigmaleao. Anos mais tarde, o préprio irmao assassinou
seu marido, deixando-a aflita e obrigada a fugir para outra terra, conforme mostra o tre-
cho abaixo, Segundo a Epopéia Enéida traduzida por Mendes(vide Virgilio[13]).

"Palida em sonhos lhe aparece a imagem:
Da casa o crime e trama desenleia;
A ara homicida, os retalhos peitos
desnuda, e patria intima-lhe que fuja:
Prata imensa e ouro velho, soterrados,
para o exilio descobre. Ela, inquieta,
apressa a fuga, e atrai os descontentes
Que ou rancor ao tirano ou medo instiga;
acaso prestes naus, manda assalta-las;
dos tesouros do avaro carregadas
empregam-se a mulher conduz a empresal!
Chegam d’alta Cartago onde o castelo
Veras medrando agora e ingentes muros:
Mercam solo(do feito o alcunham Birsa)
Quanto um coiro taurino abranja em tiras.”

Dido seguiu em direcao ao Norte da Africa em busca de terras para estabelecer-se.
Onde negociou um pedaco de terra com o rei de Jarbas, que permitiu-lhe comprar toda
area cercada pelo couro de um touro.

De forma inteligente, Elisa mandou cortar o couro em finas tiras e confeccionou uma
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longa corda, recaindo no problema isoperimétrico: Dentre todas as curvas fechadas de
mesmo perimetro, qual delimitard a maior area possivel? Logicamente pensaram na
circunferéncia. Como Dido tinha escolhido uma terra a beira mar, de maneira genial,
ela usou a corda para fazer uma grande semicircunferéncia e conseguiu uma area ainda
maior. Assim construiu a cidade de Brisa, chamada posteriormente de Cartago, onde hoje
fica localizada a Tunfisia.

Figura 2.1: Fotos das cidades de Cartago e Brisa

Fonte: MORAES (2013)

Observando-se mapas da época, nota-se que os muros da cidade eram construidos na
forma de uma circunferéncia e quando banhadas por um rio no formato de semicircun-
feréncia. Isto é um indicio de que o povo provavelmente conhecia a solugao do problema
isoperimétrico; assim podiam reduzir gastos construindo muro com mesma quantidade de
material e garantindo a maior area interna possivel. Apesar do conhecimento da solugao
do problema isoperimétrico, apenas em 1870 o matematico Weierstrass obteve uma de-
monstracao formal.

Relembrando...a desigualdade isoperimétrica afirma que qualquer curva fechada de
comprimento L cerca uma area menor do que ou igual a =

Antes de demonstrarmos o teorema principal que aﬁrma que: Se n < m, a area de um
poligono regular de n lados é menor do que a area de um poligono regular de m lados de
mesmo perimetro. Necessitamos de algumas defini¢oes e resultados auxiliares.

Definicao 7. Poligono convexo: Dados dois pontos A e B quaisquer interiores a um
poligono, se o segmento de reta determinado por esses dois pontos estiver inteiramente
contido no interior do poligono, entao esse poligono serd convero. A figura abaizo apre-
senta alguns exemplos de poligonos convexos.
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Figura 2.2: Poligonos convexos

Fonte: MUNDO EDUCACAO (2018)

Note que, independentemente da posicao dos pontos A e B, A’ ¢ B" ou A” ¢ B", o
segmento determinado por esses pontos sempre estard inteiramente contido no interior de
seus respectivos poligonos. Por outro lado, a imagem abaizo representa um poligono nao
convezo. Isso acontece porque o segmento AB ndo estd totalmente contido no interior do
poligono, mesmo que os pontos A e B estejam.

Figura 2.3: Poligono nao convexo

Fonte: MUNDO EDUCACAO (2018)
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Dica: Os poligonos que tém um vértice voltado para dentro, formando uma espécie de
boca, nao sao convexos.

Poligonos Regulares:

Um poligono é considerado reqular quando ele € convero e possui todos os lados e
angulos com a mesma medida. Observe na imagem abaizo alguns exemplos de poligonos
requlares.

Figura 2.4: Poligonos regulares

Fonte: MUNDO EDUCACAO (2018)

Observe que, em cada poligono da tmagem acima, todos os lados e angulos tém a
mesma medida. Observe também que um poligono regular de quatro lados é sempre um
quadrado e um poligono reqular de trés lados é sempre um triangulo equildtero.

Definigao 8. (Fecho Convezo): o fecho convexo de um conjunto de pontos S € o menor
conjunto convexo que contém todos os pontos em S.

Precisamos compreender a nogao de

convexidade. Intuitivamente, podemos entender o fecho convexo imaginando uma borra-
cha eldstica que envolve o conjunto de pontos e que depois € solta até alcancar a condig¢ao
de equilibrio.
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Figura 2.5: Fecho convexo

Fonte: Google Imagens (2018)

Defini¢ao 9. (Regiao Conveza) - Uma regiago R € dita convexa se dados dois de seus
pontos x e y, entao x € visivel(Ou seja, uma vez tragado um segmento de reta unindo os
pontos z e y, este segmento estd inteiramente contido na regiao), a partir de y e vice-versa.

Consideramos x e y mutuamente visiveis se o segmento de reta xy estd completamente
contido em R

Figura 2.6: Regiao convexa e regiao nao convexa

» Regido Convexa + Regido na

X

Fonte: Google Imagens (2018)

Definicao 10. Um poligono convexo estd escrito numa circunferéncia se todos os seus
vértices pertencem a esta circunferéncia.

Definicao 11. Um poligono convexo estd circunscrito a uma circunferéncia se todos os
seus lados sdo tangentes a esta circunferéncia.

Lema 1. Dentre todos os triangulos ABC de base fixa e perimetro dado, aquele de maior
drea € o isosceles. Além disso, dados dois triangulos ABC e ABC" com mesmo perimetro
e |AC- BC| < |AC"-BC'|, a drea de ABC € maior que a drea de ABC".
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Demonstragao. Pela propriedade acima, C esta sobre uma Elipse cujos focos sao os pontos
A e B. Além disso, a area do triangulo ABC ¢ igual % sendo ha altura relativa a base
AB(ver figura 2.2). A maior drea serd obtida quando a altura h for méxima, e isso ocorre
quando C for o vértice da elipse. Nesse caso, o triangulo é isdsceles.

Figura 2.7: Triangulo isésceles de base fixa

Fonte: MORAES (2013)

Para a prova da segunda parte notemos que se o vértice C esta mais préximo do vértice
superior da elipse do que C’, entao |AC- BC| < |AC’-BC"| ¢ a altura do triangulo ABC
é maior do que a altura do triangulo ABC’, como tém a mesma base segue que s ANABC
> 2\ ABC'. O

Lema 2. Um quadrilitero ABCD € inscritivel se, e somente se, 0s angulos opostos sao
suplementares.

Demonstracao. Se o quadrilatero for inscritivel,entao,claramente, A+ C=r.
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Figura 2.8: Quadrilatero ABCD

Fonte: MORAES (2013)

Por outro lado, suponhamos que B+D = m, mas que o quadrilatero ABCD nao seja
inscritivel. Como trés pontos nao colineares determinam uma tunica circunferéncia que
passa por eles, entao consideremos a circunferéncia que passa pelos pontos A, B e C, e
nao passa por D, entao temos dois casos a analisar: o primeiro caso quando o ponto D
estd no exterior da circunferéncia(ver figura) e o segundo caso, quando o ponto D esta no
interior da circunferéncia(ver figura 2.4). para anélise dos dois casos, seja E o ponto de
intersecao da reta <> C'D com a circunferéncia, logo o quadrilatero ABCE ¢ inscritivel.

Figura 2.9: Quadrilatero ABCE

Fonte: MORAES (2013)
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Entio B + F = m, logo D= E,absurdo, pois no primeiro caso, E éum angulo externo
ao triangulo AED, dai £ > D, e no segundo caso, D é um angulo externo ao triangulo
AED, dai D > E. portanto, o quadrilatero é inscritivel. []

Lema 3. Dentre todos os quadrildateros com lados dados (fizos), aquele de maior drea é
o inscritivel. Mais ainda, se considerarmos dois quadrilateros ABCD e A'B'C'D’ com
lados correspondentes iguais, se |fl +C - T < |A’ +C" - 7|, a drea de ABCD ¢é maior
que a drea de A’B'C'D’.

Demonstragao. Dado o quadrildtero ABCD, como na figura( Jonde a = AB, b = BC,
¢ =CD, d= DA e semiperimetro p = 3(a + b+ ¢+ d), sua drea é:

~

S = \/(p —a)(p=b)p—c)p—d) - %abcd[l + cos(A + O)]

Segue-se que o valor maximo de S ocorre para o menor valor de cos(fl + C’), ou seja,
quando cos(A + C') = —1. Nesse caso, A+ C = 7 e o quadrildtero ABCD é inscritivel.
Pela expressao da férmula acima, podemos concluir que S aumenta a medida que (121 + C’)
se aproxima de 7, o que comprova a segunda parte desse lema. O

Lema 4. Dado um poligono nao convexo, sempre podemos encontrar outro poligono con-
vexo com numero de lados menor, perimetro menor e drea maior.

Demonstracao. Seja P o poligono nao convexo de vértices Aq,As,...,A,. Tomemos os
vértices A; e As, e tracemos a reta que passa por esses vértices. Se os outros vértices do
poligono P ficam num mesmo semiplano determinado por essa reta, entao consideremos a
reta que passa por A, e As e se ocorre como no caso anterior, continuemos este processo
até encontrar o primeiro par de vértices consecutivos A; e A;11 que contenham vértices
do poligono e eventualmente podemos ter i = 1. Consideremos a reta que passa por A; e
Aiyo e verifiquemos se ha vértices do poligono P em ambos semiplanos determinados por
essa reta. Caso isso ocorra, consideremos a reta que passa por A; e A;.3 e continuemos
este processo até encontrar o primeiro vértice A, tal que todos os vértices do poligono se
encontrem num s6 semiplano determinado pela reta L; ;11 que passa por A; e A;1;. Entao:

1. Consideremos o poligono P’ com vértices

P Ay Ao A A Ak, Aiker,--, A (ver figura) exceto nos seguintes casos: (a) se
A;_1,A; e Ajx sdo colineares, entao P’: serd o poligono com vértices
P A1 Agy A1, A0 Ak, Aipker 1o Ane (D) se A1, A Ak € Aijge1 ndo sao colineares
mas A;_1,A;,A; 1k 0 sdo, P’ serd poligono com vértices
P:AAg, A1, Ak, Aikr 1y, A (€) se Aj_1,A5,Aiyr e Ajky1 nao sdo colineares mas
A Aiik,Aiigi1 0 5o, P’ serd o poligono com vértices
Al,AQ,...,Ai_l, AiaAi—i—k—f—la---aAn'
(ver figura) 2. Consideremos P’ como o primeiro caso do item anterior, em qualquer
outro caso procederemos de maneira andloga. T tendo como base a reta L;;;x, temos
que o poligono P” com vértices A;,A;;1,...,A; 1) estd contido no interior do poligono P’.
3. Notemos que o interior do poligono P” nao faz parte do poligono inicial P. (inserir
figura) Entao, das observagoes anteriores temos que o poligono P’ possui menor nimero
de lados, menor perimetro e maior drea(ver figura). Se P’ é convexo, finalizamos nossa
demonstracao, caso contrario continuamos o mesmo processo a partir dos vértices Ay e
Aiigr1- Como o numero de vértices de um poligono é finito, encontraremos um poligono
convexo ao final deste processo. []
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2.1.5.1 Teorema Principal

Teorema 1. Sen < m, a drea de um poligono reqular de n lados é menor do que a drea
de um poligono reqular de m lados de mesmo perimetro. Além disso, a drea do circulo é
maior do que a drea de qualquer poligono regular de mesmo perimetro.

Demonstracao. A demonstracao da primeira parte do teorema sera por inducao sobre m
Supondo a afirmacao verdadeira paran > m < mg, basta provar que a area de um poligono
de myg lados e mesmo perimetro. Tomamos um poligono regular de my lados,possuindo
um de seus lados com medida igual a zero. Pelo corolario 1, podemos encontrar um
poligono regular de perimetro igual,area maior e nimero de lados menor do que ou igual
a mo—+1. Na primeira etapa da construcgao, o lado de tamanho zero, serd tornado positivo.
Este nimero de lados sé pode ser igual a my+1 pois senao estariamos contradizendo a
hipdtese de indugao. Para a segunda parte, observamos que as areas dos poligonos de
n lados e perimetro dado tendem para a area do circunferéncia,quando n cresce. Isto
segue do fato de que o poligono de mesmo tipo inscrito na circunferéncia de comprimento
L e menor do que o poligono circunscrito a esta circunferéncia. O

O seguinte teorema é o principal resultado deste capitulo e o chamamos de desigual-
dade isoperimétrica.

Teorema 2. (teorema Isoperimétrico) Toda curva fechada de comprimento L engloba
’ . 2 7 . 7 7

uma drea menor do que ou igual a 4L—7r. Além disso, este valor sé € alcancado para a

circunferéncia de raio %

Demonstra¢ao. Vamos supor uma curva de comprimento L englobando uma &rea S.

Figura 2.10: Curva de comprimento L

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Fixemos um nimero inteiro positivo n e tomemos n pontos ao longo da curva, igual-
mente espacados em termos de comprimento do arco de curva entre eles.
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Figura 2.11: Curva de com n pontos igualmente espagados

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Ligamos estes pontos por segmentos de reta de modo a se obter um poligono de n
lados e perimetro menor do que L.

Figura 2.12: Poligono criado pela uniao de pontos igualmente espacados ao longo da curva
L

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Veja que cada segmento de reta é menor do que cada arco correspondente a este seg-
mento de reta. Juntando todos os segmentos de reta do poligono, chegaremos a conclusao
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que o perimetro deste poligono é menor do que o comprimento L da curva. Este poligono
pode nao ser convexo, mas para resolver isso, tomemos o fecho convexo deste poligono.
Tomando o fecho convexo deste poligono, seu perimetro serd menor do que L e sua

, . 2
area A serd menor do que f—w

Figura 2.13: Fecho convexo para obter poligono convexo

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Consideremos o nimero de pontos que ou estao dentro deste fecho convexo ou, caso
contrario, distam menos de % de algum dos n pontos originais. Temos, portanto, que a
curva original estara totalmente contida nesta regiao, pois qualquer ponto da curva dista
menos do que % de algum destes n pontos. Por outro lado, a area desta regiao serd menor
do que ou igual a

A+nm(L)?

n
is esta tid iao do fecho d ircunferéncias de raio Z

pois estd contida na uniao do fecho do convexo com n circunferéncias de raio 3= e

centros nos n pontos.
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Figura 2.14: Uniao do fecho convexo com circunferéncias em torno dos n pontos originais
da curva L

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Veja que a curva de comprimento L estd totalmente contida nesta regiao formada
pelo poligono convexo e todos os circunferéncias em torno dos n pontos originais deste
poligono.

Assim,

S<A+nm(£)? < %—I—W{;‘—Z

Como esta estimativa é valida para qualquer n, temos que

S < %. por fim, consideramos uma curva de comprimento L englobando a éarea % e
0 objetivo é provar que ela é uma circunferéncia.

De fato, suponhamos por absurdo que a curva nao seja uma circunferéncia. Notemos
que a curva é convexa, pois se a curva for nao convexa, pelo lema4, conseguiremos obter
uma nova curva com perimetro menor e a area maior contradizendo a condicao inicial.
Se a curva nao é uma circunferéncia, entao existem quatro pontos sobre a curva que sao
nao cocirculares, isto é, o quadrilatero formado por estes pontos nao é inscritivel. Deno-
temos este quadrilatero nao inscritivel por A;. Tornemos o quadrilatero A;, inscritivel
e denotemos este quadrilatero inscritivel encontrado, por A,. Assim, pelo lema3, temos
que Ay > A;. lembremos que, neste processo de tornar o quadrilatero inscritivel, nao
alteramos os comprimentos dos lados do quadrilatero A;, logo nao se alterou também
as areas das curvas exteriores ao quadrilatero A; Mas, a area da curva aumentou em
Ay — Ay. Logo sua area sera maior que 4L—; que é um absurdo. Portanto a curva é uma
circunferéncia. O

SEGUNDA DEMONSTRACAO
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Nesta secao, prova-se que o triangulo de catetos com medidas fixas é o que possui
maior area. A partir desse resultado, mostra-se que a semicircunferéncia é a curva plana
aberta, com extremos em dois pontos de uma reta que engloba a maior érea, assumindo
o segmento de reta o fechamento do contorno. Conclui-se entao, que a circunferéncia
é a curva fechada que maximiza a area. Para isso, antes de demonstrarmos o teorema
isoperimétrico, recorreremos a alguns resultados auxiliares. Esta demonstragao demanda
menos operacoes matematicas do que a apresentada na seccao anterior. Entretanto sua
construcao nao permite resolver problemas com mourdes.

Proposicao 13. Seja F) uma figura plana limitada, nao convexra , cuja fronteira seja
uma curva plana simples e fechada, Cy. Entdo € possivel encontrar uma figura plana Fy
de drea maior que F tal que sua fronteira Cy seja uma curva plana, simples e fechada de
mesmo comprimento de CY.

Figura 2.15: Exemplo de figura de drea maior que uma figura nao convexa

k1

Fonte: MORAES (2013)

Demonstracao. Sabemos que se F} nao é convexa, entao existem pontos P e Q perten-
centes a F} tais que o segmento PQ nao esteja contido em F;. Tomamos os pontos, A e
B, de intersecdo do segmento PQ com Cj, de modo que AB N C, = {A, B}. Refletimos
uma das partes de C; com extremos em A e B na reta que contém PQ, obtendo-se uma
nova figura F|, com fronteira C| de mesmo comprimento que C}, porém com &drea maior
que Fi. Se Fl/ ainda nao for convexa, repetimos o procedimento até a obtencao de uma
figura plana convexa, de mesmo perimetro e drea maior do que F} (ver figura 1). Baseado
nessa preposicao, temos que dentre as figuras isoperimétricas, as de maiores areas serao
sempre convexas. Il

Proposicao 14. Seja uma curva Cy plana, simples e aberta, situada de um mesmo lado
de uma reta r, com extremos A e B em r. Suponhamos que a curva fechada CiUAB seja
fronteira de uma figura limitada Findo convexa. Entao existe uma curva Cy de mesma
natureza de Cy com os mesmos extremos A e B em r, tal que CoUAB seja fronteira de
uma curva convexra com drea maior do que Fi.

Demonstracdo. Considerando a figura C;UAB, aplicamos o procedimento descrito na
prova da proposi¢ao anterior. A figura obtida serd CoUAB, uma vez que o segmento AB
permanece inalterado na sequéncia de figuras obtidas de Fj. O
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Proposicao 15. Dentre todos os triangulos com dois lados com medidas fixas, o de maior
area € o triangulo retangulo que possui esses lados por catetos.

Demonstracdo. De fato, considerando todos os triangulos ABC com lados AB e AC de

medidas fixas. A area S desse triangulo pode ser calculada pela férmula S = M.

O valor méximo da 4rea obtido justamente quando Sen A for méaximo, ou seja, quando
- AT
Sen A=1 o que implica A :§.portant0, ABC é um triangulo retangulo. [

Proposicao 16. Seja uma figura plana convexa Fy, cuja fronteira seja posta por uma
curva ¢ plana, simples, aberta, de extremos A e B e de comprimento L, unida com o
segmento AB. Suponhamos que, nessas condi¢oes Iy tenha a maior drea possivel. Entdio,
Fy € uma semicircunferéncia.

SEGUNDA DEMONSTRACAO
Vamos supor que Iy nao é semicircunferéncia. FEntao existe um ponto C e Cy tal que
ABC nao € um triangulo retangulo, uma vez que, se ABC' fosse retangulo para todo C e
C1, Fi seria uma semicircunferéncia.

Fonte: MORAES (2013)

Como ¢ € convexa, os segmentos AC e CB estio contidos em Fy, isto €, o triangulo
ABC estd contido em Fy. Sejam Fy e Fy as figuras sobre AC' e CB de tal modo que I}
= L UABCUF;.
Consideremos agora o triangulo A'B'C’, retangulo em C”, de tal modo que A'/C' = AC' e
B'C" = BC. Pela proposicao, a drea deA’B'C" é maior que a drea de ABC. Consideremos
entdo a figura F| = FoUA'B'C'UF5 e chamemos sua fronteira de Co UA’B’.Temos, portanto, que F"y
tem fronteira composta por uma curva Cy plana, simples, aberta de extremos A’ e B’ e
comprimento L unida com o segmento A’B’. No entanto a drea de F| é maior que a drea
de Fy, o que contraria a hipdtese. Entretanto, hd ainda a possibilidade da figura F| ndo
ser convera. E possivel pela proposicao, tomar F”1 convexa, com fronteira C3 U A'B’ €

drea maior que F|. Contrariando as condi¢oes da hipdtese. Temos portanto, que Fy é
uma semicircunferéncia.

Teorema 3. (teorema isoperimétrico) Dado um comprimento fizo, dentre todas as figuras
planas, fechadas, convexras e de perimetro igual a esse comprimento, o circulo € a que
POSSUL maior drea.
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Demonstragao: Vamos supor que a figura de maior drea nao seja um circulo. Cha-
memos essa figura de Fy e de L o comprimento de sua fronteira C; de A até B seja

iqual a 5 0 segmento AB dividird a figura em duas outras, Fy ou Fs(obviamente, Fy =

FyUF3), com fronteiras Cye Cs, respectivamente, ambas com drea mdzima, contradizendo
a proposi¢ao, provada.
Portanto, a figura de maior drea € o circulo.
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Capitulo 3

Aplicacao por meio da resolucao de
exercicios e problemas que envolvam
circunferéncia e circulo

Neste capitulo resolveremos alguns exercicios visando aplicar os conhecimentos sobre
circunferéncia e circunferéncia, alguns exercicios do ensino médio e outros que requer um
pouco mais de instrugao, uma vez que envolvem demonstracoes que é de maior familiari-
dade das pessoas que cursam graduagao na area de matematica.

Vamos resolver este problema em duas situagoes: (i) e (ii)

1) Prove que, em uma mesma circunferéncia ou em circunferéncias de mesmo raio,

cordas congruentes sao equidistantes do centro.
(i) Em uma mesma circunferéncia: Observe a figura abaixo:

Figura 3.1: Cordas congruentes em uma mesma circunferéncia

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Inicialmente trace duas cordas AB e C'D na circunferéncia. Por hipétese, AB = CD.
Depois trace os segmentos OA, OB, OC e OD, determinando assim os triangulos OAB
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e OCD. Perceba que OA = OB = OC = OD, pois sao raios da circunferéncia. Note que
OAB = OCD, caso (LLL) pois (OA = OC, OB = OD e AB = CD). consequentemente
temos AOB = C'OD OAB = OC’D ABO = CDO. Do ponto de O baixe duas per-
pendiculares, uma perpendicular a corda AB, e a outra perpendicular a C'D. Precisamos
mostrar que ON = OM. Sabemos que os triangulos OAB e OCD séo isésceles, de bases
AB e CD respectivamente. Sabemos também que em um dos triangulos isésceles a altura
coincide com a mediana e a bissetriz. Note que agora que os triangulos OMB e OND sao
congruentes, caso (ALA) pois (MOB = OB =0D e OBM = ODN). Assim temos OM
= ON, como querfamos.
(ii) Em circunferéncias de mesmo raio, observe os circunferéncias abaixo:

Figura 3.2: Cordas congruentes em circunferéncias de mesmo raio

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Considere os circunferéncias acima. Temos por hipdtese que as cordas MN e FH
sao congruentes, MN = FH, que os raios dos circunferéncias possuem a mesma medida.
Pelo ponto C baixe uma perpendicular a MN, e pelo ponto O trace uma perpendicular
a FH. Precisamos mostrar que CJ = OI. Agora trace os segmentos CM, CN, OF, OH,
determinando assim os triangulos CMN e OFH respectivamente. Temos assim CM = CN
= OF = OH, pois sao raios dos circunferéncias. Note que CMN = OFH, caso (LLL) pois
(CM = OF, CN = OH e MN = FH). Consequentemente CMN =OFH,CNM = OHF e
MCN = FOH. CMN e OFH séo triangulos isésceles de bases MN e FH respectivamente.
Assim CJ é bissetriz de MCN , e OI é bissetriz de FOH. Note agora que os triangulos
CJN e OIH sao congruentes caso(ALA) pois (JCN = IOH, CN = OH e CNJ = OHI),
logo CJ = OI. Portanto as cordas MN e FH sao equidistantes dos centros dos respectivos
circunferéncias.

Tal como o exercicio anterior, este sera resolvido também em duas situacoes, na pri-
meira estaremos mostrando que cordas equidistantes do centro sao congruentes na mesma
circunferéncia, ja na segunda situacao serd feito o mesmo processo porém em circun-
feréncias de mesmo raio.

2)Prove que em uma mesma circunferéncia ou em circunferéncias de mesmo raio,
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cordas equidistantes do centro sao congruentes.
(i) Em uma mesma circunferéncia, observe a figura abaixo:

Figura 3.3: Cordas equidistantes do centro na mesma circunferéncia

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Observe a circunferéncia acima. Temos as cordas AB e MN. Do centro O tracemos
duas perpendiculares, uma & corda AB,eaoutraaM N. Precisamos mostrar que AB =
MN. Trace os segmentos OA, OB, ON,OM, determinando assim os triangulos OAB e
OMN respectivamente. Observe que OA = OB =OM =ON, pois sao raios. Note que os
triangulos OEB e OQN sao congruentes, caso (Cateto e Hipotenusa, OF = OQ e OB =
ON). Assim EB = QN. Note também que OEA = OQN, caso (Cateto Hipotenusa, OF
=0Q e OA = OM). Assim EA = QM. Como AB = EA+ EB, MN = QM + QN,
concluimos que AB = MN, como querfamos mostrar. (ii)Em circunferéncias de mesmo
raio, observe a figura abaixo:
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Figura 3.4: Cordas equidistantes do centro em circunferéncias de mesmo raio.

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2018

Temos os circunferéncias acima com as cordas DH e GE. Tracamos os segmentos O1
perpendicular a DH e O'F perpendicular a GE, com O = O'F. tracemos o segmentos
OD, OH,O'E, O'G, com OD = OH = O'FE = O'G, poisa os mesmos sao raios. Dal em
diante segue de modo andlogo a (i). concluiremos DH = GE.

Este exercicio tem como proposta encontrar a distancia percorrida por atletas, porém
em uma pista circular, para tanto faz-se necessarios os conhecimento de circunferéncia e
circunferéncia.

3)Em uma pista de atletismo circular, a medida do raio da circunferéncia até o meio
da primeira (onde os atletas correm) é 80 metros. Se todos os atletas derem cinco voltas
completas, qual a distancia total aproximada percorrida por eles?

Figura 3.5: Desenho de pista de Atletismo

Fonte: YOU TUBE. www.avagaeminha.com.br. 2018
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Resolucao: O que precisamos saber aqui é o comprimento de uma circunferéncia, o
comprimento de uma volta. chamando de C o comprimento da circunferéncia e r o raio,
temos

C = 2nr

C = 2780

C = 160rm

R: 5.1607

R: 800.3, 14

R: 2512m

Aqui um exercicio onde sera aplicada a formula do comprimento da circunferéncia e
os dados fornecidos pelo exercicio proposto.

4)Determine o valor do comprimento da circunferéncia abaixo sabendo que seu raio
mede 4cm:

Figura 3.6: Desenho do comprimento da circunferéncia

Fonte: YOU TUBE. www.avagaeminha.com.br. 2018

Resolugao:Tal como o exercicio anterior tomemos C sendo o comprimento da circun-
feréncia e r o valor de seu raio.

C =27nr
C =274
C = &rem

Se a questao solicitar um valor aproximado entao temos que substituir o valor de m
por 3,14 e concluir a resolugao.

C=83,14 C =25 12cm

Semelhantemente ao exercicio anterior vamos calcular o comprimento da circunferéncia,
uma vez feito isso agora podemos calcular o que a questao nos requer, que é o comprimento
de arco.

5)Determine o valor do comprimento de um arco de 120° na circunferéncia abaixo
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sabendo que seu raio mede 9cm:

Figura 3.7: Desenho do comprimento de arco

Fonte: YOU TUBE. www.avagaeminha.com.br. 2018

Resolucao:primeiro calculamos o comprimento total da circunferéncia, assumindo que
C representa o comprimento, C’ o comprimento de arco e r o raio da circunferéncia.

C =2nr

C =2n9

C = 18mcm

temos o comprimento total da circunferéncia mas nao é isso que queremos, precisamos
do comprimento do arco, 187 é o comprimento inteiro da circunferéncia, ele esta associado
ao angulo de 360°, como o angulo associado ao arco é de 120°, é facil perceber que 120° é

.. 18w : : :
um terco de 360°, logo podemos dividir — e termos assim o comprimento do arco igual

a C' = 6mem

6)Determine o valor da drea hachurada na figura abaixo sabendo que ela é formada
por um quadrado de lado 8cm e um setor circular de 90°.(use = = 3, 14)
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Figura 3.8: Desenho de area hachurada

Fonte: YOU TUBE. www.avagaeminha.com.br. 2018

Resolugao:Primeiro vamos calcular a area do quadrado, sendo a area do quadrado
igual ao lado ao quadrado, temos:
A=1?
A=g?
A = 64cm? Uma vez calculada a drea do quadrado e subtrairmos o setor circular teremos
entao o que queremos, a area hachurada.
vamos agora calcular a area do setor circular, para tanto precisamos da area do circulo
de raio igual a 8cm.

A= mr?
A =182
A = 64wem?

647 esta para 360° assim como
x esta para 90°
dai usando a regra de trés temos:
4xr = 64m

_ i

T

r = 16mem?

r =16.3,14

x = 50, 24cm?

Agora basta subtrair a area do setor circular da area do quadrado e assim obtemos a
area hachurada.
entao temos:

ah =64 — 50,24
ah =13, 76ecm?
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Este trabalho de conclusao de curso teve por objetivo explorar e esclarecer os conceitos
de circunferéncia e circunferéncia. Para tanto foi feita uma pesquisa em livros e fontes da
internet a fim de termos embasamento tedrico. Feito essa pesquisa, exploramos também o
conceito de desigualdade isoperimétrica. Durante o estudo da desigualdade isoperimétrica
vimos que esta tinha relacao direta com os conceitos de circunferéncia e circunferéncia.
Foram feitas as demonstragoes a fim de se comprovar a veracidade da solugao do problema
isoperimétrico. Ao pesquisarmos descobrimos que a solucao do problema isoperimétrico
ja era conhecido por povos antigos, eles utilizavam destes conhecimentos nas suas con-
trucoes, economizando material de contrucao, e aproveitando melhor a sua area de terreno.
As demonstracoes deste problema sao recentes, embora a solucao do problema ja fosse
conhecida a bastante tempo.

Vivemos em um mundo cada vez mais evoluido, porém sempre é bom utilizarmos o
que aprendemos no nosso dia a dia e utilizarmos o conhecimento como ferrramenta de
transformacao do meio.
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