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Resumo

Neste trabalho nomearemos as matrizes que serdo necessarias para nosso es-
tudo, logo apds definiremos espagos vetoriais e os objetos matemaéticos relaciona-
dos.

Definiremos o que € um produto interno e uma norma, mostrando que as duas
idéias existem independetemente uma da outra, e a necessidade destes conceitos
para definirmos ortogonalidade entre vetores, que por sua vez € necessiria para
que se possa introduzir a idéia de um produto vetorial.

Finalmente, descreveremos alguns processos de ortogonalizacao.
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Introducao

Usamos nos mais variados ramos da matematica as operagdes de soma e mul-
tiplicac@o por escalar, e como esta ciéncia estuda os padrdes, podemos observar
varios dentro destas operacdes e criar uma teoria geral sobre isso, encontrando
varias aplicacdes em diversas dreas da matematica. Chama-se Espacos Vetoriais
o estudo destas propriedades, e € justamente este um dos focos de estudo deste
trabalho.

Muitos problemas envolvendo espagos vetoriais necessitam da idéia de bases,
e estes problemas tornam-se bastantes simplificados quando utilizamos bases cu-
jos vetores sdo ortogonais entre si. Neste trabalho encontraremos um meio de
transformar bases quaisquer em bases ortogonais através de um processo conhe-

cido como “Processo de Gram-Schmidt".



Capitulo 1
Historico

1.1 Jorgen Pederson Gram

Jgrgen Pedersen Gram (27 de junho de 1850 - 29 de abril de 1916) foi um
atudrio dinamarqués e matematico que nasceu em Nustrup, Ducado de Schleswig,
Dinamarca e morreu em Copenhague, na Dinamarca. A educacdo elementar de
Gram foi em escolas de aldeias suplementada com tutoria particular. Depois de
concluir o segundo grau ele obteve o grau de Mestre em Matematica com espe-
cializacdo na entdio sendo desenvolvida Algebra Moderna.

Em seguida Gram foi contratado como atudrio na Companhia Hafnia de Se-
guros de Vida. No entanto o seu trabalho para a companhia de seguros o levou de
volta para a investigacdo matemadtica. Ele comecou a trabalhar na probabilidade e
andlise numérica, dois temas cujas aplica¢des praticas foram de muita importancia
para seu trabalho. Embora tenha continuado a trabalhar para a Companhia de Se-
guros Hafnia em mais e mais papéis s€nior, Gram fundou sua prépria companhia
de seguros, a Skjold Insurance Company, em 1884.

Enquanto trabalhava de atudrio, ele obteve o Doutorado com sua tese intitulada
“sobre Desenvolvimentos em Séries Utilizando o Método dos Minimos Quadra-

dos". Foi nesta tese que primeiro formulou suas contribuicdes ao processo de
Gram-Schmidt. Mais tarde Gram passou a interessar-se por Teoria Abstrata de
Numeros, tendo ganhado uma medalha de ouro da Sociedade Real Dinamarquesa

de Ciéncias e Letras por sua contribui¢do neste campo. No entanto, ele também



manteve um interesse, durante toda sua vida, na inter-relacdo entre matematica
tedrica e aplicada, que o levou a quatro tratados sobre administracdo florestal
dinamarquesa. Gram foi morto num final de tarde numa colisdo de bicicleta a

caminho de uma reunido da Sociedade Real Dinamarquesa.

1.2 Erhard Schmidt

Erhard Schmidt (13 de janeiro de 1876 - 6 de dezembro de 1959) foi um ma-
tematico alemao e recebeu seu Doutorado da Universidade de Géttingen em 1905,
onde estudou sob orientacdo de David Hilbert, um dos gigantes da Matematica.
Mais tarde, em 1917, foi lecionar na Universidade de Berlim, onde permaneceu
pelo resto de sua vida, embora tenha passado por tempos dificeis durante a II
Guerra Mundial, pois sua descendéncia era judia. Apds o término da guerra, ele
foi apontado como o diretor do Instituto de Investigacio Matematica da Acade-
mia Alema de Ciéncias, onde permaneceu nessa funcdo até 1958. Outro papel
que ele assumiu ap6s o fim da guerra foi o de primeiro editor de Mathematische
Nachrichten (ele co-fundou a revista em 1948).

Schmidt fez importantes contribuicdes em uma variedade de campos matema-
ticos, mas € mais notavel por ter conseguido moldar muitas das diversas idéias de
Hilbert num tnico conceito abrangente (chamado espaco de Hilbert), que é fun-
damental no estudo de espacos vetoriais de dimensao infinita. Schmidt primeiro
descreveu o processo que leva seu nome num trabalho sobre equacgdes integrais
publicado em 1907. Porém, o processo de ortogonalizacao jd tenha sido apresen-

tado antes por Laplace.

1.3 David Hilbert

David Hilbert (23 de janeiro de 1862 - 14 de fevereiro de 1943) foi um bril-
hante matemaético alemao nascido em Konigsberg, na Prussia Oriental, hoje ci-
dade de Kaliningrado, Russia, famoso como renomado professor de geometria
euclidiana em Gottingen. Doutor pela Universidade de Konigsberg (1884), onde

também foi professor (1886-1895), depois mudou-se para a Universidade de Got-



tingen (1895-1930), onde deu continuidade a brilhante tradicio matemdtica de
Gauss, Dirichlet e Riemann, e transformou a universidade em foco permanente
de atencao por suas idéias inovadoras nesse campo de estudos. Infelizmente ele
viveu o suficiente para assistir ao fim da dinastia matematica da Universidade de
Gottingen, a partir de 1933, ano da chegada de Adolf Hitler ao poder, quando os
nazistas afastaram muitos dos membros da faculdade.

Notavel na teoria dos nimeros reais, geometria, topologia, equagdes diferen-
ciais, célculo de varia¢des e outros campos, sua consagracao definitiva veio com a
publica¢do Grundlagen der Geometrie (1899), traduzido em varios idiomas, apre-
sentada no Congresso Internacional de Matematica de Paris (1900), uma cole¢ao
de vinte e trés postulados conhecidos como axiomas de Hilbert, reduzindo a geo-
metria a uma série de axiomas e dando uma contribuicdo crucial para os funda-
mentos formalisticos da matemaética.

Divulgou um importante trabalho sobre equacdes integrais (1909) de grande
importincia para o desenvolvimento da matematica do século XX, criando a ané-
lise funcional. Também desenvolveu o espaco infinito-dimensional, hoje chamado
espaco de Hilbert, e contribuiu para o desenvolvimento da teoria cinética dos gases
e a teoria da radiacdo. Foi premiado com o Mittag-Leffler da Swedish Academy
(1939) e quando faleceu, em 1943 em Géttingen, os nazistas tinham praticamente
acabado com a universidade, uma vez que muitos de seus membros eram judeus,
ou casados com judeus. Seu funeral foi presenciado por menos de uma duizia de
pessoas, das quais apenas duas eram colegas da universidade.

Hilbert € o autor de uma lista de 23 questdes em aberto na matematica, al-
gumas das quais ainda hoje sdo tépicos de investigacdo. No seu discurso “The
Problems of Mathematics” identificou problemas como a Hipdtese do Continuo,
a Hipdtese de Riemann, a boa ordenacdo dos reais, etc.

Hoje em dia € conhecido pela nocao de espaco de Hilbert, utilizada para desi-
gnar um espaco vetorial complexo, normado e completo, usado frequentemente,

por exemplo, em mecanica quantica.



Capitulo 2
Matrizes

Definicio 1. Uma matriz é uma fun¢do que associa a cada par ordenado (i, j) €
(N*)2 um objeto no conjunto Sy, em que 1 <i<mel < j<n A ordem desta

matriz corresponde a m x n e a imagem de cada par (i, j) denotamos por a;j.

Esta matriz definida acima € escrita em forma retangular, delimitadas por col-
chetes, parénteses ou barras duplas verticais, com m linhas e n colunas tal que a;;,

esteja posicionado na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Exemplo 1.

1 -8 0
1 00 1 5 3 3

4 2 -—16
0201|,|-82 0 2],

30 3
0 0 3 0 7 —17 0

63 -1 9

2.1 Matrizes Notaveis

Destacaremos aqui algumas matrizes que nos serdo muito uteis e frequentes:

a) Matriz Linha: E uma matriz que possui apenas uma linha, porém pode

possuir qualquer quantidade de colunas, ou seja, € uma matriz 1 X n.

(1517 .. 5)

4

Exemplo 2.



b) Matriz Coluna: E uma matriz que possui apenas uma coluna, porém pode

possuir qualquer quantidade de linhas, ou seja, € uma matriz m x 1.

Exemplo 3.

¢) Matriz Nula: Todos os seus elementos sdo iguais a zero.

Exemplo 4.

S O O
o O O

d) Matriz Quadrada: E toda matriz em que o nimero de linhas € igual ao
numero de colunas. Neste tipo de matrizes, temos que sua ordem € de n X n ou

simplesmente matriz quadrada de ordem n.

Exemplo 5.
2 -4 8 5
-9 0 0 8
0O o0 4 -3
17 -6 -9 5

e) Matriz Diagonal: E a matriz quadrada em que os elementos que nio perten-
cem a diagonal principal (conjunto dos ag;; tal que i = j) sdo iguais a zero, ou seja,

Va;j com i # j temos que a;; = 0.

Exemplo 6.

o O =
S o O
w o O
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f) Matriz Identidade: E uma matriz diagonal, onde os elementos que perten-
cem a diagonal principal sdo iguais a um, ou seja, Va;; com i = j temos que

a,-jzl.

Exemplo 7.

S O O =
oS O = O
S = O O
- O O O

g) Matriz Triangular: Uma matriz quadrada onde a;; = 0 sempre que i > j €
chamada de triangular superior e quando a;; = 0 sempre que i < j ela € chamada
de triangular inferior. Uma matriz que € triangular superior ou triangular inferior

€ chamada simplesmente de matriz triangular.

Exemplo 8.
-1 0 O 9 -4 5
3 40 |e|] 0O 8 2
3
6 2 1 0 0 —=
2

Observacao: Uma matriz diagonal €, a0 mesmo tempo, triangular superior e

inferior.

h) Matriz Transposta: Dada uma matriz qualquer A = (a;;), de ordem m X n,
definimos a transposta da matriz A como sendo a matriz AT = (a ji), de ordem

n X m, que se obtém transformando-se ordenadamente as linhas de A em colunas.

-7 8
A=| 4 o | AT=
8 9 1
2 1

2.2 Operacoes Entre Matrizes

Exemplo 9.

Vamos destacar uma aritmética de matrizes, ou seja, as operacdes mais rele-

vantes que as envolvem.



a) Igualdade: Diz-se que duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;) de ordens m x n
sdo iguais, se cada elemento a;; de A € igual ao elemento correspondente b;; de
B, ou seja, A = B < a;j = bj;.

b) Adi¢do: Dadas duas matrizes A = (a;;) € B= (b;;) de ordens m x n, a matriz
A+ B ¢ outra matriz S = (s;;) de mesma ordem, de modo que cada elemento s;;
da matriz S, € obtido da forma: s;; = a;; + b;j, isto €, corresponde a soma dos

elementos que ocupam a mesma posi¢ao.

Exemplo 10.

1—2+O6_1—|—0—2—|—6_14

5 —4 -7 8) \5-7 —4+8 ) \ -2 4
b) Subtracdo: A subtragdo de matrizes € um caso particular da soma. Sub-
trair duas matrizes € 0 mesmo que somar a primeira pela oposta da segunda:
A —B = A+ (—B). Dadas duas matrizes A = (a;;) € B = (b;;) de ordens m x n, a

matriz A — B é uma outra matriz D = (d;;) de mesma ordem, de modo que cada

elemento d;; da matriz D, € obtida da forma: d;; = a;; — b;;.

¢) Produto de uma matriz por um escalar: Dado um niimero real k € uma matriz
A = (a;j) de ordem m x n, definimos o produto do nimero real k pela matriz A,
como outra matriz P = (p;;) com mesma ordem de A, de modo que cada elemento

pij de P € obtido da forma: p;; = k.a;;.

Exemplo 11.

(1 0 21 20 \ (=20
-3 1) 23 2= ) e 2

d) Produto entre matrizes: Seja A = (a;;), uma matrizm xne B = (bjx),j =

1,....,nek=1,...,s uma matriz n X s.



aiy ... dip b11 bls

Dizemos Cy, x5 = Axn-Bnxs dado como:

n
Coxs = Y_ aijbji = ainbik+ ...+ dinbyi
j=1

Exemplo 12.
10 1 2Y) (11403 12404\ (1 2
01/ \34) \o1+13 02+14) \3 4

Observacao: veja que:

* Para se multiplicar uma matriz por outra é preciso que o nimero de colunas

da primeira matriz seja igual ao nimero de linhas da segunda.

* O resultado da multiplicacdo serd uma matriz que terd o nimero de linhas

da primeira matriz e o numero de colunas da segunda.

A multiplica¢do entre matrizes ndo € comutativa, pois Ay x,-Buxp = Cuxp,

mas ndo podemos multiplicar By, x p.Apxn.

2.3 Determinantes

Uma definicdo geral de determinante abrange matrizes de ordens n > 2, mas

para efeito de utilidade nos limitaremos aos casos em que n é igual a 1, 2 ou 3.

Definicao 2. A toda matriz quadrada A = (a; j), de elementos reais de ordem n,
estd associado um tinico niimero real chamado determinante da matriz A, que é

denotado por detA.



2.3.1 Determinante de ordem 1

Definicao 3. O determinante de uma matriz quadrada de primeira ordem é o

proprio elemento dessa matriz. Isto é
A= (a)=>detA=a

Exemplo 13.
A=(-9)=detA=-9

2.3.2 Determinante de ordem 2

Definicao 4. O determinante de uma matriz quadrada de segunda ordem é o pro-

duto dos elementos de sua diagonal principal subtraido dos elementos da diago-

a b
A:( ):detA:ay—bx
Xy

nal secunddria.

Exemplo 14.

-1 -2
B= =detB=—-15—(-2).6=7
6 5

2.3.3 Determinante de ordem 3

Definicao 5. Para a matriz de terceira ordem temos

a b c
A=| p q r |define-se

Xy z
detA = aqz+ brx+cpy —cqx — bpz —ary

Exemplo 15.

S W O
— B~ N



detA = (—1.3.1)+(0.4.2) + (2.1.0) — (2.3.2) = (0.1.1) — (—1.4.0) = —15

10



Capitulo 3

Espaco Vetorial

3.1 Espaco Vetorial

Seja V um conjunto onde estdo definidas as operacdes de adi¢cao e multiplica-
¢do por escalar (entenda escalar como um a pertencente a um corpo K (R ou C)).
Quando nio especificarmos o corpo que estamos trabalhando, fica subentendido
que se trata do R.

Por adicao entendemos uma regra que associa a cada par de objetos u,v € V
um objeto u 4+ v € V, chamada soma de u e v. Por multiplicacdo entendemos uma
regra que associa a cada escalar oo € K e um objeto u € V a um objeto a.v € V
chamado o produto de o por v. O conjunto V munido dessas duas operacoes €
chamado de espago vetorial se Vu,vew € V e Vo e B € K tivermos as seguintes

propriedades satisfeitas:

Al) u+v =v-+u (comutativa da adi¢do)

A2) (u+v)+w=u+ (v+w) (associativa da adi¢do)
A3) 04+ u = u+ 0 = u (elemento neutro da adicao)
A4) u+ (—u) = 0 (elemento simétrico da adi¢o)

Comumente usaremos u — v para expressar u + (—v)

11



12

MS5) (af)v = a(Bv) (associativa da multiplicagdo)
M6) 1.u = u (elemento neutro da multiplicacio)
M7) o(u+ v) = ow + o (distrubutiva)

MS8) (o.+ B)v = ow + Bv (distributiva)

Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de vetores.

Exemplo 16. O conjunto V =R" com as operagoes conhecidas de adi¢do e mul-

tiplicagdo por escalar é um espago vetorial.

Podemos representar geometricamente os vetores do R, R? ¢ R? como seg-
mentos de retas orientados (flechas) nos espacos uni, bi e tri-dimensionais res-
pectivamente. A direcdo e o sentido da flecha especificam a direcdo e sentido
do vetor, e o comprimento do segmento descreve a magnitude. A “cauda’da
flecha é chamado de ponto inicial ou origem do vetor, € a ponta € chamada de
ponto final. Um vetor que possui (0), (0,0), (0,0...,0) como ponto inicial e

(x1), (x1,%2), (x1,%2,...,%,) como ponto final, respectivamente, serd denotado

por
X1
X1 X2
< X1 ) ) )
X2
Xn
Podemos também utilizar a notacdo (x1), (x1,x2)7, (x1,x2,...,%,)7.

Vetores com 0 mesmo comprimento, dire¢do e sentido s@o ditos equivalentes,
independentemente da sua origem ou ponto final. Como geralmente necessitamos
apenas do comprimento, dire¢do e sentido, entdo, trataremos de vetores equiva-

lentes como iguais.

Exemplo 17. O conjunto V de todas as matrizes de ordem m x n com elemen-
tos reais é um espaco vetorial se definidas a soma e multiplicagdo por escalar

habitual das matrizes.
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Exemplo 18. O conjunto V de fungées reais definidas na reta real (—oo,0). Se

f=f(x) e g=g(x) sdo duas tais funcées e 0. um niimero real qualquer, definimos:

(f+e)x) =fx)+sx) e (af)(x)=af(x)

Temos que V é um espaco vetorial.

Exemplo 19. O conjunto V = {0} é um espaco vetorial, denominado espago ve-

torial nulo.

3.2 Subespaco Vetorial

Seja V um espaco vetorial sobre K e W C V. W é chamado subespaco vetorial

de V se W satisfazer as seguintes condigdes:

1. Seu,veW=u+veWw,
2. SeveWeacK=aveW,

3.0eWw.

Observacdo: Se V é um espaco vetorial sobre K entdo os conjuntos {0} e
V sdo subespagos de V chamados subespacos improprios ou triviais. Os demais

subespacos de V sdo chamados subespacos proprios.
Exemplo 20. O subconjunto R C R? é um subespaco vetorial de R?.

Exemplo 21. Em geral todo R* CR", com a € N, é um subespaco vetorial de R".

3.3 Combinacoes Lineares

Seja V um espago vetorial sobre K, e sejam vy, vo,...,v, €V e o, 0y,...,0, €
K. Dizemos que u = 0tjvi +0iav2 +. ..+ 0V, € uma combinacdo linear de vy, va, ..., v,.
Teorema 1. Seja W o conjunto de todas as combinacoes lineares de vi,va,...,v,.

Entdo W é um subespago deV .



14

Demonstracao: Sejam By,By,....Bn € Kev=PB1vi+PB2va+...+Buva. Te-
mos que u+v = (0v; + v+ ...+ 0,v,) + (Bivi+Pava+ ...+ Buvn) = (0] +
Bi)vi+ (a2 4+ B2)va + ...+ (o, + Br)ve. Logo, a soma de dois elementos de W
também pertence ao mesmo conjunto. Essa conclusdo torna W como uma com-
binac@o linear de v, v2,...,v,. Também, se y € K = yu = (ya)v; + (Yoo )va2 +
...+ (ya,)v, é uma combinagdo linear de vy,...,v,, portanto é elemento de W.
Por fim, temos que 0 = Ovy,...,0v, € um elemento de W.

Esse trés fatos provam que W é subespago de V. Bl

3.4 Dependéncia Linear

Seja V um espago vetorial. Um conjunto X C V diz-se linearmente indepen-
dente (abreviadamente, L.I.) quando nenhum vetor de X € combinacao linear dos
demais vetores de X. Como no caso de X = {v} consta de um tnico elemento v,
diz-se também que X € L.I., por defini¢do, quando v # 0. Os elementos de X sdo

chamados vetores linearmente independentes.

Teorema 2. Seja X um conjunto L.I. no espaco vetorial V. Se o.jvi +0avo + ...+
Qv =0 comvy,vy,...,vy, € X entdo 0 =0y = ... =, = 0. Reciprocamente,
se a uinica combinagdo linear nula de vetores de X é aquela cujos coeficientes sdo

todos iguais a zero, entdo X é L.I..

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que se tenha otjvy 4+ 0ovy + ...+

OV, = 0 com vy, vy, ..., v, € X mas nem todos os o; sejam nulos. Por simplici-
. - (0.55) (0.4 Q
dade, seja o # 0. Entdo teremos v = —a—vz — a—V3 — = a—mvm, dessa forma
1 1

1
X ndo seria L.I., pois v| seria uma combinagdo linear dos outros elementos de X.
Reciprocamente, se X ndo fosse L.I., algum dos seus vetores seria combinacao

linear dos demais:

V=01V] +0vy+ ...+ 0yVy,

logo
lv—oyvi—0opvy—...— 0V, =0
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uma combinacao linear nula de vetores em X, na qual pelo menos o primeiro

coeficiente ndo é zero.

Exemplo 22. O conjunto X C R3, tal que X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é um
conjunto L.I. pois nenhum vetor pode ser escrito como combinagdo linear dos

outros dois.

Caso X ndo seja L.I., ou seja, algum elemento de X é combinagdo linear dos
demais elementos de X, ele é linearmente dependente (abreviadamente L.D.). O

conjunto X = {0} é L.D. pois zero é uma combinacéo linear dele préprio.

3.5 Base e Dimensao de um Espaco Vetorial

Um subconjunto B C V, V sendo um espaco vetorial, ¢ chamado base de V' se

B satisfaz as seguintes condi¢des:
1. B geraV. Notagdo ([B]=V);
2. B for um conjunto L.I..

Na condigdo ( 1) B gera V, significa que todo elemento de V pode ser escrito

como uma combinacdo linear de elementos de B.

Se B for uma base de V e card(B) = n (1&-se cardinalidade de B e representa a
quantidade de elementos do conjunto B) entdo dim(V) = n, dessa forma dizemos
que V tem n dimensdes ou V € um espaco n-dimensional. Se V for constituido
apenas pelo vetor nulo, diremos que esse espaco niao possui base e que tem di-

mensao 0.

Exemplo 23. O conjunto X C R?, tal que X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma

base de R3, esta base também é chamada de base canénica do R3.

Exemplo 24. Temos que dim(R") = n. Uma base para o R" pode ser a base
canénica B = {by,by,...,b,}, onde by = (1,0,...,0),b, = (0,1,...,0),...,b, =
(0,0,...,1).
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3.6 Transformacao linear

Uma transformagdo linear A : V — F € uma correspondéncia que associa a
cada vetor v € V um vetor A(v) = A.v = Av € F de modo que as seguintes condi-

coes seja satisfeitas para quaisquer u,v € Ve o € K:
1. A(u+v)=Au)+AW);
2. A(ow) =0A(v).

O vetor A(v) chama-se imagem de v pela transformag@o A.

Podemos facilmente demonstrar que basta que A(ow+u) = A (v) +A(u) seja
satisfeita para que tenhamos que A € uma transformacao linear.

Dados duas transformagdes lineares A € B e o € K, definimos a soma de duas

transformacoes lineares e o produto por escalar como:

(S) (A+B)(v) =A(v) +B(v);

(P) aA(v) = (ad)(v).



Capitulo 4

Produto Interno e Norma

4.1 Produto Interno

Utilizando somente os resultados sobre espaco vetorial ndo possuimos ainda
ferramentas suficientes para abordar certas no¢gdes geométricas como angulo, per-
pendicularismo, comprimento, distancia, etc. Isto se torna possivel com a intro-
ducdo de um produto interno.

Um produto interno em um espaco vetorial V é uma funcdo V xV — R que
associa a cada par de vetores u#, v € V um nimero real < u,v >, chamado produto

interno de u por v, de modo que sejam vdlidas as seguintes propriedades:
I. <u,v>=<v,u> (simetria)
2. <u+vw>=<u,w>-+ <v,w> (aditividade)
3. <ku,v >=k < u,v> (homogeneidade)

4. <v,v>>0e <v,v>=0se, e somente se, v = 0 (positividade)

4.2 Norma induzida do Produto Interno

Através do produto interno podemos introduzir o conceito de norma de um

vetor.

17
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Pela propriedade ( 4) do produto interno, < v,v > € ndo negativo para qualquer

v € V. Assim, sua raiz quadrada positiva existe. Usamos a nota¢ao

V]| = vV<vv>

Este ndmero ndo negativo é chamado de norma (serd provado na secdo (4.6)
quando introduzirmos a defini¢do geral de norma) ou comprimento de v. Esta

norma chamaremos de norma usual. Com essa notacao tem-se que:

M2 =<y >

usada frequentemente, e a igualdade
<ut+vu+tv>=<uu>+<uv>+vu>+yy>

1é-se:
lu+v||? = |ul >+ |V +2 < u,v > .

Se ||v|| = 1 ou, de mesma forma, se < v,v >= 1, entdo v é chamado de vetor
unitdrio e dizemos que o vetor estd normalizado. Todo vetor ndo nulo u € V pode
ser multiplicado pelo inverso do seu comprimento para que se obtenha o vetor

unitario. !
—u
[[ul|

que € um multiplo positivo de u. Este processo ¢ chamado de normalizagdo de u.

=

4.3 O espaco vetorial R”

Considere o espago vetorial R", o produto interno canénico dos vetores u =

{ur,up,...,un} ev=-{vi,va,...,v,} é definido por

< U,y >=uivi +upvy+...+u,vy,.
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Desta forma a norma ||v|| do mesmo v citado acima é definida por

IVl =<y > = V242 + . vk

Embora seja possivel definir vérios outros produtos internos em R", esse pro-
duto interno é chamado de usual ou padrao em R", e quando nio nos referirmos
sobre qual produto interno estamos tratando, subentende-se que seja este.

Como os vetores em R” s@o frequentemente representados como matrizes co-

luna, a férmula < u,v >= u’ v define o produto interno usual em R”.

4.4 O espaco de Hilbert

Seja V o espaco vetorial de todas as sequéncias infinitas de nimeros reais

(ay,az,a3,...) satisfazendo a
2 2 2 2

Zai =a1"+ay " +az"+... <o

i=1
isto é a norma converge. A adi¢do e a multiplicacdo por escalar sdo definidas em
V componente a componente, isto é se u = {uj,un,...} ev={vy,v,...}, entdo

u+v={u+vy,up+vy,...},
ku = {kuy,kuy, ...}

e o produto interno em V € definido por

<u,v>=uvi+upvy+....

A norma acima converge absolutamente para qualquer par de pontos de V.
Desta forma o produto interno estd bem definido. Este espaco com produto interno

€ chamado de espaco-I; ou espaco de Hilbert.
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4.5 Desigualdade de Cauchy-Schwartz
Se u e v 80 vetores em um espago com produto interno V temos que
<uv>r<<uu><vv> ou | <uv>| < [ull|v]].
Para provar, suponhamos um ¢ € R, temos
<tuAv,tu+v>=1> <u,u> 42 <u,v >+ < v,y >=1||u||*+2t <u,v > +||v|*

Sejam a = ||u||*, b=2 < u,v >, c = ||v||.
Pela propriedade da positividade o produto interno de qualquer vetor por ele

mesmo é sempre maior ou igual a zero. Portanto ||tu 4 v||*> > 0, entdo temos
at® +bt+c >0Vt €R

Isso significa que o polindmio quadritico at? + bt + ¢ nio pode ter duas raizes

reais distintas, o que significa que b? —4ac <0ou que b? < 4ac. Assim,
4 <u,v >2< 4Hu|]2||v||2

que equivale a
| <u,v > | < [ul|[ V]|

completando a prova.

4.6 Norma

A palavra norma em matematica tem significado préprio, independentemente
da distancia e de produto interno. Quando nio for especificada a norma que esta-

mos utilizando subentende-se que seja a norma usual induzida do produto interno.

Definicao 6. Um espago vetorial V é dito um espago vetorial normado se a cada
vetor v € V estd associado um niimero real ||v||, satisfazendo as seguintes pro-

priedades:
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I |v[|>0elv]|=0<v=0;

2. [Jow]| = lot].[|v

>

3o v wll < Wl +[Iwll.

Teorema 3. Se V é um espago vetorial munido do produto interno entdo, ||v|| =

/< v,v > define uma norma em V.

Demonstracao: Temos que as duas primeiras propriedades de norma sao fa-

cilmente satisfeitas, entdo resta mostrar a terceira propriedade.

llu4+v|]> = <utvut+v> = <wuu>+2<uy>+<vy>
< ||u||2—i—2||u||||v|]+||VH2 (Cauchy-Schwarz)
= (|lul|+Iv]])?

portanto, |[u+v|| < ||u||+||v||. B

A distancia entre dois vetores u e v de um espaco vetorial normado V é deno-
tado por d(u,v) = ||u — v|| e satisfaz as seguintes propriedades:

1. d(u,v) >0ed(u,vy) =0 u=v

2. d(u,v) =d(v,u)

3. d(u,v) <d(u,w)+d(w,v)



Capitulo 5

Ortogonalidade

5.1 Angulo entre vetores

Para quaisquer vetores ndo nulos # e v em um espago com produto interno V,

o angulo entre u e v € definido como sendo o angulo O talque 0 < B <Tme

<u,v>

cosf = ———.

[l -][V]]
<u,v>

Como |cosB| < 1 e pela desigualdade < 1, o angulo existe e é

» [l |-V
unico.

5.2 Projecao Vetorial

Podemos encontrar a componente de um vetor # na direcdo de um outro, v,
utilizando os conceitos de norma, produto interno e angulo entre vetores. Essa
componente € chamada de projecdo vetorial de u sobre v.

Para tanto precisamos escrever # como uma soma da forma p + z onde p tem
a mesma dire¢do de v e z € ortogonal a p. Para isso defina w = H—EH, dessa forma
w € um vetor unitario com mesma direcdo e sentido que v.

Queremos encontrar o tal que p = ow seja ortogonal a z = u — ow. Para que

p € z sejam ortogonais, o escalar o tem que satisfazer

22
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Figura: Projecdo Vetorial

O escalar o é chamado de projecdo escalar de u sobre v, e o vetor p € chamado

de projecdo vetorial de u sobre v e é denotado por proj,u.

Resumindo
- <u,v>
V]|
% <u,v>
p:(XW:a = vV
il <vv>

Exemplo 25. Podemos encontrar o ponto mais préximo do ponto (1,4) que per-
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X . .. .
tence a reta y = 3 Para isto basta encontrar a projecdo vetorial de u = (1,4)7
sobre um vetor v que possua a mesma direcdo da reta y, e mesma origem do vetor
u. Como (0,0) e (3,1) sdo pontos desta reta, podemos definir v = (3,1)T.Agora

basta calcular pro j,u.

) <u,v> 7 3 2,1
mnhwimu=\| — ). V= —. =
proy <vy> 10\ 1 0,7

Logo (2,1;0,7) é o ponto que procuramos.

W=

Figura: Exemplo 25

5.3 Ortogonalidade

Dois vetores u e v de um espago com produto interno sdo chamados ortogonais
se <u,v>=0.

Observamos que se v € ortogonal a todo u € V entdo v = 0. Temos u e v orto-
gonais se, e somente se, 0 = 1t/2. Além disso dois vetores podem ser ortogonais

em relacdo a um produto interno mas ndo em relagdo a outro.
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Exemplo 26. u = (1,1) e v = (1,-3/2) em R? sdo ortogonais em relagdo ao
produto interno < u,v >= 3uiv| + 2upv>, mas ndo em relacdo ao produto interno

usual.

5.4 Complemento Ortogonal

Seja W um subconjunto de um espaco V com produto interno. Um vetor de V
¢ dito ortogonal a W se € ortogonal a cada vetor de W, e o conjunto de todos os
vetores de V que sdo ortogonais a W € chamado complemento ortogonal de W e é
denotado por W+,

Mostraremos que W+ é um subespago de V. Obviamente 0 € W+ uma vez que
0 é ortogonal a todo vetor de V. Queremos mostrar que W é fechado na adigio
e multiplicacio por escalar, ou seja, queremos mostrar que dois vetores de W+ &
ortogonal a cada vetor de W e que qualquer multiplo por escalar de um vetor de
W+ é ortogonal a cada vetor de W.

Sejam u e v € W, seja o um escalar qualquer e seja w um vetor de W. Entio,
pela defini¢io de W+ temos < u,w >=0e < v,w >= 0. Usando as propriedades

basicas do produto interno, obtemos:
<utvw>=<uw>+<vw>=0

e
<av,w>=oa<vw>=0.0=0

provando que u +v e 0.V estdo em W,

Observe também que 0 é o dnico vetor comum a W e W+, pois se existe v
pertencente a W e W+ entdo < v,v >= 0 que acarreta v = 0.

Temos ainda como propriedade que o complemento ortogonal de W é W, ou
seja, (WH)L =w.

Teorema 4. Seja W um subespaco de V. Entdo V é soma direta de W e W,
isto é, V=Waw cujas demonstracoes dependem de resultados ainda ndo

apresentados.
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5.5 Conjuntos Ortogonais e Bases

Um conjunto § de vetores, em um espaco com produto interno V, é chamado
de ortogonal se qualquer par de vetores de § sdo ortogonais, € S € chamado orto-
normal se ele € ortogonal e cada vetor em S tem comprimento unitdrio. Em outras

palavras, S = {vi,v2,...,v,} é ortogonal se
<v;,vj >=0parai#j

e
S é ortonormal se < v;,v; >=0sei# j,1sei=j.

Normalizar um conjunto ortogonal S significa multiplicar cada vetor de S pelo
inverso do seu comprimento de tal modo que, o conjunto § o transforme em um

conjunto ortonormal de vetores.

Teorema S. Seja S um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos. Entdo S é linear-

mente independente.

Demonstracdo: Suponha que S = {uy,uz,...,u,} e que
aiuy +arup+...+au =0 (5.1)
Tomando o produto interno de ( 5.1) com u; temos:

0 = <0up> = <au+aur+...+auu; >
= a1 <uy,ul>+ay <up,up >+...+a < upup >
= ay <u,u;>~+a0+...+a,0=a; <up,u; >

Como uj # 0, temos que < uj,u; ># 0. Assim, a; = 0. Analogamente, para

i={2,3,...,r}, tomando o produto interno de ( 5.1) com u; temos:

0 = <0u;> = <aiui+...+auu; >
= a1 <uy,ui>+...+a; <uj,up >+ ap < upup >
= a1.0+...+a; <uj,u; >+...4+a,.0=a; <uju; >
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mas < u;,u; > 0 e, portanto, @; = 0. Assim, S € linearmente independente. ll

Teorema 6. (Pitdgoras) Seja {uy,uz,...,u,} um conjunto ortogonal de vetores.
Entdo ||uy +up + ... +u||? = |Jur||? 4 ||ua >+ ...+ [|ur|?.

Demonstracao: Expandindo o produto interno:

llug +up+...+uw|> = <wy+up+...+upuy+uy+... +u >
= <u1,u1>+<u2,u2>+...+<ur,ur>+Z,-7éj<u,-,uj>

Logo

[l 2+ P = o[+ a2 [P 4 [ o]

Ha grande interesse em encontrar bases ortogonais e, principalmente, bases
ortonormais de espacos com produto interno. O préximo teorema mostra que é
relativamente simples expressar um vetor em termos de uma base ortogonal, o que

justifica em parte, o interesse pela mesma.

Teorema 7. Seja [u),uy, ..., u,| uma base ortogonal de um espagco com produto

interno V. Entdo para qualquer v €'V,

<wvur>ur <vuy>Uu < V,Uup > Uy
V= i ———
<ui,up > <up,upy > < Up,Uy >

Demonstracao: Suponha que

v=kiuy +kur+ ... +k,u, (5.2)

. Tomando o produto interno dos dois lados da igualdade por u; temos:

<vur > = <k +kyur+...+kyuy,up >
kq <uyp,uy > +ky <up,uy > +...+k, < Up,up >
= ki <up,u; >+kp.0+...+k, 0=k <up,u; >
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<vi,upr >

Assim, k| = .
<uy,uy >

Analogamente, parai = {2,3,...,n}:

<vu > = <ky,urt+kyur+...+kyup,u; >
ki <up,up > +ky <wuoyui >+...+ky <up,up >
= kO+...+k<uju;>+...+k,. 0=k <uj,u; >

< vup > .
Logo, ki = $. Substituindo cada k; em ( 5.2) temos o resultado dese-

Agora apresentaremos um processo que permite, dada uma base arbitréria
{uy,uy, ... ,u,} de um espago com produto interno, utilizar essa base para construir

uma base ortogonal {vy,vy,...,v,} de V.

5.6 Processo de Gram-Schmitd

Seja V um espago vetorial ndo-nulo de dimensao finita com produto interno e
suponha que {uy,uy,...,u,} é umabase de V. A seguinte sequéncia de passos ird

produzir uma base ortogonal {v,vs,...,v,} de V.
1. Seja V] = Uuj.

2. Conforme esta ilustrado na figura abaixo podemos obter um vetor v, que é
ortogonal a v tomando o componente de u, que € ortogonal ao espago W

gerado por vy. Para isto basta tomar:

. < up,vy >
V2 = U3 — projw, U = uz — W\/l
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uz

ui

V2

proju,t

Figura: Gram-Schmidt

3. Para construir um vetor v3 que € ortogonal a ambos v; € v, calculamos o

componente de u3 que € ortogonal ao espaco W, gerado por vy € v;:

. <uz,vi > <uz,vy >

v
|[v2[?

4. Para determinar um vetor v4 que € ortogonal a vi,v, e v3, calculamos o

componente de u4 que € ortogonal ao espaco W3 gerado por vy, v2 € v3.

< Ug,V1 > < U,V > < U4,V3 >
. 2T

V4 = U4 — Projw; Us = Ug — V3

[[val? [Iv3]]?

Continuando desta maneira, iremos obter, depois de n passos, um conjunto
ortogonal de vetores {vi,v2,...,v,}. Como V tem dimensdo n e conjuntos or-
togonais sdo linearmente independentes, o conjunto {vi,vy,...,v,} é uma base

ortogonal de V.
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Exemplo 27. Considere o espago vetorial R? com o produto interno usual. Va-
mos aplicar o processo de Gram-Schmidt para transformar os vetores de base
uy = (1,1,1),up = (0,1,1),u3 = (0,0, 1) em uma base ortogonal {vy,v;,v3}; de-
pois normalizar os vetores da base ortogonal para obter uma base ortonormal

{41>42>CI3}-

1. vi=u =(1,1,1)

2.
. <up,vi >
V2 = up—projwyuz = Uy — ——— 5Vl
[[v1]]
2
= (07171)_5(171a1>
B 211
N 373’3
3.
. <uz,vi > < uz,vy >
V3 = U3 —Pprojw, U3 = U3 — 5 V1 — 7—V2
[[v1]] [[v2]|
1 1/3 211
= (0,00)—=(1,1.1)—— | —=, =, =
(”) 3(”) 2/3( 3’3’3)
11
= (0,—=.=
(0-23)
Assim,

211 11
V1 = (17171)7 Vo = (_57575)7 V3 = (0;_575)

formam uma base ortogonal de R>. As normas destes vetores sdo

V6
Wil = V3, Ihall =5 sl =

R
V2



de modo que uma base ortonormal de R> é
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Capitulo 6
Produto Vetorial

Ja vimos que o R” € um espaco vetorial muito conhecido e importante. Dentre
os subespacos do R” um que nos chama atengiio é o R> por se tratar, talvez, de
um espaco vetorial “palpavel”. Frequentemente nos referimos ao R> apenas como
espaco, pois este € o espaco do qual estamos habituados.

Podemos definir no espaco R o conceito de produto vetorial entre dois
vetores u e v. Esse produto também costuma ser chamado de produto externo.

Infelizmente o conceito de produto vetorial estd ligado a orientacdo do espaco,
mas como ndo objetivamos entrar em maiores detalhes neste assunto, faremos
apenas uma breve explana¢do do que se entende por orientagdo do espaco antes

de “atacarmos"o produto vetorial.

6.1 Orientacao no Plano

Diremos que um par (u,v) de vetores linearmente independentes é um par
horério se a rotacido que u deve fazer para superpor a v pelo caminho mais curto
for no sentido dos ponteiros do relégio, caso contrario dizemos que o par ordenado
(u,v) é anti-hordrio. Cada par de vetores L.I. paralelos a (u,v) pertencerd a uma

sO dessas duas classes.

32
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6.2 Orientacao do Espaco

Um método famoso para a orientacio do espago € a “regra da mao direita".

Dada uma base (u,v,w), abra sua méo direita, espalmada, e alinhe o represen-
tante do primeiro vetor (no caso u#) com o dedo indicador. Dobre o dedo médio
alinhando-o com o segundo vetor (v). O sentido de u para v fica de acordo com o
fechar da mao. Se o polegar puder ser alinhado com a dire¢do de w, entdo a base
€ positiva, caso contrdrio € negativa.

A orientacdo da base também pode ser obtida pelo determinante da matriz
cujas linhas (ou colunas) sdo as coordenadas dos vetores. Se o determinante for

positivo a base tem uma orientacdo positiva, caso contrario negativa.

6.3 Produto Vetorial

Dados dois vetores u e v do espaco, o produto vetorial de u e v denotado por

u A\ v € definido da seguinte maneira:

1. uAv=0seuevforemL.D.;

2. SeuevforemL.I:

@) ||uAv||=|lul|.]|v]|sen 6 onde 6 € 0 dngulo entre ue v e ||u Av|| é igual

a area de um paralelogramo definido por u e v;
(b) uAvéortogonal aue av;
(¢) (u,v,u\v)éuma base positiva do espago.
Observacao: Da prépria defini¢do resulta u Av = 0 < u e v sdo linearmente
dependentes.

Muitas vezes somos tentados a escrever u A v = ||ul|.||v||sen 8, mas isso ndo

faz sentido, pois u A v é um vetor e ||u||.||v||sen 6 é um nimero real.

Proposicao 1. Seja (i, j, k) uma base ortonormal positiva. Entdo, sendo u =

(x1,y1,21) e v=(x2,y2,22) relativamente a essa base, tem-se



i j k
UANV=1|Xx1 y1 21

X2 Y2 22
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onde o determinante formal dever ser interpretado como sendo

121 20 X1 |, | X1 »n
Y J+ Y k
Y2 22 2 X X2 ¥y
Demonstracao: Seja
12 20 X1 | . | X1 3
_ Y Jj+ Y k
Y2 22 2 X2 X2 y2
1. Se uev forem L.D. entdo u = Av ou v = Au. Logo
X1 = Ax Xy = Axy
ous y1=Ay oug y2=Ay
71 =Mz 2 =Mz

Dessa forma todos os determinantes em ( 6.3) sdo nulos.

Com isso
w=0=uAw
2. Vamos supor agorau e v L.I..
(a)
2 2
y2 22 2 X2 X2 Y2

(6.1)

2

= (y1z2—y221)* + (z1x2 — 22x1) + (x1y2 — x2y1 )% (6.2)
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agora

[lunvl[> = ul[*[]v|*sen’ ©
= lullP|V[[*(1 = cos® 6)
= [l PIIII* = [lulP|Iv][*cos ©
= lulPIVI? = (uv)?

(x12+y12 +21). (02 + 322 + 22%) — (x1x2 +y1y2 +2122)2

um cdlculo simples nos mostra que esta expressao € igual a ( 6.2),

logo:
2 2
[[w[|” = [[uAv]]
ou seja
[[w[| = [luAv]] #O0. (6.3)
(b)
vz z Xy X1y 2
1 2 1 1 )1
W = X1+ yi+ u=|x y» zo|=0.
y2 22 22 X2 X2 ¥2
X3 y3 23
Analogamente, w.v = 0.
Assim,
wlu,wlv, donde w || u Av. (6.4)

(c) Vamos mostrar que (u,v,w) € uma base positiva. Para isso, basta mos-

trar que:

X1 V1 21
X2 Y2 22
Y1 2 X1 Y1
y2 22 X2 ¥

1 X1

&

2 X2

desenvolvendo este determinante obtemos
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2 2 2

o = [l >0

Y2 22

71 X1 X1 Y1

A2 2

2 X2

logo a base (u,v,w) tem a mesma orienta¢éo que a base (i, j,k), sendo
portanto positiva.

Agora, basta mostrar que w e # /A v t€ém o mesmo sentido.
Temos que u Av || w por ( 6.4), entdo obviamente u A v = Aw.
Sejau Av = (x3,y3,z3) = w = (Ax3,Ay3,Az3).

Como, por hipétese, (u,v,u A v) é uma base positiva, entdo:

X1 y1 2
x2 y2 22 |>0
X3 y3 23

logo, como (u,v,w) também €& positiva

X1 Y1 <1 X1 Y1 21
0<| x2 » 22 |=Mx » 2
A3 Ays Az X3 Y3 23

concluimos que A > 0, portanto

we uAvtém o mesmo sentido. (6.5)

De (6.3), (6.4) e (6.5) seguird que u A v = w, concluindo a demonstragao.

6.4 Propriedades do Produto Vetorial

Para quaisquer u, uy, uz, v, vi, v» de R? e A € R tem-se:

Lo uN(vi+v2) =uAvi+uivy,
(uy +up) A\v=uy Av+us Av

2. uN() = (Au) Av=~AuAv)
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3. uANv=—vAu

A demonstracdo de todas essas propriedades decorre facilmente da férmula da

proposi¢do vista anteriormente.

i j k
UNy = X1 y1 21
X2 Y2 22

6.5 Ortogonalizacao de Bases no Espaco

Podemos deduzir outras propriedades do produto vetorial além das trés vistas
acima. Além disso, € possivel encontrar varias aplicacdes para esta ferramenta.
Dentre elas, destacamos um processo que nos permite encontrar bases ortogonais,
sem recorrer ao processo de Gram-Schmidt, de uma forma mais simples porém,
aplicavel apenas a espacos tri-dimensionais.

Dada uma base {u,v,w} no espago, tem situagdes em que se deseja construir
uma base ortonormal {cy,c,c3} tal que ¢; seja colinear com u e ¢, coplanar com
u e v. Obviamente ¢| = ﬁ

Como c3 deve ser ortogonal a ¢ € a ¢3, € estes sd@o coplanares com u € v, temos
que c¢3 € ortogonal a u e v, e portanto, podemos considerar ¢3 como o versor de u
ev.

Tendo c; e c3, podemos escolher ¢; como sendo c3 A c1, se quisermos base
positiva. Temos que ¢, € coplanar com u e v pois os vetores com essa propriedade
sd0 os vetores ortogonais a u /A v que tem a mesma dire¢do que c3, € ¢ € ortogonal

a c3.
Exemplo 28. Se u = (1,2,1),v=(1,—1,2) ew = (-3,2,1) teremos:

(1,2,1)
V6

° ] =
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Inicialmente, calculamos u\v:

i j k
1 2 1 |=5—-j-3k=(5-1,-3)
I -1 2

(5,—1,-3)

Entdo, c3 =

V35

5-1,-3) (1,2,1) (5,-8,—11
.Cz:c?,/\cl:(’ ) )/\(’7):(7 ) )

V35 V6 V210

Para obter as coordenadas dos vetores na nova base ortonormal, basta fazer:
v=(v.c1)c1 + (v.c2)ea+ (v.c3)c3

Além disso, (v.ci)c; é a projecdo ortogonal de v na direcdo de c;, e (v.ci)c; +
(v.cj)cj € a projegdo ortogonal de v sobre o plano dado pelos vetores c; e c;
(i, €{1,2,3}).



Conclusao

Vimos que as caracterizagcdes de vetores, espagos vetoriais e subespagos
sdo relativamente simples. Esses entes matematicos encontram aplicagdes im-
portantes em diversas dreas. Alguns desses objetos sdo muito conhecidos e até
corriqueiramente utilizados, como € o caso do R3.

Ao trabalharmos com os espagos vetoriais nos deparamos com o conceito de
bases. Algumas destas podem ser ortogonais ou ainda ortonormais, € pela relativa
simplicidade em trabalhar com essas bases, hd um grande interesse em encontra-
las.

Finalmente, nos deparamos com algumas ferramentas e processos que nos
permitem ortogonalizar uma base. No caso do R? podemos utilizar o produto ve-
torial. Infelizmente nao € possivel estender o processo de ortogonalizagdo através
do produto vetorial para espagos nao tri-dimensionais. Porém, com o Processo
de Gram-schmidt é possivel ortogonalizar qualquer base em se tratando de um

espaco vetorial nao nulo e de dimensao finita.
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