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Resumo
Neste trabalho nomearemos as matrizes que serão necessárias para nosso es-

tudo, logo após definiremos espaços vetoriais e os objetos matemáticos relaciona-
dos.

Definiremos o que é um produto interno e uma norma, mostrando que as duas
idéias existem independetemente uma da outra, e a necessidade destes conceitos
para definirmos ortogonalidade entre vetores, que por sua vez é necessária para
que se possa introduzir a idéia de um produto vetorial.

Finalmente, descreveremos alguns processos de ortogonalização.
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Introdução

Usamos nos mais variados ramos da matemática as operações de soma e mul-
tiplicação por escalar, e como esta ciência estuda os padrões, podemos observar
vários dentro destas operações e criar uma teoria geral sobre isso, encontrando
várias aplicações em diversas áreas da matemática. Chama-se Espaços Vetoriais
o estudo destas propriedades, e é justamente este um dos focos de estudo deste
trabalho.

Muitos problemas envolvendo espaços vetoriais necessitam da idéia de bases,
e estes problemas tornam-se bastantes simplificados quando utilizamos bases cu-
jos vetores são ortogonais entre si. Neste trabalho encontraremos um meio de
transformar bases quaisquer em bases ortogonais através de um processo conhe-
cido como “Processo de Gram-Schmidt".
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Capítulo 1

Histórico

1.1 Jörgen Pederson Gram

Jørgen Pedersen Gram (27 de junho de 1850 - 29 de abril de 1916) foi um
atuário dinamarquês e matemático que nasceu em Nustrup, Ducado de Schleswig,
Dinamarca e morreu em Copenhague, na Dinamarca. A educação elementar de
Gram foi em escolas de aldeias suplementada com tutoria particular. Depois de
concluir o segundo grau ele obteve o grau de Mestre em Matemática com espe-
cialização na então sendo desenvolvida Álgebra Moderna.

Em seguida Gram foi contratado como atuário na Companhia Hafnia de Se-
guros de Vida. No entanto o seu trabalho para a companhia de seguros o levou de
volta para a investigação matemática. Ele começou a trabalhar na probabilidade e
análise numérica, dois temas cujas aplicações práticas foram de muita importância
para seu trabalho. Embora tenha continuado a trabalhar para a Companhia de Se-
guros Hafnia em mais e mais papéis sênior, Gram fundou sua própria companhia
de seguros, a Skjold Insurance Company, em 1884.

Enquanto trabalhava de atuário, ele obteve o Doutorado com sua tese intitulada
“sobre Desenvolvimentos em Séries Utilizando o Método dos Mínimos Quadra-
dos". Foi nesta tese que primeiro formulou suas contribuições ao processo de
Gram-Schmidt. Mais tarde Gram passou a interessar-se por Teoria Abstrata de
Números, tendo ganhado uma medalha de ouro da Sociedade Real Dinamarquesa
de Ciências e Letras por sua contribuição neste campo. No entanto, ele também
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manteve um interesse, durante toda sua vida, na inter-relação entre matemática
teórica e aplicada, que o levou a quatro tratados sobre administração florestal
dinamarquesa. Gram foi morto num final de tarde numa colisão de bicicleta a
caminho de uma reunião da Sociedade Real Dinamarquesa.

1.2 Erhard Schmidt

Erhard Schmidt (13 de janeiro de 1876 - 6 de dezembro de 1959) foi um ma-
temático alemão e recebeu seu Doutorado da Universidade de Göttingen em 1905,
onde estudou sob orientação de David Hilbert, um dos gigantes da Matemática.
Mais tarde, em 1917, foi lecionar na Universidade de Berlim, onde permaneceu
pelo resto de sua vida, embora tenha passado por tempos difíceis durante a II
Guerra Mundial, pois sua descendência era judia. Após o término da guerra, ele
foi apontado como o diretor do Instituto de Investigação Matemática da Acade-
mia Alemã de Ciências, onde permaneceu nessa função até 1958. Outro papel
que ele assumiu após o fim da guerra foi o de primeiro editor de Mathematische
Nachrichten (ele co-fundou a revista em 1948).

Schmidt fez importantes contribuições em uma variedade de campos matemá-
ticos, mas é mais notável por ter conseguido moldar muitas das diversas idéias de
Hilbert num único conceito abrangente (chamado espaço de Hilbert), que é fun-
damental no estudo de espaços vetoriais de dimensão infinita. Schmidt primeiro
descreveu o processo que leva seu nome num trabalho sobre equações integrais
publicado em 1907. Porém, o processo de ortogonalização já tenha sido apresen-
tado antes por Laplace.

1.3 David Hilbert

David Hilbert (23 de janeiro de 1862 - 14 de fevereiro de 1943) foi um bril-
hante matemático alemão nascido em Königsberg, na Prússia Oriental, hoje ci-
dade de Kaliningrado, Rússia, famoso como renomado professor de geometria
euclidiana em Göttingen. Doutor pela Universidade de Konigsberg (1884), onde
também foi professor (1886-1895), depois mudou-se para a Universidade de Got-
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tingen (1895-1930), onde deu continuidade à brilhante tradição matemática de
Gauss, Dirichlet e Riemann, e transformou a universidade em foco permanente
de atenção por suas idéias inovadoras nesse campo de estudos. Infelizmente ele
viveu o suficiente para assistir ao fim da dinastia matemática da Universidade de
Göttingen, a partir de 1933, ano da chegada de Adolf Hitler ao poder, quando os
nazistas afastaram muitos dos membros da faculdade.

Notável na teoria dos números reais, geometria, topologia, equações diferen-
ciais, cálculo de variações e outros campos, sua consagração definitiva veio com a
publicação Grundlagen der Geometrie (1899), traduzido em vários idiomas, apre-
sentada no Congresso Internacional de Matemática de Paris (1900), uma coleção
de vinte e três postulados conhecidos como axiomas de Hilbert, reduzindo a geo-
metria a uma série de axiomas e dando uma contribuição crucial para os funda-
mentos formalísticos da matemática.

Divulgou um importante trabalho sobre equações integrais (1909) de grande
importância para o desenvolvimento da matemática do século XX, criando a aná-
lise funcional. Também desenvolveu o espaço infinito-dimensional, hoje chamado
espaço de Hilbert, e contribuiu para o desenvolvimento da teoria cinética dos gases
e a teoria da radiação. Foi premiado com o Mittag-Leffler da Swedish Academy
(1939) e quando faleceu, em 1943 em Göttingen, os nazistas tinham praticamente
acabado com a universidade, uma vez que muitos de seus membros eram judeus,
ou casados com judeus. Seu funeral foi presenciado por menos de uma dúzia de
pessoas, das quais apenas duas eram colegas da universidade.

Hilbert é o autor de uma lista de 23 questões em aberto na matemática, al-
gumas das quais ainda hoje são tópicos de investigação. No seu discurso “The
Problems of Mathematics” identificou problemas como a Hipótese do Contínuo,
a Hipótese de Riemann, a boa ordenação dos reais, etc.

Hoje em dia é conhecido pela noção de espaço de Hilbert, utilizada para desi-
gnar um espaço vetorial complexo, normado e completo, usado frequentemente,
por exemplo, em mecânica quântica.



Capítulo 2

Matrizes

Definição 1. Uma matriz é uma função que associa a cada par ordenado (i, j) ∈
(N∗)2 um objeto no conjunto Smn em que 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n. A ordem desta

matriz corresponde a m×n e a imagem de cada par (i, j) denotamos por ai j.

Esta matriz definida acima é escrita em forma retangular, delimitadas por col-
chetes, parênteses ou barras duplas verticais, com m linhas e n colunas tal que ai j,
esteja posicionado na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Exemplo 1.

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 ,

 1 5 3 3
−8 2 0 20
0 7 −17 0

 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −8 0
4 2 −16
3 0 3

63 −1 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.1 Matrizes Notáveis

Destacaremos aqui algumas matrizes que nos serão muito úteis e frequentes:

a) Matriz Linha: É uma matriz que possui apenas uma linha, porém pode
possuir qualquer quantidade de colunas, ou seja, é uma matriz 1×n.

Exemplo 2. (
1 −5 17 . . . 5

)
4
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b) Matriz Coluna: É uma matriz que possui apenas uma coluna, porém pode
possuir qualquer quantidade de linhas, ou seja, é uma matriz m×1.

Exemplo 3. 
1
2
...

5


c) Matriz Nula: Todos os seus elementos são iguais a zero.

Exemplo 4.  0 0
0 0
0 0


d) Matriz Quadrada: É toda matriz em que o número de linhas é igual ao

número de colunas. Neste tipo de matrizes, temos que sua ordem é de n× n ou
simplesmente matriz quadrada de ordem n.

Exemplo 5. 
2 −4 8 5
−9 0 0 8
0 0 4 −3

17 −6 −9 5


e) Matriz Diagonal: É a matriz quadrada em que os elementos que não perten-

cem a diagonal principal (conjunto dos ai j tal que i = j) são iguais a zero, ou seja,
∀ai j com i 6= j temos que ai j = 0.

Exemplo 6.  1 0 0
0 2 0
0 0 3


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f) Matriz Identidade: É uma matriz diagonal, onde os elementos que perten-
cem a diagonal principal são iguais a um, ou seja, ∀ai j com i = j temos que
ai j = 1.

Exemplo 7. 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


g) Matriz Triangular: Uma matriz quadrada onde ai j = 0 sempre que i > j é

chamada de triangular superior e quando ai j = 0 sempre que i < j ela é chamada
de triangular inferior. Uma matriz que é triangular superior ou triangular inferior
é chamada simplesmente de matriz triangular.

Exemplo 8.  −1 0 0
3 −4 0
6 2 1

e


9 −4 5
0 8 2

0 0 −3
2


Observação: Uma matriz diagonal é, ao mesmo tempo, triangular superior e

inferior.

h) Matriz Transposta: Dada uma matriz qualquer A = (ai j), de ordem m× n,
definimos a transposta da matriz A como sendo a matriz AT = (a ji), de ordem
n×m, que se obtém transformando-se ordenadamente as linhas de A em colunas.

Exemplo 9.

A =

 −7 8
4 9
2 1

 AT =

(
−7 4 2
8 9 1

)

2.2 Operações Entre Matrizes

Vamos destacar uma aritmética de matrizes, ou seja, as operações mais rele-
vantes que as envolvem.
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a) Igualdade: Diz-se que duas matrizes A = (ai j) e B = (bi j) de ordens m×n

são iguais, se cada elemento ai j de A é igual ao elemento correspondente bi j de
B, ou seja, A = B⇐⇒ ai j = bi j.

b) Adição: Dadas duas matrizes A = (ai j) e B = (bi j) de ordens m×n, a matriz
A + B é outra matriz S = (si j) de mesma ordem, de modo que cada elemento si j

da matriz S, é obtido da forma: si j = ai j + bi j, isto é, corresponde a soma dos
elementos que ocupam a mesma posição.

Exemplo 10.(
1 −2
5 −4

)
+

(
0 6
−7 8

)
=

(
1+0 −2+6
5−7 −4+8

)
=

(
1 4
−2 4

)

b) Subtração: A subtração de matrizes é um caso particular da soma. Sub-
trair duas matrizes é o mesmo que somar a primeira pela oposta da segunda:
A−B = A+(−B). Dadas duas matrizes A = (ai j) e B = (bi j) de ordens m×n, a
matriz A−B é uma outra matriz D = (di j) de mesma ordem, de modo que cada
elemento di j da matriz D, é obtida da forma: di j = ai j−bi j.

c) Produto de uma matriz por um escalar: Dado um número real k e uma matriz
A = (ai j) de ordem m× n, definimos o produto do número real k pela matriz A,
como outra matriz P = (pi j) com mesma ordem de A, de modo que cada elemento
pi j de P é obtido da forma: pi j = k.ai j.

Exemplo 11.

−2.

(
1 0
−3 −1

)
=

(
−2.1 −2.0
−2.(−3) −2.(−1)

)
=

(
−2 0
6 2

)

d) Produto entre matrizes: Seja A = (ai j), uma matriz m× n e B = (b jk), j =
1, . . . ,n e k = 1, . . . ,s uma matriz n× s.
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A =


a11 . . . a1n

... . . . ...
am1 . . . amn

e B =


b11 . . . b1s

... . . . ...
bn1 . . . bns



Dizemos Cm×s = Am×n.Bn×s dado como:

Cn×s =
n

∑
j=1

ai jb jk = ai1b1k + . . .+ainbnk

Exemplo 12.(
1 0
0 1

)
.

(
1 2
3 4

)
=

(
1.1+0.3 1.2+0.4
0.1+1.3 0.2+1.4

)
=

(
1 2
3 4

)

Observação: veja que:

• Para se multiplicar uma matriz por outra é preciso que o número de colunas
da primeira matriz seja igual ao número de linhas da segunda.

• O resultado da multiplicação será uma matriz que terá o número de linhas
da primeira matriz e o número de colunas da segunda.

• A multiplicação entre matrizes não é comutativa, pois Am×n.Bn×p = Cm×p,
mas não podemos multiplicar Bn×p.Am×n.

2.3 Determinantes

Uma definição geral de determinante abrange matrizes de ordens n ≥ 2, mas
para efeito de utilidade nos limitaremos aos casos em que n é igual a 1, 2 ou 3.

Definição 2. A toda matriz quadrada A = (ai j), de elementos reais de ordem n,

está associado um único número real chamado determinante da matriz A, que é

denotado por detA.
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2.3.1 Determinante de ordem 1

Definição 3. O determinante de uma matriz quadrada de primeira ordem é o

próprio elemento dessa matriz. Isto é

A = (a)⇒ detA = a

Exemplo 13.
A = (−9)⇒ detA =−9

2.3.2 Determinante de ordem 2

Definição 4. O determinante de uma matriz quadrada de segunda ordem é o pro-

duto dos elementos de sua diagonal principal subtraído dos elementos da diago-

nal secundária.

A =

(
a b

x y

)
⇒ detA = ay−bx

Exemplo 14.

B =

(
−1 −2
6 5

)
⇒ detB =−1.5− (−2).6 = 7

2.3.3 Determinante de ordem 3

Definição 5. Para a matriz de terceira ordem temos

A =

 a b c

p q r

x y z

define-se

detA = aqz+brx+ cpy− cqx−bpz−ary

Exemplo 15.

A =

 −1 0 2
1 3 4
2 0 1


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detA = (−1.3.1)+(0.4.2)+(2.1.0)− (2.3.2)− (0.1.1)− (−1.4.0) =−15



Capítulo 3

Espaço Vetorial

3.1 Espaço Vetorial

Seja V um conjunto onde estão definidas as operações de adição e multiplica-
ção por escalar (entenda escalar como um α pertencente a um corpo K (R ou C)).
Quando não especificarmos o corpo que estamos trabalhando, fica subentendido
que se trata do R.

Por adição entendemos uma regra que associa a cada par de objetos u,v ∈ V

um objeto u+ v ∈V , chamada soma de u e v. Por multiplicação entendemos uma
regra que associa a cada escalar α ∈ K e um objeto u ∈ V a um objeto α.v ∈ V

chamado o produto de α por v. O conjunto V munido dessas duas operações é
chamado de espaço vetorial se ∀u,v e w ∈ V e ∀α e β ∈ K tivermos as seguintes
propriedades satisfeitas:

A1) u+ v = v+u (comutativa da adição)

A2) (u+ v)+w = u+(v+w) (associativa da adição)

A3) 0+u = u+0 = u (elemento neutro da adição)

A4) u+(−u) = 0 (elemento simétrico da adição)

Comumente usaremos u− v para expressar u+(−v)

11
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M5) (αβ)v = α(βv) (associativa da multiplicação)

M6) 1.u = u (elemento neutro da multiplicação)

M7) α(u+ v) = αu+αv (distrubutiva)

M8) (α+β)v = αv+βv (distributiva)

Os elementos de um espaço vetorial são chamados de vetores.

Exemplo 16. O conjunto V = Rn com as operações conhecidas de adição e mul-

tiplicação por escalar é um espaço vetorial.

Podemos representar geometricamente os vetores do R, R2 e R3 como seg-
mentos de retas orientados (flechas) nos espaços uni, bi e tri-dimensionais res-
pectivamente. A direção e o sentido da flecha especificam a direção e sentido
do vetor, e o comprimento do segmento descreve a magnitude. A “cauda"da
flecha é chamado de ponto inicial ou origem do vetor, e a ponta é chamada de
ponto final. Um vetor que possui (0), (0,0), (0,0 . . . ,0) como ponto inicial e
(x1), (x1,x2), (x1,x2, . . . ,xn) como ponto final, respectivamente, será denotado
por

(
x1

)
,

(
x1

x2

)
,


x1

x2
...

xn

 .

Podemos também utilizar a notação (x1), (x1,x2)T , (x1,x2, . . . ,xn)T .
Vetores com o mesmo comprimento, direção e sentido são ditos equivalentes,

independentemente da sua origem ou ponto final. Como geralmente necessitamos
apenas do comprimento, direção e sentido, então, trataremos de vetores equiva-
lentes como iguais.

Exemplo 17. O conjunto V de todas as matrizes de ordem m× n com elemen-

tos reais é um espaço vetorial se definidas a soma e multiplicação por escalar

habitual das matrizes.
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Exemplo 18. O conjunto V de funções reais definidas na reta real (−∞,∞). Se

f= f (x) e g=g(x) são duas tais funções e α um número real qualquer, definimos:

( f +g)(x) = f (x)+g(x) e (α f )(x) = α f (x)

Temos que V é um espaço vetorial.

Exemplo 19. O conjunto V = {0} é um espaço vetorial, denominado espaço ve-

torial nulo.

3.2 Subespaço Vetorial

Seja V um espaço vetorial sobre K e W ⊆V . W é chamado subespaço vetorial
de V se W satisfazer as seguintes condições:

1. Se u,v ∈W ⇒ u+ v ∈W ;

2. Se v ∈W e α ∈K⇒ αv ∈W ;

3. 0 ∈W .

Observação: Se V é um espaço vetorial sobre K então os conjuntos {0} e
V são subespaços de V chamados subespaços impróprios ou triviais. Os demais
subespaços de V são chamados subespaços próprios.

Exemplo 20. O subconjunto R⊂ R2 é um subespaço vetorial de R2.

Exemplo 21. Em geral todo Ra ⊆Rn, com a∈N, é um subespaço vetorial de Rn.

3.3 Combinações Lineares

Seja V um espaço vetorial sobre K, e sejam v1,v2, . . . ,vn ∈V e α1,α2, . . . ,αn ∈
K. Dizemos que u = α1v1+α2v2+. . .+αnvn é uma combinação linear de v1,v2, . . . ,vn.

Teorema 1. Seja W o conjunto de todas as combinações lineares de v1,v2, . . . ,vn.

Então W é um subespaço de V .
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Demonstração: Sejam β1,β2, . . . ,βn ∈K e v = β1v1 +β2v2 + . . .+βnvn. Te-
mos que u+v = (α1v1 +α2v2 + . . .+αnvn)+(β1v1 +β2v2 + . . .+βnvn) = (α1 +
β1)v1 +(α2 + β2)v2 + . . .+(αn + βn)vn. Logo, a soma de dois elementos de W

também pertence ao mesmo conjunto. Essa conclusão torna W como uma com-
binação linear de v1,v2, . . . ,vn. Também, se γ ∈ K⇒ γu = (γα1)v1 +(γα2)v2 +
. . .+(γαn)vn é uma combinação linear de v1, . . . ,vn, portanto é elemento de W .
Por fim, temos que 0 = 0v1, . . . ,0vn é um elemento de W .
Esse três fatos provam que W é subespaço de V .

3.4 Dependência Linear

Seja V um espaço vetorial. Um conjunto X ⊂ V diz-se linearmente indepen-

dente (abreviadamente, L.I.) quando nenhum vetor de X é combinação linear dos
demais vetores de X . Como no caso de X = {v} consta de um único elemento v,
diz-se também que X é L.I., por definição, quando v 6= 0. Os elementos de X são
chamados vetores linearmente independentes.

Teorema 2. Seja X um conjunto L.I. no espaço vetorial V. Se α1v1 +α2v2 + . . .+
αmvm = 0 com v1,v2, . . . ,vm ∈ X então α1 = α2 = . . . = αm = 0. Reciprocamente,

se a única combinação linear nula de vetores de X é aquela cujos coeficientes são

todos iguais a zero, então X é L.I..

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que se tenha α1v1 + α2v2 + . . .+
αmvm = 0 com v1,v2, . . . ,vm ∈ X mas nem todos os αi sejam nulos. Por simplici-
dade, seja α1 6= 0. Então teremos v1 =−α2

α1
v2−

α3

α1
v3− . . .− αm

α1
vm, dessa forma

X não seria L.I., pois v1 seria uma combinação linear dos outros elementos de X .
Reciprocamente, se X não fosse L.I., algum dos seus vetores seria combinação
linear dos demais:

v = α1v1 +α2v2 + . . .+αmvm,

logo
1.v−α1v1−α2v2− . . .−αmvm = 0
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uma combinação linear nula de vetores em X , na qual pelo menos o primeiro
coeficiente não é zero.

Exemplo 22. O conjunto X ⊂ R3, tal que X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é um

conjunto L.I. pois nenhum vetor pode ser escrito como combinação linear dos

outros dois.

Caso X não seja L.I., ou seja, algum elemento de X é combinação linear dos
demais elementos de X , ele é linearmente dependente (abreviadamente L.D.). O
conjunto X = {0} é L.D. pois zero é uma combinação linear dele próprio.

3.5 Base e Dimensão de um Espaço Vetorial

Um subconjunto B⊂V , V sendo um espaço vetorial, é chamado base de V se
B satisfaz as seguintes condições:

1. B gera V . Notação ([B] = V );

2. B for um conjunto L.I..

Na condição ( 1) B gera V , significa que todo elemento de V pode ser escrito
como uma combinação linear de elementos de B.

Se B for uma base de V e card(B) = n (lê-se cardinalidade de B e representa a
quantidade de elementos do conjunto B) então dim(V ) = n, dessa forma dizemos
que V tem n dimensões ou V é um espaço n-dimensional. Se V for constituído
apenas pelo vetor nulo, diremos que esse espaço não possui base e que tem di-
mensão 0.

Exemplo 23. O conjunto X ⊂ R3, tal que X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma

base de R3, esta base também é chamada de base canônica do R3.

Exemplo 24. Temos que dim(Rn) = n. Uma base para o Rn pode ser a base

canônica B = {b1,b2, . . . ,bn}, onde b1 = (1,0, . . . ,0),b2 = (0,1, . . . ,0), . . . ,bn =
(0,0, . . . ,1).
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3.6 Transformação linear

Uma transformação linear A : V → F é uma correspondência que associa a
cada vetor v ∈V um vetor A(v) = A.v = Av ∈ F de modo que as seguintes condi-
ções seja satisfeitas para quaisquer u,v ∈V e α ∈K:

1. A(u+ v) = A(u)+A(v);

2. A(αv) = αA(v).

O vetor A(v) chama-se imagem de v pela transformação A.
Podemos facilmente demonstrar que basta que A(αv+u) = αA(v)+A(u) seja

satisfeita para que tenhamos que A é uma transformação linear.
Dados duas transformações lineares A e B e α ∈K, definimos a soma de duas

transformações lineares e o produto por escalar como:

(S) (A+B)(v) = A(v)+B(v);

(P) αA(v) = (αA)(v).



Capítulo 4

Produto Interno e Norma

4.1 Produto Interno

Utilizando somente os resultados sobre espaço vetorial não possuimos ainda
ferramentas suficientes para abordar certas noções geométricas como ângulo, per-
pendicularismo, comprimento, distância, etc. Isto se torna possível com a intro-
dução de um produto interno.

Um produto interno em um espaço vetorial V é uma função V ×V → R que
associa a cada par de vetores u, v ∈V um número real < u,v >, chamado produto
interno de u por v, de modo que sejam válidas as seguintes propriedades:

1. < u,v >=< v,u > (simetria)

2. < u+ v,w >=< u,w > + < v,w > (aditividade)

3. < ku,v >= k < u,v > (homogeneidade)

4. < v,v >≥ 0 e < v,v >= 0 se, e somente se, v = 0 (positividade)

4.2 Norma induzida do Produto Interno

Através do produto interno podemos introduzir o conceito de norma de um
vetor.

17
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Pela propriedade ( 4) do produto interno, < v,v > é não negativo para qualquer
v ∈V . Assim, sua raíz quadrada positiva existe. Usamos a notação

||v||=
√

< v,v >

Este número não negativo é chamado de norma (será provado na seção (4.6)
quando introduzirmos a definição geral de norma) ou comprimento de v. Esta
norma chamaremos de norma usual. Com essa notação tem-se que:

||v||2 =< v,v >

usada frequentemente, e a igualdade

< u+ v,u+ v >=< u,u > + < u,v > + < v,u > + < v,v >

lê-se:
||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 +2 < u,v > .

Se ||v|| = 1 ou, de mesma forma, se < v,v >= 1, então v é chamado de vetor

unitário e dizemos que o vetor está normalizado. Todo vetor não nulo u ∈V pode
ser multiplicado pelo inverso do seu comprimento para que se obtenha o vetor
unitário.

û =
1
||u||

u

que é um múltiplo positivo de u. Este processo é chamado de normalização de u.

4.3 O espaço vetorial Rn

Considere o espaço vetorial Rn, o produto interno canônico dos vetores u =
{u1,u2, . . . ,un} e v = {v1,v2, . . . ,vn} é definido por

< u,v >= u1v1 +u2v2 + . . .+unvn.
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Desta forma a norma ||v|| do mesmo v citado acima é definida por

||v||=
√

< v,v > =
√

v12 + v22 + . . .+ vn2.

Embora seja possível definir vários outros produtos internos em Rn, esse pro-
duto interno é chamado de usual ou padrão em Rn, e quando não nos referirmos
sobre qual produto interno estamos tratando, subentende-se que seja este.

Como os vetores em Rn são frequentemente representados como matrizes co-
luna, a fórmula < u,v >= uT v define o produto interno usual em Rn.

4.4 O espaço de Hilbert

Seja V o espaço vetorial de todas as sequências infinitas de números reais
(a1,a2,a3, . . .) satisfazendo a

∞

∑
i=1

ai
2 = a1

2 +a2
2 +a3

2 + . . . < ∞

isto é a norma converge. A adição e a multiplicação por escalar são definidas em
V componente a componente, isto é se u = {u1,u2, . . .} e v = {v1,v2, . . .}, então

u+ v = {u1 + v1,u2 + v2, . . .} ,

ku = {ku1,ku2, . . .}

e o produto interno em V é definido por

< u,v >= u1v1 +u2v2 + . . . .

A norma acima converge absolutamente para qualquer par de pontos de V .
Desta forma o produto interno está bem definido. Este espaço com produto interno
é chamado de espaço-l2 ou espaço de Hilbert.



20

4.5 Desigualdade de Cauchy-Schwartz

Se u e v são vetores em um espaço com produto interno V temos que

< u,v >2≤< u,u >< v,v > ou |< u,v > | ≤ ||u||.||v||.

Para provar, suponhamos um t ∈ R, temos

< tu+v, tu+v >= t2 < u,u >+2t < u,v >+< v,v >= t2||u||2+2t < u,v >+||v||2

Sejam a = ||u||2, b = 2 < u,v >, c = ||v||2.
Pela propriedade da positividade o produto interno de qualquer vetor por ele

mesmo é sempre maior ou igual a zero. Portanto ||tu+ v||2 ≥ 0, então temos

at2 +bt + c≥ 0 ∀t ∈ R

Isso significa que o polinômio quadrático at2 +bt +c não pode ter duas raízes
reais distintas, o que significa que b2−4ac≤ 0 ou que b2 ≤ 4ac. Assim,

4 < u,v >2≤ 4||u||2.||v||2

que equivale a
|< u,v > | ≤ ||u||.||v||

completando a prova.

4.6 Norma

A palavra norma em matemática tem significado próprio, independentemente
da distância e de produto interno. Quando não for especificada a norma que esta-
mos utilizando subentende-se que seja a norma usual induzida do produto interno.

Definição 6. Um espaço vetorial V é dito um espaço vetorial normado se a cada

vetor v ∈ V está associado um número real ||v||, satisfazendo as seguintes pro-

priedades:
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1. ||v|| ≥ 0 e ||v||= 0⇔ v = 0;

2. ||αv||= |α|.||v||;

3. ||v+w|| ≤ ||v||+ ||w||.

Teorema 3. Se V é um espaço vetorial munido do produto interno então, ||v|| =
√

< v,v > define uma norma em V.

Demonstração: Temos que as duas primeiras propriedades de norma são fa-
cilmente satisfeitas, então resta mostrar a terceira propriedade.

||u+ v||2 = < u+ v,u+ v > = < u,u > +2 < u,v > + < v,v >

≤ ||u||2 +2||u||||v||+ ||v||2 (Cauchy-Schwarz)
= (||u||+ ||v||)2

portanto, ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||.

A distância entre dois vetores u e v de um espaço vetorial normado V é deno-
tado por d(u,v) = ||u− v|| e satisfaz as seguintes propriedades:

1. d(u,v)≥ 0 e d(u,v) = 0⇔ u = v

2. d(u,v) = d(v,u)

3. d(u,v)≤ d(u,w)+d(w,v)



Capítulo 5

Ortogonalidade

5.1 Ângulo entre vetores

Para quaisquer vetores não nulos u e v em um espaço com produto interno V ,
o ângulo entre u e v é definido como sendo o ângulo θ tal que 0≤ θ≤ π e

cosθ =
< u,v >

||u||.||v||
.

Como |cosθ| ≤ 1 e pela desigualdade
∣∣∣∣< u,v >

||u||.||v||

∣∣∣∣ ≤ 1, o ângulo existe e é

único.

5.2 Projeção Vetorial

Podemos encontrar a componente de um vetor u na direção de um outro, v,
utilizando os conceitos de norma, produto interno e ângulo entre vetores. Essa
componente é chamada de projeção vetorial de u sobre v.

Para tanto precisamos escrever u como uma soma da forma p + z onde p tem
a mesma direção de v e z é ortogonal a p. Para isso defina w =

v
||v||

, dessa forma

w é um vetor unitário com mesma direção e sentido que v.
Queremos encontrar α tal que p = αw seja ortogonal a z = u−αw. Para que

p e z sejam ortogonais, o escalar α tem que satisfazer

22
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α = ||u||cosθ

=
||u||.||v||.cosθ

||v||

=
< u,v >

||v||

z = u− p

θ

v

u

p = αw

w

Figura: Projeção Vetorial

O escalar α é chamado de projeção escalar de u sobre v, e o vetor p é chamado
de projeção vetorial de u sobre v e é denotado por pro jvu.

Resumindo

α =
< u,v >

||v||

p = αw = α.
v
||v||

=
< u,v >

< v,v >
.v

Exemplo 25. Podemos encontrar o ponto mais próximo do ponto (1,4) que per-
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tence à reta y =
x
3

. Para isto basta encontrar a projeção vetorial de u = (1,4)T

sobre um vetor v que possua a mesma direção da reta y, e mesma origem do vetor

u. Como (0,0) e (3,1) são pontos desta reta, podemos definir v = (3,1)T .Agora

basta calcular pro jvu.

pro jvu =
(

< u,v >

< v,v >

)
.v =

7
10

.

(
3
1

)
=

(
2,1
0,7

)
Logo (2,1;0,7) é o ponto que procuramos.

u

v
y = x

3
pro jvu

(1,4)

Figura: Exemplo 25

5.3 Ortogonalidade

Dois vetores u e v de um espaço com produto interno são chamados ortogonais
se < u,v >= 0.

Observamos que se v é ortogonal a todo u ∈V então v = 0. Temos u e v orto-
gonais se, e somente se, θ = π/2. Além disso dois vetores podem ser ortogonais
em relação a um produto interno mas não em relação a outro.
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Exemplo 26. u = (1,1) e v = (1,−3/2) em R2 são ortogonais em relação ao

produto interno < u,v >= 3u1v1 +2u2v2, mas não em relação ao produto interno

usual.

5.4 Complemento Ortogonal

Seja W um subconjunto de um espaço V com produto interno. Um vetor de V

é dito ortogonal a W se é ortogonal a cada vetor de W , e o conjunto de todos os
vetores de V que são ortogonais a W é chamado complemento ortogonal de W e é
denotado por W⊥.

Mostraremos que W⊥ é um subespaço de V . Obviamente 0∈W⊥ uma vez que
0 é ortogonal a todo vetor de V . Queremos mostrar que W⊥ é fechado na adição
e multiplicação por escalar, ou seja, queremos mostrar que dois vetores de W⊥ é
ortogonal a cada vetor de W e que qualquer múltiplo por escalar de um vetor de
W⊥ é ortogonal a cada vetor de W .

Sejam u e v ∈W⊥, seja α um escalar qualquer e seja w um vetor de W . Então,
pela definição de W⊥ temos < u,w >= 0 e < v,w >= 0. Usando as propriedades
básicas do produto interno, obtemos:

< u+ v,w >=< u,w > + < v,w >= 0

e

< αv,w >= α < v,w >= α.0 = 0

provando que u+ v e α.v estão em W⊥.
Observe também que 0 é o único vetor comum a W e W⊥, pois se existe v

pertencente a W e W⊥ então < v,v >= 0 que acarreta v = 0.
Temos ainda como propriedade que o complemento ortogonal de W⊥ é W , ou

seja, (W⊥)⊥ = W .

Teorema 4. Seja W um subespaço de V . Então V é soma direta de W e W⊥,

isto é, V = W ⊕W⊥, cujas demonstrações dependem de resultados ainda não

apresentados.
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5.5 Conjuntos Ortogonais e Bases

Um conjunto S de vetores, em um espaço com produto interno V , é chamado
de ortogonal se qualquer par de vetores de S são ortogonais, e S é chamado orto-

normal se ele é ortogonal e cada vetor em S tem comprimento unitário. Em outras
palavras, S = {v1,v2, . . . ,vn} é ortogonal se

< vi,v j >= 0 para i 6= j

e

S é ortonormal se < vi,v j >= 0 se i 6= j,1 se i = j.

Normalizar um conjunto ortogonal S significa multiplicar cada vetor de S pelo
inverso do seu comprimento de tal modo que, o conjunto S o transforme em um
conjunto ortonormal de vetores.

Teorema 5. Seja S um conjunto ortogonal de vetores não nulos. Então S é linear-

mente independente.

Demonstração: Suponha que S = {u1,u2, . . . ,un} e que

a1u1 +a2u2 + . . .+arur = 0 (5.1)

Tomando o produto interno de ( 5.1) com u1 temos:

0 = < 0,u1 > = < a1u1 +a2u2 + . . .+arur,u1 >

= a1 < u1,u1 > +a2 < u2,u1 > + . . .+ar < ur,u1 >

= a1 < u1,u1 > +a2.0+ . . .+ar.0 = a1 < u1,u1 >

Como u1 6= 0, temos que < u1,u1 >6= 0. Assim, a1 = 0. Analogamente, para
i = {2,3, . . . ,r}, tomando o produto interno de ( 5.1) com ui temos:

0 = < 0,ui > = < a1u1 + . . .+arur,ui >

= a1 < u1,ui > + . . .+ai < ui,ui > + . . .+ar < ur,ui >

= a1.0+ . . .+ai < ui,ui > + . . .+ar.0 = ai < ui,ui >
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mas < ui,ui >6= 0 e, portanto, ai = 0. Assim, S é linearmente independente.

Teorema 6. (Pitágoras) Seja {u1,u2, . . . ,ur} um conjunto ortogonal de vetores.

Então ||u1 +u2 + . . .+ur||2 = ||u1||2 + ||u2||2 + . . .+ ||ur||2.

Demonstração: Expandindo o produto interno:

||u1 +u2 + . . .+ur||2 = < u1 +u2 + . . .+ur,u1 +u2 + . . .+ur >

= < u1,u1 > + < u2,u2 > + . . .+ < ur,ur > +∑i 6= j < ui,u j >

Logo

||u1 +u2 + . . .+ur||2 = ||u1||2 + ||u2||2 + . . .+ ||ur||2.

Há grande interesse em encontrar bases ortogonais e, principalmente, bases
ortonormais de espaços com produto interno. O próximo teorema mostra que é
relativamente simples expressar um vetor em termos de uma base ortogonal, o que
justifica em parte, o interesse pela mesma.

Teorema 7. Seja [u1,u2, . . . ,un] uma base ortogonal de um espaço com produto

interno V . Então para qualquer v ∈V ,

v =
< v,u1 > u1

< u1,u1 >
+

< v,u2 > u2

< u2,u2 >
+ . . .+

< v,un > un

< un,un >

Demonstração: Suponha que

v = k1u1 + k2u2 + . . .+ knun (5.2)

. Tomando o produto interno dos dois lados da igualdade por u1 temos:

< v,u1 > = < k1u1 + k2u2 + . . .+ knun,u1 >

= k1 < u1,u1 > +k2 < u2,u1 > + . . .+ kn < un,u1 >

= k1 < u1,u1 > +k2.0+ . . .+ kn.0 = k1 < u1,u1 >
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Assim, k1 =
< v1,u1 >

< u1,u1 >
.

Analogamente, para i = {2,3, . . . ,n}:

< v,ui > = < k1,u1 + k2,u2 + . . .+ kn,un,ui >

= k1 < u1,ui > +k2 < u2,ui > + . . .+ kn < un,ui >

= k1.0+ . . .+ ki < ui,ui > + . . .+ kn.0 = ki < ui,ui >

Logo, ki =
< v,ui >

< ui,ui >
. Substituindo cada ki em ( 5.2) temos o resultado dese-

jado.

Agora apresentaremos um processo que permite, dada uma base arbitrária
{u1,u2, . . . ,un} de um espaço com produto interno, utilizar essa base para construir
uma base ortogonal {v1,v2, . . . ,vn} de V .

5.6 Processo de Gram-Schmitd

Seja V um espaço vetorial não-nulo de dimensão finita com produto interno e
suponha que {u1,u2, . . . ,un} é uma base de V . A seguinte sequência de passos irá
produzir uma base ortogonal {v1,v2, . . . ,vn} de V .

1. Seja v1 = u1.

2. Conforme está ilustrado na figura abaixo podemos obter um vetor v2 que é
ortogonal a v1 tomando o componente de u2 que é ortogonal ao espaço W1

gerado por v1. Para isto basta tomar:

v2 = u2− pro jW1 u2 = u2−
< u2,v1 >

||v1||2
v1
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u1

pro ju2u1

v2

u2

v1

Figura: Gram-Schmidt

3. Para construir um vetor v3 que é ortogonal a ambos v1 e v2, calculamos o
componente de u3 que é ortogonal ao espaço W2 gerado por v1 e v2:

v3 = u3− pro jW2 u3 = u3−
< u3,v1 >

||v1||2
v1−

< u3,v2 >

||v2||2
v2

4. Para determinar um vetor v4 que é ortogonal a v1,v2 e v3, calculamos o
componente de u4 que é ortogonal ao espaço W3 gerado por v1,v2 e v3.

v4 = u4− pro jW3 u4 = u4−
< u4,v1 >

||v1||2
v1−

< u4,v2 >

||v2||2
v2−

< u4,v3 >

||v3||2
v3

Continuando desta maneira, iremos obter, depois de n passos, um conjunto
ortogonal de vetores {v1,v2, . . . ,vn}. Como V tem dimensão n e conjuntos or-
togonais são linearmente independentes, o conjunto {v1,v2, . . . ,vn} é uma base
ortogonal de V .
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Exemplo 27. Considere o espaço vetorial R3 com o produto interno usual. Va-

mos aplicar o processo de Gram-Schmidt para transformar os vetores de base

u1 = (1,1,1),u2 = (0,1,1),u3 = (0,0,1) em uma base ortogonal {v1,v2,v3}; de-

pois normalizar os vetores da base ortogonal para obter uma base ortonormal

{q1,q2,q3}.

1. v1 = u1 = (1,1,1)

2.
v2 = u2− pro jW1 u2 = u2−

< u2,v1 >

||v1||2
v1

= (0,1,1)− 2
3
(1,1,1)

=
(
−2

3
,
1
3
,
1
3

)

3.

v3 = u3− pro jW2 u3 = u3−
< u3,v1 >

||v1||2
v1−

< u3,v2 >

||v2||2
v2

= (0,0,1)− 1
3
(1,1,1)− 1/3

2/3

(
−2

3
,
1
3
,
1
3

)

=
(

0,−1
2
,
1
2

)

Assim,

v1 = (1,1,1), v2 =
(
−2

3
,
1
3
,
1
3

)
, v3 =

(
0,−1

2
,
1
2

)
formam uma base ortogonal de R3. As normas destes vetores são

||v1||=
√

3, ||v2||=
√

6
3

, ||v3||=
1√
2
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de modo que uma base ortonormal de R3 é

q1 =
v1

||v1||
=
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
, q2 =

v2

||v2||
=
(
− 2√

6
,

1√
6
,

1√
6

)
,

q3 =
v3

||v3||
=
(

0,− 1√
2
,

1√
2

)
.



Capítulo 6

Produto Vetorial

Já vimos que o Rn é um espaço vetorial muito conhecido e importante. Dentre
os subespaços do Rn um que nos chama atenção é o R3 por se tratar, talvez, de
um espaço vetorial “palpável". Frequentemente nos referimos ao R3 apenas como
espaço, pois este é o espaço do qual estamos habituados.

Podemos definir no espaço R3 o conceito de produto vetorial entre dois
vetores u e v. Esse produto também costuma ser chamado de produto externo.

Infelizmente o conceito de produto vetorial está ligado a orientação do espaço,
mas como não objetivamos entrar em maiores detalhes neste assunto, faremos
apenas uma breve explanação do que se entende por orientação do espaço antes
de “atacarmos"o produto vetorial.

6.1 Orientação no Plano

Diremos que um par (u,v) de vetores linearmente independentes é um par
horário se a rotação que u deve fazer para superpor a v pelo caminho mais curto
for no sentido dos ponteiros do relógio, caso contrário dizemos que o par ordenado
(u,v) é anti-horário. Cada par de vetores L.I. paralelos a (u,v) pertencerá a uma
só dessas duas classes.
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6.2 Orientação do Espaço

Um método famoso para a orientação do espaço é a “regra da mão direita".
Dada uma base (u,v,w), abra sua mão direita, espalmada, e alinhe o represen-

tante do primeiro vetor (no caso u) com o dedo indicador. Dobre o dedo médio
alinhando-o com o segundo vetor (v). O sentido de u para v fica de acordo com o
fechar da mão. Se o polegar puder ser alinhado com a direção de w, então a base
é positiva, caso contrário é negativa.

A orientação da base também pode ser obtida pelo determinante da matriz
cujas linhas (ou colunas) são as coordenadas dos vetores. Se o determinante for
positivo a base tem uma orientação positiva, caso contrário negativa.

6.3 Produto Vetorial

Dados dois vetores u e v do espaço, o produto vetorial de u e v denotado por
u∧ v é definido da seguinte maneira:

1. u∧ v = 0 se u e v forem L.D.;

2. Se u e v forem L.I.:

(a) ||u∧v||= ||u||.||v||sen θ onde θ é o ângulo entre u e v e ||u∧v|| é igual
a área de um paralelogramo definido por u e v;

(b) u∧ v é ortogonal a u e a v;

(c) (u,v,u∧ v) é uma base positiva do espaço.

Observação: Da própria definição resulta u∧ v = 0⇔ u e v são linearmente
dependentes.

Muitas vezes somos tentados a escrever u∧ v = ||u||.||v||sen θ, mas isso não
faz sentido, pois u∧ v é um vetor e ||u||.||v||sen θ é um número real.

Proposição 1. Seja (i, j,k) uma base ortonormal positiva. Então, sendo u =
(x1,y1,z1) e v = (x2,y2,z2) relativamente a essa base, tem-se
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u∧ v =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣
onde o determinante formal dever ser interpretado como sendo∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣k

Demonstração: Seja

w =

∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣k (6.1)

1. Se u e v forem L.D. então u = λv ou v = λu. Logo

ou


x1 = λx2

y1 = λy2

z1 = λz2

ou


x2 = λx1

y2 = λy1

z2 = λz1

Dessa forma todos os determinantes em ( 6.3) são nulos.

Com isso
w = 0 = u∧ v.

2. Vamos supor agora u e v L.I..

(a)

||w||2 =

∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣
2

= (y1z2− y2z1)2 +(z1x2− z2x1)2 +(x1y2− x2y1)2 (6.2)
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agora

||u∧ v||2 = ||u||2||v||2sen2 θ

= ||u||2||v||2(1− cos2 θ)
= ||u||2||v||2−||u||2||v||2cos θ

= ||u||2||v||2− (u.v)2

= (x1
2 + y1

2 + z1
2).(x2

2 + y2
2 + z2

2)− (x1x2 + y1y2 + z1z2)2

um cálculo simples nos mostra que esta expressão é igual a ( 6.2),
logo:

||w||2 = ||u∧ v||2

ou seja
||w||= ||u∧ v|| 6= 0. (6.3)

(b)

w.u =

∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣x1+

∣∣∣∣∣ z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣∣y1+

∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣z1 =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣= 0.

Analogamente, w.v = 0.

Assim,
w⊥u,w⊥v, donde w ‖ u∧ v. (6.4)

(c) Vamos mostrar que (u,v,w) é uma base positiva. Para isso, basta mos-
trar que: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0

desenvolvendo este determinante obtemos
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∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣
2

= ||w||2 > 0

logo a base (u,v,w) tem a mesma orientação que a base (i, j,k), sendo
portanto positiva.

Agora, basta mostrar que w e u∧ v têm o mesmo sentido.

Temos que u∧ v ‖ w por ( 6.4), então obviamente u∧ v = λw.

Seja u∧ v = (x3,y3,z3)⇒ w = (λx3,λy3,λz3).

Como, por hipótese, (u,v,u∧ v) é uma base positiva, então:

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣> 0

logo, como (u,v,w) também é positiva

0 <

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

λx3 λy3 λz3

∣∣∣∣∣∣∣= λ

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣
concluímos que λ > 0, portanto

w e u∧ v têm o mesmo sentido. (6.5)

De ( 6.3), ( 6.4) e ( 6.5) seguirá que u∧ v = w, concluindo a demonstração.

6.4 Propriedades do Produto Vetorial

Para quaisquer u, u1, u2, v, v1, v2 de R3 e λ ∈ R tem-se:

1. u∧ (v1 + v2) = u∧ v1 +u∧ v2,

(u1 +u2)∧ v = u1∧ v+u2∧ v

2. u∧ (λv) = (λu)∧ v = λ(u∧ v)



37

3. u∧ v =−v∧u

A demonstração de todas essas propriedades decorre facilmente da fórmula da
proposição vista anteriormente.

u∧ v =

 i j k

x1 y1 z1

x2 y2 z2


6.5 Ortogonalização de Bases no Espaço

Podemos deduzir outras propriedades do produto vetorial além das três vistas
acima. Além disso, é possível encontrar várias aplicações para esta ferramenta.
Dentre elas, destacamos um processo que nos permite encontrar bases ortogonais,
sem recorrer ao processo de Gram-Schmidt, de uma forma mais simples porém,
aplicável apenas a espaços tri-dimensionais.

Dada uma base {u,v,w} no espaço, tem situações em que se deseja construir
uma base ortonormal {c1,c2,c3} tal que c1 seja colinear com u e c2 coplanar com
u e v. Obviamente c1 =

u
||u||

.

Como c3 deve ser ortogonal a c1 e a c2, e estes são coplanares com u e v, temos
que c3 é ortogonal a u e v, e portanto, podemos considerar c3 como o versor de u

e v.
Tendo c1 e c3, podemos escolher c2 como sendo c3 ∧ c1, se quisermos base

positiva. Temos que c2 é coplanar com u e v pois os vetores com essa propriedade
são os vetores ortogonais a u∧v que tem a mesma direção que c3, e c2 é ortogonal
a c3.

Exemplo 28. Se u = (1,2,1),v = (1,−1,2) e w = (−3,2,1) teremos:

• c1 =
(1,2,1)√

6



38

Inicialmente, calculamos u∧ v: i j k

1 2 1
1 −1 2

= 5i− j−3k = (5,−1,−3)

Então, c3 =
(5,−1,−3)√

35

• c2 = c3∧ c1 =
(5,−1,−3)√

35
∧ (1,2,1)√

6
=

(5,−8,−11)√
210

Para obter as coordenadas dos vetores na nova base ortonormal, basta fazer:

v = (v.c1)c1 +(v.c2)c2 +(v.c3)c3

Além disso, (v.ci)ci é a projeção ortogonal de v na direção de ci, e (v.ci)ci +
(v.c j)c j é a projeção ortogonal de v sobre o plano dado pelos vetores ci e c j

(i, j ∈ {1,2,3}).



Conclusão

Vimos que as caracterizações de vetores, espaços vetoriais e subespaços

são relativamente simples. Esses entes matemáticos encontram aplicações im-
portantes em diversas áreas. Alguns desses objetos são muito conhecidos e até
corriqueiramente utilizados, como é o caso do R3.

Ao trabalharmos com os espaços vetoriais nos deparamos com o conceito de
bases. Algumas destas podem ser ortogonais ou ainda ortonormais, e pela relativa
simplicidade em trabalhar com essas bases, há um grande interesse em encontrá-
las.

Finalmente, nos deparamos com algumas ferramentas e processos que nos
permitem ortogonalizar uma base. No caso do R3 podemos utilizar o produto ve-

torial. Infelizmente não é possível estender o processo de ortogonalização através
do produto vetorial para espaços não tri-dimensionais. Porém, com o Processo

de Gram-schmidt é possível ortogonalizar qualquer base em se tratando de um
espaço vetorial não nulo e de dimensão finita.
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