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RESUMO 

 

A finalidade deste trabalho é apresentar os tipos de provas mais usuais em Matemática. 

Geralmente uma grande parte dos estudantes que ingressam nos cursos de Matemática teve 

pouco ou nenhum contato com as demonstrações matemáticas durante a sua educação básica, 

chegando a acreditar que a Matemática se resumisse apenas a fórmulas e cálculos. Como o 

estudante terá ao longo do seu curso que lidar com as demonstrações é importante que saiba 

alguns tipos de provas que poderá usar e como é o estilo de cada uma. Assim, este trabalho 

tem como objetivo subsidiar o estudante nesse sentido de mostrar quais são as provas mais 

usadas e em que consiste cada uma delas. 

 

Palavras-chave: Matemática, Demonstrações Matemáticas, Tipos de Provas. 
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ABSTRACT 

 

The purpose of this paper is to present the most common types of proofs in mathematics. 

Most part of students beginning Mathematical courses  had little or no contact with  

mathematical demonstrations during their basic education, coming to believe that 

mathematics is just   formulas and calculations. As student of mathematics throughout his 

course have to deal with demonstration it is important that he knows some types of proofs that 

he will come to use and how it is their styles. So, this work aims to support the student in the 

sense of showing the most usual proofs end as they consist. 

 

Keywords: Mathematics, Mathematical Proofs, Types of Proofs. 
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“A Matemática não mente. Mente quem faz mau uso dela.” 

Albert Einsten  
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1. INTRODUÇÃO 

 

Percebe-se que boa parte dos estudantes que ingressam no Ensino Superior em 

Matemática se depara com uma grande dificuldade em demonstrar, visto que, a Educação 

Básica não tem a cultura da demonstração e a disciplina de Matemática, na maioria das vezes, 

se resume a fórmulas prontas, exemplos e exercícios (Machado, 2012). Assim, este trabalho 

não tem a finalidade de suprir tal dificuldade, mas sim, de apresentar os tipos de provas mais 

usuais em Matemática e dizer em que consiste cada uma delas. 

O trabalho é dividido em três capítulos: Teoria dos Conjuntos, Lógica e Provas 

Matemáticas. No primeiro tratou da essência da Teoria dos Conjuntos em que foram 

apresentadas algumas definições relacionadas a Conjuntos e suas operações. No segundo 

capítulo referente à Lógica foram apresentadas as assertivas que podem ser consideradas 

como fragmentos de informações que são definitivamente verdadeira ou definitivamente 

falsas, também foram apresentados como combinar ou gerar uma nova assertiva e para cada 

combinação de assertivas foi feito a construção de sua tabela verdade. 

No terceiro capítulo foi realizado um breve levantamento bibliográfico para verificar os 

tipos de provas mais utilizados e que, geralmente, são também os mais usados nas disciplinas 

que exigem demonstrações. Dentre elas, podemos listar as provas diretas, provas por 

exaustão, por casos, contrapositiva, por contradição, ‘se e somente se’ e a Indução 

Matemática que ao longo do capítulo serão apresentadas detalhadamente. 

É importante que o estudante de Matemática tenha uma proximidade maior com as 

demonstrações, visto que estas estarão presentes ao longo do seu curso e que a Matemática 

não se resume apenas a fórmulas e cálculos. E com o exercício diário, o estudante comece a 

perceber qual tipo de prova é mais adequada de acordo com a proposição dada e o que se 

deseja demonstrar. 
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2. TEORIA DOS CONJUNTOS 

Este texto foi escrito em função de dois termos primitivos: Conjunto e Relação de 

Pertinência. Assumimos que o leitor já conheça os conceitos elementares de conjunto de 

forma intuitiva. Para indicar que x pertence ao conjunto A (ou que x é um elemento de A) 

escreveremos x  A. Para indicar que ele não pertence a A, escreveremos x  A. 

Especificamos um conjunto listando seus elementos e colocando-os dentro de chaves, se 

ele for finito, como no exemplo  que é o conjunto dos primeiros cinco números 

naturais ou listando alguns elementos e colocando reticências para indicar os elementos 

restantes, por exemplo,  que é o conjunto dos números naturais ou escrevendo 

, onde P(x) é uma sentença aberta que especifica que propriedade da variável x 

deve satisfazer para ser incluída no conjunto como, por exemplo,  é o 

intervalo fechado unitário.  

Problema 1: Seja  o conjunto dos números naturais 1, 2, 3... e seja S = 

, para algum n . Liste todos os elementos de S. 

Problema 2: Seja  o conjunto dos números naturais 1, 2, 3, ... e seja S = 

, para algum n tal que n < 6. Liste todos os elementos de S. 

Problema 3: Suponha que S = , com n  e que T = 

 . Encontre os elementos que pertencem a ambos os conjuntos. 

O que vamos apresentar neste texto depende das noções de conjuntos e pertinência, 

não é bom nos basearmos somente na intuição destes conceitos, uma alternativa satisfatória 

para a nossa abordagem intuitiva de conjunto é axiomatizar a Teoria dos Conjuntos.  

Existem muitas maneiras de axiomatizar a teoria de conjuntos para provar uma 

fundamentação segura para o desenvolvimento da matemática subsequente. Infelizmente cada 

uma dessas maneiras não é simples para ser apresentado num curso introdutório. Muitos dos 

paradoxos inerentes na abordagem intuitiva de conjuntos têm a ver com conjuntos que são 

muito “grandes”. Portanto, assumiremos de ora em diante que em cada situação todos os 

objetos matemáticos considerados, por exemplo, conjuntos, frações, etc., pertencem a algum 

conjunto “universal” apropriado que será suficientemente “pequeno” para evitar paradoxos de 

teoria dos conjuntos. (Pense em “universal” em termos de “universo de discurso”). 

Consideremos a seguinte asserção como,  

( x) ( y) x < y. 



13 
 

O aparecimento do símbolo < sugere que x e y são números reais. Portanto, os 

conjuntos dos quais as variáveis são escolhidos é o conjunto , de todos os números reais. 

Quando existir dúvida sobre qual é o conjunto universal, ele deve ser especificado. No 

exemplo mencionado acima, poderíamos escrever, 

x   ( y  ) x < y. 

Isto torna explícita a restrição, qual seja, de que x e y são números reais. 

 

2.1 Subconjunto 

 Definição: Sejam S e T dois conjuntos. Dizemos que S é um subconjunto de T, cuja 

notação é S  T (ou T  S), se todo elemento de S também for elemento de T. Se S  T 

também dizemos que S está contido em T (ou T contém S). Se S  T e S  T, dizemos que S 

é um subconjunto próprio de T e denotamos por S  T. 

 Observe que a relação  é reflexiva (isto é, S  S, para todo subconjunto de S) e 

transitiva (isto é, se S  T e T  U então S  U). Ela é também antissimétrica (isto é, se S  

T e T  S então S = T). Se S não for um subconjunto de T, escrevemos S  T. Neste caso, 

existe pelo menos um elemento em S que não está em T. 

Exemplo 1: Como todo número no intervalo fechado [0, 1] também pertence ao intervalo [0, 

5], estar correto escrever [0, 1]  [0, 5]. Como o número  está em [0, 5], mas não está em [0, 

1], escrevemos [0, 5]  [0, 1]. 

Problema 4: Suponha que S = , para algum n   e T é o conjunto de todos 

os números naturais ímpares 1, 3, 5, ... 

a) S  T? Se não for o caso, encontrar um elemento de S que não esteja em T. 

b) T  S? Se não for o caso, encontrar um elemento de T que não esteja em S. 

 

2.2 Conjunto vazio 

 Definição: O conjunto vazio (ou conjunto nulo) denotado por   é definido como 

sendo o conjunto que não possui elemento. (Ou formalmente, ). 

O conjunto vazio pode ser visto como subconjunto de qualquer conjunto, isto é,    S, para 

todo conjunto S. 
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2.3 Conjunto potência 

 Definição: Se S for um conjunto, o conjunto potência, denotado por P(S) é o conjunto 

de todos os subconjuntos de S. 

Exemplo 2: Seja S = {a, b, c}. Então, o conjunto potência de S é P(S) = { , {a}, {b}, {c}, {a, 

b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}} 

Problema 5: Em cada uma das palavras de (a) – (d) abaixo, seja S o conjunto das letras da 

palavra. Em cada caso, encontre o número de elementos de S e o número de S de elementos 

de P(S), o conjunto potência de S.  

(a) Lula; 

(b) Apelo; 

(c) Atrair; 

(d) Cálculo. 

Atenção: Ao tentar provar uma proposição que tenha como hipótese “Seja S um conjunto” 

não inclua na prova algo como “Suponha que S = { }” ou “Suponha que S = 

{  }”. No primeiro caso, você tacitamente está assumindo que S é finito e no segundo, 

que S é enumerável. Nenhuma das duas justifica a hipótese. Finalmente, faremos alguma 

observação sobre o uso de = e :=. Neste texto será usada no sentido de identidade. 

Escreveremos x = y para indicar que x e y são dois nomes para o mesmo objeto. Por exemplo, 

0,5 =  = , porque os três são nomes diferentes do mesmo número real. Em muitos textos de 

geometria da escola secundária encontramos afirmativa como um triângulo é isósceles se ele 

tiver dois lados iguais (ou dois ângulos iguais). Também fazemos uso do símbolo := para 

indicar igualdade por definição. Portanto, quando escrevermos a := b estaremos dando um 

nome novo, a, a um objeto b com o qual presumivelmente já estávamos acostumados. 

 

2.4 Subconjuntos especiais de   

 Denotamos por  o conjunto dos números reais. Certos subconjuntos têm nomes 

padrão. Aqui, listaremos alguns deles para tê-los como referência. O conjunto P = 

 denotará todos os números reais estritamente positivos. O conjunto 

 de todos os números naturais será denotado por , o segmento inicial 

 do conjunto  será denotado por  e o conjunto  
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de todos os inteiros por . O conjunto de todos os números racionais (os números da forma , 

onde p, q   e q  0 é denotado por . Existem os intervalos abertos  

, 

 e 

. 

Existem os intervalos fechados 

, 

 e 

. 

Existem ainda os intervalos que não são nem abertos e nem fechados 

 e 

. 

 O conjunto de todos os números reais pode ser escrito na forma de intervalo como 

. (Como um intervalo ele é tanto aberto como fechado). Um subconjunto A   

diz-se limitado se existir um número positivo M tal que |a|  M para todo a  M. Portanto, os 

intervalos da forma [a, b], (a, b] e (a, b) são limitados. Os outros intervalos são ilimitados. 

 Se A for um subconjunto de  então . Esses são os elementos 

positivos de A. Observe, em particular, que em , o conjunto dos inteiros positivos contém 

0, mas , o conjunto dos números naturais, não contém. 
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3. OPERAÇÕES DE CONJUNTOS 

 

3.1 Uniões  

Lembramos que se S e T forem conjuntos, a união de S e T, denotado por S  T, é definido 

como o conjunto de todos aqueles elementos x tal que x  S ou x  T. Isto é,  

S  T = . 

Exemplo 3: Se S = [0, 3] e T = [2, 5] então S  T = [0, 5]. A operação de tomar uniões de 

conjuntos tem várias propriedades essenciais. Na próxima proposição apresentamos algumas 

dessas propriedades. 

Proposição 1: Sejam S, T, U e V conjuntos. Então, 

(a) S  (T  V) = (S  T)  V (associatividade); 

(b) S  T = T  V (comutatividade); 

(c) S   = S; (elemento neutro) 

(d) S  S  T; 

(e) S = S  T se e somente se T  S; 

(f) Se S  T e U  V, então S  U  T  V. 

 

Demonstração: 

Provaremos as partes (a), (c), (d) e (e). Provavelmente, muitos veem esses resultados 

como muito óbvios para merecerem provas. O objetivo de prová-los aqui é somente 

apresentar algumas técnicas usadas quando escrevemos provas formais. 

 

(a) Uma maneira comum de mostrar que dois conjuntos são iguais é mostrar que um 

elemento x pertence a um deles se e somente se pertencer ao outro. No nosso caso, 

x  S  (T  U)  se, e somente se x  S ou x  (T  U) 

     se, e somente se x  S ou (x  T ou x  U) 

   se, e somente se (x  S ou x  T) ou x  U 

   se, e somente se x  (S  T) ou x  U 

   se, e somente se x  (S  T)  U. 
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Observe que a prova da associatividade da união, , depende da associatividade de “ou” 

como um conectivo lógico. Como nos pediram para mostrar que dois conjuntos são iguais, 

alguns acham que é necessário escrever uma cadeia de igualdade entre conjuntos. 

 S  (T  U)  =   

  =  

  =  

  =  

  = . 

Esta segunda prova é virtualmente idêntica à primeira: ela é exatamente um pouco mais 

prolixa. Tente evitar prolixidade. Matemática já é bastante difícil, mesmo sem prolixidade. 

(c) Um elemento x pertence a S   se e somente se x  S ou x  . Como x   nunca 

acontece, x  S   se e somente se x  S. Isto é, S   = S. 

 

(d) Para provar que S  S  T, devemos mostrar que x  S implica x  S  T. Suponha 

que x  S. Então, certamente é verdade que x  S ou x  T. Isto é, x  S  T. 

 

(e) Primeiro mostremos que S = S  T implica T  S e, então provaremos que S = S  T. 

Para mostrar que S = S  T, implica T  S, é suficiente provar a contrapositiva. 

Suponhamos que T  S e mostremos que S  S  T. Se T  S, então existe, no 

mínimo um elemento t de T que não pertence a S. Portanto, ( por parte de (d) e (b)) 

t  T  T  S = S  T, mas t  S. Como t pertence a S  T, mas não a S, esses 

conjuntos não são iguais. Reciprocamente, suponha que T  S. Como já mostramos 

que S  S  T (pela parte (d)), somente precisamos mostrar que S  T  S para 

provar que os conjuntos S e S  T são iguais. Para isto suponha que x  S  T. Então, 

x  S ou x  T  S. Em qualquer um dos casos, x  S. Portanto, S  T  S. (c.q.d) 

 

Problema 6: Prove as partes (b) e (f) da proposição 1. 

Em muitos casos precisamos tomar a união de uma quantidade muito grande (talvez 

infinita) de uma família de conjuntos. Quando consideramos uma família de conjuntos (isto é, 

um conjunto cujos elementos também são conjuntos), é importante estarmos atentos ao 

seguinte fato. Se x for um elemento de um conjunto S, e S, por sua vez, for um elemento de 
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uma família S de conjuntos, não segue que x  S. Por exemplo, S = {0, 1, 2}, T = {2, 3, 4}, U 

= {5, 6} e S = {S, T, U}. Então, 1 é um elemento de S e S não pertence a S, mas 1 não é um 

elemento de S (pois, S tem somente três elementos: S, T, U}. 

 

3.2 União de uma Família de Conjuntos 

 Definição: Seja S uma família de conjuntos. Definimos a união da família S como o 

conjunto de todos os x tais que x  S para, no mínimo um conjunto R em S. Denotamos a 

união da família S por  (ou por  ou por .) Portanto, x   se e 

somente se existir R  S tal que x  S. 

Notação 1: Se S for uma família finita de conjuntos , ..., , então podemos escrever 

 ou , em lugar de . 

Exemplo 4: Seja S = {0, 1, 3}, T = {1, 2, 3}, U = {1, 3, 4, 5} e V = {S, T, U}. Então,  

 = S  T  U = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 

As observações a seguir são muito simples, mas é importante ter em mente. 

Proposição 2: Se S for uma família de conjuntos e T  S, então T  . 

 Demonstração: Se x  T, então x pertence a, no mínimo, um dos conjuntos em S, 

nomeadamente T. (c.q.d) 

Proposição 3: Se S for uma família de conjuntos e cada elemento de S estiver contido em um 

conjunto U, então   U. 

 

3.3 Interseções 

Definição: Sejam S e T conjuntos. A interseção de S e T é o conjunto de todos os x 

tais que x  S e x  T. 

Exemplo 5: Se S = [0, 3] e T = [2, 5], então S  T = {2, 3}. 

Proposição 4: Sejam S, T, U e V conjuntos. Então,  

(a) S  (T  U) = (S  T)  U (associatividade); 

(b) S  T = T  S (comutatividade); 

(c) S   = ; 

(d) S  T  S; 

(e) S = S  T se e somente se S  T; 

(f) Se S  T e U  V, então S  U  T  V. 
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Proposição 5: Sejam S, T e U conjuntos. Então, 

S  (T  U) = (S  T)  (S  U). 

Demonstração:  

x  S  (T  U) se e somente se x  S ou x  (T  U) 

   se e somente se x  S ou (x  T e x  U) 

   se e somente se (x  S ou x  T) e ( x  S ou x  U) 

   se e somente se x  (S  T)  (S  U). (c.q.d) 

Usamos 7 para obter a terceira linha. 

 

Proposição 6: Sejam S, T e U conjuntos. Então, S  (T  U) = (S  T)  (S  U). 

 

Exatamente como para a união, podemos tomar a interseção de uma família infinita de 

conjuntos.  

 

3. 4 Interseção de uma Família de Conjuntos 

 Definição: Seja S uma família de conjuntos. Definimos a interseção da família S 

como o conjunto de todos os x tais que x  S, para todo conjunto R em S. Denotamos a 

interseção da família S por  (ou por  ou por ). Portanto, x   se 

e somente se x  S, para todo R  S. 

Notação 2: Se S for uma família finita de conjuntos , então podemos escrever 

 ou , em lugar de . 

Exemplo 6: Seja S = {0, 1, 3}, T = {1, 2, 3}, U = {1, 3, 4, 5} e V = {S, T, U}. Então, 

 = S  T  U = {1}. 

 

A proposição 5 pode ser generalizada para dizer que a união se distribui sobre a 

interseção de uma família arbitrária de conjuntos. Analogamente, existe uma forma mais geral 

da proposição 6, que diz que a interseção se distribui sobre a união de uma família arbitrária 

de conjuntos. Esses dois fatos, que são estabelecidos precisamente nas duas próximas 

proposições, são conhecidas como as leis distributivas generalizadas. 

 

Proposição 7: Seja T um conjunto e S uma família de conjuntos. Então,  

T  ( ) = . 
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Demonstração: 

Se T for um conjunto e S uma família de conjuntos, então 

x  T  ( )  se e somente se x  T ou x  ( )  

se e somente se x  T ou ( R  S, x  S) 

se e somente se ( R  S)(x  T ou x  S) 

se  e somente se ( R  S) x  T  S 

se e  somente se x  . 

O problema 7 foi usado para obter a terceira linha. 

 

Proposição 8: Seja T um conjunto e S uma família de conjuntos. Então, 

T  ( ) =  

 

3.5 Disjunção de dois Conjuntos 

Definição: Dizemos que os conjuntos S e T são disjuntos se S  T = . De modo 

geral, uma família de conjuntos S diz-se disjunta (ou uma família de conjuntos dois a dois 

disjuntos) se, sempre que, S e T forem distintos em U (isto é, não forem iguais), então S  T 

= . 

Observação 1: Seja S uma família de conjuntos. Não confundir as duas afirmativas seguintes: 

(a) S é uma família disjunta (dois a dois). 

(b)  = . 

Realmente, se S contiver, no máximo, dois conjuntos, então (a) implica (b). Mas, se S 

contiver três ou mais conjuntos, a recíproca não é necessariamente verdadeira. Por exemplo, 

se S = {0, 1}, T = {3, 4}, U = {0, 2} e V = {S, T, U}. Então, S não é uma família disjunta, 

pois S  U não é disjunto, mas  = . 

 

Exemplo 7: Sejam S, T, U e V conjuntos. Então, (S  T)  (U  V)  (S  U)  (T  V). 

(a) Dar um exemplo para mostrar que a igualdade não necessariamente se verifica. 

Veja bibliografia. Sugestão: Use as proposições 1(d) e 4(f) para mostrar que S  T e U  V 

estão contidos em (S  U)  (T  V) e, então use 1(f). 
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3.6 Complementos 

 Lembramos que encaramos todos os conjuntos que manipulamos numa situação 

particular como sendo subconjuntos de algum conjunto “universal”. Para cada conjunto S, 

definimos o complemento de S, denotado  ou C(S), como o conjunto de todos os elementos 

de nosso conjunto universal que não pertencer a S. Isto é, escrevemos x   se e somente se 

x  S. 

Exemplo 8: Seja S o intervalo fechado . Se nada mais for especificado, encaramos 

este intervalo como um subconjunto da reta real  (nosso conjunto universal). Portanto,  é 

o conjunto de todos x em  que não sejam menor ou igual a 3. Portanto,  é o intervalo 

. 

Exemplo 9: Seja S o conjunto de todos os pontos (x, y) no plano tais que x  0 e y  0. 

Então,  é o conjunto de todos os pontos (x, y) no plano tal que x  0 ou y  0. Isto é,  

 = {(x, y) : x < 0}  {(x, y) : y < 0}. 

 As duas proposições seguintes são as leis de De Morgan para conjuntos. Como 

esperávamos, elas são obtidas traduzindo para a linguagem de conjuntos os fatos da lógica 

que tem os mesmos nomes. 

 

Proposição 9: Sejam S e T conjuntos. Então,  =   . 

Demonstração: 

x     se e somente se x   

   se e somente se (x  ) 

   se e somente se  (x  S ou x  T) 

   se e somente se (x  S) e (x  T) 

   se e somente se x  S e x  T 

   se e somente se x   e x   

   se e somente se x    . 

Esta segunda prova não é inteiramente sem mérito: em cada etapa somente foi usado 

uma definição ou um fato. (Por exemplo, o resultado apresentado no exemplo 7 justifica o 

quarto “se e somente se”.) (c.q.d) 

 

Proposição 10: Sejam S e T conjuntos. Então,     
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Exatamente como as leis distributivas generalizadas para famílias arbitrárias de 

conjuntos, também podemos generalizar as Leis de De Morgan. O complemento da união de 

uma família é a interseção dos complementos e o complemento da interseção de uma família é 

a união dos complementos, como veremos nas proposições abaixo. 

Proposição 11: Seja S uma família de conjuntos. Então (  =  

Demonstração: 

x  (    se e somente se x  ( ) 

   se e somente se (x  ) 

   se e somente se ( R  S (x  S)) 

   se e somente se ( R  S) (x  S) 

   se e somente se ( R  S)(x  S) 

   se e somente se ((   S)(x  ) 

   se e somente se x    (c.q.d) 

 

Proposição 12: Seja S uma família de conjuntos. Então, (  =  

 

3.7 Complemento Relativo 

 Definição: Se S e T forem conjuntos, definimos o complemento de T relativamente 

a S, denotado S – T, como o conjunto de todos os x que pertencem a S, mas não a T. Isto é, S 

– T = S  . 

A operação “–” é usualmente chamada subtração de conjuntos e lê-se S – T como “S 

menos T”. 

Exemplo 10: Seja S = [0, 5] e T = (3,10]. Então, S – T = [0, 3). 

Um fato muito útil é que a união de dois conjuntos pode ser reescrita como uma união 

disjunta (isto é, a união de dois conjuntos disjuntos). 

 

Proposição 13: Sejam S e T dois conjuntos. Então, S – T e T são conjuntos disjuntos. 

Demonstração: 

Para ver que S – T e T são conjuntos disjuntos, observe que  

(S – T)  T = S    T = S   =  
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Usualmente, S e T são vistos como pertencentes ao mesmo conjunto universal, 

digamos U. Então,   T é todo o U e sua interseção com S U T (que está contido em U) é 

exatamente S U T.  

Problema 7: Mostre que (S – T) U T = S se e somente se T  S. 

Solução: Sabemos da proposição 1(e) que S U T = S se e somente se T  S. Mas, a 

proposição 13 nos diz que S U T = (S – T) U T = S. Portanto, (S – T) U T = S se e somente se 

T  S. (c.q.d) 

Problema 8: Seja S = (3, ), T = (0, 10], U = (–4, 5), V = [–2, 8] e S = { , T, U, V}. 

(a) Encontre . 

(b) Encontre . 

Problema 9: Sejam S, T, U conjuntos. Mostre que (S  T) – U = (S – U)  (T – U). 

Problema 10: Se S, T e U forem conjuntos, então mostre que S  (T – U) = (S  T) – (S  

U). 

Problema 11: Se S, T forem conjuntos, então mostre que T – S e T  S são disjuntos e T = 

(T – S)  (T  S). 

Problema 12: Se S e T forem conjuntos, então mostre que S  T = S – (S – T). 
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4 LÓGICA 

 

A lógica fornece uma maneira sistemática de raciocinar, permitindo-nos deduzir novas 

informações a partir daquelas já obtidas e analisar o significado de sentenças. Usamos 

informalmente lógica no dia a dia e, com certeza, fazendo matemática. Por exemplo, suponha 

que estamos diante de um círculo, chamemo-lo “círculo X”, e temos a nossa disposição dois 

fragmentos de informação. 

1. O círculo X tem raio igual a 3. 

2. Se qualquer círculo tiver raio r, então sua área será  unidades quadradas.  

Não teremos nenhum problema em juntar essas duas informações para obter: 

3. O círculo X tem área 9  unidades quadradas. 

Ao fazer isso, estamos usando lógica para combinar informações existentes com o fim de 

produzir uma nova informação. Como o objetivo maior da Matemática é deduzir novas 

informações, a lógica deve desempenhar um papel fundamental nesta disciplina. Neste 

capítulo, pretendemos desenvolver um domínio suficiente de lógica. 

É importante ter em mente que lógica é um processo de deduzir informações 

corretamente, não somente deduzir informação correta. Por exemplo, suponha que 

estivéssemos errados e o círculo tivesse um raio de 4, em lugar de 3. Vamos repetir o mesmo 

argumento acima: 

1. O círculo tem raio igual a 3. 

2. Se qualquer círculo tiver raio r, então sua área será  unidades quadradas.  

3. O círculo X tem raio 9  unidades quadradas. 

A sentença “O círculo X tem raio igual a 3” é agora incorreta (falsa) e, portanto, nossa 

conclusão “O círculo tem 9  unidades quadradas” está incorreta (falsa). Mas, a lógica está 

perfeitamente correta. As informações foram combinadas corretamente, mesmo que algumas 

dessas informações fossem falsas. Esta diferença entre Lógica correta e informação incorreta 

é muito relevante, pois usualmente é importante seguir as consequências de uma suposição 

incorreta. Idealmente, queremos que tanto nossa lógica como as informações estejam corretas, 

mas não podemos desprezar o fato de que elas são coisas diferentes. 

Nas provas de teoremas, aplicamos lógica às informações que são consideradas 

obviamente verdadeiras (tal como “Dois pontos quaisquer determinam uma reta”) ou já é 

conhecido que as informações são verdadeiras (por exemplo, o Teorema de Pitágoras). Se 

nossa lógica estiver correta, então o que deduzirmos dessas informações corretas, será 
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também verdadeiro. (Ou pelo menos tão verdadeiro quanto às informações “obviamente 

verdadeiras” que começamos). 

 

4.1 Assertivas 

O estudo de lógica começa com assertivas. Uma assertiva é uma sentença ou uma 

expressão matemática que é ou definitivamente verdadeira ou definitivamente falsa. Podemos 

pensar em assertivas como fragmentos de informações que são corretas ou incorretas. 

Portanto, assertivas são fragmentos de informações que a elas podemos aplicar lógica para 

produzir outros fragmentos de informação (que são também assertivas). 

Aqui, emparelhamos sentenças ou expressões que não são assertivas, com expressões que são 

assertivas. 

Tabela 1 

Não assertivas Assertivas 

Adicionar 5 a ambos os lados Adicionar 5 a ambos os lados de x – 5 = 37 resulta x = 42. 

 42  a . 

42 42 não é um número. 

Qual é a solução de 2x = 84 A solução de 2x = 84 é 42. 

 

Para provar que assertivas são verdadeiras, usamos Lógica para nos ajudar a entender 

e para combinar fragmentos de informações para produzir novos fragmentos de informações. 

 

4.2 Conjunção 

A palavra e pode ser usada para combinar duas assertivas para formar uma nova 

assertiva. Consideremos, por exemplo, a seguinte sentença: 

: O número 2 é par e o número 3 é ímpar. 

Reconhecemos esta sentença como uma assertiva verdadeira, baseado em nosso 

entendimento do senso-comum do significado da palavra e. Observe que  é constituída de 

duas assertivas mais simples: 

P: O número 2 é par. 

Q: O número 3 é ímpar. 

Essas duas sentenças quando combinadas por e forma uma assertiva mais complexa, 

. Essa assertiva assegura que P e Q são ambas verdadeiras. Como P e Q são, realmente, 
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verdadeiras, a assertiva  também é verdadeira. Se tivesse uma das duas ou ambas falhadas 

em ser verdadeira então  seria falsa. 

Quaisquer duas assertivas P e Q podem ser combinadas para formar uma nova 

assertiva “P e Q”. Introduziremos o símbolo especial  para representar a palavra “e”. 

Portanto, se P e Q forem assertivas, P  Q substitui a assertiva P e Q. 

A assertiva P  Q somente será verdadeira se ambas P e Q forem verdadeiras. Basta 

que uma delas seja falsa para que P  Q seja falsa. Essas observações podem ser definidas 

como uso da tabela verdade a seguir: 

Tabela 2 

P Q P  Q 

V V V 

V F F 

F V F 

F F F 

 

Nessa tabela, V substitui “verdadeiro” e F ”falso”. (V e F são chamados valores 

verdades). Cada linha lista uma das quatro possíveis combinações de V e F para P e Q. A 

coluna mais à direita, encabeçada por P  Q nos diz se esta assertiva é verdadeira ou falsa, em 

cada caso. 

 

4.3  Disjunção 

As assertivas também podem ser combinadas usando a palavra “ou”. Considere as 

quatro assertivas seguintes: 

: O número 2 é par ou o número 3 é ímpar. 

: O número 1 é par ou o número 3 é ímpar. 

: O número 2 é par ou o número 4 é ímpar. 

: O número 3 é par ou o número 2 é ímpar. 

 

Em Matemática, a assertiva “P ou Q” sempre é entendida que uma ou ambas de P e Q 

é verdadeira. Portanto, as assertivas ,   são verdadeiras, enquanto  é falsa. O símbolo 

 é usado para substituir a palavra “ou”. Assim, se P e Q forem assertivas, P  Q representa a 

assertiva “P ou Q”. A seguir, apresentamos sua tabela verdade. 
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Tabela 3 

P Q P  Q 

V V V 

V F V 

F V V 

F F F 

 

É importante está atento para o significado de “ou”, expresso na tabela acima. O 

significado difere da maneira como, às vezes, ela é entendida na conversação do dia a dia. Por 

exemplo, suponha que uma universidade oficial faça a seguinte ameaça: 

Você paga sua matrícula ou será desligado da universidade. 

O entendimento que isso veicula é que ou você paga sua matrícula ou será desligado. 

Em Matemática, nunca usamos a palavra “ou” com tal sentido. Para nós, “ou” significa 

exatamente o que foi estabelecido na tabela para . Portanto, P  Q sendo verdade significa 

que uma assertiva ou ambas de P e Q é verdadeira. Se precisarmos expressar o fato que 

exatamente um de P e Q é verdadeiro, usamos uma das seguintes construções: 

P ou Q, mas não ambos. 

Ou P, ou Q. 

 

4.4  Negação 

Há outra forma de obter novas assertivas a partir de outras já conhecidas. Dada 

qualquer assertiva P, podemos formar uma nova “Não é verdade que P”. Por exemplo, 

considere a seguinte assertiva: 

O número 2 é par. 

Essa assertiva é verdadeira. Agora, inserindo a palavra “não é verdade que”, no início, 

obteremos: 

Não é verdade que o número 2 seja par. 

Essa nova assertiva é falsa. 

Outro exemplo, começando com a assertiva falsa “2 ”, obteremos a assertiva 

verdadeira “não é verdade que 2 ”. 

Usamos o símbolo “~” para substituir as palavras “não é verdade que”. Portanto, ~ P 

significa “não é verdade que P”. Usualmente, lemos ~ P, simplesmente como “não P”. 
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Diferentemente de  e , que combinam duas assertivas, o símbolo ~ altera uma única 

assertiva. Portanto, sua tabela verdade tem somente duas linhas, uma para cada valor verdade 

possível de P. 

 

         Tabela 4 

P ~ P 

V F 

F V 

 

 A assertiva ~P é chamada a negação de P. A negação de uma assertiva pode ser 

expressa de várias maneiras. Considere: 

P: O número 2 é par. 

 Aqui estão algumas maneiras de expressar sua negação. 

~ P: Não é verdade que o número 2 é par; 

~ P: É falso que o número 2 é par; 

~ P: O número 2 não é par. 

Nessa seção aprendemos como combinar ou modificar assertivas com as operações , 

 e ~. Podemos aplicar essas operações para sentenças abertas ou uma mistura de sentenças 

abertas e assertivas. 

 

4.5 Assertivas Condicionais (Implicação) 

 Existe ainda outra maneira de combinar duas sentenças. Suponha que temos em mente 

um inteiro específico a. Considere a seguinte assertiva sobre a. 

R: Se o inteiro a for um múltiplo de 6, então a é divisível por 2. 

 Nós imediatamente detectamos que isso é uma assertiva verdadeira, baseada no 

conhecimento de inteiros e o significado das palavras “se” e “então”. Se o inteiro a for um 

múltiplo de 6, então a é par e, portanto, divisível por 2. Observe que R é construído de duas 

assertivas simples: 

P: O inteiro a é divisível por 6; 

Q: O inteiro a é divisível por 2. 

R: Se P, então Q. 

Em geral, dadas duas quaisquer assertivas P e Q, podemos formar a nova assertiva “se 

P, então Q”. Simbolicamente, isso é escrito P  Q, cujas leituras podem ser “Se P, então Q”, 
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ou “P implica Q”. Como  e , o símbolo  tem um significado muito específico. Quando 

asseguramos que a assertiva P  Q é verdadeira, queremos significar que se P for verdadeira, 

então Q também deverá ser verdadeira. Uma assertiva da forma P  Q é chamada uma 

assertiva condicional, pois ela significa que Q será verdadeira sob a condição de que P seja 

verdadeira. 

Definimos a operação de implicação, denotada por , usando a tabela verdade: 

 

Tabela 5 

P Q P  Q 

V V V  

V F F 

F V V 

F F V 

 

Em Matemática, se encontrarmos a construção “Se P, então Q”, ela significa 

exatamente o que expressa a tabela verdade para . Mas é claro que existem outras 

construções gramaticais tais que também significam P  Q. Aqui resumimos as principais: 

 Se P, então Q. 

 Q, se P. 

 Q, sempre que P. 

 Q, desde que P. 

 Sempre que P, então também Q. 

 P é uma condição suficiente para Q. 

 Para Q, é suficiente que P. 

 Q é uma condição necessária para P. 

 Para P é necessário que Q. 

 P, somente se Q. 

 

4.6 Assertivas Bicondicionais (Se, e somente se) 

 É importante entender que P  Q não é o mesmo que Q  P. Para ver o porquê, 

suponha que a seja algum inteiro e considere as assertivas: 

(a é um múltiplo de 6)  (a é divisível por 2).  
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(a é divisível por 2)  (a é múltiplo de 6).  

 A primeira assertiva assegura que se a for um múltiplo de 6, então ele é divisível por 

2. Claramente, isso é verdade, pois qualquer múltiplo de 6 é par, portanto, divisível por 2. A 

segunda assertiva assegura que se a for divisível por 2, então ele é um múltiplo de 6. Isso não 

é necessariamente verdadeiro, pois a = 4 é divisível por 2 e, ainda assim, não é múltiplo de 6. 

Portanto, o significado de P  Q e Q  P, em geral, são muito diferentes. A condicional Q  

P é chamada reversa de P  Q. Portanto, uma assertiva condicional e sua reversa expressam 

coisas completamente diferentes.  

 Mas, às vezes, P e Q são tais que P  Q e Q  P são verdadeiras. Por exemplo, 

considere as seguintes assertivas: 

(a é par)  (a é divisível por 2) 

(a é divisível por 2)  (a é par) 

 Não importa que valor a tenha, ambas as assertivas são verdadeiras. Como ambas P  

Q e Q  P são verdadeiras, segue que (P  Q)  (Q  P) é verdadeira e para expressar o 

significado dessa assertiva iremos introduzir um novo símbolo, , assim a expressão P  Q 

pretende veicular exatamente o mesmo significado que (P  Q)  (Q  P).   

 Anteriormente vimos que Q  P é lido como “Q, se P” e P  Q pode ser lido como “P 

somente se Q”. Portanto, pronunciaremos P  Q como “P se e somente se Q”.  

Abaixo apresentaremos a tabela verdade para . Observe que na primeira e última 

linha, ambas P  Q e Q  P são verdadeiras (segundo a tabela verdade para ). Portanto, (P 

 Q)  (Q  P) é verdadeira e, por conseguinte, P  Q é verdadeira. Entretanto, nas linhas 

do meio uma das duas (P  Q) ou (Q  P) é falsa e, assim, (P  Q)  (Q  P) deve ser 

falsa, tornando P  Q falsa.  

Tabela 6 

P Q P  Q 

V V V 

V F F 

F V F 

F F V 
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 Existem outras maneiras de dizer P  Q em português, a seguir temos algumas 

construções que tem o mesmo significado: 

 P se e somente se Q. 

 P é uma condição necessária e suficiente para Q. 

 Para P é necessário e suficiente que Q. 

 Se P, então Q e reciprocamente. 

 

4.7 Equivalências Lógicas 

 Observando a tabela verdade de P  Q notamos que essa assertiva é verdadeira 

exatamente quando ambas P e Q forem verdadeiras ou ambas forem falsas. Em outras 

palavras, P  Q é verdadeira precisamente quando, pelo menos, uma das assertivas P  Q ou 

~P  ~Q seja verdadeira. Isso pode tentar-nos a dizer que P  Q significa o mesmo que (P  

Q)  (~P  ~Q).  

 Para ver se isso realmente acontece, podemos escrever tabelas verdades para P  Q e 

para (P  Q)  (~P  ~Q), ao fazer isso, é mais eficiente colocar essas duas assertivas na 

mesma tabela com expressões intermediárias como ~P, ~Q, (P  Q) e (~P  ~Q). 

 

Tabela 7 

P Q ~P ~Q (P  Q) (~P  ~Q) (P  Q)  (~P  ~Q) P  Q 

V V F F V F V V 

V F F V F F F F 

F V V F F F F F 

F F V V F V V V 

 

 A tabela mostra que P  Q e (P  Q)  (~P  ~Q) têm os mesmos valores verdades, 

não importa que valores P e Q tomem. É como se P  Q e (P  Q)  (~P  ~Q) fossem 

expressões algébricas iguais não importando que valores tomem as variáveis que figuram na 

expressão, P e Q. Expressamos esse estado escrevendo: 

P  Q = (P  Q)  (~P  ~Q) 
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E dizemos que P  Q e (P  Q)  (~P  ~Q) são logicamente equivalentes. Em 

geral, duas assertivas são logicamente equivalentes se nas suas tabelas verdades as linhas 

correspondentes coincidem nos valores verdade. 

 Equivalência lógica é importante porque ela pode nos fornecer diferentes (e 

potencialmente úteis) maneiras de encarar a mesma coisa. Como exemplo, a seguinte tabela 

mostra que P  Q é logicamente equivalente a (~Q)  (~P).  

 

Tabelo 8 

P Q ~P ~Q (~Q)  (~P) P  Q 

V V F F V V 

V F F V F F 

F V V F V V 

F F V V V V 

 

 O fato de que P  Q = (~Q)  (~P) é útil porque muitos teoremas têm a forma de P  

Q. Provar estes teoremas pode ser mais fácil se expressarmo-los na forma lógica equivalente 

de (~Q)  (~P). 

 Existem dois pares de assertivas logicamente equivalentes que aparecem 

frequentemente em Matemática e são tão importantes que levam um nome especial: Leis de 

DeMorgan.  

 As Leis de DeMorgan são as seguintes: 

1. ~ (P  Q) = (~P)  (~Q) 

2. ~ (P  Q) = (~P)  (~Q) 

A primeira das leis de DeMorgan é verificada pela tabela a seguir. A segunda, pode ser 

feita de modo análogo. 

Tabelo 9 

P Q ~P ~Q (P  Q) ~(P  Q) (~P)  (~Q) 

V V F F V F F 

V F F V F V V 

F V V F F V V 

F F V V F V V 
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 As leis de DeMorgan podem ser muito úteis. Suponha que sabemos que algumas 

assertivas tendo a forma ~(P  Q) sejam verdadeiras. A segunda lei de DeMorgan nos diz que 

(~P)  (~Q) também será verdadeira e, portanto, ambas ~P e ~Q serão verdadeiras também. 

Sendo capaz de rapidamente obter esses fragmentos de informação adicionais extremamente 

úteis.  

 A seguir estão algumas das mais importantes equivalências lógicas. Todas essas não 

são necessariamente óbvias, mas podem ser verificadas facilmente com as tabelas verdade. 

 P  Q = (~Q)  (~P)  (Lei da contrapositiva) 

 

 ~ (P  Q) = (~P)  (~Q) 

 ~ (P  Q) = (~P)  (~Q) (Leis de DeMorgan) 

 

 P  (Q  R) = (P  Q)  (Q  R) 

 P  (Q  R) = (P  Q)  (Q  R) (Leis distributivas) 

 

 P  Q = Q  P e P  Q = Q  P (Leis comutativas) 

 

 P  (Q  R) = (P  Q)  R 

 P  (Q  R) = (P  Q)  R (Leis associativas) 

 

4.8 Quantificadores  

 Usando os símbolos  , , ~, , , podemos expressar muitas sentenças do 

Português numa forma simbólica. Como temos visto, essas formas simbólicas podem nos 

ajudar a entender a estrutura lógica de sentenças e como sentenças diferentes podem ter o 

mesmo significado (como numa equivalência lógica).  

 Mas, esses símbolos sozinhos não são bastante poderosos para capturar o significado 

completo de todas as assertivas. Para ajudar a superar essa deficiência, introduziremos dois 

novos símbolos que correspondem a frases matemáticas comuns. O símbolo “ ” substitui a 

frase “Para todo” ou “Para cada”. O símbolo “ ” substitui a frase “Existe um”. Portanto, a 

assertiva: 

Para todo n  , 2n é par 
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pode ser expressa de uma das seguintes maneiras: 

 n  , 2n é par. 

   n  , 2n (2n). 

Analogamente, uma assertiva como: 

Existe um subconjunto X de  para o qual |X| = 5. 

pode ser traduzido como: 

 X, (X  )  (|X| = 5). 

 X  , |X| = 5. 

 Os símbolos  e  são chamados quantificadores, pois eles se referem, em algum 

sentido, a quantidades (isto é, todos ou alguns) de variáveis que os seguem. O símbolo  é 

chamado o quantificador universal e  é chamado quantificador existencial. Assertivas 

que os contém são chamadas assertivas quantificadas. Uma assertiva começando com  diz-

se quantificada universalmente, enquanto se ela começar com  diz-se quantificada 

existencialmente. 

Exemplo 11: As seguintes assertivas em português são emparelhadas com a sua forma 

simbólica. 

 Todo inteiro que não for ímpar é par. 

 n  , ~(n ímpar)  (n é par) ou  n  , ~I(m)  (n). 

 Existe um inteiro que não é par. 

 n  , ~ (n). 

 Para todo número real x, existe um número real y, para o qual y³ = x. 

 x  ,  y  , y³ = x. 

 Dados dois números racionais quaisquer a e b, segue que a.b é racional. 

 a, b  , a.b  . 

Observação: Quando uma assertiva contiver dois quantificadores, devemos ter muito cuidado 

com sua ordem, pois se ela for invertida o significado pode ser alterado. 
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5 PROVAS MATEMÁTICAS 

Nos capítulos anteriores desenvolvemos a linguagem lógica e de conjuntos necessária para 

o entendimento de provas em Matemática. Para o estudante, a prova de proposições, 

geralmente, é difícil. Uma prova requer muito conhecimento dos teoremas, definições e 

hipóteses na área da proposição, a habilidade para selecionar uma estratégia de prova e segui-

la logicamente, superando muitas dificuldades ao longo do processo de prova. É grande a 

satisfação ao completar uma prova e convencer a audiência de que a proposição está, sem 

dúvida, correta. 

A partir de agora, apresentaremos uma abordagem sistemática de provas, sempre 

definindo os conceitos necessários para desenvolver provas em Matemática. Deve ficar claro 

de antemão que os métodos que serão usados não são receitas ou procedimentos que 

inevitavelmente gerará uma prova correta, para cada proposição. Os métodos são abordagens 

que provavelmente levam ao sucesso, mas requerem uma variedade de pequenas variações 

para se adequar as proposições particulares. Para superar essas dificuldades precisamos de 

muito exercício para obter experiência. 

Muitas das assertivas matemáticas são formalmente chamadas de teoremas, 

proposições, lemas ou corolários. Uma prova matemática é um procedimento ou uma 

sequência de argumentos matemáticos para provar a verdade de uma implicação matemática.  

 Portanto, dado “A implica B”: provamos B  

 Assumindo que A é verdadeira, e 

 Mostrando a verdade da implicação. 

As provas
1
 matemáticas podem ter diferentes formas. Dentre elas podemos listar: 

 Provas diretas; 

 Provas por exaustão; 

 Provas por casos; 

 Provas por contrapositiva; 

 Provas por contradição; 

 Provas se e somente se; 

 Indução Matemática. 

A seguir, discutiremos e ilustraremos cada uma delas. 

 

                                                           
1
 Uma prova em Matemática, usualmente, é chamada demonstração. Por isso, quando fizemos uma prova para ilustrar um 

tipo de prova, chamaremos essa prova de demonstração. 
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5.1 Provas Diretas 

Esta é a “abordagem natural” que consiste em começar com uma hipótese verdadeira e, 

usando argumentos verdadeiros, derivar novos fatos, etapa por etapa, até atingir a tese. 

  Portanto, se A e B forem variáveis Booleana (qualquer assertiva que toma o valor 

verdadeiro ou falso) representando as hipóteses e teses, respectivamente, a prova direta 

corresponde a achar uma implicação verdadeira ( ) para tornar A  B verdadeira. 

Proposição 14: Se um número natural n for par, então existe um número natural k tal que n = 

2.k. 

 Demonstração: 

1- Como (por hipótese) n é par, existe um inteiro k tal que n = 2.k. 

2- Como n é natural (por hipótese), n é positivo. 

3- Como positivo com negativo gera negativo, k deve ser positivo. 

4- Portanto, k é um inteiro positivo e, assim, k é um número natural. (c.q.d) 

 

5.2 Prova por Exaustão 

Este tipo de prova consiste em verificar um por um, o valor verdade de cada um dos casos 

envolvidos na assertiva. 

 Vantagem: Em geral é mais simples que a prova direta. 

 Desvantagem: Ela funciona somente se o número de casos for finito e pequeno. 

Proposição 15: Se n for um número inteiro e 2  n  7, então q = n² + 2 não é divisível por 

4. 

 Demonstração:  

Por exaustão. Existem somente seis casos: 

Tabela 10 

N Q divisível por 4? 

2 6 Não 

3 11 Não 

4 18 Não 

5 27 Não 

6 38 Não 

7 51 Não 
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A proposição está provada. (c.q.d) 

5.3 Provas por Casos 

 Para provar que uma assertiva é verdadeira, às vezes, temos que examinar múltiplos 

casos, antes de mostrar que a assertiva é verdadeira em todos os cenários possíveis. Abaixo 

segue uma demonstração usando casos. 

Proposição 16: Para todo inteiro n, n³ + 2n é divisível por 3. 

 Tentemos uma prova por casos. 

Demonstração: 

n³ + 2n = n (n² + 2) 

 

Caso 1: n = 3k para algum k. 

n (n² + 2) = 3k((3k)² + 2) que é divisível por 3. 

 

Caso 2: n = 3k + 1 para algum k 

n (n² + 2) = (3k + 1)((3k + 1)² + 2) 

 Analisemos o segundo fator, pois o primeiro não é divisível por 3 

(3k + 1)² + 2 = 9k² + 6k + 1 + 2 

                    = 3 (3k² + 2k + 1)  (divisível por 3) 

 

Caso 3: n = 3k + 2 para algum k 

n (n² + 2) = (3k + 2)((3k + 2)² + 2) 

             Novamente analisando para o segundo fator, temos: 

(3k + 2)² + 2 = 9k² + 12k + 4 + 2 

                    = 9k² + 12k + 6  

                    = 3 (3k² + 4k + 2) ( é divisível por 3) 

 Em cada caso, n³ + 2n é divisível por 3. Os três casos cobrem todas as possibilidades, 

pois cada inteiro cai em um desses três casos. 

 Portanto, a proposição é verdadeira para todo inteiro n. (c.q.d) 

 

5.4 Provas por Contradição 

Uma prova por contradição prova a verdade de uma assertiva matemática A como segue: 

 Tome não A como hipótese. 
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 Use uma implicação correta para mostrar que não A implica B, onde B é uma 

assertiva matemática falsa. 

 Portanto, temos uma tabela verdade como abaixo, onde a última linha ilustra a 

situação. 

Tabela 11 

Não A B A  B 

V V V 

V F F 

F V V 

F F V 

 

 Conclusão: Não A é falsa. Portanto, A é verdadeira.(c.q.d) 

 

Comparando a tabela verdade a seguir com a tabela 5 (implicação), também podemos fazer a 

prova por contradição.  

Tabela 12 

A B ~B A  ~B 

V V F F 

V F V V 

F V F F 

F F V F 

 

Ou seja, temos que A  B  A  ~B  F. 

 

Proposição 17: Se n for par, então n + 1 será ímpar. 

 Demonstração: 

Por contradição. 

1- A negação é: “n é par e n + 1 é par”. 

2- Como n é par, existe inteiro k tal que n = 2.k. 

3- Portanto, n + 1 = 2.k + 1. 

4- Como n + 1 também par, existe um inteiro q tal que 2.q = 2.k + 1. 

5- Mas, q = = k + . 
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6- Isso é uma contradição, pois a soma de um inteiro k e uma fração (no caso  não é um 

inteiro. 

 

5.5 Prova por Contrapositiva. 

Usa Não B implica Não A em vez de A implica B. 

Vamos ilustrar através da comparação entre a tabela verdade de ~B implica ~A e a tabela 

verdade de A implica B (tabela 5). 

Tabela 13 

A B ~A ~B ~B  ~A 

V V F F V 

V F F V F 

F V V F V 

F F V V V 

 

Comparando as duas tabelas verdade (5 e 13) temos que Não B implica Não A é logicamente 

equivalente à A implica B. 

 

Proposição 18: Se x² for ímpar, então x será ímpar. 

 Demonstração: 

Se x² for ímpar, então x² = 2.k + 1, para algum número natural k. Portanto, x = 

... 

Isso é verdade, mas, como podemos provar que x é ímpar? Nenhuma propriedade de raiz 

quadrada gera um número natural que nos permita na próxima etapa argumentarmos que x 

será ímpar. 

Usando a contrapositiva: 

 

Proposição 19: Se x for par, então x² é par. 

 Demonstração: 

1- Se x for par, então x = 2.k, para algum inteiro k. 

2- Portanto, x² = (2.k)(2.k) = 4.k² 

3- Como k é inteiro, k² também é. 
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4- Assim, x² é divisível por 2 e, por conseguinte, é par. 

 

5.6 Prova do Tipo “Se e somente se” 

Em geral, a prova da assertiva lógica da forma “se e somente se” envolve duas provas: 

1- A prova de que “A implica B”. 

2- A prova de que “B implica A”. 

Exemplo 11: Provar a assertiva “x será ímpar se e somente se x² + 2x + 1 for par” requer 

provar: 

1- Se x for  ímpar, então x² + 2x + 1 será par, e 

2- Se x² + 2x + 1 for par, então x será ímpar. 

Demonstração da assertiva 1: 

1- Como x é ímpar, x = 2k + 1, para algum inteiro k. 

2- Portanto, x² = (2k + 1)² = 4k² + 4k + 1. 

3- Logo, x² + 2x + 1 = 4k² + 4k + 1 + 4k + 2 + 1. 

4- Ou, x² + 2x + 1 = 2(2k² + 4k + 2). 

5- Como k é um inteiro, q = (2k² + 4k + 2) também é. 

6- Portanto, x² + 2x + 1 = 2q e, consequentemente, ele é par. (c.q.d) 

Demonstração da assertiva 2: 

A assertiva é “se x² + 2x + 1 for par, então x será ímpar”. Aqui, usaremos a contrapositiva 

equivalente: “Se x for par, então x² + 2x + 1 será ímpar.” 

 Demonstração: 

1- Como x é par, x = 2k, para algum inteiro k. 

2- Portanto, x² + 2x + 1 = 4k² + 4k + 1 = 2 (2k² + 2k) + 1 

3- Como k é inteiro, q = 2k² + 2k também é. 

4- Logo, x² + 2x + 1 = 2q + 1 e, por conseguinte, ele é ímpar. (c.q.d) 
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5.7 Indução Matemática 

 A indução matemática é um estilo de prova aplicável a predicados sobre os números 

naturais. Aceita-se que o princípio da indução matemática verifica para predicados sobre os 

inteiros. O princípio não pode se verificar para os números reais, pois não existe a noção do 

próximo número real, após o número real k. O princípio pode ser aplicado a qualquer sistema 

em que cada variável tenha um próximo valor e existe um primeiro valor definido. 

 Definição: Seja P(n) um predicado definido sobre o inteiro n. Suponhamos que P(a) 

seja verdadeiro para algum inteiro a e suponhamos que (P(k)  P(k + 1)) seja verdadeiro para 

cada k  a. Então P(n) será verdadeiro para todo n  a. 

 Proposição 20: O número n³ + 2n é divisível por 3, para todos os inteiros n  1. 

Defina o predicado P(n) como sendo (n³ + 2n é divisível por 3) 

Demonstração: Mostre que P(1) é verdadeira. 

1³ + 2 * 1 = 1 + 2 = 3, e 3 é divisível por 3. Portanto, P(1) é verdadeiro. 

Indutivo: Mostre que P(k)  P(k + 1) é verdadeiro para os inteiros  1. 

Assuma que P(k) seja verdadeiro. Isto é, k³ + 2k seja divisível por 3. Agora, tentaremos 

mostrar que n³ + 2n é divisível por 3 para o próximo valor de n, notadamente n = k + 1. 

 

(k + 1)³ + 2(k + 1) = k³ + 3k² + 3k + 1 + 2k + 2 

                              = (k³ + 2k) + 3k² + 3k + 3. 

 

Mas, k³ + 2k é divisível por 3, pela hipótese de que P(k) é verdadeiro. Portanto, k³ + 2k = 3t, e 

(k + 1)³ + 2(k + 1) = 3(t + k² + k + 1) 

Que é divisível por 3. Portanto, P(k + 1) é verdadeiro. (c. q. d) 

 Mostramos que P(n)  P(n + 1) é verdadeiro para uma particular constante n = k. 

entretanto, o argumento é suficientemente geral para permitirmos deduzir que, para k  1, 

(P(k)  P(k + 1)) é verdadeiro. 

 Pelo princípio da indução matemática n³ + 2n é divisível por 3, para n  1. 

 Em outras palavras, mostramos que se a proposição for verdadeira para algum valor n 

ela também será verdadeira para o próximo valor de n. Mas, a proposição é verdadeira para 

todos os valores de n a partir de 1. 
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Ao finalizar este trabalho fica a ideia da continuidade já que nada está pronto e acabado. 

Desenvolvemos a linguagem lógica e de conjuntos necessária para o entendimento de provas 

em Matemática e foram apresentadas as provas mais usuais para dar subsídios àquele 

estudante, que, ao longo da sua vida escolar, teve pouco ou nenhum contato com 

demonstrações em Matemática e durante o seu curso de graduação sente dificuldades ao se 

deparar com a necessidade de demonstrar. 

É importante ressaltar que estas demonstrações aqui apresentadas não são as únicas e para 

uma melhor compreensão, caso seja necessário, um estudo mais aprofundado deve ser feito. 

Além disso, o estudante deve estar atento ao fato de que dependendo da proposição a ser 

demonstrada, a prova pode sofrer pequenas alterações. O amadurecimento para perceber esses 

detalhes ou saber qual melhor tipo de prova utilizar vem com o exercício constante. 

Para que a veracidade de algum fato em Matemática seja verificada não se utiliza de 

experimentações e sim de demonstrações por isso é necessário que o estudante tome 

consciência disso para valorizar o quão é importante saber os tipos de provas e usá-las já que 

esta não se reduz a fórmulas e cálculos. Que este trabalho possa subsidiar os estudantes no 

sentido de abrir caminhos para um estudo mais aprofundado e mostrar a importância das 

provas em Matemática. 
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