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Resumo 

Este trabalho apresenta uma aplicação de alguns algoritmos de Teoria dos Grafos. Apresenta 

também algumas definições importantes, algumas propriedades e um pouco da história da 
Teoria dos Grafos.  O trabalho está dividido em duas partes: uma parte teórica na qual é 
apresentado o ferramental matemático que será utilizado para tratar adequadamente a aplicação. 

Na segunda parte será analisado o seguinte problema juntamente com a sua solução: Uma 
distribuidora de mantimentos precisa fazer entregas em cinco cidades e quer saber qual o 

percurso mais econômico, ou seja, qual a menor distância a ser percorrida para fazer essas 
entregas. A resolução deste problema será apresentada com a utilização do algoritmo dos 
mínimos sucessivos e o algoritmo da ordenação dos pesos das arestas.  

 

Palavras-chaves: teoria dos grafos, algoritmos, desafio das sete pontes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

Abstract 

This paper presents an application of some of Graph Theory algorithms. It also presents some 
important definitions, some properties and some of the history of graph theory. The work is 
divided into two parts: a theoretical part where the mathematical tools that will be used to 

properly handle the application is submitted. In the second part will analyze the following 
problem with your solution: A distributor of groceries need to make deliveries in five cities and 

wonder what the most economical route, namely that the shortest distance to be traveled to 
make such supplies. Resolving this issue will be presented to the use of the successive minimum 
algorithm and the sorting algorithm of the edge weights. 

 

Keywords: graph theory, algorithms, challenge of the seven bridges.  
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CAPÍTULO 1 

     

Há indícios que a Teoria dos Grafos já teria sido usada bem antes do problema das sete 

pontes de Königsberg, porém só é considerado o primeiro resultado que foi em 1736 feito por 

Leonard Euler. A partir daí a Teoria dos Grafos tem sido utilizada em vários ramos da ciência 

pela sua capacidade de representar elementos de uma determinada natureza e suas relações. 

Inúmeras pesquisas e atividades crescidas em múltiplos campos das ciências exatas 

utilizam como uma das ferramentas a Teoria dos Grafos. Grafos são estruturas simples 

formadas por nós que estão conectados através de arestas entre si.  

Existe também algoritmos na Teoria dos Grafos que possuem uma grande capacidade 

de representação de diversos casos permitindo uma melhor visualização e também a resolução 

de problemas em diferentes áreas. Por exemplo: em cidades com um grande fluxo de 

automóveis, existe a necessidade de análise das possibilidades de rotas e/ou caminhos entre 

pontos, com o intuito de diminuir o custo funcional de algum artifício. Esses processos podem 

ser diversos como os seguintes casos: distribuição de água, coleta de lixos urbanos ou entre ga 

de produtos. No decorrer deste trabalho veremos, de maneira geral a lógica da Teoria dos Grafos 

e um pouco da sua aplicabilidade.  

O presente trabalho está dividido da seguinte forma: 

No capítulo 2 será apresentado uma breve história de Teoria dos Grafos e seu processo 

de evolução. Com o foco no desafio denominado "problema das pontes de Königsberg" que 

deu origem ao conteúdo e alguns pesquisadores que ajudaram no enriquecimento desse 

conceito. 

No capítulo 3 são retratados alguns conceitos básicos sobre grafos, falamos sobre 

possíveis percursos em um grafo, tais como caminhos, ciclos e passeios, além dos conceitos de 

conexidade, grafos eulerianos, grafos hamiltonianos e árvores.  

No capítulo 4 são enumerados quatro algoritmos, entre os diversos existentes em Teoria 

dos Grafos: i) o algoritmo de Kruskal, que tem o objetivo de formar uma árvore geradora 

mínima em um grafo conexo e que não contém ciclos; ii) o algoritmo de Dijkstra  quem tem o 

objetivo de achar o  menor percurso entre quaisquer vértice de um grafo; iii) o algoritmo dos 

1.1 INTRODUÇÃO 
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mínimos sucessivos e  iv) o algoritmo da ordenação do peso das arestas  que têm por objetivo 

comum encontrar o menor percurso que forma um ciclo em um grafo. 

No capítulo 5 são aplicados o Algoritmo dos Mínimos Sucessivos e o Algoritmo da 

Ordenação do Peso das Arestas, na resolução de um problema de uma distribuidora que precisa 

fazer algumas entregas. Apresenta-se também o passo a passo de cada um dos algoritmos. 
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CAPÍTULO 2  

Este capítulo apresenta uma breve história sobre a Teoria do Grafos, mostrando o seu 

surgimento e um pouco do seu processo de evolução, que teve relação com a Segunda Guerra 

Mundial e  o desenvolvimento dos computadores. 

           

A Teoria dos Grafos surgiu através de um desafio que foi elucidado por Leonard Euler 

que nasceu em 15 de abril de 1707, em Basel, Suíça, e morreu em 18 de setembro de 1783 na 

Rússia. Foi o matemático mais prolífico na história, com mais de 866 obras de pesquisa em 

matemática. Em 1741, se juntou à Academia de Ciência de Berlim, onde ele permaneceu 

durante 25 anos. Em 1766, na Rússia, Euler se tornou quase completamente cego depois de 

uma operação de catarata, mas pôde continuar com sua pesquisa e escrevendo. Ele teve uma 

memória admirável e pôde ditar, deixando uma reserva vasta de artigos.  

O desafio denominado "problema das pontes de Königsberg", existia na cidade de 

Königsberg da antiga Prússia, no século XVIII, cuja solução envolveu conceitos do que veio a 

ser a teoria dos grafos.  

Nessa cidade, atualmente com nome de Kaliningrado, o rio Pregel circundava uma ilha 

e a separava em quatro zonas que estavam ligadas por sete pontes. (Figura 1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.1 HISTÓRIA 

 

Figura 1: Cidade de Konigsberg 

Fonte: https://brainstormdeti.wordpress.com/2010/07/26/introducao-teoria-dos-grafos-parte-1/ 

https://pt.wikipedia.org/wiki/Sete_pontes_de_Königsberg
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O problema consistia em fazer um passeio passando pelas sete pontes, porém uma vez 

sobre cada ponte. Euler decidiu pensar no problema de maneira mais intensa. Inicialmente ele 

eliminou os prédios, ilhas, estradas, deixando apenas as pontes como na figura 2. 

 

 

 

  

 

 

Não contente, Euler usou um raciocínio muito simples. Transformou as pontes 

em arestas e os locais interligados por elas em pontos, formando um diagrama, veja na figura 

3. 

  

 

 

 

 

Ele não só conseguiu elucidar o desafio, provando que não havia solução, como acabou 

por criar uma teoria, a qual se aplica a vários problemas deste tipo. Ele usou um modelo 

simplificado das ligações entre as regiões e estabeleceu um teorema que diz em quais condições 

são possíveis percorrer cada linha exatamente uma vez e voltar ao ponto inicial. E este foi o 

primeiro resultado que veio ser aTeoria dos Grafos. 

Algum tempo depois, Gustav Robert Kirchhoff, nascido na mesma cidade do desafio,  

relacionou Teoria dos Grafos com circuitos elétricos, criando a chamada Teoria das Árvores. 

Figura 2: Sete Pontes 

Figura 3: Grafo da resolução do desafio 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Reta
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Com isso, foram despertados os olhares de outros pesquisadores, como Arthur Cayley, 

britânico nascido em Richmond utilizou a ideia de árvore em química orgânica, o irlandês 

Willian Rowan Hamilton, matemático, físico e astrônomo que ao inventar um jogo simples, deu 

origem ao estudo de grafos Hamiltonianos. 

Alguns anos depois, a Teoria dos Grafos teve um grande salto, com o grande 

desenvolvimento acelerado dos computadores, após a Segunda Guerra Mundial e com o 

surgimento de publicações acerca de algoritmos de grafos, como, por exemplos, o algoritmo de 

Kruskal e o algoritmo de Dijkstra. 

O algoritmo de Kruskal permite determinar a árvore de abrangência de custo mínimo 

(árvore geradora mínima). Esse custo corresponde à soma dos pesos (distância, tempo, 

qualidade) associados a cada aresta do grafo. Já o algoritmo de Dijkstra calcula o caminho de 

custo mínimo entre quaisquer vértices de um grafo sendo usado para determinar a menor rota 

entre duas posições em um grafo.  
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CAPÍTULO 3 

Neste capítulo é apresentado algumas definições importantes para um melhor 

entendimento dos próximos capítulos, como por exemplo a definição de grafo, caminho, 

circuito, conexão, Grafos Eulerianos, Grafos Hamiltonianos e Árvores.  

 

 

 3.1.1 Grafos 

Definição 1: Grafo é uma estrutura matemática composta de vértices e arestas ou nós 

representados por G (V,A), onde V é o conjunto de vértices e A o conjunto de arestas ou nós.  

Com outras palavras: 

Um Grafo G (V,A) é definido pelo par de conjuntos V e A, onde: 

V – Conjunto não vazio: os vértices do grafo. 

A – Conjunto de pares ordenados α = (v,w), v e w ϵ V: as arestas do grafo. 

Exemplo 2: 

 

V = {W, Z, X, T} 

A = {(W,X), (W,Z), (W,T), (Z,X), (Z,T), (X,T)} 

 

     

3.1.2 Incidência  
 

Definição 3: Dados dois vértices 𝑣2  𝑒  𝑣3 , eles são ditos incidentes na aresta 𝐸1, se eles são 

extremos de 𝐸1. 

 3.1 DEFINIÇÕES BASICAS 

Figura 4: Grafo com 4 vértices e 6 arestas. 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Exemplo 4: 

                                                                                        

𝑣2   𝑒  𝑣3 𝑠ã𝑜 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠  𝑛𝑎 𝑎𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎  𝐸1 

 

 

3.1.3 Vértices e arestas adjacentes 

 

Definição 5: Dados dois vértices v2 e v3, eles serão ditos adjacentes ou vizinhos se existir uma 

aresta 𝐸1  em comum entre eles. 

Definição 6: Dados duas arestas 𝐸1 e 𝐸2, elas são ditas adjacentes se tiverem ao menos um 

vértice v2 em comum. 

Exemplo 7: 

 

v2 e v3  são vértices adjacentes  

𝐸1 e 𝐸2  são arestas adjacentes 

 

3.1.4 Grau de um vértice v; (𝒈(𝒗)) 

Definição 8: É o número de arestas que incidem em 𝑣𝑛. Será denotado por g(𝑣𝑛). 

Exemplo 9: 

 

 

𝑔(𝑣3) = 3 

 

 

 

Figura 5: Grafo 

Figura 6: Grafo 

Figura 7: Grafo 

 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Figura 8: Grafo e sua matriz de adjacência 

Fonte: Elaborada pelo autor 

3.1.5 Matriz de adjacência  

 

Definição 10: Dado um grafo G com n vértices e m arestas, sua matriz de adjacência é a matriz 

A de ordem n x n, cujo elemento ji é o número de arestas ligando o vértice i ao vértice j. 

Exemplo 11:  

 

 

                                                                                                             A =  [

0 0 0 0
0 0 2 0
0 2 0 1
0 0 1 1

]          

       

                                            

3.1.6 Matriz de incidência 

 

Definição12: Dado um grafo G com n vértices e m arestas, sua matriz A de incidência é a 

matriz A de ordem n x m, cujo elemento ij é o número de vezes que o vértice i é incidente á 

aresta j. 

Exemplo 13: 

 

                                    A =  [

0 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
0 0 1 1

] 

 

 
3.1.7 Vértices isolados  

 

Definição 14: É todo vértice de grau zero. 

Figura 9: Grafo e sua matriz de incidência 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Exemplo 15: 

 

 

𝑣1  é 𝑢𝑚 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑑𝑜  

 

3.1.8 Laços 

 

Definição 16: É uma aresta que liga um vértice a ele mesmo. 

Exemplo 17: 

 

 

                        𝐸4 é 𝑢𝑚 𝑙𝑎ç𝑜 

 

 

3.1.9 Arestas paralelas 
 

Definição 18: Quando um par de vértices tem mais de uma aresta entre eles, essas arestas são 

ditas paralelas. 

Exemplo 19: 

 

 

𝐸1 𝑒 𝐸2 𝑠ã𝑜 𝑎𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎𝑠 

 

 

 

Figura 10: Grafo 

Figura 11: Grafo 

Figura 12: Grafo 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Fonte: Elaborada pelo autor 

3.1.10 Passeio entre nós 

 

Definição 20: É a sequência alternantes de nós e arestas.  

Exemplo 21: 

 

 

                                               {𝑣4 , 𝐸4 , 𝑣4 , 𝐸3 , 𝑣3 , 𝐸2 , 𝑣2 , 𝐸1 , 𝑣3} é um passeio entre nós 

 

 

3.1.11 Caminho 
 

Definição 22: É qualquer grafo da forma ({𝑣1 , 𝑣2, … , 𝑣𝑛}, {𝑣𝑖𝑣𝑖+1: 1 ≤ 𝑖 < 𝑛}). Em outras 

palavras, um caminho é um passeio que não contém nós repetidos. 

Exemplo 23: 

 

 

    

    {𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4 , 𝑣5} é um caminho. 

 

 

 

3.1.12 Circuito ou Ciclo 
 

Definição 24: É um grafo da forma ({𝑣1, 𝑣2 , … , 𝑣𝑛}, {𝑣𝑖𝑣𝑖+1: 1 ≤ 𝑖 < 𝑛} ∪ {𝑣𝑛𝑣1 }) com 𝑛 ≥

3. Em outras palavras, um ciclo é um caminho fechado sem vértices repetidos. 

 

        Figura 13: Grafo com um exemplo de passeio  

Figura 14: Grafo e um caminho 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Exemplo 25: 

 

 

 

        {𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4 , 𝑣5 , 𝑣6 , 𝑣1} é um circuito 

 

 

 

3.1.13 Conexidade   

 

Definição 26: Um grafo é conexo se, para qualquer par {𝑣, 𝑤} de seus vértices, existe um 

caminho com extremos 𝑣 𝑒 𝑤. E um grafo é não conexo se existir ao menos um par de vértices 

que não é unido por um caminho. 

Exemplo 27: 

 

 

3.1.14 Grafo bipartido 

 

Definição 28: Um grafo é dito bipartido quando o seu conjunto de vértice puder ser 

particionado em dois subconjuntos, tais que toda aresta de um dos subconjuntos une um vértice 

do outro subconjunto. 

Figura 2: Grafo 

Figura 16: Grafo conexo e Grafo não 
conexo 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Exemplo 29: 

 

 

 

 

Z e W são subconjuntos do grafo. 

 

 

 

 

3.1.15 Grafo rotulado  

 

Definição 30: Um grafo é rotulado quando a cada aresta ou vértice estiver associado um rótulo.  

3.1.16 Grafo valorado ou Ponderado 
 

Definição 31: Um grafo é dito valorado ou ponderado quando existe uma ou mais funções 

(peso) relacionada aos vértices ou as arestas com um conjunto de números. 

Exemplo 31: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 17: Grafo Bipartido 

Figura 18: Grafo Rotulado e Valorado 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Fonte: Elaborada pelo autor 

3.1.17 Grafo Euleriano 

 

Definição 32: Ciclo Euleriano é aquele que possui um circuito que passa uma e uma única vez 

em cada aresta do grafo.  

Exemplo 33: 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.18 Grafos Hamiltonianos 
 

Definição 34: Um Grafo Hamiltoniano é um grafo que contém um ciclo que passa por todos os 

seus vértices, sendo que cada vértice só aparece uma única vez.  

 

Exemplo 35:  

 

 

 

 

{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣1} é um ciclo hamiltoniano. 

 

 

 

 

 

Figura 19: Grafo Euleriano 

Figura 20: Grafo Hamiltoniano 

 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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3.1.19 Árvore 
 

Definição 35: Um grafo G é denominado árvore se ele for conexo e não contiver qualquer ciclo 

como subgrafo e a remoção de qualquer uma de suas arestas o tornaria desconexo. Sendo que 

se G possui n vértices então G possui n−1 arestas. 

Exemplo 36: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.20 Árvore Geradora 

 

Definição 37: É uma árvore que interliga direta ou indiretamente todos os vértices do grafo. 

Exemplo 38: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 22: Grafo e uma de suas Árvores Geradoras 

Figura 21: Árvore ou Grafo Conexo 

                                                      Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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Figura 23: Grafo valorado com sua Árvore geradora mínima 

Fonte: Elaborada pelo autor 

3.1.20 Árvore Geradora Mínima 

 

Definição 39: Uma Árvore Gerada Mínima de um grafo com pesos nas arestas é qualquer 

arvore geradora que tenha peso mínimo. 

Exemplo 40: 
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CAPÍTULO 4 

Neste capítulo será apresentado a descrição de quatro algoritmos de Teoria dos Grafos, 

acompanhado de um exemplo, que mostra o objetivo de cada um deles. 

 

 

4.1.1 Algoritmo de Kruskal: 

Esse algoritmo foi proposto em 1956 pelo matemático Joseph Bernard Kruskal Junior. 

que nasceu em 29 de janeiro de 1928 e faleceu em 19 de setembro de 2010.  

O objetivo do algoritmo é passar por todos os vértices de um grafo valorado pelo menor 

caminho possível.  Esse algoritmo tem aplicações em construções e preços de rede de 

comunicações.  Já em análise combinatória a descrição dele é selecionar sucessivamente arestas 

de menor custo de um grafo conexo, sem gerar circuitos e até formar uma árvore geradora 

mínima.  

Neste caso, considerando que o algoritmo construirá a árvore de custo mínimo G, que 

possui n vértices e arestas com diferentes pesos, a primeira aresta a ser adicionada será aquela 

de menor peso. Em seguida, a próxima aresta a ser adicionada será novamente a de menor peso 

e que conecte quaisquer dois vértices ainda não conectados por nenhum caminho em G. Este 

processo será repetido até que as n−1 arestas sejam construídas. Lembre-se que como G é uma 

árvore de n vértices, então possui n−1 arestas e G será um grafo conexo que não possui nenhum 

ciclo de acordo com a Definição 35.  

O algoritmo de Kruskal executado em um grafo G de n vértices, onde: 

A é o conjunto das possíveis arestas a conectarem os vértices de G, cada uma com um 

respectivo peso, funciona da seguinte maneira:  

 Seja 𝑎𝑖 uma aresta de A de menor peso. Se 𝑎𝑖 não criar ciclo em G, então 

é adicionada a G. Caso contrário, é descartada de A.  

 O processo é repetido até que A seja vazio. 

 Assim é mostrada a Árvore Geradora Mínima do grafo. 

 

4.1 ALGORITMOS 
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Exemplo 41: Dado o grafo abaixo, onde os pesos das respectivas arestas estão indicados, 

encontre a árvore de menor custo utilizando o Algoritmo Kruskal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Aplicando o algoritmo de Kruskal, formando uma árvore geradora mínima, seguindo a 

descrição incluindo as arestas de menor peso e descartando as que formarem um ciclo, temos: 

A aresta que tem menor peso no grafo é a aresta AB de valor 5 logo ela será inclusa na 

árvore. (Figura 25) 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Figura 24: Grafo Valorado 

Figura 25: Inclusão de aresta de menor peso 

          Fonte: Elaborada pelo autor 

                                                           Fonte: Elaborada pelo autor 
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                                         Fonte: Elaborada pelo autor 

A próxima aresta de menor peso é a aresta GF de valor 6, logo ela será inclusa na 

árvore (figura 26). 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

Neste processo é observado a existência de três arestas AG, BG e DE que tem o mesmo 

peso, logo se nem uma delas formarem um ciclo na árvore geradora poderão ser incluídas na 

árvore. Na inclusão das arestas AG e BG será formado o ciclo, então só poderá ser inclusa uma 

delas aleatoriamente, aqui optamos por incluir as arestas BG e DE e pela exclusão da aresta AG 

(Figura 27). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 26: inclusão de aresta de menor peso 

                      Figura 27: Inclusão de aresta de menor peso e exclusão de aresta que forma um ciclo 

                                                       Fonte: Elaborada pelo autor 
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Neste próximo passo será incluída a aresta de menor peso que é a BD com o peso 8, 

porém ao incluir está aresta é observado que se uma das arestas DG e DF forem incluídas na 

árvore será formado um ciclo, logo devemos exclui- las. (Figura 28) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

No grafo restaram apenas as arestas BC e CE com o peso 9 e DC com o peso 11, logo 

poderá ser inclusa a aresta BC ou a aresta CE, optamos por incluir a aresta CE e excluir as 

arestas BC e DC pois com a inclusão da aresta CE ao tentar incluir uma das outras duas restantes 

formara um ciclo, logo elas terão que ser excluídas (Figura 29).    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 28: Inclusão de aresta de menor peso e exclusão de aresta que forma um ciclo  

           Figura 29: Inclusão de aresta de menor peso e exclusão de aresta que forma um ciclo  

                                                      Fonte: Elaborada pelo autor 

                                                   Fonte: Elaborada pelo autor 
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Observando o grafo acima (figura 29) é visto que todos os vértices estão conectados, 

logo é formada a árvore geradora mínima do grafo. (Figura 30)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.1.2 Algoritmo de Dijkstra. 
 

Esse Algoritmo foi criado em 1959 pelo cientista da computação Edsger Wybe Dijkstra. 

O propósito dele é encontrar o menor caminho entre quaisquer dois vértices de um grafo. A 

descrição dele é começar com uma árvore contendo apenas um vértice s e a cada interação, um 

novo vértice é acrescentado a árvore segundo uma estratégia. Ao final, obtém-se uma árvore de 

caminhos mínimos. 

 A execução do Algoritmo de Dijkstra é dado por G (V,A) um grafo e s um vértice 

de G: 

 Atribua valor zero à estimativa do custo mínimo do vértice s (a raiz da busca) e 

infinito às demais estimativas; 

  Atribua um valor qualquer aos precedentes (o precedente de um vértice t é o 

vértice que precede t no caminho de custo mínimo de s para t); 

   Enquanto houver vértice aberto: 

  Seja k um vértice ainda aberto cuja estimativa seja a menor dentre 

todos os vértices abertos; 

  Feche o vértice k. Para todo vértice j ainda aberto que seja sucessor 

de k faça:  

  Some a estimativa do vértice k com o custo do arco que une k a j;  

 

Figura 30: Árvore geradora mínima 

                                           Fonte: Elaborada pelo autor 
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 Caso esta soma seja melhor que a estimativa anterior para o vértice j, substitua -

a e anote k como precedente de j. 

 

Exemplo 42: Dado o grafo abaixo, onde os pesos das respectivas arestas estão indicados, 

encontre o menor caminho entre o vértice A e o vértice F utilizando o Algoritmo de Dijkstra. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Atribuímos valor zero paro o vértice inicial A, depois é colocado os valores das 

arestas nos vértices que tenha ligação com o vértice A, neste caso são os vértices B e C e 

infinito aos demais conforme tabela 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

As arestas inclusas na árvore serão destacadas na cor vermelha para uma melhor 

compreensão. A primeira aresta a ser incluída na arvore é a aresta AC, pois ela tem menor peso. 

(Figura 32)  

Figura 31: Grafo Valorado 

Tabela 1: Estimativa com passo1 

                                                                                 Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 
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                                                                  Figura 32: Inclusão de aresta  

 

 

 

 

 

Neste grafo podemos afirmar que o menor caminho entre A e C tem peso 2. No segundo 

passo, são observados os vértices que tenha ligação com o vértice C somando com o peso da 

aresta AC. (Tabela 2) 

 

 

 

 

 

 

O caminho entre A e B passando pelo vértice C é menor que o caminho entre A e B, 

logo é considerado o caminho de menor peso, então o menor caminho entre A e B tem peso 3. 

Comparando os valores da tabela acima conclui-se que a próxima aresta a ser inclusa na árvore 

é CB, pois é a de menor distancia somada com AC. Assim temos o seguinte grafo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Tabela 2: Estimativa com o passo 2 

Figura 33: Inclusão de aresta 

                 Fonte: Elaborada pelo autor 

                                                Fonte: Elaborada pelo autor 

                                                                                            Fonte: Elaborada pelo autor 
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No próximo passo usaremos os vértices que tenha ligação com o vértice B, exceto o 

vértice C, e somando com o valor encontrado no passo anterior. (Tabela 3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Logo, a aresta a ser inclusa na árvore que deixa o caminho com um menor peso é a BD. 

(Figura 34) 

 

 

 

 

 

 

 

 

A aresta a ser escolhida dessa vez é a que tenha ligação com o vértice D e não forme um 

ciclo. Na figura 35 podemos observar que a aresta CD será excluída pois forma um ciclo, a 

aresta BD já faz parte da árvore, então será considerada as demais. (Tabela 4) 

                                                                        Tabela 4: Estimativa como o passo 4 

 

 

 

 

Tabela 3: Estimativa com o passo3 

Figura 34: Inclusão de aresta 

    Fonte: Elaborada pelo autor 

                                                                                              Fonte: Elaborada pelo autor 

                                               Fonte: Elaborada pelo autor 
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Assim o caminho de menor peso entre os vértices A e E tem peso igual 10, formando a 

seguinte árvore. (Figura 35) 

 

 

 

 

 

 

 

 

A partir daqui usaremos as arestas que partem do vértice E que não faça parte da arvore 

e não tenha ligação com outro vértice já pertencente a árvore, logo pode-se observar que só 

existe a aresta EF, formando a seguinte tabela: 

 

 

 

 

 

 

 

Logo podemos afirmar que o menor caminho entre o vértice A e o vértice F tem peso 

igual a 12, finalizando a estimativa temos: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 35: Inclusão de aresta 

Tabela 5: Estimativa com o passo 5 

Tabela 6: Estimativa com o passo 6 

                                                                                                       Fonte: Elaborada pelo autor 

                                                             Fonte: Elaborada pelo autor 

                                                                          Fonte: Elaborada pelo autor 



33 
 

Assim formando o seguinte caminho. (Figura 36) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.1.3 Problema do caixeiro viajante:  

O problema é inspirado na necessidade dos caixeiros viajantes (vendedores) em realizar 

visitas em diversas cidades percorrendo o menor caminho possível e retornando à cidade inicia l, 

assim reduzindo o tempo necessário para a viagem e os possíveis custos com transporte e 

combustível. 

Esse problema consiste em forma um menor caminho passando por todos os vértices 

(cidades) sem passar duas vezes pelo mesmo vértice, ou seja, forma um circuito hamiltoniano 

de menor peso dos diversos encontrados no grafo.  

Desde 1930 esse desafio vem sendo estudado por vários matemáticos, que 

desenvolveram vários algoritmos, porém esses algoritmos oferecem uma solução aproximada, 

não garantindo a exatidão da resposta encontrada, pois, se considerarmos que o vendedor teria 

n cidades para visitar então teríamos n-1! possibilidades e a análise de todas elas faz com que a 

sua solução se torne complexa. 

Entre os diversos algoritmos que foram desenvolvidos para a solução do desafio, vamos 

destacar dois deles: o Algoritmo dos Mínimos Sucessivos e o Algoritmo da Ordenação do Peso 

das Arestas. 

No Algoritmo dos Mínimos Sucessivos escolhe-se a cidade mais próxima, sempre que 

o caixeiro se desloque, até que todas as cidades sejam visitadas. No Algoritmo da ordenação do 

peso das arestas forma-se um caminho considerando as arestas de menor peso. 

Figura 36: Grafo com arvore gerada após aplicação do Algoritmo de Dijkstra 

                                                                                  Fonte: Elaborada pelo autor 
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Apresenta-se a seguir os algoritmos e um exemplo de sua aplicação. 

4.1.4 Algoritmo dos mínimos sucessivos:   

 

Seja G (V, A) um grafo hamiltoniano com s vértices que contém n ciclos 

hamiltonianos. 

 Entre todos os vértices, escolha um vértice aleatoriamente para ponto de partida. 

 Seleciona o vértice com menor peso relacionado ao escolhido: 

 Se houver dois com a mesma distância será escolhido aleatoriamente; 

 Não pode repetir nenhum vértice exceto o último, depois de terem sido todos 

visitados, voltando ao ponto de partida. 

 Repetir sucessivamente até formar um ciclo hamiltoniano. 

A aplicação desse passo a passo será feita a mesma quantidade de vez que o número de 

vértices, pois todos os vértices terão que ser ponto de partida para forma um ciclo hamiltoniano.  

 Assim que são formados todos os ciclos, será somado as arestas, a solução será o ciclo 

que apresentar o menor peso. 

4.1.5 Algoritmo da ordenação do peso das arestas:  
 

 Seja G (V, A) um grafo hamiltoniano com n vértices que contém m ciclos 

hamiltonianos. 

 Ordenar as arestas pelos seus pesos; 

 Selecionar sucessivamente as arestas com menor peso, tal que: 

 Um vértice nunca poderá aparecer três vezes; 

 Nunca se fecha um circuito havendo vértices por visitar  

 Ordenar a solução conforme o vértice de partida escolhido. Formar o ciclo 

hamiltoniano este será a solução.  

 

Exemplo 43: Dado o grafo abaixo, onde os pesos das respectivas arestas estão indicados, 

encontre um dos possíveis ciclos hamiltoniano de menor peso do grafo utilizando o algoritmo 

dos mínimos sucessivos e o algoritmo da ordenação do peso das arestas. 
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                                        Fonte: Elaborada pelo autor 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 Solução utilizando o algoritmo dos mínimos sucessivos. Temos: 

 

 Utilizando o vértice A como nosso vértice de partida, escolhemos a aresta de menor 

peso, no caso do grafo é aresta AC que tem o peso 6, logo escolhemos a próxima 

aresta de menor peso, neste caso é a aresta CE que tem peso 4, a próxima aresta é 

a EB, pois o seu peso é 7, como só falta o vértice D, então será escolhido a aresta 

BD e depois a aretsa DA, formando o seguinte ciclo: 

  

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

Somando as arestas do ciclo formando o seu peso, temos: 6 + 4 + 7 + 12 +18 = 47 

 
 Utilizando o vértice B como nosso vértice de partida, escolhemos a aresta de menor 

peso, no caso do grafo é aresta BC que tem o peso 5, logo escolhemos a próxima 

aresta de menor peso, neste caso é a aresta CE que tem peso 4, a próxima aresta é 

Figura 37: Grafo 

Figura 38: Ciclo Hamiltoniano 

                                       Fonte: Elaborada pelo autor 
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                                        Fonte: Elaborada pelo autor 

a ED, pois ela tem peso 9, como só falta o vértice A, então será escolhido a aresta 

DA e depois a aretsa AB, formando o seguinte ciclo: 

 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 Somando as arestas do ciclo formando o seu peso, temos: 5 + 4 + 9 + 18 + 8 = 44. 
 

 Utilizando o vértice C como nosso vértice de partida, escolhemos a aresta de menor 

peso, no caso do grafo é aresta EC que tem o peso 4, logo escolhemos a próxima 

aresta de menor peso, neste caso é a aresta EB que tem peso 7, a próxima aresta é 

a BA, pois ela tem peso 8, como só falta o vértice D, então será escolhido a aresta 

AD e depois a aretsa DC, formando o seguinte ciclo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

Somando as arestas do ciclo formando o seu peso, temos: 4 + 7 + 8 + 18 + 13 = 50.         

 
 Utilizando o vértice D como nosso vértice de partida, escolhemos a aresta de menor 

peso, no caso do grafo é aresta DE que tem o peso 9, logo escolhemos a próxima 

Figura 39: Ciclo Hamiltoniano 

  Figura 40: Ciclo Hamiltoniano 

                                     Fonte: Elaborada pelo autor 
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         Fonte: Elaborada pelo autor 

aresta de menor peso, neste caso é a aresta EC que tem peso 4, a próxima aresta é 

a CB, pois ela tem peso 5, como só falta o vértice A, então será escolhido a aresta 

BA e depois a aretsa AD, formando o seguinte ciclo: 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

  
Somando as arestas do ciclo formando o seu peso, temos: 9 + 4 + 5 + 8 + 18 = 44. 

 

 
 Utilizando o vértice E como nosso vértice de partida, escolhemos a aresta de menor 

peso, no caso do grafo é aresta EC que tem o peso 4, logo escolhemos a próxima 

aresta de menor peso, neste caso é a aresta CB que tem peso 5, a próxima aresta é 

a BA, pois ela tem peso 8, como só falta o vértice D, então será escolhido a aresta 

AD e depois a aretsa DE, formando o seguinte ciclo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figura 41: Ciclo Hamiltoniano 

Figura 42: Ciclo Hamiltoniano 

                                                       Fonte: Elaborada pelo autor 
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Somando as arestas do ciclo formando o seu peso, temos: 4 + 5 + 8 + 18 + 9 = 44. 

Assim podemos concluir que após a aplicação do algoritmo dos mínimos sucessivos 

entre os diversos ciclos hamiltonianos que pertence ao grafo, o ciclo de menor peso é o que tem 

valor 44. 

 

 Solução utilizando o algoritmo da ordenação do peso das arestas. Temos: 

 Nesse algoritmo o passo a passo dele é escolher as arestas que tenha menor peso, 

sem que elas não formem um ciclo. 

No grafo proposto a aresta que tem menor peso é a aresta CE de peso 4, depois a aresta 

BC de peso 5, seguindo a aresta 6, mas repare que essa está ligada ao vértice C, cujo já foi 

visitado duas vezes, então ela não entra no ciclo, seguindo a aresta BE de peso 7 que também 

não entra no ciclo pelo mesmo motivo da AC, a próxima a ser inclusa é a aresta AB de peso 8, 

seguida da aresta DE de peso, agora só poderá ser inclusa uma única aresta que a AD de peso 

18, assim fechando o ciclo. 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
Somando as arestas do ciclo formando o seu peso, temos: 4 + 5 + 8 + 18 + 9 = 44. 

Com a aplicação do algoritmo da ordenação do peso das arestas é achado o valor 44 

para o ciclo de menor peso para o exemplo proposto. 

 

 

 
 

 

Figura 43: Ciclo Hamiltoniano 

                                        Fonte: Elaborada pelo autor 
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CAPÍTULO 5 

Neste capítulo é apresentado um problema apresentado por uma distribuidora de 

mantimentos da cidade de Vitória da Conquista, e logo depois será apresentado duas soluções 

aplicando o algoritmo dos mínimos sucessivos e o algoritmo da ordenação do peso das arestas 

que foram mostrados no capítulo anterior. 

 

 

5.1.1 Problema 

Uma distribuidora de mantimentos precisa fazer entregas em cinco cidades sem passar 

em uma cidade duas vezes e quer saber qual o percurso mais econômico, ou seja, qual a menor 

distância que pode ser feita essas entregas. As cidades são: Vitoria da Conquista, Poções, 

Brumado, Caculé e Macarani. 

Observação: As cidades Macarani e Brumado não tem uma ligação direta, para ir de 

uma cidade à outra é preciso passar pela cidade de Vitoria da Conquista. 

5.1.2 Resolução 

Esse estudo trata de um problema de grafos que tem como objetivo achar o menor 

circuito entre todos os possíveis. Podemos utilizar dois recursos para resolver, tanto o algoritmo 

dos mínimos sucessivos quanto o algoritmo da ordenação do peso das arestas. 

Para entendermos melhor o problema e relacionar como os algoritmos, apresentaremos 

um grafo, onde os vértices representa as cidades e as arestas a distância entre elas. (Figura 44) 

 

 

. 

 

5.1 APLICAÇÕES 

Figura 44: Grafo 

                                                                                 Fonte: Elaborada pelo autor 
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Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

 Escolhendo como ponto inicial a cidade de Vitoria da Conquista, temos que a cidade 

mais próxima dela é Poções, na sequência do algoritmo é a cidade de Macarani, Caculé, 

Brumado e para fechar o caminho retornamos à cidade inicial formando o seguinte 

circuito, juntamente com a tabela que faz a soma do peso das arestas e indica o peso 

total do circuito: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

 

 

 

 

 

  

                                 Figura 45: Ciclo 

Tabela 7: Distancia da cidade ponto inicial para as demais cidades com o peso do circuito 
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Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

 Escolhendo como ponto inicial a cidade de Macarani, temos que a cidade mais próxima 

dela é Vitoria da Conquista, na sequência do algoritmo é a cidade de Poções, Brumado, 

Caculé e para fechar o caminho retornamos à cidade inicial formando o seguinte 

circuito, juntamente com a tabela que faz a soma do peso das arestas e indica o peso 

total do circuito: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 46: Ciclo 

Tabela 8: Distancia da cidade ponto inicial para as demais cidades com o peso do circuito  
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Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

 Escolhendo como ponto inicial a cidade de Poções, temos que a cidade mais próxima 

dela é Vitoria da Conquista, na sequência do algoritmo é a cidade de Macarani, Caculé, 

Brumado e para fechar o caminho retornamos à cidade inicial formando o seguinte 

circuito, juntamente com a tabela que faz a soma do peso das arestas e indica o peso 

total do circuito: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 47: Ciclo 

Tabela 9: Distancia da cidade ponto inicial para as demais cidades com o peso do circuito  
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Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

 Escolhendo como ponto inicial a cidade de Brumado, temos que a cidade mais próxima 

dela é Caculé, na sequência do algoritmo é a cidade de Vitoria da Conquista, Poções, 

Macarani e para fechar o caminho retornamos à cidade inicial formando o seguinte 

circuito, juntamente com a tabela que faz a soma do peso das arestas e indica o peso 

total do circuito: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 48: Ciclo 

Tabela 10: Distancia da cidade ponto inicial para as demais cidades com o peso do circuito  
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Figura 48: Ciclo 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

 Escolhendo como ponto inicial a cidade de Caculé, temos que a cidade mais próxima 

dela é Brumado, na sequência do algoritmo é a cidade de Vitoria da Conquista, Poções, 

Macarani e para fechar o caminho retornamos à cidade inicial formando o seguinte 

circuito, juntamente com a tabela que faz a soma do peso das arestas e indica o peso 

total do circuito: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 11: Distancia da cidade ponto inicial para as demais cidades com o peso do circuito  
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Fonte: Elaborada pelo autor 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Com a aplicação do algoritmo dos mínimos sucessivos podemos observar que a rota 

(circuito) mais econômico seria a que se inicia pela cidade de Brumado.  

Porém, como a distribuidora está localizada na cidade de Vitória da Conquista, pode-se 

iniciar a entregar na cidade onde está localizada, obedecendo o circuito encontrado iniciando a 

entrega pela cidade de Brumado.  

 Solução utilizando o algoritmo da ordenação do peso das arestas. 

Enumeramos os pesos das arestas na ordem crescente. (Tabela 12) 

 

 

 

 

 

 

 

Agora podemos escolher as arestas de peso menor, sendo que as cidades (vértices) só 

poderão aparecer duas vezes e não poderá fechar o ciclo até que todos as arestas sejam visitadas.  

Logo podemos observar que a primeira aresta a ser inclusa será a que liga Vitoria da Conquis ta 

á Poções, depois a que liga Brumado á Caculé, depois a que liga Vitoria da Conquista á 

Macarani, depois a que liga Brumado á Poções e para fechar o ciclo a que liga Macarani a 

Caculé, formando um circuito de peso 772. (Tabela 13) 

 

Tabela 12: Peso das arestas em ordem crescente 

Tabela 13: Arestas que foram inclusas no ciclo e o peso do circuito  
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Fonte: Elaborada pelo autor 

Com a aplicação do Algoritmo da ordenação do peso das arestas podemos observar que 

a rota (circuito) mais econômico seria o apresentado abaixo.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Como a distribuidora está localizada na cidade de Vitória da Conquista, fica viável 

iniciar a entregar na cidade onde está localizada, obedecendo o ciclo formado. (Figura 51) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 49: Ciclo 
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CAPÍTULO 6 

 

Este trabalho, apresentou um pouco da concepção sobre a origem e a evolução de Teoria 

dos Grafos, que é considerado uma teoria recente se comparada a outros conteúdos 

matemáticos. 

Exibiu algumas definições que possibilitou um melhor entendimento em relação a teoria 

e a prática, com a finalidade de facilitar o entendimento dos algoritmos, que foram expostos 

suas histórias e aplicações, uma das quais serviu para resolução de um problema proposto.    

O resultado obtido na resolução do problema foi muito satisfatório, pois além de 

conhecer um ramo da Matemática que dificilmente é oferecido ao longo do curso e proporcionar 

a aplicação de dois dos algoritmos estudados, podemos conhecer um pouco do trabalho da 

empresa que faz entregas de mantimentos em várias cidades da região do sudoeste da Bahia.   

 Com isso foi compreendido que através dos conceitos estudados, podemos resolver 

muitas situações do cotidiano.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.1 CONCLUSÃO 
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