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Introdução  

 

 
Os conceitos do cálculo diferencial e integral são pouco relacionados ao campo da 

álgebra linear. O estudo da derivada e integral permite, além do olhar do cálculo, a visão 

pelo ângulo das aplicações lineares desde que estabelecidas condições tais que valham as 

propriedades algébricas. Dessa forma, relacionar os conteúdos acima é importante para 

as diversas interpretações e para abertura de um maior campo de utilização da derivada 

e integral.  

Evidenciar as propriedades da álgebra linear nas operações do cálculo diferencial e 

integral com os espaços vetoriais e transformações lineares é o objetivo geral desse 

trabalho. Bem como, a revisão de todos os teoremas e definições referentes à álgebra e o 

cálculo necessários para a relação tornam-se os objetivos específicos relevantes para o 

estudo.  

De modo geral é possível notar que nas derivadas e integrais, a soma e 

multiplicação por escalar é levada nas derivadas e integrais da soma e no produto de 

escalares pela integral da função. A inquietação dessa pesquisa se deu pelo fato dessas 

propriedades serem as referentes também às transformações lineares em espaços 

vetoriais. 

O texto está organizado em quatro capítulos, sendo os dois primeiros referentes aos 

espaços vetoriais e transformações lineares, propriedades e teoremas relevantes como o 

do núcleo e da imagem. Os dois últimos são apresentados os conceitos de derivada e 

integral associados às propriedades da álgebra linear, sobre tudo, como transformações 

nos referidos espaços vetoriais. 
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Capítulo 1 
 

Espaços Vetoriais  

 

 

O objetivo desse capítulo é apresentar a teoria dos Espaços Vetoriais que serão 

utilizados nesse trabalho para associar a Álgebra Linear com o Cálculo Diferencial e 

Integral. 

1.1. ESPAÇOS VETORIAIS 

1.1.1. Definição: Um espaço vetorial consiste de:  

(a) Um conjunto V cujos elementos são chamados de vetores; 

(b) Um corpo K cujos elementos são chamados de escalares; 

(c) Uma operação chamada de adição de vetores em que cada par de vetores 

u, v ∈ V é associado ao vetor u + v ∈ V, chamado de soma de u e v, 

satisfazendo os seguintes axiomas: 

i. A adição é comutativa, u + v = v + u; 

ii. A adição é associativa, (u + v) + w = u + (v + w) com w ∈ V; 

iii. Existe um elemento 0 ∈ V tal que u + 0 = u, para todo u ∈ V; 

iv. Para cada vetor u ∈ V existe um vetor w ∈ V tal que  u + w = 0; 

(d) Uma operação chamada de multiplicação por escalar em que um vetor             

v ∈ V e um escalar λ ∈ K são associados ao vetor λv ∈ V, chamado de 

produto de v por λ, satisfazendo os seguintes axiomas: 

i. 1v = v, para todo v ∈ V; 

ii. A multiplicação por escalar é associativa, λ1 ( λ2 v) = (λ1  λ2 ) v;  

(
1 2, K    e v V  ); 

iii. A multiplicação por escolar é distributiva em relação à adição de 

vetores, λ(u + v) = λu + λv; ( K  e , u v V ); 

iv. A multiplicação por escalar é distributiva em relação à adição de 

escalares, (λ1 +  λ2) v = λ1 v +  λ2 v; (
1 2, K    e v V  ). 
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Nesse texto, usaremos o conjunto V como sendo um espaço vetorial sobre o corpo K 

satisfazendo as condições da definição acima.  

1.1.2. Exemplo 1: Espaço de Funções Reais; 

Sejam X um conjunto qualquer não-vazio e F (X, ℝ) o conjunto de todas as 

funções f : X → ℝ. Defina as seguintes operações em F (X, ℝ) : 

(a) Para f, g ∈ F (X, ℝ), defina a função f + g : X → ℝ dada por                             

(f + g)(x) = f(x) + g(x) para cada x ∈ X. 

(b) Para f ∈ F (X, ℝ) e λ ∈ ℝ, defina a função λ ∙ f : X → ℝ dada por (λ ∙ f)(x) = 

λ f (x) para cada x ∈ X. 

Com as operações acima definidas, o conjunto F (X, ℝ) é um espaço vetorial sobre 

ℝ, onde a função nula é o vetor nulo desse espaço (def. 1.1.1. – (c) – iii.). Esse conjunto 

com tais operações é denominado espaço de funções reais.  

Importante ressaltar que X é um conjunto qualquer. Posteriormente, utilizaremos 

X como sendo o conjunto das funções contínuas e diferenciáveis num intervalo real [a, b] 

em ℝ, o conjunto C ([a, b] , ℝ) = { f : [a, b] → ℝ : f é uma função derivável}. 

1.1.3. Exemplo 2: Espaço Vetorial dos Polinômios 

Seja P (ℝ) = {p(x) = anxn + an–1 xn–1 + . . .+ a1x + a0 : ai ∈ ℝ e n  } 

P(ℝ) é um ℝ-espaço vetorial com as operações usuais de soma de polinômios 

e multiplicação por escalar. Particularmente, considere p(x) = anxn + . . . + a0              

e q(x) = bmxm + . . . + b0 em P(ℝ). Sem perda de generalidade, assuma n ≤ m 

e então definimos a soma como 

(p + q)(x) = bmxm + . . . + (an + bn)xn + . . . + (a0 + b0). 

Além disso, se λ ∈ ℝ, o produto escalar de λ por p(x) será, por definição, o 

polinômio 

(λ ∙ p)(x) = (λ an)xn + (λ an–1)xn–1 + . . .+ (λ a1)x + (λa0). 

Podemos, também, restringir o espaço de polinômios quanto ao maior 

expoente da variável x. Ou seja, P2 (ℝ) é o conjunto de todos os polinômios 

reais tais que o maior expoente de x é menor ou igual a dois. De modo geral, 

Pm (ℝ) é o conjunto dos polinômios reais com maior expoente de x menor ou 

igual a m, em notação, temos 

Pm (ℝ) = { anxn + an–1 xn–1 + . . .+ a1x + a0 : ai ∈ ℝ e 0 ≤ n ≤ m} 
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Uma observação importante é que se tomarmos X = ℝ (ex.1), o conjunto das funções 

polinomiais é um subconjunto de F (ℝ,ℝ) e é um espaço vetorial com as operações acima 

descritas.   

Seguiremos o texto com algumas proposições importantes sobre os espaços 

vetoriais.  

1.1.4. Proposição: Seja V um espaço vetorial real. Então: 

(a) O elemento neutro é único.  

(b) Para cada vetor u ∈ V , o vetor w ∈ V tal que  u + w = 0 é único.  

(c) λ · u = 0 ⇔ λ = 0 ou u = 0.  

(d) (−1) · u = − u, para todo u ∈ V. 

Prova: 

(a)  Considere 0V o elemento neutro do espaço vetorial V. Suponha que 0X 

também seja elemento neutro do espaço vetorial V. Dessa forma temos: 

0V = 0V + 0X = 0X + 0V = 0X 

 

(b) Considere w como sendo o elemento simétrico de u. Suponha que              

w1 também seja simétrico à u. 

Temos 

u + w  = 0 u + w1 = 0 

Sabemos que  

w = 0 + w = (u + w1) + w = 0 + w1 = w1 

 

(c) (→) Se λ · u = 0, então λ · u + 0u = 0 + 0u, logo (λ + 0) u= 0, dessa forma 

ou λ + 0 = 0 e assim λ = 0  ou  u = 0. 

(←) Se λ = 0 , temos que para todo u,  λu = 0 e se u = 0, temos que para 

qualquer λ, λu = 0. 

 

(d) Temos que  (–1) u = (–1+ 0) u = – u + 0u = – u 

 

1.2. SUBESPAÇOS VETORIAIS 

1.2.1.  Definição: Seja V um espaço vetorial sobre K e W  V. W é chamado 

subespaço vetorial de V se W satisfizer as seguintes condições:  

 

(a) 0 ∈ W 

e 
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(b) Se u, v ∈ W e λ ∈  K → λ u + v ∈ W; 

É importante notar que W é um espaço vetorial, contudo, por ser um subconjunto de 

V que satisfaz as condições anteriores, chamamos especialmente de subespaço vetorial. 

Além disso, existem subespaços vetoriais ditos impróprios ou triviais de um 

determinado espaço vetorial. Note que se W = {0} ou se W = V, é fácil perceber que esses 

subconjuntos de V satisfazem as condições da definição. Os demais subespaços vetoriais 

que não são triviais, são chamados de subespaços impróprios de V. 

1.2.2. Exemplo 1: O subconjunto Pn(KN)  P(K) formado pelos polinômios p(x) com 

grau p(x) ≤ n é um subespaço vetorial de P(K).  

Fácil notar que o conjunto formado apenas pelo polinômio identicamente nulo 

é um subespaço trivial de P(K) ou de qualquer Pn(K) com n≥ 0. 

 

1.2.3. Exemplo 2: Seja KN o espaço das sequências com elementos (xn)n∈N. Seja, 

também, a1, a2, ..., an ∈  K e S = {(x1, x2, ..., xn) ∈ KN ; a1x1 + ... + anxn = 0}. 

Mostrar que S é um subespaço vetorial de KN. 

Prova: 

i. (0,0, ..., 0) ∈  S ? 

Se tomarmos (x1, x2, ..., xn) = (0, 0, ..., 0) então a10 + ... + an0 = 0 para todo 

a1, ..., an ∈  K. 

ii. Se λ ∈  K e u, v ∈ S tal que u = (u1, u2, ..., un) e v = (v1, v2, ..., vn) então            

λu + v ∈ S ? 

Temos que λu + v = λ (u1, u2, ..., un) + (v1, v2, ..., vn)  

                            =  (λ u1 + v1, λ u2 + v2, ..., λ un + vn) 

Tomando a1 (λ u1 + v1) + ... + an (λ un + vn) = λ (a1u1 + ... + anun) + (a1v1 + ... 

+ anvn) = λ 0 + 0 = 0 ∈ S.         ∎ 

  

1.3. COMBINAÇÃO E DEPENDÊNCIA LINEAR  

1.3.1. Definição: Seja V um espaço vetorial sobre um corpo . Dizemos que o 

vetor v ∈ V é uma combinação linear dos vetores v1, v2, ..., vn ∈ V, se existem 

escalares x1, x2, ..., xn ∈  tais que v = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn. 

Existem vários métodos para determinar e construir subespaços vetoriais, entender 

as combinações lineares é importante para a compreensão das estruturas lineares. 
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É válido ressaltar que uma combinação linear envolve apenas um conjunto finito de 

vetores. 

1.3.2. Exemplo: Sejam V = {f : ℝ → ℝ} e X = P(ℝ) , tais que pn (x) = x n com n≥0. 

(a) A função f(x) = 5 + 10x3 + x10 é uma combinação linear de elementos de X. 

(b) A função h(x) = 1 +
1

𝑥
+

2!

𝑥2
+

3!

𝑥3
+⋯ não é uma combinação linear de 

elementos de X. 

  

1.3.3. Proposição 1: Seja 휀 um subconjunto não vazio do espaço vetorial V . O 

subconjunto W  V formado por todos os vetores que são combinações 

lineares de vetores de 휀 é um subespaço. Além disso, W é o menor subespaço 

contendo 휀. 

Prova: 

Considere u e v vetores de W, por definição deste subespaço, existem vetores 

u1, u2, ..., um, v1, v2, ..., vn  ∈ W e escalares x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn ∈ K tais 

que u = x1u1 + x2u2 + ... + xmum e v = y1v1 + y2v2 + ... + ynvn.  

Se λ ∈ K, então 

u + λv = x1u1 + x2u2 + ... + xmum + λy1v1 + λy2v2 + ... + λynvn. 

 

Desde que u + λv é uma combinação linear de vetores de 휀 temos mostrado 

que u + λv ∈ W. Pela definição de subespaço, segue que W é um subespaço de 

V . Por outro lado, se W0 é um outro subespaço que contém o conjunto 휀 é 

evidente que ele contém todas as combinações lineares de vetores de 휀. 

Portanto W  W0, concluindo que W é o menor subespaço contendo o conjunto 

휀.                ∎ 

 

1.3.4. Definição: Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Diremos que o 

conjunto 휀  V é linearmente dependente (L.D.) se existem distintos vetores                 

v1, v2, ..., vn ∈  휀 e existem escalares não todos nulos x1, x2, ..., xn ∈ K tais que  

x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn = 0  

 

Um subconjunto 𝛿  V que não é linearmente dependente será dito 

linearmente independente (L.I.). 
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Antes da próxima definição é necessário compreender o conceito de conjunto 

gerador. Diremos que um conjunto  W é um conjunto gerador de um subespaço              

W  V,  se todo vetor de W é uma combinação linear de vetores de . Ou mesmo, dizer que 

dado um vetor w ∈ W , existem vetores v1, v2,..., vn ∈ x1, x2, ..., xn ∈ K  tais 

que w = x1v1 + x2v2+ ... + xnvn.  

Note que definimos um conjunto gerador de um subespaço vetorial, que sem perca 

de generalidade, serve também para conjunto gerador de um espaço vetorial. 

1.3.5. Definição: Uma base β de um espaço vetorial V é um conjunto gerador 

linearmente independente. 

 

1.3.6. Proposição: Sejam W  V  W um conjunto 

linearmente independente. Mostrar que se v0 ∈ ∪ {v0} é 

linearmente independente.  

 

Prova:  

Seja  v1, v2,..., vn } e x1, x2, ..., xn ∈ K 

De fato, se v0 ∈ W então não existe combinação linear em W tal que v0 seja 

escrito. Dessa forma, ∪ {v0}  é linearmente independente.        ∎ 

 

1.3.7. Exemplo: O conjunto dos polinômios β = { xn } n ≥ 0  é uma base para o espaço 

vetorial dos polinômios P (K). 

 

1.3.8. Definição: Um espaço vetorial V sobre o corpo K  é de dimensão finita se V 

admite uma base com um número finito de vetores. 

É importante aqui lembrar que um espaço vetorial trivial nulo possui um conjunto 

de geradores mas não admite base, portanto também não atende as condições da 

definição 1.3.8..  

1.3.9. A dimensão de um espaço vetorial de dimensão finita V é o número de 

elementos de uma de suas bases. 

Nesse texto admitimos como verdadeiro que todas as bases de um espaço vetorial de 

dimensão finita V possuem o mesmo número de elementos.  
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Capítulo 2 
 

Transformações Lineares  

 

 

Este capítulo apresentará as funções entre os espaços vetoriais, suas propriedades 

e particularidades, chamadas de transformações lineares. A abordagem será focada nos 

espaços vetoriais sobre um corpo K, as transformações no espaço de funções contínuas e 

diferenciáveis serão abordadas nos próximos capítulos.  

2.1. CONCEITOS BÁSICOS  

2.1.1. Definição: Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K. Uma função          

T: V → W é uma transformação linear se 

(a) T (v1 + v2) = T(v1) + T (v2) , para todos v1 e v2 ∈ V; 

(b) T ( λ v) = λ T (v), para todo λ ∈ K e todo v ∈ V. 

 

2.1.2. Exemplo 1: Verificar se a ∈ K = R, então Ta : R → R dada por Ta (x) = ax,            

∀ x ∈ R é uma transformação linear.  

(a) Sejam v1 e v2 ∈ R , temos que  

Ta (v1 + v2) = (v1 + v2) a = av1 + av2 = Ta (v1) + Ta (v2). 

(b) De fato, Ta (λv1) = a λ v1 =  λ av1 = λ Ta (v1),    ∎ 

 

2.1.3. Exemplo 2: Verificar que T: R2 → R2 , T(x,y) = (– x, – y)  

(a) Sejam (x,y) e (z,t) ∈ R2, mostrar que T((x,y) + (z,t)) = T(x,y) + T(z,t) 

Note que T((x,y) + (z,t)) = T(x+z, y+t) = (– x – z , – y – t ) =                                 

= (–x, –y) + (–z, –t) = T(x,y) + T(z,t). 

(b) Mostrar que T(λ(x,y)) = λ T (x,y). 

Observe que T(λ(x,y)) = T(λx,λy) = (–λx,– λy) = λ (–x, –y) = λ T(x,y). 
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2.1.4. Proposição: Sejam U e V espaços vetoriais sobre K e T: U → V uma 

transformação linear. Então: 

(a) T(0U) = 0V.  

(b) T (– u) = – T (u) para cada u ∈ U; 

(c) T ( ∑  𝑚
𝑖=1 aiui) =  ∑  𝑚

𝑖=1 ai T(ui) , onde ai ∈ K e ui ∈ U para i = 1, ..., m. 

Prova: 

(a) Note que 0V + T(0U) = T(0U)  =  T(0U + 0U) = T(0U) + T(0U)   

Portanto, como 0V + T(0U) = T(0U) + T(0U) , temos que T(0U) = 0V. 

 

(b) Fácil perceber que T (– u) = T ( (–1) u) = (–1) T(u) = – T(u), pela definição.  

 

(c) De fato, T ( ∑  𝑚
𝑖=1 aiui) =  T (a1u1 + ... + amum) = T (a1u1) + ... + T (amum) =  

= a1T(u1) + ... + am T(um) = =  ∑  𝑚
𝑖=1 ai T(ui).    ∎ 

 

2.1.5. Teorema: Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre K. Se {u1, ..., un}  U for 

uma base de U e se {v1, ..., vn}  V , então existe uma única transformação 

linear T: U → V tal que T(ui) = vi, para cada i = 1, ... , n. 

 

Prova: 

 

Vamos definir T(u) ∈ V para um dado vetor u ∈ U. Como {u1, ..., un} é uma 

base de U, então existe λ1, ..., λn ∈ K tais que u = λ1u1 + ... + λnun.  

Vamos definir agora T(u) como sendo o vetor T(u) = λ1v1 + ... + λnvn ∈ V. 

Devido à unicidade dos escalares λ1, ..., λn , a transformação T: U → V está 

bem definida. É fácil notar que T(ui) = vi para i = 1, ..., n. Precisamos 

mostrar que T é linear. 

Para tanto, sejam u = ∑ 𝛽𝑖  𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1  e w = ∑ 𝛼𝑖  𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1  dois vetores de U, onde os 

escalares 𝛼𝑖 e 𝛽𝑖 estão em K e seja λ ∈ K. Então: 

 

T(λu + w) = T (λ(∑ 𝛽𝑖  𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1 ) + (∑ 𝛼𝑖  𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1 )) = 

= T ((∑ (𝜆 𝛽𝑖 + 𝛼𝑖) 𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1 )   =   ∑ (𝜆 𝛽𝑖 + 𝛼𝑖) 𝑣𝑖

𝑛
𝑖=1   = 

= λ ∑ 𝛽𝑖  𝑣𝑖
𝑛
𝑖=1  + ∑ 𝛼𝑖  𝑣𝑖

𝑛
𝑖=1    = 

= λT(∑ 𝛽𝑖  𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1 ) + T(∑ 𝛼𝑖  𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1 ) = λ T(u) + T(w). 

 



 

15 
 

Logo T é linear. Resta-nos mostrar que T é única, para isso, considere uma 

transformação linear S: U → V tal que S(ui) = vi, para cada i = 1, ..., n.  

Para u = ∑ 𝜆𝑖  𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1  ∈ U com os escalares λi em K, teremos que                           

S(u) = S(∑ 𝜆𝑖  𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝜆𝑖  𝑣𝑖

𝑛
𝑖=1  =  T(u) e, portanto, só existe uma única 

transformação linear com as condições requeridas.        ∎ 

 

2.2. NÚCLEO E IMAGEM DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 

2.2.1. Definições: Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre um corpo K e                 

T : U → V uma transformação linear.  

(a) O conjunto {u ∈ U ; T(u) = 0} é chamado núcleo de T e será denotado por 

Nuc T. 

(b) O conjunto {v ∈ V : ∃ u ∈ U tal que T (u) = v} é chamado de imagem de 

T e será denotado por Im T. 

Importante nesse momento perceber que nem sempre o conjunto Im T será igual ao 

conjunto V. Quando isso ocorre dizemos que T é uma transformação sobrejetora. 

Além disso, é fácil notar que Nuc T não é um conjunto vazio, pois se T é uma 

transformação linear de U em V, temos que T(0u) = 0v. 

2.2.2. Exemplo: Seja T : R2 → R2, tal que T(x,y) = (x + y, 2x – y), encontrar o 

núcleo de T. 

Solução: 

Nuc T = {(x,y) ∈ R2 ; T(x,y) = (0,0)} 

Dessa forma, (x + y, 2x – y) = (0,0) 

Assim , {
𝑥 + 𝑦 = 0
2𝑥 − 𝑦 = 0

 , logo (x,y) = (0,0). 

Logo , Nuc T = (0,0). 

 

2.2.3. Proposição: O núcleo de uma transformação linear T: U → V é um 

subespaço vetorial de U.  

Prova: 

De fato, sejam u1 e u2 vetores pertencentes ao Nuc T e λ um escalar em K. 

Então T(u1) = 0  e T(u2) = 0. Assim: 

i. T(u1 + u2) = T (u1) + T (u2) = 0 + 0 = 0, dessa forma, u1 + u2 ∈ Nuc T. 

ii. T(λu1) = λ T(u1) = λ 0 = 0, isto é λu1 ∈ Nuc T.     ∎ 
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2.2.4. Definição: Diremos que uma transformação linear T: U → V é injetora se, 

para todo u1 ≠ u2 pertencentes a U , temos sempre que T(u1) ≠ T(u2). 

 

2.2.5. Proposição: Uma transformação linear T : U → V é injetora se, e somente 

se, Nuc T = {0}. 

Prova: 

(→) Mostrar que se T é injetora, então Nuc T = {0}. 

Seja u ∈ Nuc T, isto é, T(u) = 0.  

Sabemos que em uma transformação linear T(0) = 0. Logo, T(u) = T(0), 

como T é injetora por hipótese, resta-nos que u = 0. Portanto 0 é o único 

vetor pertencente ao Nuc T. 

 

(←) Agora, vamos mostrar que se Nuc T = {0}, então T é injetora. 

Considere u1 e u2 ∈ U tais que T (u1) = T (u2). Então, T(u1) – T(u2) = 0 ou, 

T(u1 – u2) = 0 e, portanto, u1 – u2 ∈ Nuc T.  

Por hipótese, o único elemento do núcleo é o 0, dessa forma u1 – u2 = 0, isto 

é, u1 = u2. Dessa forma, como T(u1) = T(u2) implica em u1 = u2, temos que T 

é injetora.               ∎ 

Após definir transformações lineares injetivas, podemos também definir 

transformações lineares sobrejetivas, no caso de uma aplicação linear qualquer T : U → V 

definimos como sobrejetiva se Im T = V. E quando ocorre de T: U → V ser uma 

transformação tanto injetiva quanto sobrejetiva diremos que a transformação é  bijetiva. 

2.2.6. TEOREMA DO NÚCLEO E DA IMAGEM 

 

Antes da demonstração, de fato, do Teorema do Núcleo e da Imagem, um resultado 

importante é o que evidencia que o conjunto formado pelas imagens da base do conjunto 

de partida da transformação gera o conjunto imagem desta transformação, veja: 

 

(1) Proposição: Sejam U e V espaços vetoriais sobre K e T: U → V uma 

transformação linear. Se B = {u1, u2, ... , un} é uma base de U, então {T(u1), T(u2) , 

... , T(un)} gera Im T. 
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Prova: 

Considere v ∈ Im T. Pela definição, sabemos que existe um vetor u ∈ U tal que 

T(u) = v.  

Como u ∈ U então podemos escrevê-lo como combinação linear dos vetores da base 

B.  

u = x1u1 + x2u2 + ... +xnun  

e assim, 

v = T(u) = T (x1u1 + x2u2 + ... +xnun) 

v = x1 T(u1) + x2 T(u2) + ... + xn T(un) 

Logo, v é combinação linear de T (ui) com (i = 1, 2, ..., n) e portanto,                        

{T(u1), T(u2) , ... , T(un)} gera Im T 

∎  

(2) Teorema do Núcleo e da Imagem: Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre K 

com dimK U finita e T: U→V uma transformação linear. Então: 

dimK U = dimK Nuc T + dimK Im T 

Prova:  

Considere uma base ordenada B = {u1, u2, ..., uk, uk+1, ... un} para U na qual os 

primeiros k primeiros elementos formam uma base para o núcleo de T.  Devemos 

mostrar que o conjunto B’ = {T(uk+1), T(uk+2),  ... , T (un) } é uma base para o 

subespaço Im T.  Por definição, seja um vetor v ∈ Im T existe um vetor u ∈ U tal 

que v = T(u).  

Como u ∈ U podemos escrevê-lo como combinação linear dos vetores da base B,                        

u = x1u1 + x2u2 + ... + xnun. Sabemos que os k primeiros vetores da base B 

pertencem ao núcleo da transformação linear T, dessa forma, 

v = T(u) 

   = T (x1u1 + x2u2 + ... + xnun) 

   = xk+1 T(uk+1) + xk+2 T(uk+2) + . . . + xn T(un) 
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Disso, concluímos que B’ é um conjunto de geradores para a imagem de T. 

Consideremos agora a combinação linear 0 = yk+1T(uk+1) + yk+2T(uk+2) + · · · + 

ynT(un). Por linearidade de T podemos reescrever esta ultima equação como 

0 = T(yk+1uk+1 + yk+2uk+2 + · · · + ynun). 

Isto significa que o vetor yk+1uk+1 + yk+2uk+2 + · · · + ynun ∈ Nuc T. Logo, este ultimo 

vetor também é uma combinação linear dos k primeiros vetores da base ordenada 

B, pois tais vetores formam uma base para o núcleo de T, isto é, 

yk+1uk+1 + yk+2uk+2 + · · · + ynun = x1u1 + x2u2 + · · · + xk uk 

ou equivalentemente, 

x1u1 + x2u2 + · · · + xkuk − yk+1uk+1 − yk+2uk+2 − · · · − ynun = 0. 

Como B é linearmente independente, todos os coeficientes desta combinação 

linear são nulos, em particular, yk+1 = yk+2 = ··· = yn = 0, mostrando que o conjunto 

B’ é linearmente independente. Sendo assim, 

dimK U = n = k + (n − k) = dimK Nuc T + dimK Im T. 

∎  

2.3. ISOMORFISMOS 

Neste texto já foi dito que as transformações lineares são funções cujos domínios e 

contradomínios são espaços vetoriais. Como as funções reais, as transformações lineares 

podem ter inversas, isso acontece quando a transformação linear é bijetiva, ou seja, é 

injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo. Abaixo, veremos conclusões particulares a 

respeito dos isomorfismos lineares. 

2.3.1. Definição: Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre K. 

(i) Seja T : U → V uma transformação linear. Se T for bijetora então 

dizemos que ela é um isomorfismo.  

(ii) Se existir um isomorfismo T : U → V, então dizemos que U e V são 

espaços vetoriais isomorfos e indicaremos por U ≅ V. 

É fácil perceber que se dois espaços vetoriais são isomorfos então suas dimensões 

são iguais. Dessa forma, se T: U → V for um espaço vetorial com dimensão finita, como T 

é um isomorfismo, temos que T é primeiramente, injetora e então, dimK Im T = dimK U. 
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Contudo, temos ainda que T é sobrejetiva e então, dim U = dim Im T = dim  V. Nos casos 

em que dimK U = ∞ , com procedimento análogo ao anterior, temos que                                  

dim U = dim  V = ∞. 

Como estamos falando de funções bijetivas, pensamos logo em funções inversas. 

Da mesma forma se dá com as Transformações Lineares. Se temos um isomorfismo 

linear T: U → V tal que T(u) = v, diremos que a transformação T -1 : V → U tal que                 

T -1 (v) = u são inversas. 

Proposição: Sejam F: U → V e G: V → U funções bijetivas inversas tais que U e V são 

espaços vetoriais. Mostrar que se F for uma transformação linear, então G também será 

linear.  

Prova: 

De fato, sejam v1 e v2 ∈ V e sejam u1 e u2 ∈ U tais que F(ui) = vi , para i = 1, 2 e, 

claro, G(vi) = ui , para os mesmos valores de i. 

Portanto, 

G(v1 + λv2) = G((F(u1) + F(λu2)) = G(F(u1 + λu2)) = G o F (u1 + λu2) = u1 + λu2 =               

= G(v1) + G(λv2) = G(v1) + λG(v2). 

Com isso, temos que a inversa de uma transformação linear bijetora é também 

linear. 

Proposição: Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre K de mesma dimensão finita n≥1 

e T: U → V uma transformação linear. Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

(a) T é um isomorfismo. 

(b) T é injetora 

(c) T é sobrejetora. 

Prova: 

As implicações (a) → (b) e (a) → (c)  são triviais vide definição de isomorfismos. 

(b) → (a): Temos que T é injetora. Então Nuc T = {0}. Pelo Teorema do Núcleo e da 

Imagem temos dimK U = dimK Nuc T + dimK Im T e por hipótese temos que                 

dim U = dim V. Assim, dim V = 0 + dim Im T. Como Im T é um subespaço vetorial de 
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V com mesma dimensão, temos que Im T = V dessa forma, T é sobrejetora e dessa 

forma um isomorfismo. 

(c) → (a): Temos que T é sobrejetora, logo dim ImT = dim V. Por hipótese, temos que 

dim V = dim U = n. Mais uma vez pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, temos:  

dim U = dim Nuc T + dim Im T  

n = dim Nuc T + n 

dim Nuc T = 0 

Como dim Nuc T = 0 , temos que Nuc T = {0} tornando T injetora e dessa forma um 

isomorfismo. 

∎  

2.4. MATRIZES DE TRANSFORMAÇÕES. 

Sejam U e V espaços vetoriais sobre K com dimensões n e m, respectivamente, e 

seja T : U → V uma transformação linear. Temos por objetivo associar a T uma matriz m 

x n sobre K que nos auxilie no calculo de T(u), onde u ∈ U.  

Fixemos, então, as bases B = {u1, u2, ..., un} e B’ {v1, v2, ... , vm} de U e V, 

respectivamente. 

Dessa forma,  

T(x1u1 + ... + xnvn) = x1T(u1) + ... + xnT(un);  com xn ∈ K 

Vamos descrever os elementos T(ui) como elementos do B’. 

{
 
 
 

 
 
 𝑇(𝑢1) = 𝑎11𝑣1 + 𝑎21𝑣2 +⋯+ 𝑎𝑚1𝑣𝑚 = ∑𝑎𝑚1𝑣𝑖

𝑚

𝑖=1.
.
.

𝑇(𝑢𝑛) = 𝑎1𝑛𝑣2 + 𝑎2𝑛𝑣2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑣𝑚 =  ∑𝑎𝑖𝑛𝑣𝑖

𝑚

𝑖=1

 

Geralmente, para j = 1, 2, ..., n, temos então que 𝑇(𝑢𝑗) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑣𝑖
𝑚
𝑖=1 . Contudo, para 

𝑢 = ∑ 𝑥𝑗𝑢𝑗
𝑛
𝑗=1 , onde os xi estão em K, segue que 
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𝑇(𝑢) = 𝑇(∑𝑥𝑗𝑢𝑗

𝑛

𝑗=1

) = ∑𝑥𝑗𝑇(𝑢𝑗)

𝑛

𝑗=1

= ∑𝑥𝑗 (∑𝑎𝑖𝑗𝑣𝑖

𝑚

𝑖=1

) = 

𝑛

𝑗=1

∑∑(𝑥𝑗𝑎𝑖𝑗)𝑣𝑖

𝑚

𝑖=1

= 

𝑛

𝑗=1

∑(∑𝑥𝑗𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

) 

𝑚

𝑖=1

𝑣𝑖 

Se escrevemos, 𝛽𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1 , para i = 1, ..., m, teremos então que                    

𝑇(𝑢) = ∑ 𝛽𝑚
𝑖=1 𝑖

𝑣𝑖 ou, em outras palavras, que [𝑇(𝑢)]𝐵′ = (𝛽1, … , 𝛽𝑚)𝐵′, que são as 

coordenadas de T(u) com relação à base B’. 

Em termos da multiplicação de matrizes, o sistema é dado por: 

(

𝑎11 … 𝑎1𝑛
… …
𝑎𝑚1 … 𝑎𝑚𝑛

) (

𝑥1
…
𝑥𝑛
)

𝐵

= (
𝛽𝑖
…
𝛽𝑚

)

𝐵′

 

Isto é, [𝑇(𝑢)]𝐵′ = 𝐴 ∙  [𝑢]𝐵 onde A é a matriz (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ 𝑀𝑚 x 𝑛(𝐾). 

Definição: A matriz (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ 𝑀𝑚 x 𝑛(𝐾) definida acima é chamada de matriz da 

transformação linear T  com relação às bases B e B’ e é denotada por [𝑇]𝐵,𝐵′  , No caso em 

que os espaços U e V e as bases B e B’ sejam iguais denotamos [𝑇]𝐵,𝐵  simplesmente [𝑇]𝐵. 

A importância relativa de se olhar as transformações lineares por matrizes de 

transformações associadas é o fácil trabalho com softwares computacionais.  
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Capítulo 3 
 

Derivadas  
 

3.  

Este capítulo discutirá a operação derivada do ponto de vista formal, a partir da 

definição e demonstrações das propriedades, bem como, discutirá a derivada como uma 

transformação linear no espaço das funções contínuas. 

 

3.1. A DERIVADA PARA O CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

 

A derivada de uma função real qualquer num ponto, é o coeficiente da reta 

tangente à curva da função naquele ponto. A ideia de reta tangente vem da aproximação 

de retas secantes que passam por dois pontos de uma curva. Quando temos uma secante 

com pontos muito próximos, temos a aproximação da derivada.  

Iniciaremos aqui algumas definições importantes acerca das funções ditas 

diferenciáveis. 

Definição: Seja f uma função definida em (a, b) e x0 ∈ (a, b). Dizemos que f é 

diferenciável (ou derivável) em x0 , se existir 

0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 
 

Nesse caso, 0 0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
  , é chamada de derivada de f no ponto x0.  

Podemos então mudar o ponto de vista da derivada, de modo a generalizar uma 

função que exprima a derivada da curva em qualquer ponto. Para isso, substituiremos o 

x0 por uma variável x.  

Dessa forma, obteremos: 

0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
  . 

Assim, dado qualquer número tal que esse limite exista, atribuímos a x um número 

em f ’(x). 
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Note que expresso dessa maneira, f’(x) deixa de ser um número e passa a ser uma 

função. A preocupação então é definir o domínio da função derivada. Porém, pela 

construção, é fácil notar que o domínio de f´é o conjunto de todos os valores de x tais que 

o limite exista, e pode ser menor que o domínio da função f. 

Exemplo: Seja f(x) = x3 – x, encontrar a função f’(x). 

Solução:  

3 3

0 0

3 2 2 3 3

0

2 2 3

0

2 2

0

2

( ) ( ) [( ) ( )] [ ]
'( ) lim lim

3 3
lim

3 3
lim

lim(3 3 1)

3 1

h h

h

h

h

f x h f x x h x h x x
f x

h h

x x h xh h x h x x

h

x h xh h h

h

x xh h

x

 







      
 

      


  


   

 

  

Se f é uma função diferenciável, então f ’ (x) também é uma função, dessa forma, 

podemos pensar em que situações existe a derivada da função f ’ (x), a (f ’)’, ou f ’’ (x), 

chamada de derivada de segunda ordem de f.  

A derivada da segunda derivada de f é indicada por f ’’’(x). Podemos dessa forma 

continuar o processo e obter as n-ésimas ordens de derivadas de f, e indicaremos por             

f(n) tais funções. 

3.2. CLASSES DE DIFENCIABILIDADE 

4.  

Definição: Seja f : D → C uma função real.  

(1) Dizemos que f é de classe C0 em D se f é contínua em D. Notação: f ∈ C0 . 

(2) Dizemos que f é de classe C1 em D se f ’ (x) existe para todo x ∈ D e se f e f ’ são 

contínuas  e diferenciável em D. Notação: f ∈ C1 . 

(3) Dizemos que f é de classe Ck em D se f ’(x), f ’’(x), . . . , f(k) (x) existem para todo x 

∈ D e se f, f ’ , . . . , f (k) são contínuas e diferenciáveis em D. Notação: f ∈ Ck . 

(4) Dizemos que f é de classe C∞ em D se f (i) (x) existe para todo i ∈ N e para todo            

x ∈ D e se f (i) é contínua e diferenciáveis em D para todo i ∈ N. Notação: f ∈ C∞. 

Existem funções de classe C0, como é o caso da f(x) = |x|. Qualquer função 

polinomial é de classe C∞, a maioria das funções abordadas nesse texto será de classe C∞. 
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3.3. ÁLGEBRA DAS DERIVADAS 

 

A seguir serão apresentadas as propriedades das derivadas das funções. 

(a) Propriedade 1 : Derivada de uma função constante. 

Seja f(x) = c , com c ∈ R. 

0 0 0

( ) ( ) 0
'( ) lim lim lim 0.

h h h

f x h f x c c
f x

h h h  

  
     

Logo, f ’(x) = 0. 

 

(b) Propriedade 2: Derivada de uma função multiplicado por uma constante. 

Seja g(x) = c f(x), com c ∈ R. 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim lim lim '( )

h h h

f x h f x cf x h cf x f x h f x
g x c cf x

h h h  

      
    

 

caso exista f ’(x). 

(c) Propriedade 3: Derivada da soma de duas funções. 

Sejam f(x) e g(x) funções diferenciáveis. 

Sendo F(x) = f(x) + g(x). 

   

0

0

0

0 0

( ) ( )
'( ) lim

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim lim

'( ) '( ) '( )

h

h

h

h h

F x h F x
F x

h

f x h g x h f x g x
F x

h

f x h f x g x h g x
F x

h h

f x h f x g x h g x
F x

h h

F x f x g x







 

 


    


    
  

 

   
 

 

  

Fácil perceber que se F(x) = f(x) – g(x) então F ’(x) = f ’(x) – g ’(x). 

 

(d) Propriedade 4: Derivada do produto de duas funções. 

Sejam f(x) e g(x) funções diferenciáveis, então 

 ( ) ( ) ' '( ) ( ) ( ) '( )f x g x f x g x f x g x       

 

(e) Propriedade 5: Derivada do quociente de duas funções. 

Sejam f(x) e g(x) funções diferenciáveis, então 

 

'

2

( ) '( ) ( ) ( ) '( )

( ) ( )

f x f x g x f x g x

g x g x
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(f) Propriedade 6: A Regra da Cadeia 

Se f for derivável em x e g(x) for derivável em f(x) então a função composta                

F = f(g(x)) é derivável em x e F ’ é dado pelo produto 

 '( ) ' ( ) '( )F x f g x g x    

Nesse texto não nos interessa mostrar as propriedades 4, 5 e 6, pois não usaremos 

adiante nas transformações lineares. 

3.4. A DERIVADA COMO TRANSFORMAÇÃO LINEAR. 

 

Nessa seção evidenciaremos que a derivada pode ser interpretada como uma 

transformação linear no espaço das funções contínuas de classe C1, C2, ..., Ck ou mesmo 

C∞, e nesse último caso, trataremos como operadores lineares. 

Considere então a transformação linear a seguir: 

 

:

( ) '( )

D C C

D f x f x

 


  

Lembremos que para que uma transformação seja linear precisa atender os 

seguintes requisitos, como definido no capítulo anterior (definição 2.1.1.) : 

Definição: Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K. Uma função T: V → W é 

uma transformação linear se 

i. T (v1 + v2) = T(v1) + T (v2) , para todos v1 e v2 ∈ V; 

ii. T ( λ v) = λ T (v), para todo λ ∈ K e todo v ∈ V. 

Mostremos então que 
 

:

( ) '( )

D C C

D f x f x

 


 é uma transformação linear: 

  

i.  ( ) ( ) '( ) '( )D f x g x f x g x    ? 

Sejam ( )f x  e ( )g x  funções de classe C∞ 

Como      ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) '( ).D f x g x D f x D g x f x g x       

De fato, vimos nas propriedades das derivadas que a derivada da soma é igual 

a soma das derivadas. 
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ii.    ( ) '( )D f x f x   ? (com  ) 

     ( ) ( ) '( )D f x D f x f x    . 

Mais uma vez, pelas propriedades provadas vimos que a derivada do produto 

de uma função por um escalar é igual ao produto do escalar pela derivada da 

função. 

 

3.5. NÚCLEO E IMAGEM DA TRANSFORMAÇÃO DERIVADA 

 

Pensar a derivada como a transformação linear acima, nos instiga a evidenciar o 

núcleo o e a imagem da operação. Lembremos das definições de núcleo e imagem; núcleo 

de uma transformação é o conjunto formado por todos elementos do domínio tais que sua 

imagem é o vetor nulo do contradomínio. E, que imagem é um subconjunto do 

contradomínio tais que seus elementos estão associados ao domínio pela transformação 

dada. 

Então, considerando a transformação acima, evidenciaremos o seu núcleo e 

imagem. É importante saber que o espaço vetorial de todas as funções contínuas possui 

base de dimensão infinita. Se considerarmos que todas as potências das funções 

elementares não só obtidas através de combinação linear dessas funções com potências 

menores, fica fácil perceber que para todas as funções do espaço serem geradas é 

necessário todas as potências de cada função elementar, sendo assim impossível que a 

base do espaço vetorial das funções contínuas ter dimensão finita. 

Saindo dessa preocupação, é possível definir o núcleo da transformação que 

estamos estudando nesse texto. 

Sendo 
 

:

( ) '( )

D C C

D f x f x

 


devemos procurar todas as funções f(x) ∈ C∞ tais que     

D[f(x)] = 0. 

Logo, Nuc D = {f(x) ∈ C∞ / f ’(x) = 0}. É notável que esse núcleo é formado por todo o 

conjunto de funções constantes f(x) = k ; k ∈ ℝ. 

A imagem da transformação linear D é o próprio contradomínio C∞ , pois todas as 

funções contínuas diferenciáveis de classe C∞ quando integradas levam em funções 

também de classe C∞. 

Dessa forma temos que a transformação é sobrejetiva, mas não é injetiva pois o 

núcleo não contém somente o vetor nulo. 
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Capítulo 4 
 

Integrais  
4.  

 

Este capítulo apresentará a integral indefinida e definida procurando evidenciar as 

propriedades lineares que as operações possuem. Também há uma discussão a respeito 

do Teorema Fundamental do Cálculo relacionando aos isomorfismos. 

 

4.1. INTEGRAL INDEFINIDA  

 

A integração e a diferenciação podem ser vistos como operações inversas no Cálculo 

Diferencial e Integral. Na verdade a integral indefinida é chamada de primitiva ou 

mesmo, antiderivada de uma função. 

Analisando o enunciado da parte 1 do Teorema Fundamental do Cálculo, temos: 

Suponha que f seja contínua em [a, b]. Se ( ) ( )
x

a
g x f t dt  , então '( ) ( )g x f x . 

Podemos reescrever esse enunciado da seguinte forma: 

𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

] = 𝑓(𝑥) 

Isso significa que se uma função f(x) for integrada e em seguida derivada, 

obteremos de volta a função original. 

A nossa preocupação aqui é mostrar que a integral indefinida não é uma aplicação 

linear, pois, apesar de ( ) ( )f x dx f x dx     e  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      

temos que a integral de 0 não é zero, 0 ; dx c  c  . 

Pelas propriedades vistas no capítulo 2, temos então que a integral indefinida não é 

uma aplicação/transformação linear. 

Poderíamos pensar também em isomorfismo, caso a integral indefinida fosse uma 

transformação linear. Contudo, além desse problema maior, temos também a não 

bijetividade da aplicação derivada. 
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4.2. A INTEGRAL DEFINIDA 

 

Definição: Se f é uma função contínua definida em um intervalo  a x b , 

dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos iguais a   b ax
n

 . 

Sejam  
0 1 2
, , ,...,

n
a x x x x b  as extremidades desse subintervalos, e sejam 

* * *

1 2
, ,...,

n
x x x  

pontos amostrais arbitrários nesses subintervalos, de forma que 
*

i
x  esteja no i-ésimo 

subintervalo 
1

[ , ]
i i

x x  . Então a integral definida de f de a até b é 




 
*

1

( ) lim ( )
nb

ia n
i

f x dx f x x   

desde que o limite exista e dê o mesmo valor para todas as possíveis escolhas de pontos 

amostrais. Se ele existir, dizemos que f é integrável em [a,b]. 

 

É possível perceber que a integral definida possui como resultado um número real, 

no caso de intervalos reais. Contudo, é necessário ainda saber em quais casos há 

integração de funções, o que garante o teorema abaixo, que não será demonstrado pois 

não é relevante para o estudo. 

 

Teorema: Se f for contínua em [a,b], ou f tiver apenas um número finito de 

descontinuidades de saltos, então f é integrável em [a, b]; ou seja, a integral definida 

 ( )
b

a
f x dx  existe. 

O processo do cálculo da integral definida via definição é muito longo e trabalhoso, 

o Teorema Fundamental do Cálculo , Parte 2, nos fornece uma forma muito mais simples 

para o cálculo de integrais. Vamos apresentar o enunciado deste teorema abaixo: 

Teorema Fundamental do Cálculo , Parte 2: Se f for contínua em [a,b], então 

  ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a  

onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma função tal que F ’ = f. 

 

Não provaremos o teorema pois não é necessário para o ponto de vista abordado 

nesse texto. 

A seguir, considere as funções f e g contínuas nos intervalos fechados sugeridos 

pelos limites de integração. 
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(a) Propriedade 1: A integral definida da função nula: 

    0 0
b b

aa
dx c c c   

 

(b) Propriedade 2: A integral definida da soma: 

    

     

  ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

b b

a a

f x g x dx f x dx g x dx

F G F b F a G b G a

  

 

(c) Propriedade 3: A integral do produto de uma função por um escalar. 

 

 

       

      

 ( ) ( )

( ) ( )

b b

a a

b

a

f x dx f x dx

F F b F a
  

 

4.3. A INTEGRAL DEFINIDA COMO TRANSFORMAÇÃO LINEAR 

 

Se considerarmos    , ,C a b  o conjunto das funções contínuas   : ,f a b  

definimos a transformação: 

 

 

  

 

: , ,

( ) ( )
b

a

I C a b

I f x f x dx
 

Vamos verificar que I é uma transformação linear:  

Sejam f(x) e g(x) duas funções pertencentes ao conjunto    , ,C a b , definido 

acima. 

i.        ( ) ( ) ( ) ( ) ?I f x g x I f x I g x  

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
I f x g x f x g x dx f x dx g x dx I f x I g x ; 

ii.     ( ) ( ) ?I f x I f x (com   ) 

         ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
I f x f x dx f x dx I f x   

Dessa forma que a operação acima é uma transformação linear. É importante falar 

nesse texto, a critério de informação e motivação, que uma transformação linear cujo 

contradomínio é o corpo dos números reais é denominado Funcional linear. 
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4.4. NÚCLEO E IMAGEM DA TRANSFORMAÇÃO INTEGRAL DEFINIDA 

 

Após definir a operação linear integral definida desperta-nos a curiosidade quanto 

núcleo e imagem no seus respectivos espaços vetoriais. Lembremos que os elementos do 

núcleo de uma transformação linear são todos aqueles cuja imagem é zero no 

contradomínio.  

Compreendendo que a transformação 

 

 

  

 

: , ,

( ) ( )
b

a

I C a b

I f x f x dx
, devemos encontrar o 

seu núcleo. Para isso, tomemos  ( ) 0
b

a
f x dx , então  ( ) ( ) 0F b F a  , sendo F(x) a 

antiderivada de f(x). Logo no núcleo de I estão todas as funções f(x) tais que em sua 

primitiva F(x), as imagens dos limites de integração sejam iguais, pois se 

 ( ) ( ) 0F b F a , então ( ) ( )F a F b . 

Quanto à imagem da transformação, temos que é o número ( ) ( )F b F a . Note que 

se ( ) ( )F b F a  , então  ( ) ( ) 0F b F a ; se ( ) ( )F b F a , então  ( ) ( ) 0F b F a e; se 

( ) ( )F b F a , então  ( ) ( ) 0F b F a . Dessa forma vemos que a imagem ( ) ( )F b F a  

pode assumir o valor de qualquer número real. Sendo assim, temos que a transformação 

linear é sobrejetiva. 

Quanto à injetividade, vimos que ela é válida caso no núcleo da transformação 

apresente apenas o vetor nulo do espaço vetorial do domínio. Note que em todas as 

funções constantes ( ) ( )F a F b , possibilitando assim dizer que a Integral Definida não 

é injetiva, portanto não é bijetiva e por isso não admite transformação inversa. 
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Considerações Finais 
 

 

Esta seção tem o objetivo de apresentar uma síntese do conteúdo explorado nos capítulos 

anteriores a partir de todo o processo de pesquisa e assimilação do conteúdo, bem como, 

as dificuldades encontradas e a contribuição para a minha formação enquanto 

licenciando em Matemática. 

Como visto, a derivada e integral, conceitos historicamente construídos pelo 

Cálculo Diferencial e Integral da Matemática podem receber um enfoque de 

apresentação diferenciado. Avaliá-los como transformações lineares tornam-se 

pertinentes quando utilizadas limitações considerando os espaço vetoriais que regem as 

propriedades lineares. 

A imaturidade inicial da pesquisa apontava alguns resultados coerentes, contudo, 

pouco lapidado, trazia também proposições falsas. No caso da derivada, ao inicio da 

pesquisa acreditava-se que o espaço das funções contínuas e diferenciáveis bastava para 

os conjuntos domínio e contradomínio da transformação, porém, não há garantia que a 

derivada de todas essas funções contínuas e diferenciáveis possuam a mesma 

característica. Dessa forma, a garantia das classes de diferenciabilidade pôde ajudar na 

inferência de que com tal domínio e contradomínio, a transformação seria de fato um 

operador linear. 

Quanto à integral, o pensamento prematuro apontava a operação da integral 

indefinida como sendo o operador linear no espaço das funções contínuas e integráveis. 

Este fato foi abolido por conta da aplicação da transformação na função nula, que não 

gera imagem nula. Todavia, o estudo revelou que a integral definida atendia a falta 

gerada pela imagem da função nula. Acontece que diferente da integral indefinida, a 

definida possui um corpo como contradomínio, abortando também a suspeita de que fosse 

um operador linear, tornando-se então um funcional linear. 

Outra aposta era de que entre a derivada e a integral houvesse um isomorfismo 

linear. Contudo, o fato da integral indefinida não ser uma transformação linear impede o 

isomorfismo esperado. 
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Por fim, o estudo me possibilitou a investigação das propriedades do Cálculo 

Diferencial e Integral e da Álgebra Linear e relacionar os conteúdos das disciplinas 

vistas dentro da licenciatura de forma disjunta. Com esse trabalho espera-se sensibilizar 

tanto professores quanto os alunos estudiosos da matemática essa possível interpretação. 

Além disso, o trabalho de conclusão de curso, por mais árduo e cansativo que 

realmente é, traz consigo a oportunidade de externar inquietações e curiosidades 

oriundas do percorrer do curso, sendo extremamente gratificante a sua entrega e 

apresentação à comunidade acadêmica. 
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