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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo estudar o artigo Group Gradings of M(K)
produzido pelas autoras R. Khazal, C. Boboc e S. Dascalescu.

Basicamente o artigo descreve todas as graduagoes de M(K), em que K é um corpo
qualquer. O resultado principal diz que toda graduagao é essencialmente uma boa gra-
duacao, ou uma graduacao feita pelo grupo ciclico de ordem dois ou uma graduagao feita
pelo grupo de Klein.

O estudo é feito utilizando-se apenas conceitos basicos de Algebra Linear, Algebra
Abstrata e alguns resultados iniciais de Graduacdes de Algebras. Para o caso da algebra
graduada M, (K) sao feitas algumas afirmagoes devidamente justificadas que sdo expostas

como lemas e corolarios.
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Introducao

Dado um corpo K dizemos que um espago vetorial A (sobre K) é uma K-algebra
se em A estiver definida uma multiplicagao, que denotaremos por (*), se for valida a lei
distribuitiva da multiplicacdo em relacao & adicao e a seguinte condicao for satisfeita:
() xu=a(vxu) =vx* (au),Va € K,Vu,v € A.

Portanto toda algebra é um espaco vetorial e sabemos que todo espaco vetorial pode
ser decomposto em uma soma direta (no minimo trivialmente). Entdo dada uma algebra
podemos “quebra-la” em alguns pedagos de forma que estes mantenham parte da estrutura
da algebra. Para controlar o ntimero de “quebras”, utilizamos de alguma maneira os
elementos de um grupo. Este fato, a grosso modo, é o que chamamos de graduar uma
algebra. Formalmente, se A é uma K-algebra e G é um grupo, dizemos que A é G-graduada

se A= @ Ay e AjA, C Ay, em que Ay sao subespacos vetoriais de A.
geG
Neste trabalho temos como principal objetivo apresentar um estudo do artigo de

Khazal, Boboc e Dascalescu intitulado Group Gradings of M>(K) [9] sobre todas as gradu-
acoes possiveis que podemos empregar na algebra das matrizes de ordem dois. Aqui iremos
apresenti-lo de uma forma mais extendida, expondo por exemplo as contas 14 omitidas, e
em alguns poucos casos apresentaremos demonstracoes diferentes das expostas no referido
artigo.

O texto foi dividido em dois capitulos, em que no primeiro fazemos uma revisao de
alguns resultados de Algebra Linear e Algebra Abstrata que serdo utilizados no capitulo
posterior. Ainda nesse capitulo, introduzimos o conceito de algebra bem como o de
algebras graduadas. Veja [1],[2], [B5], e [10], por exemplo, para mais detalhes. J& no
segundo capitulo discutimos o resultado principal do texto, que foi divido em trés casos.
Cada caso foi discutido em uma secao e esta divisao foi feita através do suporte da algebra
M,(K), para alguma graduagao, que é o conjunto formado pelos elementos do grupo que
indexam os subespacos nao nulos na decomposicao da algebra.

Por fim, apresento uma tabela expondo de forma sucinta todas as graduagoes de Ms(K)
e em seguida um apéndice sobre a Forma Canoénica de Jordan, ferramenta esta utilizada

no decorrer do texto.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Resultados de Algebra Linear

Esta secdo esta dedicada a apenas alguns topicos de Algebra Linear. O leitor interessado
em rever os conceitos de espaco vetorial, base de um espaco vetorial, transformacoes
lineares, autovalores, autovetores e diagonalizagao pode consultar [I] e [4].

Uma ferramenta que serd muito usada aqui ¢ a soma direta de subespacos vetoriais.

Antes de expo-la, vejamos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1 Sejam Wy, --- , Wy, subespacos do espaco vetorial V.. Dizemos que Wy, --- , Wy,
sao independentes se
w1+'--+wk:O,wi EWZ‘

implica em w; = 0,0 =1,--- k.
Uma consequéncia que segue desta definicao é a seguinte:

Proposicao 2 Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado e Wy, --- Wy subespagos
de V. Entao

Wy, -+, Wy sao independentes

Win (Wi Wi+ Wi+ -+ Wy) ={0},Vi=1,--- | k.

Prova:
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Suponha que Wy, -+ , Wj s@o independentes e sejav € W,N(Wi+-- -+ W, 1+ W; 1+
+ -+ W) para algum i € {1,--- | k}. Entdov € Wyev =v1+---4+v;_1+viq+-+u, €
Wi+ +W, 1 +Wi1+ -+ Wy, Portanto vy +---4+v; gy —v4v1+---+v, =0
e usando a hipotese temos que v = 0, o que prova a igualdade W; N (W + --- W,;_; +

+ Wip1 + -+ W) = {0}, ja que a outra inclusdo é 6bvia. Reciprocamente, considere a

soma vy + - + v, = 0,v; € W;, mas com v; # 0, para algum j € {1,--- ,k}. Segue que
Uj = —Ul—"-—vj,1—0j+1—"-—vk € Wjﬁ(Wl+‘"+Wj,1+Wj+1+"'+Wk) = {O},
e assim v; = 0, o que é uma contradigao. [

Como consequéncia deste resultado dizemos que

Definicao 3 Um espaco vetorial V € uma soma direta de subespagos Wy, -+ Wy (V =
Wiy @@ Wy) quando V =Wy + - - - + Wy e tais subespagos forem independentes.

Uma consequéncia interessante das somas diretas é que além da equivaléncia dada na
Proposicio 2|, também temos W; N (W), +- - - +W),) = {0}, para quaisquer i, jy,--- ,j; €
{1,---,k} distintos entre si. Basta notar que W, +---+W,;, CWi+-- - +W,_ 1+ W, 11 +
+ .o+ Wk-

Em algebra linear temos um grande resultado envolvendo o polinémio caracteristico

de uma matriz que é o

Teorema 4 (Teorema de Cayley-Hamilton) Sejam V um espago vetorial finitamente
gerado, T : V' — V um operador linear e p(t) € K[t] seu polinémio caracteristico. Entao

p(Mr) =0, em que My é a matriz associada a T.

Para uma demonstragao deste teorema, vide [3].
Entdo a pergunta que fica é a seguinte: existe um polinomio m(t) € K[t| de menor
grau, monico como o caracteristico, tal que m(Mr) = 07 A resposta é sim e a esse

polindémio chamamos de polinomio minimal. Isto justifica a seguinte defini¢cao

Defini¢ao 5 Dada uma matriz M, dizemos que my(t) € o polinémio minimal de M, se

mr(t) € o polinémio monico de menor grau tal que mp (M) = 0.

O mundo das matrizes 2 x 2 nos fornece muitos resultados interessantes, justamente
por conta de termos matrizes "pequenas" para trabalhar. Por exemplo, a partir de agora
nosso objetivo é mostrar que qualquer matriz 2 x 2 é semelhante a uma de duas matrizes
bem especiais.

Porém, antes iremos ver uma definicao e um resultado que nos ajudarao a chegarmos

a0 nosso objetivo.

Definigao 6 Seja V' um K-espaco vetorial com dim(V) =n, e T : V — V um operador
linear. Dizemos que V é T-ciclico, se existir v € V tal que {v,T(v), -, T" '(v)} é uma

base de V.
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O seguinte resultado sera considerado sem demonstracao. A prova pode ser encontrada
em [4].

Teorema 7 Seja T : V. — V um operador linear em que V é um K-espaco vetorial
finitamente gerado. FEntao existe um subespaco T-ciclico de V' com dimensdo igual ao

grau do polinémio minimal de T'.

Com isso em maos, vamos justificar a afirmacao feita acima. Sabemos que dada
uma matriz A € M,(K), conseguimos calcular seus polinémios caracteristico (p(t)) e
minimal (m(t)). Sabemos que o polindmio caracteristico tem grau 2, mas o mininal
nao necessariamente. Vamos supor inicialmente que o polindémio minimal tenha grau 2.
Portanto p(t) = m(t). Mas o teorema logo acima diz que existe um subespaco W C
K? = K x K, T-ciclico, com dim(W) = grau de m(t) = 2, o que nos fornece que K? ¢
T-ciclico. Entao existe um vetor v € K? tal que {v, Ta(v)} ¢ uma base de K2, em que T4
¢ a transformagcao linear associada a matriz A. Portanto, se tivermos m(t) = t*+ a1t + ao,
entao

T3 = —aiT — agly.

Esta tltima equacao nos ajuda ver que a matriz associada a T4 em relacao a base

{v,Ta(v)} &
0 —ag
(1)

Agora vamos supor que o polindmio minimal de A tenha grau 1. Entao m(t) =t — ¢,

para algum ¢ € K. Portanto, temos Ty = ¢l e assim a matriz associada a T4 em relacao

(b 0)

Logo, temos que dada uma matriz A € M5(K), ela é semelhante a

0 —ap c 0
ou )
1 —aq 0 ¢

1.2 Resultados de Algebra Abstrata

a base canonica de K2 é

Nesta se¢ao, nosso objetivo é a demonstracao do seguinte lema

Lema 8 Seja A um anel associativo com unidade. Para um ideal J C A, seja J, =
M,(J) = {(ai;) € M,(A);a;; € J}. Entao J, € um ideal de M,(A) e ainda mais, todo
ideal de M, (A) é desta forma. Em particular, os inicos ideais de M,(K) sdo os triviais

se K for um corpo.
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Mas antes vamos relembrar alguns conceitos de algebra abstrata, que serao usados

posteriormente no decorrer do texto.

Definigao 9 Seja G um conjunto nao vazio e x uma operacao em G. Dizemos que (G, x)

¢ um grupo quando para quaisquer a,b,c € G tivermos
o (axb)yxc=ax(bxc);
e dJecGiaxe=ecxa=a;
eVacG,dd eGaxd =d xa=ce.

Dizemos que um grupo G é abeliano se axb=0bx*a,V a,b € G.
Dizemos que o niimero de elementos de um grupo G é a ordem deste grupo.
Dizemos que um grupo G ¢é ciclico se existe g € G tal que dado um elemento qualquer

a € (G, existe um inteiro nao-negativo n de modo que

gt =gx*x---%xg=a.
| S ——

"n vezes"

Exemplo 10 Z;\ {0} com a multiplicacao usual é um grupo abeliano de ordem 4. Agora
note que Zs \ {0} = (2), pois

1=

3—3
3—8=2%c

=22

Logo Zs \ {0} € ciclico.

Um importante grupo de ordem 4 é o chamado grupo de Klein. Basicamente, este é

um grupo que tem a propriedade de todos os seus elementos serem auto-invertiveis, i.e.,
K ={1,a,b,c} grupo de Klein com a notacdo multiplicativa = a* = b* = ¢* = 1.
Note que em um grupo de Klein K = {1, a,b,c} devemos ter ab = ¢, pois se

ab= 1= a = b (contradicao),

ab=a = b =1 (contradi¢io),

ab="b= a =1 (contradi¢ao).
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Logo, K = {1,a,b,ab}, e assim podemos vé-lo como uma multiplicagdo, elemento
por elemento, dos grupos ciclicos de ordem 2, {1,a} e {1,b}. Por isso, vamos denotar
K = Cy x (5, em que Cy denota um grupo ciclico de ordem 2.

Outra estrutura importante é a de anel, que difere de um grupo por ter uma operacao
a mais (e obviamente esta diferenga ird trazer outras), mas em particular teremos que

todo anel é um grupo abeliano com a notagao aditiva.

Definigao 11 Seja A um conjunto nao vazio e sejam + e x duas operagoes definidas em

A. Dizemos que (A, +,*) é um anel se para quaisquer a,b,c € A tivermos
o (A,+) é um grupo abeliano;

eax(b+c)=axb+axce(a+b)xc=a*xc+bx*c.

Dizemos que A é associativo se (a * b) x ¢ = a * (b* c).
Dizemos que A tem unidade se existir e € A tal que a xe = e *xa = a.
Dizemos que A é comutativo se a x b = b x a.

Um anel A associativo, comutativo, com unidade e que satisfaca a seguinte propriedade
VaeA\{0},3d € A;axd =d xa=ce,

é dito corpo.

Por ultimo definimos um ideal em um anel.

Definicao 12 Seja I # (0 e I C A. I € dito ideal de A se para quaisquer a,b € I e para
qualquer ¢ € A tivermosa+b e l,ace l eca e l.

Exemplo 13 Seja F(R;R) := {todas as fun¢oes f : R — R}. Com as operacies
(f +9)(@) = f(z) + g(x)

(f - 9)(@) = fz) - g(),
é rotina provar que F(R;R) é um anel associativo, comutativo e com unidade. Como
0+0=0ea-0=0,VacR, temos que I = {f : R — R; f(1) = 0} € um ideal de
F(R;R).
Para o caso particular do Lema [§| usaremos a

Proposicao 14 Em um corpo K, os unicos ideias sao os triviais.

Prova:
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Seja I # {0} um ideal de K. Obviamente temos I C K. Agora tome a € K e
by € I —{0}. Como b; # 0, entao existe by € K tal que bjby = 1. Logo, temos a =a -1 =
a(bibg) = (abg)by € I. Logo K C I, o que prova I =K. ]

Agora sim, provemos o Lema [§]

Prova do Lema [8
Primeiramente mostremos que .J,, é um ideal de M,(A). De fato, se (a;;), (b;j) € Jn,
entao (CLi]’) + (blj) = (aij + bl]) € Jn, pois ai; + bij e J. Ese (aij) eJ,e (bU) € Mn(A),

n
entao (a;;) - (bij) = (Z a;kbi;) € Jp, pois para cada k =1,--- ,n, temos a;by; € J, além

k=1
de J ser fechado em relacdo & adi¢do. Analogo para (b;;) - (ai;) € J,,. Isto prova que J, é

um ideal de M,,(A).

Agora considere J um ideal de M,,(A) e defina I = {x € A;3(a;;) € J com a1y = z}
e epe(x) = (a;j) tal que

) x sei=pej=q
aij_{ 0, seitpouj#q

isto ¢, ap, = 7 € a;; = 0 nas demais entradas. Temos que I é um ideal de A. Com efeito,
dados z,y € I, existem matrizes (a;;) e (b;;) em J com a;; = x e by = y. Entao basta
tomar (c;j) = (a;; +b;;) e teremos que v +y € I. Agora se x € I, entdo existe uma matriz
(a;j) € J com a1; = x e para y € A, basta tomar a matriz (a;;)e11(y) € J e teremos que
xy € I. Analogamente prova-se que yx € I. Isso prova que I é um ideal de A.

Afirmamos que J = I, = M,,(I). Seja (a;;) € J. Note que eq1(a,,) = e1,(1)(aij)eq (1) €
J,Vp,qg =1,---,n. Logo ap, € I,Vp,q = 1,--- ,n, e assim (a;;) € I,. Acabamos de
provar entao que J C I,. Agora tome (b;;) € I,. Entao para cada entrada ij existe

uma matriz (c¥) € J com ¢} = b;;. Note que e;;(b;;) = en(1)(c)ey;(1) € J. Portanto,

n
(bij) = Z e;j(bij) € J, e assim I, C J, o que prova a igualdade J = I,,. Para o caso par-
ij=1
ticular em que todo corpo é um anel associativo com unidade basta utilizar a Proposicao

14 n

1.3 Algebras Graduadas

Nesta terceira e tltima secao vamos defnir o que é uma algebra e iremos entender o

adjetivo graduada.

Defini¢ao 15 Seja K um corpo. Dizemos que um espago vetorial A (sobre K) é uma
K-dlgebra se em A estiver definida uma multiplicagao, que denotaremos por (*), e as

sequintes condicoes forem satisfeitas:

o (a)*xu=ca(vx*xu)=uvx*(au),Va € K,Vu,v € A;
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o ux(V+w)=u*xv+uxw,Vu,v,w € A;

o (utv)*xw=u*xw+v*xw, Vu,v,w e A.

Em geral, usaremos uv em vez de u * v.

Caso ocorra (uv)w = u(vw), Yu,v,w € A, dizemos que A é associativa.

Se uv = vu, Vu,v € A, dizemos que A é comutativa.

E caso exista e € A tal que ev = ve = v,Vv € A, dizemos que A tem unidade.

O resultado principal ird focar apenas na algebra Ms(K) sobre um corpo K qualquer,
que é uma algebra associativa, nao comutativa e com unidade.

Vejamos mais alguns exemplos de algebras:

Exemplo 16 Considere o conjunto dos numeros complexos C com a adicao e multipli-
cacdo usuais. Sabemos que C € um R-espaco vetorial. Agora basta notar que dados

z1=a1+b1i, 20 =a9+byi € C e x € R, temos

(az1) * 20 = (vag + abyi) * (ag + boi) = (ajas — abiby) + (aayby + ashy )i =

= Oé((CLlag — b1b2) -+ (ale =+ agbl)i> = 06(21 * 22) = (CllOéCLQ — blOébQ) + (alabg + Gz@bl)i =
= (a1 + b17) * (vag + abgi) = 21 * (z2).

Isto prova a primeira condi¢do da Defini¢ao 15 As outras duas condigées sequem do fato
de C ser um corpo. Com isso temos que C é uma R-dlgebra. Mais ainda, temos que C é

uma R-dlgebra associativa, comutativa e com unidade.

Exemplo 17 Seja R? = {(x1, 22, 73);7; € R,i = 1,2,3}. Sabemos que R3 é um espaco

vetorial sobre R. Defina o produto vetorial usual em R3, i.e.,

To T3

Y2 Y3

-

Ty T3

Yy Y3

-

j—l— 1 T2

Yyr Yo

— k

($1,5B2,5E3) * (y1,3/2,y3) =

lembrando que todo vetor (a,b, c) € R? pode ser representado na forma af+b}'+c%. Uti-
lizando algumas propriedades de determinantes para provar as trés condi¢oes na defini¢ao
acima, temos que R é uma R-dlgebra. E desde que o produto vetorial é anticomutativo e
nao associativo, temos entao um exemplo de uma dlgebra nao comutativa, nao associativa

e sem untdade.

Agora vamos entender o que significa graduar uma algebra. Vale ressaltar que para tal
devemos ter em maos um grupo, e para fixar as ideias vamos usar a notagao multiplicativa.
A teoria também pode ser escrita com o grupo em notacao aditiva, tendo o cuidado de

fazer os devidos ajustes.
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Mas antes, se A é uma algebra e A, e Aj; sao subespacos de A, entao definimos
AjAp ={ab;a e Ajebe Ay}

Definicao 18 Seja G um grupo. Dizemos que uma K-dlgebra A é G-graduada se tivermos

uma famdlia de subespacos {A;, C A: g€ G} com A= @Ag e AgAy C Agn, quaisquer
geG
que sejam g, h € G.

Dada uma &lgebra A, a G-graduacdo feita pondo A; = A e A, = {0}, para todo
g € G — {1}, é dita ser uma graduagcdo trivial.

Algumas graduacoes da algebra das matrizes tem a interessante propriedade de terem
as matrizes elementares pertencentes aos subespacos que a compoe. Este fato nos motiva

a seguinte definicao.

Definicao 19 Seja A = @ Ay a dlgebra de matrizes com alguma G-graduagao. Dizemos

gelG
que esta € uma boa graduacdo quando cada matriz elementar pertence a A, para algum

geQqG.

Em alguns casos precisamos nos referir a algumas parcelas da decomposicao de um

elemento da algebra. Para esta referéncia, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 20 Seja A = @Ag uma graduacao para uma dlgebra A qualquer. Dado
geG
a € A, temos que a = ag, + --- + ag, com a, € A,. Entao para todo i € {1,--- ,k}

dizemos que aq, € a componente homogénea de grau g; do elemento a.

Um resultado importante no mundo das graduacoes é que a identidade da algebra

pertence ao subespaco da graduacao cujo indice é o elemento neutro do grupo, i.e.,
Proposigcao 21 Se A € uma dlgebra com unidade e G-graduada, entio 1 € Ay.

Prova:
Sabemos que 1 = a; + a4 + -+ +a,,, com a; € A; e ag € Ay, Entao para quaisquer
heqGeaye A, temos

ap = Gpa1 + ApQg, + - - + ApQg, = ap — Qa1 = ApGg; + - -+ + Apag, € Ay,

pois apa; € Ap. Se ap — apay # 0, como apa,, € Apg, € h,hgr,-- -, hg, sao distintos entre
si, teremos entao um absurdo de acordo com a tltima observagao feita sobre somas diretas
na secao [I.1l Portanto, devemos ter a, —ana; = 0 = a;, = ana;. Analogamente mostra-se

que ap = ajay. Portanto 1 = a; € A;. n

Quando graduamos uma algebra, nem sempre usamos todos os elementos do grupo

como indices para os subespacos nao nulos. Por esse motivo temos a seguinte definicao.
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Definicao 22 Seja A uma dlgebra G-graduada. Definimos suporte de A o conjunto
supp(A) ={g € G: A, # 0}.

Outro resultado interessante ¢ o que diz que

Proposigao 23 Em uma dlgebra G-graduada A, se g € supp(A) e existe a € A, in-
vertivel, entao g~ € supp(A) ea™' € Ay-1.

n
Prova: Suponha A = @ Ay, com gy = 1g e Ay,’s subespacos nao nulos de A. Como
i=0
a~!t € A, entdo

-1
a " =ag +tag +--+a,,a, €A, =

= 14 = aagy, + -+ + aay,.
Como a soma do lado direito da equacao acima pertence & A, , pois 14 € A;, entao
existe um k € {0,1,--- ,n} tal que
14 = aagy, e aay = 0,Vi # k.
Analogamente provamos a existéncia de [ € {0,1,--- ,n} tal que
1a =aga e aga =0,V # 1.

Afirmamos que k = [. De fato,

Qg = (agla)agk = agz(aagk) = Qg,.

Como Ay, NA, = {0}, segue que k = [. Supondo que a € A, , para algump € {0,1,--- ,n}

temos entao que 14 = aa,, € Ay Ay C A o que nos fornece

Ip9k>
99k = lg,a ' =a, € A, = Aie g, " € supp(A).

]
Vejamos dois exemplos de graduagao, em que no primeiro vamos trabalhar com suporte

da graduacao igual ao grupo e no segundo, com o suporte diferente do grupo.

Exemplo 24 Considere o sequinte subconjunto de Z%,, G = {1,5,7,11}. E fdcil ver que

G é um grupo de Klein abeliano.

0 1 0 1
Considere tembém My(R) e as matrizes X = Lo eY = ( Lo ) . Denote

A7 = RI;, As = RX, As = RY e A7 = RXY. Primeiramente vamos provar que
My(R) = A7 & As ® A= @ Agy.
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b
Note que dada uma matriz < ¢ J ) em Msy(R) temos
c

a b a+d{[{ 1 0 b+cf 0 1 b—c 0 1 d—a{ -1 0
— + + + ,
c d 2 01 2 1 0 2 -1 0 2 0 1

e a soma € direta pois os subespagos A1, Az, A= e A7 sao independentes. De fato,

xz 0 0 vy 0 w —z 0 0 0
+ + + = ,x,y,w,zGRi
0 x y 0 —w 0 0 =z 0 0

T -z =0

N r—z y+w _ 0 0 N y + w =0 N
y—w r+=z2 00 y — w =0
T 4+ z =0

Agora basta verificarmos a validade da propriedade AgAy C Az, V 3,heq.

Como o gerador de Ay é a matriz identidade, entao é fdcil ver que A7A; C Az. As

sequintes multiplicagoes justificam as demais inclusoes.
0 1 0o 1) (-10
10 -10) \ o1
0 1 0O1) (10
-1 0 1o/ \o0o -1
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<o 1)(0 1>:<—1 0)<A7A7QA1)

-1 0 -1 0 0 -1

<_1 O><_1 0>=<1 0>(AHAHQA1)
0 1 0 1 01

Portanto este € um exemplo de uma graduacdio de My(R). Note também que |supp(Mz(R))| =
4, em relagao a esta graduacao.

No capitulo sequinte veremos que esta gradugao pode ser considerada para qualquer
corpo K com char(K) # 2.

Agora iremos definir as chamadas matrizes elementares, que serdao utilizadas nos dois

exemplos seguintes.

Definicao 25 Em M, (K) as matrizes

1, set=pej=q
€pq = ) )

0, sei#pouj#q
sao chamadas de matrizes elementares.

Exemplo 26 Seja My(R) e considere o grupo multiplicativo Q*. Para cada k € Q*, faca

A — {0} yse k¢ {1,2,1/2}
' (eglifi=Fk) ,seke{l,2,1/2}

Note que assim temos

R R
0 R 0 0 R 0 2

Veja agora que

(]R 0)(0 R>:<O R)(AlAngz),
o RJ\o o 0 0

(o R)(R ()):(o R>(A2A1QA2)
0 0 0 R 0 0

<R 0)(0 0>:<0 0>(A1A1QA1)
0 R)\R 0 R 0 2 =2
<o O)(R o>:<o 0>(A1Ach1)
R 0 0 R R 0 2
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(0 R)(O 0>:<R 0>(A2A12A1)

0 0 R 0 00 ’

(0 o)(o R>:<O 0>(A1A2£A1)-
R 0 0 0 0 R ?

As igualdades acima mostram que AgA, C Ay, quaisquer que sejam g,h € Q*. Ob-
serve que neste exemplo, apesar do grupo ser infinito, temos uma graduac¢dao com suporte

finito, mais precisamente |supp(Mz(R))| = 3.
Vejamos mais um exemplo de algebra graduada considerando agora M;(R).

Exemplo 27 Sejam A = M3(R), o grupo multiplicativo 7 = {1,2} e (g1, 92,93) =
(1,2,1) € (Z3)*. Defina

Ar = (e 9, g5 = 1) e As = (eij59, 'g; = 2).
Desde que (1)1 =1 e (2)7' =2, ¢ fdcil ver que
Ay = (e11, €13, €22, €31, €33) € Ag = (€12, €a1, €23, €32),
1sto €

0 R 0
R 0 6AQ: R
0 R 0

A o x

0
R
0

Obviamente temos A = A7 @ As.
Agora provemos Ap, Any, C Apyny, Yhe, ho € Z5. Porém, note que basta provarmos tais

inclusoes para os elementos da base de cada subespaco envolvido. Assim,

€ij € Ai, €pg € AQ = €4j€pq € AQ,

pois
0, sej#p
€ijCpqg = . ’
€ig, S€J =D
¢ eq € Az, jd que g;'gg = (9:'9;)(9, 9q) = 1-2 = 2. Isto prova que A1A; C As. As
outras inclusoes sao inteiramente andlogas. Segue entao que temos uma graduagao para

a dlgebra das matrizes de ordem trés sobre R com |supp(A)| = 2.

Por ultimo, vamos definir o que ¢ um homomorfismo e isomorfismo graduados entre
algebras graduadas pelo mesmo grupo.

Definicao 28 Sejam A = @Ag e B = @BQ dlgebras G-graduadas. Dizemos que

geG geG
¢: A— B é um homomorfismo graduado, se forem verificadas as sequintes condigoes:
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e ¢ € uma transformacao linear;
o ¢(zy) = d(x)o(y), Va,y € A;

o ¢(la) = 1p;

e $(A,) C B,,Vg €G.

Caso ¢ seja um homomorfismo graduado bijetivo, entao dizemos que ¢ € um isomor-

fismo graduado.
Um exemplo de isomorfismo graduado é o que segue:

Exemplo 29 Sejam My(R) e o grupo multiplicativo Q*. Conforme o exemplo sejam

as graduagoes

R R
Alz 0 7A2: 0 7A
0 R 0 0
R
B, = ’ , By = - , B
0 R R 0

Vamos mostrar que a fung¢io ¢ : My(R) — My(R) dada por ¢(X) = UXU™, em

N

0 0
= (]R 0>,Ap:O,Vp¢{1,2,1/2}e

0 R
= (O 0 ),szo,‘v’pi{l,Q,l/Q}.

N|=

01
que U = ( ) ), € um wsomorfismo graduado. Primeiramente note que quaisquer que

sejam X, Y € My(R),
¢ V(X +Y)=UX+Y)U '=UXU'"4+UYU'=9¢(X)+o(Y);
o 9(aX)=U(aX) U '=aUXU ') =ap(X),VaeR;

o $(XY)=UXYU ' =UX{UU)YU™ = UXUYUYU) = $(X)p(Y);

(L)1) 1)
(L)) (222
(1) (2 (1) (53)

E facil ver que ker(¢) = {0}, e portanto ¢ é injetora. Como ¢ € um operador linear,

° ¢([2) = U[QU_I = [2,'

seque que ¢ € sobrejetora. Isto encerra a prova de que ¢ € um isomorfismo graduado.
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1.4 Por que estudar algebras graduadas?

Como vimos na segao precedente, graduar uma algebra significa decompd-la em uma
soma direta de subespagos vetoriais (tendo em vista que toda algebra é um espago vetorial)
com um certa propriedade a ser verificada entre estes subespacos.

Portanto, quando graduamos uma algebra podemos focar os estudos em seus "pedacos"
e a partir dai termos uma noc¢ao do que ocorre com o todo. Esta é uma grande importancia
de se estudar graduacoes de algebras.

Em PI-Teoria (Teoria das Algebras com Identidades Polinomiais) ¢ comum o estudo de
identidades graduadas para algebras graduadas, pois, em geral, a procura por identidades

polinomiais para algebras nao graduadas se mostrou uma tarefa dificil.



Capitulo 2

Graduagoes de My(K)

Neste capitulo iremos apresentar as graduacoes existentes para a algebra My (K).
Abaixo temos o resultado principal exposto na forma de um teorema que serd demonstrado
em trés casos: |supp(Ms(K))| = 2, |supp(Ma(K))| = 3 e |supp(M2(K))| = 4. Aqui iremos

representar a caracteristica do corpo K por char(K).
Teorema 30 Seja G um grupo com unidade, K um corpo e A = Ms(K).

(I) Se char(K) # 2 entdo qualquer G-graduacio de A € isomorfa a um dos sequintes
tipos.

(1) A graduagao trivial, que é Ay = A, A, = 0 para qualquer g # 1.
K 0 0 K
2) Uma boa graduacao da forma A, = , A, = , A, =0
(2) g ¢ J 1 0 K g (K 0 ) h
para h € G —{1,g}, onde g € G € um elemento de ordem 2.

(3) Uma graduagao da forma Ay = o lu,v e Kp, A, = v |
bv wu —bv —u

u,v € K }, Ap =0 para h € G—{1,g}, onde g € G € um elemento de ordem
2ebeK—-K>.

K 0 0 K 0 0
(4) Umagmduag:dodaformaA1:<0 K)’Ag:<0 0 ),A91:<K 0>,

Ay =0para h € G—{1,9,97'}, onde g € G é um elemento de ordem maior
do que 2.

(5) Uma graduagio da forma Ay = Klp, Ay = KX, A, =KY, A, = KXY, A, =0
parau € G—A{1,g,h,gh}, onde g,h € G tais que {1, g, h, gh} é um subgrupo de
G isomorfo a Cy x Oy, e X, Y sdo matrizes invertiveis tais que X2, Y? € K,
e XY =-YX.

(II) Se char(K) = 2, entao qualquer graduagao € isomorfa a uma das graduagoes do tipo
(1),(2),(4) em (I) ou a graduagao da forma

21
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b
(37) Ay — T Y ayers A, =TV T Y yekd,
b(xz +y) Y Y br +y

A, = 0 para h € G — {l,g}, onde g € G é um elemento de ordem 2, e
beK—{a?+ala € K}.

A seguir temos uma sequéncia de lemas que nos auxiliardo na demonstracdao do Teo-
rema, [0

Lema 31 Sejam X,Y elementos nao nulos de My(K) tais que X? € KIy e XY =Y X =

0. Entao X? =0, e X,Y sdo linearmente dependentes.

Prova:
Suponha, por absurdo, que X? # 0. Entao X? € K*I,. Logo,

1
X - X=klhk#0= X" (EX) = [, = X é invertivel.

Portanto, de XY = 0 temos Y = 0, o que contradiz nossa hipotese. Entao devemos
ter X2 = 0.

b 210 b+ bd
Com isso em maos, faca X = ¢ . Note que X? = ambe ab , €
c d ac+cd be+ d?

desde que X? = 0, entdo devemos ter

a® +bc =0 = bc + d* (2.1)
ac+cd=0=ab+bd (2.2)
Portanto, a®> = d> = a = —d ou a = d, além de a® = —bc. Assim, a partir deste momento

iremos nos focar em dois casos.

1° caso: a = d. Das equagOes (2.2) temos 2ab = 0 e 2ac = 0. Se a # 0, entdo

b=c=0. Mas a®> = —bc = 0 = a = 0, uma contradicdo. Logo devemos ter a = d = 0.

0 b
Portanto X = ( O). Agora faca Y = (x y>,eentéo de XY =0=YX

c w oz
temos

(I) bw=0=cy

(IT) bz =0=1bzx
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Se b =0, entdo ¢ # 0 (pois X # 0). Entao por (I) e (III) temos x =y = z = 0. Logo,

Y = 00 e X = 00 . Obviamente X e Y sdo L.d.
w 0 c 0

0
Se ¢ =0, entao b # 0. Segue por (I) e (II) que z = w = z = 0. Dai,Y-(O z) e

0 b
X = ( 0 0 ) Mais uma vez temos X e Y 1.d.

Observe que nao podemos ter o caso b # 0 e ¢ # 0, pois sendao Y seria a matriz nula,

contradizendo a hipodtese.

a b

2° caso: ¢ = —d. Neste caso X = (
cC —a

) com a®> = —bc. As equacoes XY =
0 = Y X nos fornecem as seguintes equacoes
() ax+bw=0=azr+cy = bw =cy
(IT) ay+bz =0=br — ay = 2ay = bx — bz
(IIT) cx —aw =0 = aw + cz = 2aw = cx — ¢z
(IV) cy —az =bw —az

c
Se w # 0, entao podemos escrever b = —y. Agora observe que
w

(III):>cx—aw:O:>aw:cx:>a:£x,
w
(]I]):>aw—|—cz:O:>—aw:cz:>—a:£2’

w

: c
e obviamente ¢ = —w.
w
Logo, temos X = EY, ou seja, X e Y sao l.d.
w
Se w = 0, entdao em (I) temos cy = bw = 0. Se ¢ = 0, entdo de a®> = —bc, temos a = 0.

Para a = 0, em (IT) temos b(z — z) = 0. Se b = 0, entdo X = 0, o que é uma contradi¢ao.
Por isso, z = z, e em (II), temos ay + bz =0 = bz =0 = z = 0 = z. Portanto, Y = %X.
Agora se ¢ # 0, entdo y = 0. Dai, em (III), temos 0 = ¢(z — z) = x = z, mas também
temos em (IIT) que cx = aw = 0 o que nos fornece x = z = 0. Logo Y = 0, 0 que é uma
contradicao.

Isto encerra a prova do lema.

Lema 32 Seja A = @Ag uma graduacao da dlgebra de matrizes. Se X € A, para
geG
algum g € G, entao X? € A;. Em particular, se g> # 1 temos X? = 0.
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Prova:
Se X =0, entdo X? =0 € A,,Vg € G, em particular para ¢ = 1. Suponha agora que
X #0. Sendo X € M;,(K), segue pelo Teorema de Cayley-Hamilton que

X% = —det(X)I, +tr(X)X € A, + A,.

Por outro lado, X - X € A, ; = X? € Ap. Caso g = 1, entdo a ultima pertinéncia nos
fornece X2 € A;. Se g # 1, entdo podemos ter g> = 1 ou g% # 1. No primeiro caso temos
X? € Ay. Ja no segundo podemos afirmar que X* € Ap N (A; + A;) = 0. Logo, para
g* # 1, temos X2 = 0.

Corolario 33 Se A = @Ag € uma graduacao tal que Ay = Kly, entao para qualquer

geG
g.h € G,g# h e quaisquer X € A, Y € Ay, nao nulos, temos XY # 0 ou Y X # 0.

Prova:

Pelo Lema , X? € KI,. Suponha entdo, por absurdo, que XY = Y X = 0. Segue
pelo Lema [31] que X e Y sao L.D., o que contradiz o fato de X € A; e Y € A, g # h,
com X,Y # 0. n

Lema 34 Seja A = @Ag uma graduagdo tal que Ay N AyA, = {0} para qualquer
geG
g,h € supp(A) — {1} (em particular isso acontece quando gh # 1 para qualquer g,h €

supp(A) — {1}). Entao a graduacao € trivial.

Prova:
Defina ¢ : A — A; por ¢(X) = X;, onde X; é a componente homogénea de grau 1 de

X. Provemos que ¢ ¢ um homomorfismo de algebras. De fato
X +Y)=(X+Y)1 =X +Y1=08(X)+o(Y);
e (aX)=(aX); =aX; =ap(X), a eK;
¢ H(XY) = (XY)1 = > XY= > X,Y, = X1Y1, ja que A, N
9,h€G,gh=1 g,h€supp(A),gh=1
AgAh = O,

(] ¢(IQ) = ]27 pOiS .[2 € Al.

Como ¢ # 0, entao ker(¢) # A. Mas ker(¢) é um ideal de My(K), e com isso temos pelo
Lema [8 que ker(¢) = 0, o que implica em ¢ ser injetivo. Desde que A; C A, segue entdo
dzm(Al) = dzm(A) e dai Al =A. ]
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2.1 Graduacoes de suporte 2

Nesta se¢ao vamos apresentar as primeiras graduagoes da algebra M, (K), mas restrita
ao caso em que o suporte tenha apenas dois elementos. Primeiramente vamos mostrar as
graduagoes feitas a partir de um grupo ciclico de ordem dois Cy = {1, ¢}, i.e., ¢ = 1. Em
seguida, mostramos que dada uma graduacao de suporte dois, esta é essencialmente feita

pelo grupo Cs.

Proposicao 35 Seja K um corpo e Cy = {1,c} um grupo ciclico de ordem 2. Entao as

Cy-graduagoes de A = My(K) sdo descritas como seque:
(I) Se char(K) # 2, qualquer graduagao é isomorfa a:

(1) A graduagao trivial Ay = My(K) e A. = 0;

K 0 0 K
2) A boa graduacdo Ay = , A= ;
(2) gracuarao £ (0 K) <K o)

(3)AgmduagdoA1:{<: U>|u,v€K}7AC:{< z;) ! >|U,UEK},
vou —bv —u

onde b € K — K2.

(IT) Se char(K) = 2, entdo qualquer graduagdo é isomorfa a graduagdo trivial, ou a boa

graduacao, ou a graduacao da forma

(37) Al: ! vy |l’,y€K JAc: b$+y ! |:I"7y€K s
blz+y) y Yy br + vy

onde b € K — {a?® + ala € K}.

Prova:
Seja K um corpo de caracteristica qualquer e assuma que a graduagao nao é a trivial.

Entao temos os seguintes casos a considerar:

Caso 1: dim(A;) = 3 e dim(A.) = 1. Afirmamos que para qualquer matriz Y € A nao

b
invertivel, temos Y? = ¢r(Y)Y. De fato, seja Y = ¢ com det(Y) = ad — bc = 0,
c

i.e., nao invertivel e veja que

v a>+bc (a+db\ [ a*+ad (a+db ) [ (a+d)a (a+d)b |
\ (a+d)e be+d® )\ (a+d)c ad+ &> “\ (a+d)e (a+d)d |
= (a+d)Y.

Agora seja X # 0 em A.. Entao A, = KX. Note que X é invertivel. Com efeito, se
det(X) = 0, pela afirmagao anterior terfamos X? = tr(X)X € A.. Observe também que
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podemos tomar X2 # 0, pois se X2 = 0 entdo pelo Lema , como A; N AA. = {0}, a

graduacao em questao seria a trivial, o que ¢ um absurdo. Logo concluimos que
0#4X*c ANA,

i.e.,A|NA. # {0}, nos fornecendo mais uma vez um absurdo. Portanto para B € A; —KIs,
segue que BX € A, e dai existe a € K tal que BX = aX = B = al, € K, o que é

uma contradicao. Logo nao podemos ter este caso.

Caso 2: dim(A;) =1 e dim(A.) = 3. Se A.A. = 0 entdo pelo Lema |34] a graduacao
é a trivial. Suponha entdo que existam X,Y € A, tais que XY # 0. Como dim(4;) =1,
entao A; = Kl,. Dai XY € K*[,. Segue que

XY € K'I; = det(XY) # 0= XY éinvertivel = X e Y invertiveis.

Logo para Z € A. — KX temo que X7 € K*I, (pois se XZ = 0, entdo Z = 0) e
também X? € K*I, (pois X? ¢ invertivel, logo # 0). Com isso, XZ = al, = X*7 =
aX = BlhZ = aX = 7 = %X, o que é uma contradicao. Concluimos que esse caso

também nao é possivel.

Caso 3: dim(A;) = dim(A.) = 2. Desde que I, € Ay e dim(A;) = 2, entdo
seja {Iy, B} uma base de A;. Logo A; = Kl + KB. Se considerarmos a graduagao
A=A} & A, (isomorfa a inicial), onde A} = UA, U A, = UA.U ! com U sendo uma
matriz qualquer invertivel, segue entao que podemos trabalhar com matrizes semelhantes
a B. Aqui iremos analisar todos os possiveis polindmios minimais que B pode assumir,

lembrando da observacao feita na segao sobre matrizes semelhantes de ordem 2.

K 0
Comegemos supondo que B seja uma matriz diagonal. Entao A; = ( 0K ) Dai

Ty
Wz

z 0
se X = € A, segue que e;; Xe;; € A, = 0 0 > € A, = x = 0, pois

Ay N A, = {0}. Analogamente mostra-se que z = 0 (basta utilizar a matriz esy). Com

0 K
isso temos a inclusao A, C 0 ) A inclusdo contraria é dada pela igualdade
0 K . .
A=A & A.. Logo temos A. = K , 0 que nos fornece uma graduacao do tipo

1-2. Note que essa anélise sobre as matrizes diagonais eliminam todos os polinomios

minimais de grau 1, ja que dado o polinémio m(t) = t + a,a € K*, basta considerar a
: —a 0 . A
matriz ( 0 , e assim m(t) serd minimal.

Agora suponha que o polinomio minimal de B seja da forma m(t) = > — b, b ¢ K.
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Essa tltima hipotese ¢ posta, pois caso b = ¢?, entao terfamos m(t) = (¢ + ¢)(t — ¢), que
recai no caso das matrizes diagonais. Mais geralmente, para qualquer polinémio da forma
(t 4+ a)(t +b),a # b, podemos recair no caso das matrizes diagonais e aqui temos a # b,

pois caso contrario B seria escalar, o que é um absurdo. Visto isso, segue que

BNObN()l.

10 b 0
0
b

A1:{<“ )|GK}
bv u

A1 Ao
Az Ay

1
Portanto podemos susbstituir B = < 0 ) e como A; = K, + KB, temos

Agora seja X € A tal que X2 € A;. Se fizermos X = ( ), para que X? € A,

devemos ter o seguinte sistema

)\% + )\2)\3 =
A Aoz =
1o = (2.3)
/\1/\2 + /\2)\4 = v
/\1)\3 + )\3)\4 = b

As duas primeiras equagoes de (2.3) nos ddo Ay = £A4. Se A} = )4, entdo das duas
ultimas equagoes de (2.3) temos 2A\ Ay = v e 2\ A3 = bu, i.e., 2A\1 A3 = 2bA;\p. Para
A1 # 0, temos A3 = by e caso A\ = 0, entdo Ay = 0 e Ay e A3 serdo variaveis livres. Se
A1 = —\y, as duas tltimas equagoes de (2.3) também nos fornece Ay e A3 como sendo

variaveis livres.

Concluimos que se X € A tal que X? € A;, entao X = <; y) ou X =
Yy T

x x
( Y ) ,x,y,2 € K. Sendo assim, se tivermos X € A., entao X = Y )
T 2 -

zZ —X

bx

ACQH—{< v )]u,vEK},
—bv —u

e como dim(A,) = dim(H) = 2, segue que A, = H.

Desde que BX € A. e BX = ( ), segue que z = —by. Logo, mostramos que

Se char(K) = 2, entdo A; = A., o que nao pode ocorrer. Portanto devemos ter

char(K) # 2. Temos entdo uma graduacao do tipo I-3.



28 GRADUACOES DE M;(K)

Se o polinomio minimal de B for m(t) = (t — A\)%, A € K, entao podemos substituir
0
B por B — A\, € Ay e obtermos uma nova matriz B = 0 | pela forma de Jordan,

veja o Exemplo A7 no Apéndice. Operando de forma analoga ao caso anterior, segue que

Ac§{<u v )\U,UEK}.
0 —u

K K
Mas assim A; + A, C 0K ) # A, o que é uma contradi¢do. Portanto, B nao pode

assumir tal polinémio minimal.

Por tltimo, vamos ao caso em que o polinomio minimal de B seja irredutivel da forma
m(t) = t* — at + B,a # 0. Suponha char(K) # 2. Note entdo que as matrizes B e

a2 1
( Z /2 possuem o mesmo polindomio minimal para algum b € K adequado. Logo
e
. o : /2 o
tais matrizes sao semelhantes e por isso podemos supor B = ; /2 . Substituindo
a

01

esta por B — (a/2)15 teremos B = ( b0 ) Aqui devemos ter b ¢ K2, pois se b = ¢,

para algum c € K, entao
2 o a o

mt) = —at+ - == (=T == (-5 -t- 5 +0),

o que é uma contradicao. Mas note que nas condi¢oes acima, este caso ja foi estudado.
Agora se char(K) = 2, entao vamos substituir B por (1/a)B € Aj, o que nos fornece
um polinémio minimal da forma t? +t + b, para algum b € K. Vamos assumir entdo
0 1
B = < - ) Note que com isso devemos ter b ¢ {a? + a|a € K}, pois caso contrario,

teriamos
mt)=+t+?+a=t"+’+t+a=(t+a)l+t+a=>C+a)t+a+1),

i.e., m(t) seria redutivel. Com isso temos

- T U o _ T r+y .
Al_{(bu x+u>|’ GK} {(b(w—l—y) y )|,yeK},

A1 A2

fazendo v = = + y. Agora seja X =
5 M

) € A.. Desde que X? € A, entdo

devemos ter
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/\% + )\2)\3 = T
AMAe + XA = T4y .

)\1/\3 + /\3)\4 = b(x+y)

Das duas primeiras equagoes de (2.2), temos = + y = A? + A\2. Portanto, na terceira

equagao segue que Aa(A; + Ag) = A? + A%, 0 que implica na quarta equagao de (2.2) que,
As(A1 4+ A1) = b(AT 4+ A7) = bha(Ar + o).

A1 Ao

Se A\; + Ay # 0, entdo A3 = by, ou seja, X =
by A4

>. Mas como (BX)? € A; e

(BX) = D2AZ + DAL + bAs)s A2
b(AsA1 + Agho) DAL + DA + D2A3 + N3

segue que devemos ter A\y(A; + Ag) = A2, Caso Ay = 0, entdo como \; + Ay # 0, segue que
devemos ter \; # 0, e da equagao (A1 + A\g)Aa = A2 + A2 temos \; = o, ou seja,

x— MM € A,
bA1 O

o que é um absurdo. Caso Ay # 0, temos A\; + Ay = A\ e entao

X = A A S Al,
bla A4

o que resulta novamente em uma contradi¢ao. Portanto devemos ter A\; + Ay = 0, 1. e.,
A1 A

A = M. Logo X =
1 4 g ()\3 A

) o que implica em
(BX)? = A3+ DAY + Mg AiAs + DA + A2
DAIAs + A2+ DPA g 4 b + bAZ + M As bAZ + A A + 02AF + A2

e desde que (BX)? € Ay, segue que 11 + Tag = T12 € T = br12, onde aqui x;; representa
o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz (BX)?. Dessas duas equagoes

obtemos

(I) A2+ B2A2 = Mg + bArh
(IT) A2 4 bAgs + A As = 0.

Somando (I) e (IT) membro a membro chegamos a A3 = bA2+ A1 \o. Desta equagao,
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podemos ter Ay = 0 ou Ay # 0. Se Ay = 0, entdo de (BX)? € Ay, devemos ter \2 = A\ \3.
Caso A3 =0, entao X = \Is € Ay, 0 que é um absurdo. Logo A3 # 0 e assim

)\g = AMA3 = A3 = AL

A0
X = L GH/: v y |y,U€K .
)\1 )\1 by—i—v ()

Agora se Ay # 0, entdo A3 = by + A\;. Podemos ver entao que

b
A.CH = vl ly,v e K3 = Tty @ lz,y e K.
by+v w Y br +y

Desde que A, C H' e dimH' = 2 = dimA,, temos A, = H' e obtemos entao uma

Portanto,

graduagao do tipo 11-3".
[
O que fizemos nesta tltima proposicao foi apresentar uma graduacao especifica de
M>(K) quando temos dois elementos no conjunto suporte, isto é, apenas dois subespagos
nao nulos na decomposi¢ao de M, (KK) como espago vetorial.
O que iremos fazer agora é mostrar que qualquer outra graduacdo da &lgebra das
matrizes de ordem dois com suporte dois é essencialmente uma Csy-graduacao, ou seja, é

isomorfa a alguma graduacao apresentada na Proposicao

Proposicao 36 Seja G um grupo. FEntdo qualquer G-graduag¢io de A = My(K) com
|supp(A)| =2 € do tipo Cs.

Prova:
Seja supp(A) = {1,g9}. Se g = 1 (ordem dois), entao a graduagao ja é do tipo Cs.
Caso ¢* # 1, entdo A; N AjA, C A; N A, = {0}. Pelo Lema [34| a graduagdo é a trivial,

0 que encerra a prova. [

Com isso temos todas as graduacgoes de My (K) em suporte dois.

2.2 Graduacoes de suporte 3

Nesta se¢do iremos apresentar as graduacoes da algebra A = M, (K) por um grupo
G com supp(A) = {1,9,h}, 1,9,h € G. Dividiremos em dois casos: dim(A;) = 2 e
dim(A;) = 1. Aqui iremos usar a notacao deg(X) = ¢ para dizer que X € A,, em que A,

¢ um subespaco da decomposicao da algebra em questao.
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1

Proposicao 37 Se dim(A;) = 2, entdo h = g~ e a graduagao € isomorfa & boa gradu-

acao dada por

K 0 0 K 0 0
Ay = A, = Ay = A =0YpeG—1{1,g,g ).
1 <0K) g (00) g (K())p p {1,9.97"}

Prova:

Se dim(A;) = 2, entao existe B € A; tal que Ay = [I3, B]. Do fato de dim(A4,) =
dim(Ayp) = 1, segue que existem X,Y € A com A; =KX e 4, =KY. Como A; 4, C 4,
e A1 A, C Ay, segue que existem «, § € K tais que BX = aX e BY = Y. Portanto, o
mapa linear ¢ : A — A dado por

o(Z) = BZ,
tem « e [ como autovalores com autovetores X e Y, respectivamente. Suponha que
Ty - . . . .
B = , entao considerando a base canonica de A, vemos que a matriz associada
woz

a transformacao ¢ é

r 0 y O
0 0 y
9] = w 0 z 0
0 w 0 =z
E facil ver que
Ps = D, (2.5)

em que py ¢ o polindmio caracteristico de ¢ e pgp € o polindomio caracteristico de B. Logo,
desde que a e 3 sejam raizes de py, entao também serdao de pp, e portanto este pode ser

fatorado em dois fatores lineares. Note que podemos considerar que B possui sua forma

by 0
de Jordan. Primeiramente vamos supor B = 01 ; , b1 # by, diagonalizavel. Entao
2

K 0
A= :
0 K
Portanto, podemos substituir B por qualquer matriz em A; que nao seja escalar, e
10
vamos escolher B = 00 ) Segue que 0 e 1 sdo os autovalores de B e, por (2.5), 0
e 1 também sao autovalores de ¢. Dai em relagao ao autovalor 0, temos autovetores da

0 0 u v
forma e para o autovalor 1, temos os autovetores da forma 00/ Logo
TS
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1
A=K ( g 0 ) e desde que A;A; C Ay, entao

u 1 1 0 u 0
— €A, & u=0.
0 0 0 0 00

Portanto,

Analogamente mostra-se que

0 0
Ay = .
Desde que deg(ei2) = g e deg(ea1) = h, 0 # ejpea; € Ay e AjA, C Ay, segue que

devemos ter gh = 1. De forma anéloga, também temos hg = 1 e portanto g = h™1, o que
nos fornece uma graduagao.

Agora vamos supor B nao diagonalizavel. Entao a = § = b € K. Segue pela forma de

Jordan (veja o Exemplo [47) que
b 1
B = ,

d
Al—{<c )\c,deK},
0 ¢

e novamente podemos substituir B por uma matriz nao escalar em A; e escolhemos

e portanto

0 1 B
= ( 0 0 > . E facil ver que os autovetores associados a 0 em relacao a ¢ sao da forma

( 0 0 ,m,n € Ke que 0 é o tnico autovalor de ¢. Com isso conseguimos apenas

dois autovetores L.I. Desde que KB + KX +KY tem dimensao 3 e consiste de autovetores

L.I., obtemos uma contradicao.

Observacao. Se g € G é um elemento do grupo com ordem maior que 2, entao

A = B = M,(K) sao isomorfas como algebras G-graduadas, em que

K 0 0 K 0 0
A = VA, = VA1 = VA =0,V 1,9,g7°
1 <OK> g <00) g (K()) p pé¢{l,9,9 "}
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K 0 00 0 K
By = .B, = ,B,-1 = .B, =0,V 1,9, ')
1 <0K> 9 <KO> g (00> p p¢{l,9,9 }

01
De fato, o mapa ¢ : A — B,¢(X) = UXU™!, onde U = ( Lo ), ¢ um isomorfismo

graduado.

Proposicao 38 Nao eziste graduacao de A com |supp(A)| = 3 e dim(A;) = 1.

Prova:

Suponha, por absurdo, que tal graduacao exista e sem perda de generalidade que
dim(Ay) = 2 e dim(Ay) = 1. Sejam X € A, Y € Aj, elementos nao-nulos. Entao pelo
Corolario 33| temos que XY # 0 ou YX # 0. Como gh,hg ¢ {g,h}, pois caso contrario
g = 1 ou h = 1, entao devemos ter gh = 1, e desde que A; = Kls, isto implica que
Y X = Ay, para algum A € K, i.e., Y ¢ invertivel a direita. Logo, de A)Y C A; = Ky,

temos que A, C KY ™!, uma contradigao com dim(A,) = 2. [

Note que no caso de suporte trés nao especificamos um grupo para construir a gra-
duagdo, o que nos permite afirmar que qualquer graduagdo de My(K) com suporte trés é

basicamente a apresentada nesta secao.

2.3 Graduacoes de suporte 4

Inicialmente vamos decrever todas as graduagoes de A = My(K) pelo grupo de Klein.
Proposicao 39 Seja G = Cy x Cy = {1,g,h,gh} o grupo de Klein. Entao:

(I) Se char(K) # 2, qualquer G-graduacdo de A € isomorfa a uma das sequintes gra-

duacoes.

(1) Uma graduagao do tipo Cs.

(2) Uma graduagio da forma Ay = Klp, A, = KX, A, = KY, A,, = KXY, onde
X,Y sdo matrizes invertiveis tais que X2, Y2 € Kl e XY = =Y X.

(IT) Se char(K) = 2, qualquer G-graduacdo de A € isomorfa a uma graduacio do tipo
Cy.

Prova:
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Assuma que a graduagao nao é do tipo Cy. Entao |supp(A)| # 3, pois sendo deveriamos
ter a,b € G com e a # b e ab = ba = 1, o que nao ocorre no grupo de Klein. Logo
|supp(A)| = 4 e assim cada subespago devera ter dimensao 1, em particular 4; = K.
Seja A; = KX e A, = KY. Pelo Corolério 33| temos XY # 0 ou YX # 0. Suponha
XY # 0. Entio

Agy = KXY,

Se X% =0, entdo X (XY) = 0 e ainda, pelo Corolario33] (XY)X # 0 e como Ay, A, C Ay,
segue que XY X = aY para algum a € K\ {0}. Mas entdao 0 = X(XY)X = aXY, o que
¢ uma contradicao. Dai X2 # 0. Analogamente, Y2 # 0. Portanto X e Y sdo invertiveis.

Desde que X! € A, temos XY X! € Ay, ie,, XY X! = aY, para algum escalar
a. Logo, oY = XaY X' = XXY X 1X! e como X? € K, temos

QY = BLY B, =Y.

Se char(K) # 2, entao o € {1, —1}. Para a = 1 temos XY = Y X. Afirmamos que
conseguimos gerar A como uma algebra através de X e Y. De fato, X e Y geram A, e Ay,
respectivamente. O produto XY gera Ay, e X? gera A;. O resultado serd uma algebra

A comutativa. Absurdo! Logo devemos ter
XY =-YX

e a graduacao é do tipo I-2. Se char(K) = 2, entdo a = 1, e novamente obtemos que A
é comutativa, uma contradicao. Concluimos que o tnico caso possivel de graducao com
char(K) =2 é a do tipo Cs. ]

Como no caso de suporte dois temos aqui uma graduacgao feita através de um grupo
especifico, o grupo de Klein. O que iremos fazer agora é provar que qualquer outra
graduacao de Ms(K) com quatro elementos em seu suporte ¢ essencialmente uma Cy x Co

graduagao, ou seja, é a graduacao que construimos acima pelo grupo de Klein.
Proposicao 40 Qualquer graduacio de A com supp(A) =4 ¢é do tipo Cy x Cs.

Prova: Seja A = EBAH com S = supp(A) ={1,9,h, s}.
geG
Iremos dividir esta demonstracao em duas partes: na primeira vamos provar que se

existe algum elemento invertivel em S entao este terd de ser auto-invertivel e na segunda
parte vamos mostrar que todos os elementos de S sao invertiveis.

1* parte: Notemos que uv # 1, quaisquer que sejam u,v € S,u # v. De fato,
suporemos que existam u,v € S,u # v, com uv = 1. Entdo tomemos os elementos
nao nulos X € A, e Y € A,. Desde que A; = KI5, usando o fato de que A,A, C Ay,
A, A, C Ay eo Corolario[33] temos que XY € K*I, ou Y X € K*I,. Por outro lado o Lema
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B2 nos fornece X2 = 0, ja que u? # 1. Segue daf que XY = aly = X?Y =aX = X =0,
pois a # 0. Chegamos entdo a uma contradigao!

22 parte: Desde que a graduagao nao é a trivial, entao pelo Lema e pelo o que
acabamos de provar, temos que existe v € S\ {1} tal que A,A, N A; # 0 e como
ALA, C A, segue que u? = 1. Vamos dizer que u = g e, sendo assim, seja A, = KX.
Note que X2 € K*I, e assim, X ¢ invertivel. Entao AjA, = XA, #0 (pois A, #0e X é
invertivel) e entao gh € S e a tinica possibilidade é gh = s. Analogamente, A, A, # 0 e en-
tdo gh = hg = s. Dai temos hs = sh. Se hs ¢ S, entao devemos ter A, A, = A;A, =0, ja
que A,A, C Ay = 0. Entao se tomarmos elementos nao nulos Y € Ay, e Z € A,, teremos
YZ =7Y =0, o que é¢ uma contradi¢cao com o Corolario Logo h(hg) = (hg)h € S e
desde que estes nao podem ser 1,1 ou hg, resta apenas h(hg) = g, implicando em h? = 1,

o que prova que S = Cy x Cs. n

Portanto classificamos todas as graduagoes de M, (K) com suporte quatro.

Juntamente com as duas sec¢oes precedentes temos todas as graduagoes de My (K).



Consideracoes Finais

Finalizo com a apresentacao de uma tabela que apresenta o resultado principal deste
trabalho.

Graduacgao de M;(K) Caracteristica de K
Trivial Qualquer
K 0 0 K
A = , A, = e A, = 0,Vh € ualquer
1 < 0 K ) g ( K 0 ) h Qualg

G_{lag}792: 1

A _ {(“ “)\u,veK},Ag - 49
bv u

{( Y v ekYS e A4, = 0vh e

—bv —u
G_{179}792: 1ab€K_K2

T Tty
A, = ryeKS A = —9
' {(b(ﬁery) y )' / } !

b
{( Tty @ >|x,y€K e A, = O0Vh €
Y bxr +y

G—{l,9},9°=1,be K- (K*+K)
K K
Alz( 0>A—<0 >A1:<00> Qualquer

o k)77 \oo ) K 0
e Ap=0,Yhe G—{l,9,g7'},¢* #1
Ay = KA, = KX, A4, = KY, A, = KXY, A4, = #+2
0,Yu € G — {1,9,h,gh}, X,Y invertiveis, X2 Y? €
KIp, XY = -YX,G D {1,g,h,gh} ~ Cy x Cy

Na tabela, a primeira coluna apresenta, a menos de isomorfismo, todas a graduacgoes
possiveis e imaginaveis de M(K). Na segunda coluna temos em qual caracteristica a
respectiva graduacao existe. No texto vimos que a caracteristica do corpo foi de funda-
mental importancia, pois a depender desta tinhamos por exemplo grandes absurdos, como

foi na ultima secao, em que chegamos na seguinte afirmacao: My (K) é comutativa.

36
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Algumas contas foram feitas de forma diferente da apresentada na referéncia principal,
o artigo [9], como por exemplo na segunda parte do Lema bem como na primeira parte
do caso 1 da construcao das graduacoes de suporte 2.

No texto é utilizada uma ferramenta muito util da Algebra Linear, que é a Forma

Canonica de Jordan. Sobre esta tltima fiz um apéndice cuja referéncia principal foi [3].
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Apéndice A
Forma Canonica de Jordan

Considere uma transformacao linear 7 : V' — V, em que V é um espago vetorial
finitamente gerado. Sabemos que existe uma matriz A que representa esta transformacao,
e que tal matriz pode mudar conforme mudemos a base do espago V. Sabemos também que
se conseguirmos uma base formada por autovetores de T', entao tal matriz serd diagonal.
Isso é o que chamamos de diagonalizar a matriz A. Mas nem sempre é possivel ter essa base
de autovetores. Chegamos perto! Conseguimos obter uma base com alguns autovetores,
e mais alguns vetores, que chamaremos de autovetores generalizados. A matriz associada
a esta base nao serd diagonal, mas serd tao especial quanto esta.

Comecemos nossos estudos definindo espaco quociente.

Seja V um K-espaco vetorial e W um subespaco de V. Para vy, vy € V, dizemos que
vy ~ Uy se U1 — vy € W. E facil ver que essa relacio definida é uma relacio de equivaléncia.
Portanto, para cadav € V temost={u €V :u~ v} =v+W.Seja V/W ={v:v € V}.

Definindo as operacoes
U1+ Ty =01 + 09 € AU = El,v U1,Ug € V/W,

e verificando que elas estao bem definidas, é facil ver V/W é um K-espago vetorial,
chamado espaco quociente de V por W. Observe que 0 = W, ie., 0 =0&v e W.

Um resultado importante sobre os espacos qoucientes ¢ o que segue:

Proposicao 41 Sejam V' um K-espago vetorial com dim(V') = n e Wum subespago de

V. Entao
dim (V') = dim(W) + dim(V/W).
Prova:
De fato, seja B’ = {vy,--- ,v;} uma base de W e complete-a até uma base de V
B =A{vy, -+ Uk, Vg1, -+, Un}. Provemos que o conjunto B” = {Uy41, -+ ,T,} é uma base
de V/W. Considere \gy10gq1 + -+ + AT, = 0. Segue que A\py1Vpi1 + -+ Aty € W =
Jaq, -, o € Ktais que A\ 101+ -+ A0, = g+ 4ogpvpy = A\ =0,Vj =1,--- [k,

39
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pois B é L.I. Isso prova que B” é L.I. Agora seja v € V/W. Como v € V, entdo
existem ;¢ = 1,---,n tais que v = f1vy + -+ Buv, = U = fog+ -+ Buu, =
Bri1Uks1 + -+ + Buln, 0 que prova que B” gera V/W. [

Definicao 42 Seja p(t) € K[t] o polinémio caracteristico do operador T : V. — V| em
que V' € um espago vetorial finitamente gerado. Suponha que p(t) = [p1(t)]** - - [p;(t)]¥
seja a decomposi¢cao de p em fatores irredutiveis, com p; # p. quando i # k. Para
cada i = 1,--- ,j, dizemos que o conjunto ker[p;(T)|* para algum k € N ¢ o autoespaco

generalizado associado ao polinémio p;(t).

Desde que para qualquer n € N e para qualquer v € ker[p;(T)]" temos [p;(T)]" v =
= pi(T)[pi(T)]"v = p;(T) - 0 = 0, segue entdo as seguintes inclusoes,

ker[p;(T)] C ker[p;(T)]* C ker[p;(T)]* C --- C V.

Como V é finitamente gerado, entdo para alguma poténcia os nicleos acima deverao

estabilizar, i.e., serao iguais. Seja d; o menor natural com esta propriedade. Entao
ker[p;(T)]" = ker[p;(T))%** = - - masker[p;(T)]% " C ker[p;(T)]%.

Para referéncias futuras, chamaremos o inteiro positivo d; acima mencionado de indice
de p;(T) e denotaremos W; = ker|p;(T")]%.
Aqui iremos assumir o Teorema da Decomposi¢ao Priméaria sem demonstracgao. Uma

justificativa para este resultado pode ser encontrada em [3] ou [§], por exemplo.

Teorema 43 Seja T : 'V — V um operador linear e p(t) € K[t] seu polinémio carac-

teristico. Se p(t) = [p1(t)]** -+ [p;(¢)]* € a decomposi¢iao de p em fatores primos, com

pi # pr para i # k. FEntao, se d; € o indice de p;(T), o polindomio minimal de T €
J

m(t) = [pr(8)]% - [p;(t)]%. Além disso, V = @W,, em que W; = ker[p;(T)]%, com

=1

Um corolario do teorema acima que serd de fundamental importancia no célculo da

Forma Canodnica de Jordan de um matriz é o

Corolario 44 O subespaco W; = ker[p;(T)]% tem dimensao igual ao grau de [p;(t)]*, em

que s; € a multiplicidade de p; como fator irredutivel de p(t).

Prova:
Como o polindémio caracteristico de uma matriz n X n tem grau n, entao basta provar

que o polinémio caracteristico de T restrito & W; é [p;(t)]*. Para isso, considere B; uma
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J J
base para W;. Como V = @ W;, entao a representacao de 1" em relacao a base B = U B;

i=1 1=1
é dada pela matriz
A 0 - 0
0 Ay -+ 0
Tp=A=| . =
0o 0 - A

em que A; é um bloco de tamanho k; x k;, onde k; é a dimensao de W;. Mais precisamente
A; é a matriz que representa a aplicagdo linear T'|w,. Usando a definicdo de determinante

dada em [I] é facil ver que
j
det(tlyn — A) = | [ det(tT,ur, — Ar) (A1)
=1

Note que det(tly,xx, — Ai) € o polindmio caracteristico de T'|y,. Pela definicao do indice

d;, vemos que o polindmo minimal de T'|y, ¢ dado por [p;(t)]%. Pelo Teorema da Decom-

posi¢ao Priméaria, segue o que polindmio caracteristico de T'|y, é uma poténcia de p;(t) e
pela igualdade A.1 acima temos que o caracteristico de T'|w, deve ser [p;(t)]*.

n

A seguir, temos um lema que serd usado na demonstracao do teorema principal deste

anexo.

Lema 45 Sejam a matriz A € M, (C), \; um autovalor de A e W; = ker[p;(A)]%. Entao
a aplicacao

A= NIz Ker[pi(A)  Kerlpi(A)]* — Wi
tem imagem contida em ker[p;(A)]¥/ ker[p;(A)]*~! e ¢ injetiva.

Prova:

Seja 0 # x € ker[p;(A)]**!/ ker[p;(A)], i.e., x € ker[p;(A)]**! e x ¢ ker[p;(A)]*. Segue
que = € ker[p;(A)]*™ e z ¢ ker[p;(A)]*. Como A tem entrada no conjunto dos niimeros
complexos, entdo podemos supor p; = t—\;I. Portanto, (A—N\1)ae =0e (A—NI)*x #
0. Considere agora (A—\;I)z. Desde que (A—XNI)*(A—=N1)x = (A= N\I)* 1z = 0, temos
que (A— NIz € ker[p;(A)]F. Como (A—NI)*H(A—N\)z = (A—NI)*x # 0, 0 que prova
que (A — N1z € ker[p;(A)]*/ ker[p;(A)]*~1, para qualquer = € ker[p;(A)]*"!/ ker[p;(A)]*.

Agora sejam z # y € ker[p;(A)]"™/ ker[p;(A)]* com (A — N\ I)x = (A — N\ I)y. Dai
temos (A= NI (x—y)=0= (A= ND)F(z—y) = (A= N1 (A-NI)(z—y)=0,ie.,
x —y € ker[p;(A)]F o que é uma contradigao. Isso prova que a aplicagao linear A — \;J
acima definida é injetiva. n

Agora vamos ao teorema principal

Teorema 46 Sejam A, B € M, (C) duas matrizes semelhantes. Entdo,
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(1) A e B tém os mesmos autovalores;

(2) os espagos ker(A — \;)? e ker(B — \;)? tém a mesma dimensao para todo j € N todo

autovalor \;.

Reciprocamente, se (1) e (2) valem, entdo A e B sao semelhantes.

Prova:
Comecemos a demonstragao com uma afirmacao: os niucleos de duas matrizes seme-

lhantes tém a mesma dimensao. De fato, se C' e D sao semelhantes entao existe uma

matriz invertivel @ tal que C' = Q'DQ. Considere {xy, -+ ,z;} uma base de ker C.
Entdao Cx; = 0,4 = 1,--- ,k. Segue que (Q7'DQ)x; = 0 = (DQ)z; = 0 = D(Qx;) =
0= Qx; €ekerD,i =1,--- k. Aqui temos que o ConJunto {Qx1,- -+ ,Quy} é uma base

de ker D. Com efeito, este conjunto é L.I., pois dado Z a;Qx; = 0, obtemos Z a;x; =0

e consequentemente, oy = --- = a3 = 0, e tal conJunto também gera kerD p01s dado
xekerDtemosDx—OéQC’Q 2 =0=CQ'2=0=C(Q ') =0=Q 'z =

Zﬁm = x = Z@Qxl Isso prova a afirmacado. Agora, se A e B sao semelhantes,

entao existe P € M (C) invertivel tal que A = P~'BP. Assim, qualquer que seja a € C,
temos A—al = P'BP—al = P"'BP—aP~'P = P™(B—al)P, o que prova que A—al
é semelhante & B — al. Com isso é facil ver que também sao semelhantes as matrizes
(A—al)™ e (B —al)™, para qualquer m € N. Juntamente com a afirmac¢ao povada no
inicio do texto, temos a justificagao do item (2). Para provar (1), vamos supor sem perda
de generalidade que \; seja um autovalor de A. Provemos entao que \; também é um

autovalor de B. Temos
Av; = \v; & Q7' BQu; = \v; < B(Qu;) = \i(Quy),

0 que prova que \; também é um autovalor de B. Reciprocamente, lembrando que W; =
ker(A — \;I)%, vamos construir uma interessante base deste subespaco, a chamada base
de Jordan.

Seja {1, , 7} uma base de ker(A — \;1)% /ker(A — X\;1)%~L. Pelo Lema |45 temos
que (A— XDy, -, (A= NIz € ker(A— NI)% 1/ ker(A— \1)%2 e sao L.I. Com isso,
completamos o conjunto {(A— N, I)xq,- -+, (A—X\I)x;} até termos uma base deste tltimo
subespago. Continuamos assim até chegarmos a uma base de ker(A—\;I). Note que desta
forma temos uma base de W;, e a uniao destas bases para todo ¢ = 1,--- ,n nos fornece
uma base para V', pelo Teorema da Decomposicao Primaria, que é a base desejada.

Agora, usando a hipotese (2), temos dim(ker(A—N\I)7) = dim(ker(B—X\1)7),V¥j € N,
e assim as dimensoes de ker(A — \;1)7/ ker(A — N\ 1)t e ker(B — \I)7 / ker(B — N\ 1)1

também sao as mesmas, pelo teorema da dimensao de espacos quocientes feito no inicio
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do apéndice. Se denotarmos
N; = ker(A — NI)? e M; =ker(B — \NI),

entao existe uma tunica aplicacao linear P que leva os elementos da base de Jordan em
N;/N;_; para os respectivos em outra base em M;/M;_;. Como P leva base em base,
segue que P é invertivel. Portanto, de P(A — \;[)x = (B — N\ I)y = (B — \I)Px, temos
P(A—NI)=(B—\NI)P= PA=BP = A= P 'BP = Ae B sio semelhantes. ]

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 47 Seja K um corpo qualquer, A € My(K) e p(t) = (t — N\)? o polinémio
caracteristico de A. Se para o unico autovalor de p(t), A\, tivermos dois autovetores
li., entdo teremos uma base de autovetores para K2, e portanto A serd diagonalizdvel.
Suponha agora que para o autovalor \ tenhamos apenas um autovetor v, € K2. Entdo

dim(ker(A — X)) =1 e como Wy tem dimensao 2, seque que

K? = W, = ker(A — \I)*.
Seja 5 € ker(A — XI)?/ker(A — M). Logo (A — X)vy = auvy, para algum o € K.
Desta tltima equagao, obtemos Avy = \vg + avy. Portanto a base de Jordan procurada é
B ={avy, v} e note que

Avy = Avy = A(avy) = AMawy) 4+ 0 - vy,

Avg =1+ (awq) + Avs.

Al
Ja= .

Exemplo 48 Ache a forma canédnica de Jordan da matriz

Logo, a forma de Jordan de A é

1 00

A= 1 20

-3 5 2
O polinémio caracteristico de A ¢ dado por p(t) = (t — 1)(t — 2)%. Defina entao
pi(t) =t —1e pa(t) =t — 2. Note agora que ker[p;(A)] = {(—z,x,—8x);z € R} e como

dim(Wy) = 1, temos entdo W; = ker[p;(A)]. Dai conseguimos nosso primeiro vetor da
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base de Jordan,
v = (17 —1,8) S Wl.

Sabemos que dim(W3) = 2 e que

ker[pa(A)] = {(0,0,y);y € R} e

ker[pa(A)]? = {(0,w, 2);w, z € R}.

Portanto Wy = ker[ps(A)]%. Agora note que vz = (0,1,0) € ker[ps(A)]?/ ker[pa(A)]. Logo,
(A —2I)vs = (0,0,5) = ve. Segue que o conjunto B = {vy,vq,v3} é a nossa base de

Jordan para a matriz A. Desde que

AUl = U1
A'UQ = 21}2
Avg = vy + 21)3

segue que

-

S

Il
o o =
o v o
N = O
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