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RESUMO

O presente trabalho faz uma exposi¢do sobre linguagem da Logica Proposicional e de
Predicados com alguns métodos de provas utilizados em computacdo. Visando
complementar o contetdo de Logica apresentado no | semestre do curso de Licenciatura
em Matemaética na Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia — Campus de Vitoria da
Conquista, apresentamos novos contetudos que envolvem processos de deducbes e
provas em Logica. Estes processos dedutivos tem como base métodos formais que

podem ser implementados em uma maquina.

Palavras chave: Matematica, Ldgica, Provas.



ABSTRACT

This work makes an exhibition about the languages of Propositional Logic and
Predicate Logic with some methods of proofs used in computing. To complement the
logic of content presented in the first semester of the Bachelor's Degree in Mathematics
at the State University of Southwestern Bahia — Vitoria da Conquista's campus, we
present new contents involving processes of deductions and proofs, in Logic. These

deductive processes are based on formal methods that can be implemented in a machine.

Keywords: Mathematics, Logic, Proofs.
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INTRODUCAO

Légica é um conteudo ou disciplina do curso de Matemética que explora
algumas teorias, dentre elas a teoria da prova, que € um ramo da Logica Matematica que
considera provas como objetos matematicos. Desse modo, acredita-se que Logica pode
ser tratada por meio de opera¢fes matematicas.

Este trabalho estende o conteldo de Ldgica que é apresentado aos discentes no
primeiro semestre do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual
do Sudoeste da Bahia — Campus de Vitdria da Conquista, mostrando alguns métodos de
prova em Ldgica utilizados em computacdo. Esta dividido em duas partes: A primeira
explora a Logica Proposicional apresentando suas dimensdes sintatica e seméantica, bem
como sistemas de deducdo, tais como tabelas verdade, tableaux semanticos, resolucéo e
sistema de Gentzen. O estudo detalhado dessa Idgica proposicional é importante porque
contém quase todos 0s conceitos importantes necessarios para o estudo de légicas mais
complexas.

A segunda parte é uma introducdo a Logica de Predicados e estende a linguagem
e os sistemas de deducao da Logica Proposicional a Ldgica de Predicados.

Devemos considerar que o conhecimento das diversas técnicas ou maneiras de
provar teoremas seja de grande utilidade para o curso de Matematica. Além disso,
julgamos que sejam importantes os conhecimentos que relacionam Matematica com
Ciéncia da Computacao.

Esperamos assim, contribuir para despertar o interesse de estudantes para l6gica

formal que € base para um raciocinio organizado e coerente.
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Légica Proposicional

A Logica Proposicional (Lp) estuda como raciocinar com proposicdes, isto é,
como deduzir de um conjunto de hipéteses consideradas verdadeiras, determinada
concluséo verdadeira. Para isso, sdo fundamentais as nogdes de proposicao, verdade,
deducéo e prova. Esta logica leva em conta somente os valores verdades e a forma das
proposicoes.

A linguagem da Ldgica Proposicional é uma linguagem formal em que podemos
distinguir as dimens@es: sintatica e semantica. A dimensdo sintatica diz respeito a

escrita correta de formulas e a semantica diz respeito ao significado das formulas.

Sintaxe

Toda linguagem é constituida de dois elementos basicos: um alfabeto formado
por conjuntos de simbolos usados na linguagem e uma gramatica que é o conjunto de
regras pelas quais sdo definidas as palavras corretas ou formulas bem formadas.

O alfabeto da Lp, Y}, é constituido dos seguintes conjuntos disjuntos:
- Conjunto enumeréavel, Y, de varidveis proposicionais, Y, = {P, Q, R, S, Py, ...
verdadeiro, falso}.
- Conjunto, Y., de conectivos proposicionais, Y. = {~, v, A, =, ©}.
- Conjunto, 3, de simbolos de pontuagéo y.,={); (; .}-

Assim, o alfabeto da linguagem proposicional Y, pode ser escrito como:

L=XvUXcUZp

Proposigao
E toda sentenca declarativa, ou seja, de sentido completo ou fechado e que
satisfaz as seguintes condicdes:
- Passivel de ser interpretada e valorada.
- Obedece a lei do terceiro excluido: pode ser valorada como verdadeira ou falsa. (Na
Logica Proposicional).
- Obedece a lei de ndo contradicdo. Nao pode ser simultaneamente valorada como
verdadeira e falsa.
Exemplos:
Asomade3com8ell.
A capital do Brasil é Brasilia.
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2+2=0.

As proposic¢oes podem ser:
Simples ou atdmicas: aquelas ndo ligadas por conectivos I6gicos. Exemplo: P, Q, R, P;.
Compostas: aquelas que sdo formadas pela combinacdo de duas ou mais proposicoes
simples.

Por meio de conectivos, entdo, podemos formar novas proposi¢des. Como néao
nos interessa estudar somente as proposi¢des simples, podemos aplicar recursivamente

regras gramaticais para criarmos proposicdes ou formulas compostas.

Formulas
As formulas da Lp sdo geradas por {3, G}, onde G é a gramatica constituida

pelas seguintes regras:

- ._aPB
01 P 1PEZV g4-avB1a:ﬁELP
L ael . 2h € L
gz.ﬂa,a P 95-a_)ﬁ,a:ﬁ )2
B ._aB
Entende-se que 0s objetos que estdo acima do traco horizontal — d&o origem

aos que estdo abaixo. Pela regra g;, entendemos que P foi gerado a partir de um
conjunto vazio, por isso é chamada de axioma da linguagem formal.

Os parénteses, assim como na aritmética, sdo empregados para priorizar um
calculo proposicional. Esses simbolos podem ser omitidos quando isto ndo altera o
significado da formula proposicional.

Exemplo:
(CCP) - Q=""P—-Q
Observacdo: =(P A Q) #—P A Q.

A utilizacdo da ordem de precedéncia permite a simplificagdo das formulas com
eliminacdo dos simbolos de pontuacéo. Na Lp, a ordem de precedéncia dos conectivos
proposicionais segundo (SOUZA, 2002), € definida por:

- Maior precedéncia: -
- Precedéncia intermediaria: —, <>

- Menor precedéncia: A, v.
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Semantica:

A cada formula sintatica podemos associar um significado. O mundo seméantico
é onde se define o significado dos simbolos e formulas do mundo sintético.

O computador, por exemplo, € uma maquina estritamente sintatica, sendo
necessario dar um significado ou semantica aos simbolos por ela manipulados. O ato de
programar pode ser considerado como a tradugdo de um conhecimento semantico para
um programa sintatico que é manipulado pela maquina.

A semantica na Logica Proposicional é determinada por uma funcdo, a
Interpretacdo (I). Essa funcdo associa um valor verdade a cada formula da Lp. Esse
valor é representado por V e F. Assim, em Lp as férmulas possuem dois significados e é
denominada l6gica bivalente por possuir apenas dois estados semanticos.

A definicdo da interpretacdo dos simbolos do alfabeto da Logica Proposicional €
considerada a seguir por (SOUZA, 2002).

Uma interpretacdo |, na Légica Proposicional, é uma funcéo binéria, onde:

- O dominio de | é formado pelo conjunto de formulas da L.

- O contradominio de | € o conjunto {V, F}.

- O valor de I, tendo como argumentos os simbolos de verdade é dado por I[verdadeiro]
=V e l[falso] = F.

- Dado um simbolo proposicional P, entdo I[P] € {V, F}.

A interpretacdo dos simbolos verdade é fixa. Isto €, para qualquer interpretacdo
I, todas as interpretacOes tém a mesma opinido sobre os significados dos simbolos de
verdade V e F.

Dadas uma férmula E e uma interpretacdo I, entdo o significado de E, indicado
por I[E], é determinado pelas regras:

- Se E =P, onde P é um simbolo proposicional, entdo I[E] = I[P] e I[P] € {V, F}.

- Se E = verdadeiro, entdo I[E] = I[verdadeiro] = V. Se E = falso, entdo I[E] = I[fals0] =
F.

- Seja H uma formula. Se E = —=H, entédo

I[E] = I[-H] =V se I[H] =Fe I[E] = I[-H] = Fse I[H] = V.

- Sejam H e G duas formulas. Se E = (H A G), entdo
IE]=I[HAG]=Vsel[H]=Vel[G]=VellE] =I[H A G] =F se I[H] = F e/ou I[G]
=F.

- Sejam H e G duas formulas. Se E = (H v G), entdo
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I[E]=I[HvG]=Vsel[Hl=Veloul[G]=VelE]=1[HvG]=Fsel[H] =Fel[G]
=F.
- Sejam H e G duas formulas. Se E = (H — G), entéo
I[E]=I[H—>G]=Vsel[Hl=Feloul[G]=VelE]=I[H—>G]=Fsel[H=Ve
I[G] =F.
- Sejam H e G duas formulas. Se E = (H <> G), entéo
I[E] = I[H <> G] =V se I[H] = I[G] e I[E] = I[H <> G] = F se I[H] # I[G].

Os conectivos isolados ndo tem nenhum significado na LP. As regras semanticas
também sdo representadas por tabelas, chamadas tabelas verdade. As tabelas verdade
associadas aos conectivos proposicionais sdo definidas na tabela a seguir. Neste caso, H

e G sdo formulas na LP.

I[H] I[G] II-H] [ I[HAG] [ I[HVG] [ IH—>G] [ I[H G]
Vv Vv F Vv Vv Vv %

Vv g F g Vv P -

F Vv Vv F Vv Vv F

g g Vv g - Vv v

Podemos perceber na tabela que dada uma interpretacéo I, se I[H] = V e I[G] =
F,entdo I[-H] =F, I]H A G] =F, I[H — G] = F e assim por diante.

Nesse exemplo a seguir, veja a construcdo de uma tabela verdade associada a
férmula H, dada por:
H=(-PvQ)—>(QAP)

I[P] I[Q] I[-P] I[-P v Q] I[Q A P] I[H]
v v F v v Y,
v F F F F v
F v v v F F
F F v v F F

Observe que a coluna da formula H € obtida a partir das colunas intermediarias

=P, (=P v Q) e (Q A P).

Propriedades Semanticas
Na semantica podemos destacar um conjunto de propriedades fundamentais no

estudo da logica. E esse conjunto € definido a seguir.
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- Seja P uma proposicdo da Linguagem Proposicional, P diz-se uma tautologia se
qualquer que seja a atribuicdo de valores verdade para as proposi¢cdes atdmicas que
constituem P, o valor verdade de P for sempre Verdadeiro. Em outras palavras, se para
cada atribuicdo de valores verdade de P, I[P] = V. Isto €, numa tautologia o importante é
a forma e néo sua interpretacéo.

Nesse exemplo a seguir, vejamos a construcdo de uma tabela verdade associada

a férmula H.
H=PAQ—>Q
I[P] I[Q] I[PAQ] | I[PAQ—Q]
\Y \Y V V
\Y F F V
F \Y F V
F F F V

Podemos dizer, considerando a tabela acima que H é uma tautologia.
Também podemos fazer a demonstracdo de uma tautologia usando a

interpretacdo da formula.
Exemplo:
Seja a formula G = P v =P. Observe que para toda interpretacao I, I[G] =V, pois:
I[G]=V & I[Pv-P]=V

o I[P]=Velou l[-P] =V

< I[P]=Veloul[P]=F.
Como I[G] € {V, F}, entdo I[P] = V ou I[P] = F. Portanto, a afirmacdo I[P] =V e/ou
I[P] = F é verdadeira. Logo I[G] = V.

- Uma proposicdo, M, da Loégica Proposicional € uma contradicdo se para toda
atribuicdo de valores verdades para as proposicfes atdmicas que constituem M, o valor
verdade de M é sempre Falso. Um exemplo de contradi¢cdo € M = P A =P. Observe que,
M uma tautologia se, e somente se, =M for uma contradi¢éo e, inversamente, M é uma
contradicéo se, e somente se, =M for uma tautologia.
Suponha que exista uma interpretacéo | tal que I[M] = V.
M]=V& I[PA=P]=V
s I[P]=Vel[-P]=V
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s I[Pl=VellP]=F.
Como I[M] € {V, F}, entdo I[P] = V ou I[P] = F. Logo, a afirmacdo I[P] =V e l[P]=F
¢ uma afirmacéo falsa. Portanto I[M] = F.

Por tabela verdade:

I[P] I[-P] I[M]
v F F
v F F
F v F
F v F

As férmulas bem formadas que ndo sdo tautologia nem contradi¢do séo
chamadas de contingentes, pois o valor verdade delas varia de acordo com a
interpretacdo de seus simbolos proposicionais, ou seja, é falsa em alguma interpretacdo
e verdadeira em outra. Uma proposicdo B da Logica Proposicional é dita satisfativel se
existir uma atribuicdo de valores verdades para as proposicdes atdbmicas de B, tal que
I[B] = V, ou seja, se existir uma interpretacdo onde a férmula seja verdadeira.
Inversamente, uma proposi¢do B da Lp € dita insatisfativel se ndo for satisfativel, ou
seja, se for uma contradicdo.

Exemplo: SejaaformulaB =P v Q

Considere | e J duas das quatro interpretacdes para P e Q em B.

IlP]1=V, I[Q] =F
JP1=F,J[Q]=F
I[P] I[Q] I[B]
Vv Vv Vv
Vv F Y
F Vv Y,
F F F

Logo, I[B] =V (22 linha da tabela) e J[B] = F (Gltima linha da tabela).

Portanto B é satisfativel, mas ndo é uma tautologia.

- Implicacdo. Considere as formulas:
E=((PAQ)vQ)
H=PAQ
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G=P->0Q

Vejamos a tabela verdade associada a estas formulas.

I[P] I[Q] I[E] I[H] I[C]
v v v v v
v F F F F
F v v F v
F F F F v

Diz-se que uma proposi¢do P implica logicamente ou, simplesmente, implica
uma proposicao Q, se Q for verdadeira sempre que P for verdadeira. Indicamos P = Q.
Como consequéncia imediata da definicdo temos que P = Q significa que a
condicional P — Q € tautologica, isto ¢, P > Q < V.

Por definicdo, se temos que P = Q, entdo ndo ocorre a situagdo I[P] =V e 1[Q]
= F que é o Unico caso em que a condicional é falsa. Logo, P — Q é tautologia.

Podemos destacar da tabela acima:
- E implica G, pois se I[E] =V, entdo I[G] = V.
- Himplica G, H implica E.
- E ndo implica em H, pois a terceira linha contém I[E] =V e I[H] = F.
- G ndo implica E e G ndo implica H.
Exemplo: Considere as formulas:
M=PAQeN=P.
Seja I[M] = V.
M]=V & I[PAQ]=V

<= =1[P]=VellQ]=V
= =I[P]=V.

Portanto, se I[M] =V entdo I[P] =V, ou seja, I[N] = V. Isto &, a formula M implica a
formula N.

Geralmente os teoremas em Matematica sdo da forma P = Q, isto é, uma

condicional P — Q tautoldgica, onde P é chamada de hipotese e Q € a tese.
- Duas férmulas sdo equivalentes logicamente, se e somente se os valores verdade
obtidos, forem idénticos para cada combinacdo possivel das varidveis que formam as

proposicoes.
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Sejam as formulas H = (=P A =Q) e G = =(P v Q). H e G sdo equivalentes.
(SOUZA, 2002) Essa equivaléncia estabelece um importante resultado denominado Lei

de De Morgan. Dada uma interpretagéo | temos:

IH =V & I[(-PA-Q]=V I[HI=F I[(-PA-Q]=F
o I[-P]=Vel[-Q]=V o I[-P] =Felou I[-Q] =F
o I[P]=FellQ]=F o I[P]=Veloul[Q] =V
< I[PvQ]=F < I[PvQ]l=V
< I[-PvQ)]=V < I[-(PvQ)]=F
s 1[G]=V o I[G]=F

Logo, I[H] = I[G], isto é, H e G sdo equivalentes.
Uma outra forma de demonstrar que H € equivalente a G, é construir uma tabela

verdade associada H e G e verificar que as suas colunas coincidem.

I[P] I[Q] I[-P A=Q] | I[=(Pv Q)]
v v F F

v F F F

F v F F

F F v v

Dadas as formulas M e N,
M equivale a N < (M <> N) é uma tautologia.

< M implica N e N implica M.

Argumento

Argumento é uma afirmacdo de que um conjunto de proposicdes simples ou
compostas P;, Py, ..., P, chamadas premissas, tem como consequéncia uma outra
proposicdo simples ou composta Q, chamada conclusdo. Ou seja, afirma que
determinada conclusdo é obtida a partir de premissas dadas. Um argumento sera
indicado por: Py, Py, ..., Pn - Q.

Conforme j& sabemos, uma proposicdo pode ser verdadeira ou falsa. No caso de

um argumento diremos que ele € valido ou ndo valido.
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Definicdo: Um argumento é valido se uma conclusdo, Q, for verdadeira sempre
que as premissas, P1, Po, ..., P, ..., forem verdadeiras, ou seja, se P1 A P2 A ... AP=Q
isto &, Py AP2A ... APy, — Q € uma tautologia. (Teorema da Deducéo).

Os argumentos segundo (MAIA, 2005) se dividem em dois grupos: dedutivos e
indutivos. O argumento sera dedutivo quando suas premissas fornecem prova
conclusiva da veracidade da conclusdo, isto €, o argumento é dedutivo quando a
conclusdo é completamente derivada das premissas. Os argumentos dedutivos sdo 0s
que nos interessa.

A maioria das propriedades até aqui foram demonstradas pelo método da tabela
verdade, que tem um mecanismo bastante simples para verificar a validade de um
argumento. Tabelas verdade nos fornecem algoritmos para responder questdes relativas
aos conectivos vistos como fungdes booleanas, tais como se uma dada proposicgao é uma
tautologia, contradicdo ou contingente, se uma proposicao for consequéncia légica ou
equivalente a uma outra. Entretanto, dependendo do tamanho da férmula, sua
construcdo e andalise pode ser uma tarefa com alto custo computacional e, portanto,
invidvel. De modo geral, se uma férmula contiver n simbolos proposicionais distintos, a
tabela verdade tera 2" linhas (uma linha para cada interpretacdo possivel). Por exemplo,
a tabela verdade para o argumento {p — ¢, =p — r, ¢ — s, =S} + r tera 2* = 16 linhas.
Assim, quando o nimero de proposi¢des num argumento for muito grande, um método
mais eficiente para sua validacdo € necessario. O que veremos a seguir ndo sera tratado
com uso de tabelas verdade. A abordagem sera feita por meio de uma teoria formal ou
método formal.

No emprego do método dedutivo desempenham papéis importantes as
equivaléncias semanticas entre férmulas. Férmulas podem ser substituidas por formulas

semanticamente equivalentes.

Prova

Uma prova de uma férmula ¢, a partir de um conjunto de formulas A, segundo
(Pereira, 2011), consiste numa sequéncia finita de férmulas v1,y2,...,yn, Onde yn = @ ¢
cada y; € uma formula em A ou ¢ derivada de formulas em A U{y,...,yi-1}, por meio de
uma regra de inferéncia.

As regras de inferéncia sdo implicacdes semanticas. Elas sdo utilizadas para

fazer inferéncias, ou seja, executar 0s passos de uma prova ou deducéo.
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Usamos a notagdo A + ¢ para indicar que a férmula ¢ pode ser derivada a partir
das formulas em A (ou seja, que é possivel provar ¢ a partir de A). Uma regra de
inferéncia € um padrdo que estabelece como uma nova férmula pode ser gerada a partir
de outras.

Dado um conjunto de formulas A, uma regra de inferéncia € correta se permite
derivar apenas formulas que sdo consequéncias logicas de A e é completa se permite
derivar todas as formulas que sdo consequéncias logicas de A. As regras de inferéncia
classicas sdo corretas e completas para todo conjunto consistente de férmulas bem
formadas da Idgica proposicional.

O processo de prova por deducdo consiste em demonstrar que, dadas algumas
expressdes como verdadeiras (hipoteses ou premissas), uma nova sentenca também é
verdadeira. Quando isso ocorre, dizemos que a sentenca provada é um teorema com
respeito as hipdteses.

A prova de um teorema consiste em derivar a expressdo desejada H a partir das
hipéteses B, utilizando os recursos disponiveis em algum dos sistemas de deducédo
validos (B + H).

Definicdo: Uma prova formal € uma sequéncia que mostra que uma proposicao
segue de proposigdes anteriores, utilizando regras de inferéncia. Em outras palavras, que
proposi¢des (conclusdes) seguem de premissas “verdadeiras”.

Sistemas de deducdo, também denominados sistemas formais, sdo completos (se
B = H, entdo B + H) e corretos (se B - H, entdo f = H) e estabelecem estruturas que
permitem a representacdo e deducéo do conhecimento.

Os sistemas de deducdo podem ser divididos em dois grupos, como segue:

« Sistemas de dificil implementa¢ao computacional:

- Sistema Axiomatico

- Deducéo Natural

« Sistemas mais adequados para implementacdo computacional:

- Tableaux Semanticos

- Resolucgéo

- Sistema de Gentzen

Apresentaremos a seguir os metodos mais adequados a para implementacdo

computacional.
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Tableaux Semanticos

O método de tableau para a légica classica, devido a Jaakko Hintikka (1929-
2015) e Evert Beth (1908-1964) em [Hin55, Bet59], € uma prova por reducdo ao
absurdo. Comecamos com uma hipotese e se a partir dessa hipdtese derivamos uma
consequéncia falsa, entdo podemos concluir que a hipotese original é falsa. Se a prova
ndo foi bem sucedida, e nenhuma consequéncia falsa é vislumbrada, entdo em alguns
casos podemos concluir que ndo existe erro com a hipotese aberta, isto é, a hipotese
pode ser verdadeira para alguma interpretacdo. Existem casos nos quais podemos
mostrar que a procura por uma consequéncia falsa foi exaustiva, e poderiamos ter
encontrado uma consequéncia falsa se uma existisse. Mas nem todos 0s casos séo assim.
Algumas vezes tudo o que podemos dizer sobre a prova é que ainda ndo chegamos a
nenhuma consequéncia falsa e que ndo sabemos se isto ira acontecer caso continuemos
a prova.

Um tableau semantico na Légica Proposicional segundo (SOUZA, 2002) é uma
sequéncia de férmulas construida de acordo com certas regras e geralmente apresentada
sob a forma de uma arvore. Os elementos basicos que fazem parte dessa arvore sdo
definidos pela composicédo dos elementos:

- O alfabeto da Ldgica Proposicional.
- O conjunto das formulas da LP.
- Um conjunto de regras de deducao.

O tableau semantico contém apenas regras de deducdo, que definem o
mecanismo de inferéncia, permitindo a deducéo de conhecimento.

As regras de inferéncia do tableau seméntico s&o definidas da seguinte maneira:
Sejam A e B duas férmulas da Ldgica Proposicional. As regras de inferéncia do tableau

semantico na LP sdo de R; a Ry indicadas abaixo.

Ri=AAB R, =AvB R;:=A—>B
A /\
B A B -A B
Ri=A< B Rs = A Re = ~(A A B)
VAN A A
AArB -AA-B -A -B
R;=-(Av B) Rs = ~(A — B) Re = ~(A < B)
-A A
-B -B -AAB AA-B

21



O método de prova nos tableaux semanticos é feito utilizando o método da
negacgdo ou absurdo. Assim, para provar a formula A, é considerada inicialmente a sua
negacdo —A. A partir de -A, o tableau é construido utilizando as regras de dedugdo,
cuja aplicacdo decompde a férmula -A em subférmulas.

Exemplo. Considere o conjunto de formulas: {(A v B), (A A =B)}.

A AvB
2 A A-B
3 A B R,, .1

A4 A A Ry, .2
5 -B -B Ry, .2

Na construcdo de um tableau semantico aplique preferencialmente as regras R,
Rs, R7 e Rg, que ndo bifurcam o tableau.

Considere o0 exemplo anterior.

1 AvB

2 An-B

3 A Ry, .2
4 28\ Rla 2
S5 A B Ro, .1

Um tableau semantico, na Ldgica Proposicional, é construido como se segue.
Seja {A1, A, ..., An} um conjunto de formulas.
- A arvore, com apenas um ramo, é um tableau associado a {A;, Ay, ..., A}

A Al
2 A
.n A,

- Seja Tree um tableau associado a {Ai, Ay, ..., An}. Se Tree* é a arvore resultante da
aplicacdo de uma das regras Ry, ..., Rg & arvore Tree, entdo Tree* é também um tableau
associado a {Ay, Ay, ..., Ar}.

Exemplo: Considere o conjunto de férmulas.

{(A - B), =-(Av B),~(C—> A)}.

A arvore de apenas um ramo Tree, é o tableau associado ao conjunto de férmulas:
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1l (A>B)

2 -(A v B)

3 -(C—>A)

Aplicando R;em .2 a Tree' obteremos Tree®.
1 (A>B)

2 -(A v B)

3 -(C—>A)

4 -A Ry, .2

5 -B Ry, .2

Aplicando uma outra regra a Tree?, obtermos Tree®, e assim por diante.

Um ramo em um tableau é fechado se ele contém uma férmula A e sua negacédo
-A. Um ramo ¢ aberto quando n&o é fechado. E um tableau é fechado quando todos os
seus ramos sdo fechados. Caso contréario, ele é aberto.

Os tableaux semanticos definem uma estrutura para representacéo e deducéo de
conhecimento. Utilizando as regras de inferéncia, sdo construidas arvores que
determinam um mecanismo de inferéncia. E definido a seguir a prova de uma formula
utilizando tableau seméntico.

Seja H uma foérmula. Uma prova de H utilizando tableaux semanticos € um
tableau fechado associado a —=H. Neste caso, H é um teorema do sistema de tableaux
semanticos.

Exemplo: Considere a formula H = =((P — Q) A =(P <> Q) A P).

Construcdo do tableau associado a H

1 —l—l((P - Q) A —I(P A g Q) A P) -H

2 P->QA-(P>Q)AP) Rs, .1
3 P— Q R, .2
4 (P < Q) Ry, .2
5 P Ry, .2
6 _|Pfech. Q R3, 3
A —PAa Q PA —|Q Rg, 4
8 -P p Ry, .7
9 Qfech. _'Qfech- Ry, .7
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Observe que o tableau ¢é inicializado com a negacao da férmula H, que é igual a == ((P
— Q) A =(P <> Q) A P). Apo0s a aplicacdo das regras, todos 0s seus ramos sdo fechados,
0 que constitui uma prova de H.

Considere agora a formula G = (=(P <> Q) v P).

A construgdo do tableau associado & formula G é dado por:

1  A(-(PoQvVP) -G
2 P&Q Ry, .1
3 -P Ry, .1

N\

A4 PAQ -—PA-Q Ry, .2
5 Pfech. -P Ry, 4
6 Q “Qaperto R, .4
Portanto, ndo se tem uma prova de G, utilizando tableaux semanticos.

Seja H uma formula da Ldgica Proposicional. Se H for uma tautologia entéo
existe uma prova de H no sistema de tableaux semanticos.

O sistema de tableaux semanticos também é correto. Todo teorema é uma
tautologia. Isto significa que dada uma férmula H, se o tableau associado a —-H é
fechado, entdo H é uma tautologia. Ou seja, 0s argumentos provados utilizando tableaux
semanticos séo validos.

Seja H uma férmula da Logica Proposicional. Se existir uma prova de H
utilizando tableaux semanticos, entdo H é uma tautologia.

Dada uma formula H e um conjunto de hipdteses B = {A1, Ay, ..., An}, entdo H é
uma consequéncia légica de B, nos tableaux semanticos, se existe uma prova de (A1 A
Az A ... A Ap) — H utilizando tableaux seménticos.

Notacdo: B - Hou {A;, A, ..., An} HH

Exemplo retirado de (SOUZA, 2002, p. 140) Considere os argumentos.

Guga é determinado.

Guga é inteligente.

Se Guga é determinado e atleta, ele ndo é um perdedor.

Guga é atleta se € um amante do ténis.

Guga e amante do ténis se € inteligente.

A afirmacdo “Guga ndo ¢ um perdedor” ¢ uma consequéncia logica dos argumentos

acima?
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Uma prova utilizando tableaux semanticos é feita para responder essa questao.
Considere inicialmente as seguintes correspondéncias:
P = Guga é determinado,
Q = Guga é inteligente,
R = Guga € atleta,
P1 = Guga é um perdedor
Q1 = Guga é amante do ténis.
A partir de tais correspondéncias, os argumentos sdo traduzidos pela Logica
Proposicional utilizando o teorema da dedugéo.
H=PAQA(PAR)—> -P1)A(Qi— R) A (Q— Q1)) — —P1.

Deve-se entdo provar se H é ou ndo uma tautologia, ou seja, provar se + H. Vejamos.

1 APAQA(PAR)>-P)A(Qi>R)A(Q—>Q))—>-P) -H

2 PAQA(PAR)>-P)A(Qi—>R)A(Q—Q Rg, .1
3 -=P; Rg, .1
A4 P Ry, .2
5 Q Ry, .2
.6 (P AN R) —> —IP]_ R]_, .2
g (Ql—) R) R]_, 2
8 (Q - Ql) Rl) 2
9 P4 Rs, .3
.10 _'Qfech. Ql RS, 8
11 _'Qlfech. R RS, A
A2 —l(P A\ R) _lplfech. R3, .6
A3 _'Pfech. _'Rfech. RG, 12

Como o tableau e fechado, entdo H é uma tautologia e a consequéncia logica ocorre.

Exemplo: Seja p = {~A v B, ~(B v -C),C — D, ~(-A v D)}.
Neste exemplo vamos provar utilizando tableaux semanticos, que o conjunto de

formulas B € insatisfativel.
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Note que B ¢ insatisfativel se e somente se ndo existe interpretagao I tal que:
I[FAVvB]=I[-(Bv-C)]=I[C—>D]=I[-(-AvD)]=V<
VILI[GAVB)A(BV-C)A(C—>D)A-(-AvD)]=F<

VI, [+ (FAvB)A(Bv-C)A(C—>D)A-(-AvD))]=V<
H==(-AvB)A(Bv-C)Aa(C— D)A-(-Av D)) éuma tautologia.

O tableau referente a formula H € dado por:

1 (A v B) A=(B v -C) A (C— D) A =(-A v D)) -H

2 (~FAvB)A-(Bv-C)a(C—D)A-(-AvD) Rs, .1
3 -AvB Ry, .2
4 -(B v =C) Ry, .2
5 C->D Ry, .2
.6 (A v D) Ry, .2
7 -B R7, .4
8 --C Rz, .4
9 -—A R7, .6
10 -D R7, .6
11 C Rs, .8
12 A Rs, .9
/\
13 —Ctech. Drech. Rs, .5

Como o tableau € fechado, entdo + H, logo H € uma tautologia. Portanto, o conjunto de

formulas [ € insatisfativel.

Resolucéo

A resolucdo na Logica Proposicional é um método de prova desenvolvido por
Robinson nos anos 60 e desde entdo houve inumeras pesquisas e implementacoes
utilizando tal método. A resolucéo segundo (SOUZA, 2002) pode ser considerada como
0 dual dos tableaux semanticos. Note que nos tableaux semanticos sdo aplicadas
preferencialmente as regras Ri, Rs, R7 € Rg, que ndo bifurcam o tableau. Isto significa
que o tableau é construido de forma eficiente para formulas que sé@o conjuncgdes de
disjuncdes literais. Neste caso, a regra R; € aplicada inicialmente e em seguida a R,. De
forma dual, a resolucdo se aplica a formulas que sdo conjuncBes de disjungdes de

literais, representadas na forma e conjunto e clausulas.
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Considere a formula H, que é uma conjuncéo de disjuncao de literais.

H=PVv-QVR)A(PV-Q)A(PVP)

Esta formula é representada na forma de conjuntos. Da forma

H={{P,-Q, R}, {P, -Q}, {P}}

Onde H é um conjunto de conjunto de literais. As virgulas mais internas representam o
conectivo v e as mais externas o conectivo A.

Uma clausula, na Linguagem Proposicional, ¢ uma disjuncdo de literais.
Utilizando a notacdo de conjuntos, uma clausula é um conjunto finito de literais. De H
podemos destacar as seguintes clausulas: C; = {P, -Q, R}, C, = {P, -Q}, C3 = {P}.

Dois literais sdo complementares se um é a negacao do outro.

Considere duas clausulas C; = {P, -Q, R} e C, = {-P, R}.

O resolvente de C; e C, é dado por res(C;, C;) = {-Q, R}. Perceba que o
resolvente destas duas clausulas é também uma clausula.

Agora as seguintes clausulas D; = {P, =Q} e D, = {-P, Q}.
res(D1, D) = {3}, temos neste caso, que a regra de resolucdo elimina todos os literais de
clausulas pois eles sdo complementares, a resolucdo de D; e D, também é uma clausula,
porém vazia.

O método da resolucdo na Ldgica Proposicional, como tableau semantico, utiliza
a linguagem da Logica Proposicional como elemento basico. A partir desta linguagem,
a resolucdo considera o conjunto das clausulas da Légica Proposicional a regra de
resolucéo.

Os elementos bésicos da resolucdo, na Lp, sdo definidos pela composi¢do dos
elementos:

- O alfabeto da Logica Proposicional.

- O conjunto de clausulas da Ldgica Proposicional.

- A regra de resolucéo

A resolucdo é um método de deducdo, que também define uma estrutura para
representacdo e deducdo do conhecimento. Como nos tableaux semanticos, ndo tem
axiomas, mas apenas uma regra de inferéncia. A regra de resolucdo é utilizada na prova
de argumentos a partir do conhecimento representado no sistema. A prova é feita
aplicando a regra de resolugdo sobre um conjunto de clausulas.

O mecanismo de inferéncia da resolucdo utiliza apenas uma regra.

Dadas duas clausulas: C; = {Ay, Az, ..., An}, C2 = {B4, By, ..., Bn}.
A regra de resolucéo aplicada a C; e C, é definida pelo processo:
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Tendo, C; e C, deduza res(Cy, Cy).
Para provar a satisfatibilidade de um conjunto de clausulas, a regra de resolucdo
é aplicada repetidamente, até que se consiga a clausula vazia. Esta aplicacdo da regra de
resolucdo determina uma expanséo por resolucéo.
Exemplo: Considere o conjunto de clausulas:
{{-P,Q, R}, {P, R}, {P, -R}}
Uma expansao por resolucdo sobre este conjunto ¢ feita da seguinte forma:
1 {-P, Q, R}
2 {P, R}
3 {P, -R}
4 {Q, R} res(.1, .2)
5 {Q, P} res(.3, .4)
.6 {P} res(.2, .3)
A expanséo foi obtida por trés aplicaces da regra de resolucdo. Observe que neste caso
ndo € possivel obter uma clausula vazia.
A construcao de uma expansao por resolucédo ¢é dada por:

Seja {A1, Ay, ..., Ap} um conjunto de clausulas

A A
2 A,
.n A,

Essa estrutura € uma expansao por resolucédo sobre {A1, A, ..., An}.

Seja Exp uma expansdo por resolucdo sobre {A;, Az, ..., An}. Se Exp* € a
estrutura resultante da adi¢éo de Res(Aj, Aj), i, j < n, i #j, a expansao Exp, entdo Exp*
é também uma expansao por resolucdo sobre {A1, Ay, ..., An}.

Exemplo: Considere o conjunto de clausulas:

{{-P. Q}, {P, R}, {P, -Q}, {-Q, -R}}.

Vejamos uma expansao por resolugdo sobre este conjunto.

1 {-P.Q}

2 {P, R}

3  {P,-Q}

4 {-Q, -R}

5 {Q, R} res(.1, .2)
6 {} res(.4, .5)
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A expansdo por resolucéo resultante contém uma clausula vazia. A obtencdo da clausula
vazia € uma propriedade importante, é analogo a obtencdo de um tableau semantico
fechado.

Uma expansao por resolucéo ¢ fechada se ela contém uma clausula vazia.

A consequéncia logica na resolucdo é definida de forma analoga a consequéncia
nos tableaux semanticos. Tém-se conceitos analogos onde tableaux semanticos sao
substituidos por expans@es por resolucéo.

Dada um férmula H, a forma clausal associada a H € uma formula Hc tal que Hc
é uma conjuncao de clausulas e Hc é equivalente a H.

Toda férmula proposicional possui uma forma clausal associada. Assim, dado H
é possivel determinar um conjuncéo de clausulas equivalente Hc.

Seja H uma férmula e -Hc a forma clausal associada a =H. Uma prova de H por
resolucdo é uma expansao por resolucdo fechada sobre -Hc. Neste caso, H é um
teorema do sistema de resolucéo.

Exemplo: Considere as formulas

H = ((P1v P2v P3) A (P1— Ps) A (P2 Ps) A (P3— Ps)) > Py

VVamos provar a formula H, utilizando a resolug&o.

O primeiro passo € determinar uma forma clausal =Hc associada a =H. A formula =Hc é
determinada considerando as seguintes equivaléncias:

—H = =((P1v P2v P3) A (P1— Ps) A (P2— P4) A (P3— Ps)) = P4) equivale a

“(=((P1Vv P2v P3) A (AP1 Vv Py) A (5P2 v Py) A (5P3 Vv Py)) v Py) equivale a

(P1v P2v P3) A (AP1v Pg) A (AP2 Vv Pg) A (-P3v Pg) A P4 ==Hc.

Note que —Hc é um conjuncao de clausulas, que pode ser representa como notacdo de
conjuntos. Logo

—Hc = {{Py, P2, Ps}, {=P1, Pa}, {=P2, Pa}, {=Ps3, Pa}, {-Ps}}

Desenvolvendo uma expansao por resolucéo sobre -Hc, temos

{P1, P2, P3}

{=P1, Ps}

{=P2, P4}

{=Ps, P4}

{-P4}

{P1, P3, P4} res(.1,.3)

{Ps, P4} res(.2, .6)

N o o W N P
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8 {P4} res(.4, .7)
9 {} res(.5, .8)
A expansdo por resolucdo obtida é fechada, o que constitui uma prova de H.
Exemplo: Considere as formulas
G=(P1vP2) A(P1—> Py A(P2—>Py) A(P3— Py) > P3
Determinando -Gc associada a -G
=G = =(((P1v P2) A (P1— P4) A (P2— P4) A (P3— P4)) — P3) equivale a
A(=((P1v P2) A (AP v Pg) A (AP2v Pg) A (mP3 v Pg)) v P3) equivale a
(P1v P2) A (AP1v Py) A (AP2 v Py) A (AP3 v Py) A =P3 = =G,
Representando =Gc em notacdo de conjuntos temos que
=GC = {{P1, P2}, {=P1, P}, {-P2, P}, {-Ps, Ps}, {-Ps}}
Fazendo uma expanséo por resolucdo sobre -Gc, temos
{P1, P2}
{=P1, Ps}
{=P2, P4}
{-Ps, P4}
{-Ps}
{P1, P4} res(.1, .3)
{P4} res(.2, .6)
expansdo por resolucédo obtida ndo é fechada. Portanto, ndo se tem a prova de G.

> N o o rx w N R

Seja H uma férmula da Logica Proposicional. Se H é uma tautologia, entdo
existe uma prova de H por resolucdo. Isto significa que dada uma férmula H, se uma
expansdo por resolucdo associada a —H € fechada, entdo H é uma tautologia. Os
argumentos provados utilizando a resolucdo séo validos.

Seja H uma férmula da Logica Proposicional. Se existe uma prova de H, por
resolucéo, entdo H é uma tautologia.

Dada uma férmula H e um conjunto de hipoteses p = {Aj, Ay, ..., An}, entdo H é
uma consequéncia logica de B, por resolucdo, se existe uma prova de (A1 A Az A ... A
A,) = H por resolugéo.

Notagdo - Hou {Ay, Ay, ..., An} HH
Exemplo retirado de (SOUZA, 2002, p. 150). Considere os argumentos.

Guga é determinado.

Guga ¢ inteligente.
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Se Guga é determinado e atleta, ele ndo é um perdedor.

Guga é atleta se é um amante do ténis.

Guga € amante do ténis se € inteligente.

A afirma¢do “Guga ndo é um perdedor” é uma consequéncia logica dos argumentos
acima?

Utilizaremos a resolucdo para provar que a consequéncia l6gica ocorre.
Representando os argumentos na Logica Proposicional, temos:
H=PAQA(PAR)—> P A(Q1— R) A (Q — Q1)) > —P;1. Onde,

P = Guga é determinado,

Q = Guga € inteligente,

R = Guga € atleta,

P1 = Guga é um perdedor e

Q1 = Guga é amante do ténis.

A forma clausal associada a =H é obtida pelas seguintes equivaléncias.
“H==(PAQA((PAR)—-P1)A(Q1—>R)A(Q— Q1)) > -P;) equivale a
“(PAQA((PAR) > -P))A(Q1— R) A (Q — Q1)) v =P1) equivale a
PAQA(PAR)— =P) A(Q1— R)A(Q — Q1)) APyequivale a
PAQA(=(PAR)vV=P)A(=Q1vR)A(=Q v Q1) APyequivale a
PAQA(PvV-RvVAP)A(=Q1vR)A(-Q Vv Q1) APy=-Hc.

Colocando —=Hc em notacdo de conjunto temos,

-Hc = {P’ Q’ {_'Pa ‘IR, - Pl}’ {_'Qla R}1 {_'Q’ Ql}’ Pl}

Uma expansao por resolucéo sobre =Hc é dada por

1 {P}

2 {Q}

3 {-P, -R, = P}

4 {-Q1, R}

5 {-Q, Q:}

6 {P:}

7 {-P, =R} res(.3, .6)
8 {-Q, R} res(.4, .5)
9 {-R} res(.1,.7)
10 {-Q} res(.8, .9)
11 {} res(.2, .10)
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A expansdo obtida é fechada, portando + H. Logo, H é uma tautologia.

Exemplo: Este exemplo demonstra, utilizando a resolucao que o conjunto de férmulas 3
é insatisfativel.

Sejaf={"PvQ,-(Qv-R),R—Py=(=-PvP)}

B ¢ insatisfativel se e somente se G =—((—“P v Q) A 7(Q v =R) A (R = P1) A =(=P v
P1)) é tautologia. Mas G é uma tautologia se e somente se a negagdo de sua forma
clausal =Gc tem uma expanséo por resolucdo fechada. Assim -~Gc é dada por:
“Gc=(-PvQ)A-QA-RA(FRVP)APA-P;

=Ge = {{-P, Q}, {-Q}. {R}, {-R, P}, {P}, {-P1}}

E sua expanséo por resolugéo é:

1 {=P,Q}

2 {=Q}

3 {R}

4 {-R, P}

5 {P}

6 {-P1}

7 {-P} res(.1, .2)

8 {} res(.5, .7)

A expansdo obtida é fechada. Logo - G e pelo teorema da correcdo, G é uma tautologia.
Portanto, 3 € insatisfativel.

As provas por resolucdo sdo andlogas as provas que utilizam tableaux
semanticos. Nos dois casos € utilizado o método da negac¢do ou absurdo. Na resolucéo, a
obtencdo da clausula vazia corresponde a expansao fechada que é o dual do tableau
semantico fechado. Caso ndo fosse possivel obter uma expansdo por resolugdo sobre
-G, G néo seria tautologia.

Sistema de Gentzen

Um sequente é um par ordenado de listas finitas de formulas, que pode ser
interpretado como que uma das formulas da segunda pode ser deduzida da primeira
lista. Na pratica usamos a notacdo sugerida por Gentzen: O sequente (I, A) serd

denotado por I' - A.
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Uma prova segundo (BEDREGAL; ACIOLY, 2007) é uma sequéncia de
férmulas, as quais estabelecem algum sequente com o lado esquerdo sendo composto de
todas as hipoteses que ndo foram descartadas na prova e com o lado direito sendo
composto pela formula que foi provada ao final da prova. Também, consideraremos as
regras de inferéncias como regras sobre sequentes. Uma prova sempre iniciara com uma
assun¢do, por exemplo, a, € se ndo acrescentamos nenhuma outra, entdo ela mesma ¢é
considerada como a prova do sequente o F o. Assim, a regra que nos permite comegar €
uma regra a qual nos leva diretamente a que todos os sequentes deste tipo sejam
corretos. As outras regras sdo todas condicionais, elas refletem a ideia de que se certos
sequentes sdo corretos, entdo os sequentes que podemos concluir deles também sédo
corretos. Por exemplo, a regra Modus Ponens pode ser escrita em forma de sequentes
como segue
[FaeA - a—>f entdo A + (.

O que acontece numa prova é que comegamos com certos sequentes conhecidos
como corretos e entdo deduzimos que outros sequentes devem, portanto, também ser
corretos. A ideia de um calculo de sequente é manter um registro explicito de que
sequente é estabelecido em cada ponto da prova. Isto é possivel introduzindo um novo
tipo de prova na qual cada linha, por si mesmo, € um sequente provado até esse ponto
da prova.

Podemos pensar nas listas que compdem um sequente como tacitamente
fechadas por parénteses de chave, pelo que seu papel seria especificar um conjunto de
férmulas. Para isso precisamos considerar duas novas regras de inferéncia que reflitam
estas propriedades intrinsecas a conjuntos, a regra de intercdmbio (Int) e a regra de
contracdo (Con).

Podemos apresentar o calculo de sequentes como um sistema cujas provas tém
uma estrutura de uma arvore, de acordo com as regras. No estilo de Gentzen teremos
dois tipos de regras: aquelas que dependem de um dos conectivos légicos (usadas para
introduzir este conectivo ou no lado esquerdo ou direito do sequente) e que por iSso Sao
chamadas de regras ldgicas e aquelas que ndo dependem dos conectivos ldgicos, mas da
disposicdo ou estrutura do sequente, denominadas regras estruturais. Temos cinco
regras estruturais, algumas das quais tem sua versdo para o lado direito (que
denotaremos por d) e outra para o lado esquerdo (denotado por €), as quais se
denominam: inclusdo (Inc), enfraquecimento (Enf), corte (Cor), intercambio (Int) e
contragéo (Con).
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Regras Estruturais:

InC'Rar—aA

'A
Enf.:
Natk A

TaBA-G

It 7 AT o

‘T B,a,A0

T'FoaA

Cong: T

No célculo de sequentes, também existem regras para os operadores ldgicos,

chamadas regras ldgicas. Para cada um dos operadores l6gicos teremos uma regra para

introduzir o conectivo no lado esquerdo e outra para o lado direito.

Regras Ldgicas:

TraA THBA

Ad-

F'kanapBA

oA
Vd: T
“TravpA
Fak,B3A
—>d-

~TNarA
4 SaA

‘Tra—BA

_RmBFA

Ae:
¢ FanApBrA

TakA T,BFA
V!
FavpBrA

Fr'Fa,A T,8FA
—e.
Fa—>p FA

_FkaA
T oarA

Exemplo: Uma deducdo no célculo de sequentes para - —(a A B) — (—a v —B) é dada

pela seguinte arvore de deducéo.

Inc: ra
Enf.: o
Int; ——— Enf.:

¢ B.aka ¢
Ad:

d Baranp
—g-

BF-aoanf

Inty:

d B I—O(/\B,—|O(
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—g-

Inty:

Inty:

V-

o, A B,
F =,

A\ B,—|B,—|O£
Fa

-1
—|(O(/\ B) + —|B,

ml
(A B) A,

-B
(aAB) F—aav

v aB)
B)—(—a
Fa(aa
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Légica de Predicados

A linguagem da Ldgica de Predicados (LP) ou Linguagem de Primeira Ordem &
mais rica que a da Ldgica Proposicional, pois além de conter os objetos desta, a
linguagem da Logica de Predicados contém quantificadores, simbolos funcionais e de
predicados. Neste sentido, a Ldgica de Predicados é uma extensdo da Logica
Proposicional. (SOUZA, 2002).

Como na linguagem da Logica Proposicional é definido inicialmente o alfabeto e
em seguida o os outros elementos da linguagem.

O alfabeto da linguagem da LP também ¢é uma extensdo do alfabeto da Ldgica
Proposicional, que é constituido por:
- X=X, ¥, Z, X1, X2, .0, Y1, Y2, -y Z1, Z2, ...} € UM cONjunto contavel de variaveis.
-Xc={a, b, c, ay ay, ..., by, by, ..., €1, Cy, ... verdadeiro, falso} é um conjunto contavel de
simbolos constantes.
- X = {fy, f, f3, ...} € um conjunto de simbolos de fun¢des ndo logicas.
- 2r = {R1, Ry, R, ...} é um conjunto de simbolos de relacdo ou predicado.
-2 ={~, V, A, >, &, V, 3} é 0 conjunto de simbolos logicos.
-2 ={(,), ., .} € 0 conjunto de simbolos de pontuacao.

Os simbolos para variaveis e as fungdes formam um novo conjunto que nao
ocorre na Logica Proposicional.

O quantificador 3 é chamado de quantificador existencial, pois pode ser lido
como “existe um” ou “para algum”. Ja o quantificador V € chamado de quantificador
universal, pois pode ser lido como “para todo” ou “para cada”.

A linguagem dos termos (L") da Légica dos Predicados é gerada por:

Ty , x €EX
Ts: — ,a EXc
. tl,...,tn T .
Tso———— , el paratodo1 <j<n
f(tl,...,tn)

As formulas da LP séo geradas por {}, G}, onde G é a gramética constituida

pelas seguintes regras:
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Fu: ﬁ, €L paratodol<j<n Fs:aa_'fgﬁ
Fa: % Fe: a‘:fﬁ
Fs: aafﬁ Frig— X €X
Fa: aafﬂ Fs: é , X EX

a e B sdo meta variaveis, isto é, podem ser substituidas nas regras, por qualquer formula
da LP. (BEDREGAL; ACIOLY, 2007).
As férmulas geradas por F; sdo chamadas de férmulas atbmicas, pois elas ndo contém
nenhum operador légico.
Como na Logica Proposicional, a ordem de precedéncia dos conectivos é
utilizada para simplificar as formulas, retirando simbolos de pontuacéo.
A ordem de precedéncia na Légica dos predicados é a seguinte:
- Maior precedéncia: .
- Precedéncia intermediaria superior: Vv, 3.
- Precedéncia intermediéria inferior: —, <.
- Precedéncia inferior: A, v.
Exemplos:
-p(x) v R
(@y)-ay)) A 1(2)
(V%) (p(x) = R))

Semantica

As férmulas da Logica de Predicados contém simbolos que ndo ocorrem nas
formulas da Lp. Assim, o significado semantico destas férmulas é obtido de uma forma
diferente da que foi considerada na Logica Proposicional. (SOUZA, 2002).

Seja U um conjunto néo vazio. Uma interpretacdo | sobre o dominio U, na ldgica
de predicados é uma funcéo tal que:
- O dominio da funcéo | é o conjunto dos simbolos de fungdo, de predicados e das
expressoes da LP.

- Para toda variavel x, se I[x] = x,, entdo x; € U.
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- Para todo simbolo de funcéo f, n-ario, se I[f] = f;, entdo f, € uma func¢éo n-aria, isto é,
f: U"> U.

- Para todo simbolo de predicado p, n-ario, se I[p] = p,, entdo p, € um predicado n-ario
em U, isto é, p: U"—= {V, F}.

A seguir, sdo consideradas as regras semanticas béasicas que definem a
interpretacdo de formulas sem quantificadores no seu inicio. Estas regras definem a
interpretacdo de expressdes da logica de predicado, que ndo possuem quantificadores no
seu inicio. Analogamente ao que ocorre na Lp, a definicdo de interpretacdo das
expressdes é feita, inicialmente, a partir da definicdo da interpretacdo dos simbolos do
alfabeto. Em seguida as regras semaénticas determinam procedimentos para a
interpretacdo de férmulas, a partir dos elementos que as constituem.

- Se E =falso, entdo I[E] = I[falso] = F.

- Se E =f(ty, ..., t,) onde f(ty, ..., t,) € um termo, entdo I[E] = I[f(ty, ..., ta)] = f(ty), ..., to)
onde I[f] =f, e para todo termo t;, I[t] = ti.

- Se E = p(ty, ..., ty) onde p(ty, ..., t,) € um atomo, entdo I[E] = I[p(ty, ..., t))] = pi(tay, ...,
tn) onde I[p] = p, e para todo termo t;, I[ti] = ti.

-SeE=-H=Vsel[H] =Fel[E] = I[-H] = F se I[H] = V.

-Se E=H v G, onde H e G sdo formulas, entdo I[E] = I[H v G] =V se I[H] = V e/ou
I[G]=Vel[Hv G]=Fsel[H]=I[G]=F.

Considerando H uma férmula e x uma variavel.

SI[(Y)H] =V < “v” d € U, <x «— d> I[H] = V.

SI[(VX)H] = F < “37d € U, <x « d> I[H] = F.

-I[(AX)H] =V < “37 d € U, <x <« d> I[H] = V.

-I[(3X)H] = F < “v” d € U, <x «— d> I[H] = F.

Exemplo: Seja | uma interpretacdo sobre o dominio U dos numeros racionais Q*,
diferentes de zero, tal que

I[a] = 1, 1[b] = 25, I[x] = 13, I[y] = 77, I[f] = =, 1[p] = <.

Considere a formula G = (Vx)(3y)p(x,y) — p(b, f(a,b)).

Para mostrar que I[G] = V. Suponha por absurdo que I[G] = F.

Se I[G] = F entdo I[(Vx)(3y)p(x,y) — p(b, f(a,b))] =F e

I(vx)@y)p(x.y)] =V e l[p(b, f(a,b))] = F

Observe que I[p(b, f(a,b))] equivale a afirmacédo (25 < (1 + 25)), que € falsa. Porém
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I[(vx)@Y)p(x.y)] =V < V d € Q*, <x « d> I[(Fy)p(x.y)] =V
S VAdeQ*,dJceQ*, <y« c><x«d>l[pxy)]=V
< VdeQ* dceQ* d<céverdadeiro
Como a ultima afirmacdo € verdadeira, entdo I[(VX)(3y)p(x,y)] = V.
Mas, como I[(VX)(3y)p(x,y)] = V e I[p(b, f(a,b))] = F, conclui-se que I[G] = F.
Apresentaremos a seguir os métodos de prova mais adequados para
implementacdo computacional visto anteriormente na Logica Proposicional, agora na

Légica de Predicados.

Tableaux Semanticos

Os tableaux semanticos na Ldgica de Predicados segundo (SOUZA, 2002),
utilizam a linguagem da Logica de Predicados, sendo uma extensdo do tableau
semantico da Logica Proposicional.

Um tableau semantico na Ldgica de Predicados é uma sequencia de férmulas,
que se apresenta sob a forma de uma arvore, construida de forma analoga aos tableaux
da Ldgica Proposicional.

Os elementos béasicos de um tableau semantico, na Légica de Predicados, sao
definidos pela composicédo dos elementos:

- O alfabeto da Logica de Predicados.
- O conjunto das formulas da Ldgica dos Predicados.
- Um conjunto de regras de deducéo.

As regras de inferéncia do tableau semantico na Légica de Predicados sdo de R

a Ry3. As regras de R; a Rg sdo as mesmas utilizadas no tableau semantico na Légica

Proposicional. Vejamos entdo as regras R, ..., Ris.

_a(vx)A _(3@x)A )
Rio= @) Rip= 200 onde t € novo
_2(3x)A _(Vx)A i
Ry = —(Vx)—|A Riz= —A(t) onde t € qualquer.

As regras Rip e Ry; trocam as posicdes da negacdo - dos quantificadores. Na
regra Rjo, tendo —~(Vx)A € deduzido (3x)-A, o quantificador universal é transformado
em um quantificador existencial. Analogamente, em R;; 0 quantificador existencial €

transformado em um quantificador universal.
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A regra Ry, tendo (3x)A é deduzido A(t), onde t € um termo novo, que ainda
ndo apareceu na prova. Na regra Riz, tendo (Vx)A é deduzido A(t), onde t é um termo
qualquer.

A construgdo de um tableau semantico na Ldgica de Predicados é analoga a
construcdo na Logica Proposicional, assim como os conceitos de tableau fechado e
aberto e a forma de provar.

Exemplo:
Seja H = (Vx)(Bom(x) — Alegria) — (3Ix)(Bom(x) — Alegria).

A construcdo do tableau sobre —=H € dado por:

1 —=((¥x)(Bom(x) — Alegria) — (Ix)(Bom(x) — Alegria)) -H

2 (VYx)(Bom(x) — Alegria) Rs, .1

3 —(3@x)(Bom(x) — Alegria)) Rs, .1

4 (Vx)—(Bom(x) — Alegria) Ri1, .3

5 (Vx)Bom(x) Rs, .4

6 —Alegria Rs, .4

7 Bom(a) Ris, .5, facat = a.
8 (VX)ﬁBoné\Alegriafech. R, .2

9 —=Bom(a)sech. Ris, .8, facat = a.

O tableau ¢ fechado, todos os seus ramos sdo fechados. Logo H é uma tautologia.

Exemplo:

Seja G = ((VX)(p(x) = q(x)) = ((Fx)p(x) = (¥X)a(x))).
A construgdo do tableau sobre =G é dado por:

1 A((vx)(p(x) = a(x) = (@)p(x) = (vVX)ax))) -G

2 (YX)(p(x) = q(x)) Rs, .1

3 ~(@x)p(x) = (¥X)q(x)) Rs, .1

4 (3X)p(x) Rs, .3

5 =(VX)q(x)) Rs, .3

.6 (3x)-q(x) Rio, .5

v p(a) Ri, .4, facat=a
8 =q(b) Ri, .6, facat=b
9 p(a) = q(a) Ris, .2, facat=a
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10 _'p(a)fech. q(a)aberto Rs, .9
O tableau n&o é fechado, pois contem um ramo aberto. Logo G ndo é uma tautologia.

Resolucéo

A resolucdo na Logica de Predicados segundo (SOUZA, 2002) € uma extensdo
da resolugdo a Logica Proposicional. Esta extensdo ocorre devido a utilizacdo da
linguagem da Ldgica de Predicados. O método da resolucéo na LP considera os mesmos
conceitos: clausulas, literal, regra de resolucdo. Entretanto, devido a presenca de
variaveis e simbolos de fungdo algumas modificagdes devem ser consideradas.

Os elementos basicos da resolugdo na Logica de Predicados sdo analogos
aqueles da resolucdo da Légica Proposicional.

- O alfabeto da Logica de Predicados.
- O conjunto das clausulas da Légica de Predicados.
- A regra de resolucdo na Ldgica dos predicados.

O mecanismo de inferéncia da resolucao utiliza apenas a regra de deducao.

A expansdo por resolucdo na Ldgica de Predicados também é analoga a0 mesmo
conceito na Logica Proposicional.

Na Ldgica Proposicional, toda formula possui uma forma clausal associada
equivalente. Na Ldgica dos Predicados a forma clausal Hc ndo necessariamente
equivale a H. Tem-se apenas que H é insatisfativel se e somente se Hc é insatisfativel.
Para determinar Hc a partir de H, incialmente é determinada uma forma prenex Hp
associada a H. Em seguida, é considerada a skolemizacdo de Hp obtendo uma férmula
do tipo (V*)G sem quantificadores existenciais tal que G é aberta. O passo final € a
transformacdo de G em uma conjuncdo de disjungdes de literais. No passo final os
quantificadores universais sdo omitidos e a formula é escrita na notacdo de conjuntos,
assim como na LP.

Exemplo:

Seja H = (vx)p(x) A (VX)(VZ)((VX)a(x) = @y)r(x, Y, 2)).
Cuja forma prenex é:

Hp = (Vy)(¥X)(v2)3y2)3ys)(p(y1) A (=q(y2) v r(X, s, 2)).
A skolemizagdo de Hp tem como resultado:

Hs = (Vy)(VX)(V2)(p(y1) A (=a(f(y1, X, 2)) v r(x,9(y1, X, 2),2)).
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Representando essa clausula na forma de conjunto, temos que
He = {{p(y1)} , {-a(f(ys, x, 2)), r(x, 9y, X, 2), 2))}}

Seja H uma formula e —=Hc a forma clausal associada a -H. Uma prova de H por
resolucdo é uma expansao por resolucdo fechada sobre -Hc. Neste caso, H é um
teorema do sistema de resolucdo. Além disso, diz-se que a expansdo por resolucéo
associada a -Hc é um também uma expansdo associada a H.

Exemplo retirado de (SOUZA, 2002, p. 267). Considere o argumento.
Toda pessoa é sabia ou é politiqueira.
Zeé nao e politiqueiro.
Portanto, Zé é sabio.
E apresentada a seguir, utilizando resolugdo, uma prova dos argumentos acima. Seja |
uma interpretacdo sobre o dominio U das pessoas, tal que:
I[g(X)] = V < X, é sabio,
I[p(X)] = V < x, € politiqueiro,
I[a] = Zé.
Utilizando esta interpretacdo, a representacao destes argumentos na LP é:
H = ((vX)(p(x) v a(x)) A =p(a)) — (@)
Logo,
=H = =(((vX)(p(x) v a(x)) A =p(a)) — q(a)) equivale a
=(=((vx)(p(x) v a(x)) A =p(a)) v q(a)) equivale a
((vX)(p(X) v a(x)) A =p(a)) A -q(a))
=Hp = (VX)((p(X) v q(x)) A =p(a)) A =q(a)), que esta na forma prenex e ndo possuli
quantificadores existenciais. =Hp € escrita na notacdo de conjuntos como:

He = {{p(x), a()}, {-p(a)}, {-a(a)}}

Uma expansao por resolucéo fechada sobre esse argumento, que é associada a H, é:

1 {p(), a()}

2 {-p(@@)}
3 {-a(@)}
4 {a(x)} Res(.1,.2), 0; = {X « a}.
5 {} Res(.3, .4), 0, = {X « a}.
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Sistema de Gentzen

Como a Logica de Predicados é uma extensdo da Lp, SO incorporaremos as
respectivas regras logicas para os quantificadores universal e existencial, assim como
uma restricdo ao uso da regra —q4 € a regra —g, que é equivalente a aplicar o teorema da

deducdo.

Regras Ldgicas

Ia % A ' (xg A
Ve: — Vy. —
rvx.ar+ A I'vx.aA
rof2] - a I+ oft]a
. | X | . | X |
ae. ad
axokA I'+-3Ix.a,A

Em todos os casos, t € um termo livre para x em a. Em 3Je, a constante a ndo
deve ocorrer em I', A nem a. As restrigdes impostas ao uso do teorema da dedugao aqui
também sdo necessérias, uma vez que a regra —4 € uma versao de sequentes deste
teorema e a regra —4 incorpora implicitamente este teorema. Logo, devemos restringir o
uso desta regra: a regra —¢ SO podera ser aplicada, no calculo de sequentes de Gentzen
da ldgica de predicados, quando no ramo que deriva I',o F B,A ndo se aplicou nenhuma
regra Vq ou 3, introduzindo uma variavel x que € livre em a. (BEDREGAL; ACIOLY,
2007).

A seguir daremos uma prova do sequente Vx.a - 3x.a.

Inc:
aF o

© VxokFa

g —
Vx.a - 3Ix.a

Considerando que x é livre para X em o, para qualquer variavel x e qualquer formula a,
temos que a[x/x] é a. Assim, as aplica¢des das regras V. e 34 nesta prova sdo corretas.
Exemplo: Uma deducdo no calculo de sequentes para Ix(Px A Qx) F 3IxXPx A IxQx é

dada pela seguinte arvore de deducao.

Qb Qb
—_————€n
Pb, Qb - Qb
Pb - Pb
Enf;, ——— Jyg ———m
Pb, Qb - Pb Pb, Qb F 3xQx

Ad-
Pb, Qb - Pb A 3xQx
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Pb, Qb  3xPx A 3xQx

Ne-
¢ Pb A Qb - 3xPx A 3xQx
Je:
Ix(Px A Qx) + IxPx A 3xQx
—>4-

F 3x(Px A Qx) — IxPx A IxQx
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CONSIDERACOES FINAIS

Com esse trabalho, fornecemos um embasamento tedrico e pratico de alguns
métodos de prova em Ldgica, com uma linguagem acessivel para o aluno de graduacao.

E importante destacar que os métodos apresentados ndo sdo os Unicos, pois
existem outros metodos de prova, além dos que foram citados e que ndo ha métodos
especificos de prova para determinado argumento ou teorema. Uma prova pode ser feita
por varios métodos. E necessario amadurecimento para saber qual método seria mais
adequado e menos custoso.

Este trabalho mostra que Ldgica é uma disciplina vasta, com muitas aplicacGes e
que nao se restringem a aplicacGes em disciplinas de Matematica. A principal conclusdo
a que se chega é que podemos raciocinar algoritmamente, ou seja, utilizando passos pré-
definidos e seguros para chegarmos a um resultado. Por isso ndo se concebe nos dias de
hoje um mundo sem utilizagdo de computadores para realizar tarefas que podem ser

planejadas e programadas.
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