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1 Introducao

O que ¢é a Légica? O que significa estudar Légica? Qual a sua defini¢ao? Ao
iniciar este estudo, vdrios autores apresentam defini¢Ges populares sobre o tema.
Conforme [Mendelson, 1987]: Ldgica é a andlise de métodos de raciocinio. No
estudo desses métodos a Légica estd interessada principalmente na forma e nao
no conteido dos argumentos. Considere os argumentos:

e Todo homem ¢é mortal. Sécrates é um homem. Portanto, Sécrates é
mortal.

e Todo cao late. Toté é um cao. Portanto, Toté late.

Do ponto de vista da Ldgica, esses argumentos tém a mesma estrutura ou
forma.

e Todo X é¢Y.ZéX. Portanto, Z ¢ Y.

A Légica é o estudo de tais estruturas. Alguns autores [Andrews, 1996]
dizem que a légica é essencialmente o estudo da natureza do raciocinio e as
formas de incrementar sua utilizagao.

No livro Convite & Filosofia [Chaui, 2002] é apresentada a definigao:

Légica - conhecimento das formas gerais e regras gerais do pensamento correto
e verdadeiro, independentemente dos conteidos pensados; regras para demonstragao
cientifica verdadeira; regras para pensamentos nao-cientificos; regras sobre o modo de
expor o conhecimento; regras para verificagdo da verdade ou falsidade de um pensa-
mento etc.

2 Linguagens Formais

Toda linguagem é constituida de dois elementos bdsicos, um alfabeto que especi-
fica um conjunto contdvel de simbolos usados na linguagem e uma gramdtica
que caracteriza sua sintaxe, isto é, que especifica como estes simbolos podem ser
agrupados para formar as expressoes admissiveis da linguagem. O que diferen-
cia uma linguagem formal de uma linguagem natural é que na linguagem formal
a gramdtica é especificada precisamente, enquanto na linguagem natural quase
sempre isso nao é possivel.



Seja ¥ um conjunto contdvel de simbolos. Denotaremos por ¥* o con-
junto de todas as cadeias finitas em X, incluindo a cadeia vazia, aqui deno-
tada por um espago em branco. Por exemplo, se ¥ = {a,b}, entdo ¥* = {
,a, b, aa, bb, ab, ba, aaa, aab, ...}.

Definiremos como uma linguagem L, sobre X, qualquer subconjunto de ¥*.

Defini¢cdo 1 Uma linguagem formal ou simplesmente linguagem é um par (3, G),
onde ¥ é um conjunto contdvel denominado alfabeto e G é um conjunto finito
de regras de derivagdo demominado gramdtica.

Desse modo, para toda linguagem L C ¥*, deve ser fornecida um par L
= (X,G) que a especifica. L é obtida algoritmicamente. Descreveremos as
regras de derivacao em G, por:

L1,T2,...Tp . ~ .
=227 i € N, onde se entende que os objetos do numerador ddo origem

x
ao do denominador. No caso em que n = 0 estaremos gerando um elemento da
linguagem L a partir do conjunto vazio de elementos de L, o qual denotaremos

por —, e diremos que a é uma constante ou um axioma de L.
a

Exemplo 2 Considere a segquinte linguagem formal L = (X,G), onde ¥ =
{zero, succ, plus, ), (} e a gramdtica G é constituida das sequintes regras de
derivacao:

— t t1,%2

eL P
ga t1plustsy

: P — ,t1,t2 € L.
' Zero 92 suce(t) b2

Entao, £ = (X, G), onde G = {g1, 92,93} especifica uma linguagem L C ¥*
que contém os seguintes elementos:
zero, succ(zero), zeropluszero, succ(zero)plus(zero), ...

3 Légica Proposicional

A légica estuda como raciocinar, como deduzir das hipdteses certas conclusoes.
Assim, sao fundamentais as nog¢oes de proposicao, verdade e prova. A légica
proposicional clédssica é o exemplo mais simples de l6gica formal. Esta légica
leva em conta, somente os valores verdades e a forma das proposigoes. Quando
argumentamos, isto é, quando fazemos uma prova, o fazemos em alguma lin-
guagem. Se a linguagem estiver formalizada os argumentos podem, também,
ser formalizados, resultando, assim, uma légica formal em contarapartida a uma
l6gica especulativa ou informal. O argumento, objeto de estudo da légica clas-
sica, é uma entidae composta de entidades mais simples chamadas proposigoes.
Uma proposigao é uma assercao declarativa, ou seja, que afirma ou nega um
fato e tem um valor verdade, que pode ser verdadeiro ou falso. De agora em
diante, s6 consideraremos frases que sao proposigoes, isto €, que sao declarativas
e conotam um valor verdade, verdadeiro ou falso.



3.1 A Linguagem da Légica Proposicional

O alfabeto da linguagem da légica proposicional ¥ é constituido de trés conjun-
tos disjuntos.

1. O conjunto V, enumerdvel, das varidveis e constantes proposicionais V =
{p1,...,pn} U{true, false}.

2. O conjunto C dos conectivos proposicionais C' = {—,A,V, —, <}

3. O conjunto P dos simbolos de pontuaciao P ={,,), (}.
Portanto, X =V UCU P.

A Linguagem Proposicional, Lp, é alinguagem sobre 3., gerada pelas seguintes
regras:

1. :7p€V
p

2. Y aclLp

(ma)’

3. (aa’fﬁ), a,B € Lp
4. (aa\,/ﬂﬁ)’ a,B € Lp
5. (Of‘fﬂ) a,B€Lp
6. (aof—?ﬂ)’ a,f€Lp

Obs.: As letras gregas minusculas, talvez indexadas, como a e 3, acima
sdo metavaridveis. E usual nos textos cldssicos de légica denominar a
linguagem proposicional de conjunto de férmulas bem formadas. Para
eliminar o nimero excessivo de parénteses podemos definir uma ordem de
precedéncia para os conectivos.

3.2 A semantica da Légica Proposicional

Um conceito fundamental em Légica (ou Computagdo) é aquele que diferencia
os objetos do seu significado.

3.2.1 Interpretagao

O significado ou seméantica dos elementos sintaticos da linguagem da Ldgica
Proposicional clédssica é determinado por uma funcdo I denominada interpre-
tagdo. Esta funcgao associa a cada férmula da légica Proposicional um valor de
verdade "verdadeiro"ou "falso", que é representado, respectivamente, por t e f.
Isso significa que, em Lp, as férmulas possuem apenas dois tipos de significado.



Definicao 3 (interpretagao de férmulas) Dadas uma férmula v e uma in-
terpretagao I, entdo o significado de vy, indicado por I[y] é determinado pelas
Tegras ou operagoes:

o [[true] =t I[false] = f
o I[-a]=f,sel[a] =t I[-a]l=t,seIla)=f

e As interpretagoes I[a A 8], IlaV ], Ila — 3], Ila < 5] serdao dadas pela
seguinte tabela:

Ilo] | I[B] | Ilanpg] | TlaVvp] | Ia—f] | Ia < b
t t t t t t
t f f t f f
f t f t t f
f f f / t t

Obs.: Desse modo, podemos ver I[a] e I[S] como fungdes a : V — {t, f},
chamadas fungdes de atribuicao e I[-a], Ila A ], IlaV 8], Ila — B, Ila < f]
como fungoes I : Lp — {t, f}, chamadas fungoes valoragdo ou fungoes semanti-
cas.

Rigorosamente, temos que:

[

o Ilanp]=Ia] - I[f] =a-p
o Ilavil=Ia]+Ifl=a+p
o Ila = fl=1Ilo] = I[f] =a=p
o lfo=pl=Ia] = If]=aep

Exemplo 4 Seja o = (p1 V p2) — ps. Achar 1] para a[p1] = f, a[p2] =t e
a[pg] =1.
I[(p1V p2) — pa] = I[p1 V p2] = p3 = (I[p1] + I[p2]) = I[ps] =
(f+t)=t=1=1=1.

Definicao 5 Seja o uma proposicao de Lp. « serd uma tautologia, se qual-
quer que seja a atribuicdo de valores verdade para as proposicoes atémicas que
constituem «, o valor verdade de o é sempre t. Em outras palavras, para cada
atribuicao de wvalores verdade a : {p1,...,pn} — {t,f}, onde p1,...,p, sdo
proposigdes atémicas que constituem o, I[a] = t.

Exemplo 6 p — (¢ — p) e (—p2 — —p1) — (—p1 — —p2) sao tautologias.

Proposicao 7 Seja Taut(Lp) o conjunto de todas as tautologias na linguagem
proposicional Lp. Entdo, Taut (Lp) é um subconjunto préprio de Lp.
Proof. basta exibir uma propsicdo de Lp que nao é tautologia. ®

Definigao 8 Chamaremos Légica Proposicional sobre a linguagem Lp ao con-
junto Taut(Lp) de todas as tautologias em Lp.



3.2.2 Propriedades seméinticas de Lp.
e Férmulas tautolégicas.

e Uma férmula « é factivel ou satisfativel se, somente se, existe pelo menos
uma interpretagdo I tal que I[a] =t.

e Uma férmula o é contraditéria se, somente se, para toda interpretacgao I,

Ila] = f.

A primeira vista a nossa defini¢ao de l6gica proposicional como o conjunto de
tautologias Taut(Lp) ndo corresponde a nossa intuigdo de que "légica é um in-
strumento para descobrir que uma proposicao, a qual chamamos de tese, decorre
de um conjunto de proposicoes, chamadas hipéteses". Em outras palavras, que
"légica seja usada como um aparato dedutivo". Entretanto, veremos que é
possivel construir esse "aparato dedutivo"a partir de Taut(Lp).

Seja P(Lp) o conjunto das partes de Lp e = C P(Lp) x Lp uma relagao
sobre Lp que associa a um subconjunto I' C Lp uma proposi¢ao de Lp.

Definicao 9 Seja o« € Lp e I' C Lp. Dizemos que a é uma consequéncia
semdntica de T' (consequéncia ldgica), cuja notagio é I' |E «, se para toda
atribuicao de valores verdade para as proposi¢ées B € T' tal que I[3] =t entao,
também Ia] = t.

Nesta definicao, se I' = @, a primeira parte da definigao é satisfeita, isto €,
como nao existe proposigdo em I', entdo I[3] = t para todo 5 € T'. Portanto,
para @ = a ou simplesmente = «, deve satisfazer a seguinte condigdo: o
valor verdade de a é sempre ¢ independentemente das proposi¢oes atdomicas
que compoem «. Ou seja, o € uma tautologia.

Exemplo 10 {a,a — B} £ 8 {a— B.a— -8} E o

Teorema 11 (Compacidade) Se I' = «, entdo existe um subconjunto finito
[y CT tal que Ty E .

Teorema 12 (Deducgao) Sejam « e 3 proposicoes em Lp. Entio a = (8 se,
somente se = a — (.
Proof. basta observar a tabela verdade de « — 3. ®m

4 Sistemas de Dedugao (Teorias)

Existem muitas maneiras de deduzirmos se uma férmula é vilida ou nao. Por
exemplo, podemos valer-nos de uma tabela verdade levando em consideragao to-
dos os valores possiveis das proposigoes que constituem a férmula. Este sistema,
porém, torna-se invidvel para um nimero grande de varidveis proposicionais. O
nimero de linhas da tabela cresce exponencialmente com o nimero de varidveis.

Outra maneira de fazermos dedugoes é interpretarmos as regras légicas como
operacoes, cujas propriedades algébricas estao de acordo com uma &dlgebra de



Boole. Considerando estas propriedades poderemos mostrar que uma férmula é
tautolégica. Este sistema também poderd tornar-se muito custoso para férmulas
muito longas.

Portanto, apresentaremos alguns sistemas dedutivos que trabalham somente
sintaticamente. Ou seja, que nao leva em considerag@o os valores das varidveis.

4.1 Sistemas axiomaticos

Sistemas axiomaéticos sao sistemas de deducao que apresentam:

1. Linguagem proposicional Lp, como visto anteriormente.
2. Um conjunto de axiomas, ou regras sem antecedentes.

3. Regra(s) de inferéncia.

Por exemplo, poderemos apresentar o seguinte sistema (esquema) de de-
dugao:
A a— (8- a)
Axiomas{ As: (a— (B—7) — (a— ) = (a— 7))
Ay (~a——B) = (-B—a) = B)

Regra MP: a,aﬁ%ﬁ

Obs.: E possivel especificar a linguagem da légica proposicional usando ape-
nas os conectivos — e —, definindo os demais como seguem:

aApf=-(a—p)

aV 8= ()= B)

a—f=(a—B)A (B — a).

Modus Ponens.

4.2 Deducao Natural

O Sistema de Deducao Natural utiliza apenas regras de inferéncia.

Definicao 13 Dadas as féormulas o, 8,7, os esquemas de regras de inferéncia
sao definidos recursivamente como:

[o‘z]
(n e (B
(AT) aa’fﬁ (AE) 0‘25 O‘gﬁ
ol 18
e vp) 217



B a,a— f
(=D = (2%
o, o 1
() (1B) =

Exemplo 14 Usar dedug¢do natural para provar:
(a) o — B, —vFa—y
(b) a — B,-8F -«

4.3 Sistema Tableaux

Tableaux seméntico na Loégica Proposicional é uma sequéncia de férmulas con-
struida de acordo com certas regras e geralmente apresentada sob a forma de

arvore.

Definigao 15 Os elementos bisicos de um tableauz semantico em Lp sao definidos

por:

e O alfabeto da Légica Proposicional
e O conjunto de formulas da Légica Proposicional

o Um conjunto de regras de dedugao.

Definicao 16 (regras de inferéncia) Sejam « e 8 duas férmulas da Ldgica
Proposicional. As regras de inferéncia do tableauxr semdntico sGo as sequintes:

alf aVp a—f
R12 (6% RQI /\ R3: /\4
5 o B o 5
. —(aApB) —(aVP)
R4Z a R5I /\ Rg: e’
o B -3
~(a— ) oy
R7Z o Rg: 1/\
—(a = f)
Ry : N\
—aAp alA—f



4.3.1 Consequéncia légica em Tableaux Seméanticos

Os tableaux seméanticos definem uma estrutura para representacao e dedugao
de conhecimento. Utilizando regras de inferéncia, sao construidas drvores que
determinam um mecanismo de inferéncia.

Definicao 17 (ramo fechado e aberto) um ramo em um tableaux é fechado
se ele contém uma féormula o e sua negagdo —a ou contém o simbolo false. Um
ramo é aberto quando nao for fechado.

Definicao 18 (tableaux fechado) Um tableaux é fechado quando todos os
seus ramos sao fechados. Caso contrario ele é aberto.

Definicao 19 (prova em tableaux semanticos) Seja o uma férmula. Uma
prova de o utilizando tableaux semdnticos é um tableauz fechado associado a —a.
Neste caso o é um teorema do sistema de tableauxr semdnticos.

Exemplo 20 Considere as proposi¢ées:
P = Guga é determinado,
@ = Guga é inteligente,
R = Guga é atleta,
P; = Guga é um perdedor,
@1 = Guga é amante do ténis

Queremos provar que o argumento:

(PANQA((PAR)— —-P)A(Q1— R)AN(Q — Q1)) F Py é vélido.

Portanto devemos provar que:

(PANQA((PAR)— —P)A(Q1 — R) AN (Q — Q1)) — —P; & tautologia.

Para usarmos o sistema tableaux, devemos negar esta férmula. Portanto,

“(PANQA((PAR)— -P)AN(Q1— R)AN(Q — Q1)) — —P1) deve ser um
tableaux fechado.

Veja o tableaux na préxima pégina....



L=((PAQA((PAR)— PN (Qr— R)A(Q — Q1)) — ~P1)
22.PANQA((PAR)— —=P)A(Q1— R) A (Q — Q1)
3. =P

4. P

5. Q

6 (PAR) — —P;

7 Q1 — R

8. Q— @1

9. P

10. N

11.fech. =@ Q1

12. 7\

13. fech. =@ R

14. 2N

15. ~(PAR) -P; fech.

16. VAN

17. -P R

18. fech. fech.

5 Sistema de Gentzen (sequentes)

Este sistema é também baseado na refutacao da férmula a qual queremos mostrar
que é uma tautologia.

5.1 Regras Estruturais

Sao regras nao légicas. Listamos abaixo as principais que sao:
e Incluséo (Inc)

e Enfraquecimento (Enf) (& esquerda e a direita)

Intercambio (Int)

Contracao (Con) (& esquerda e a direita).
(Inc) Nalka A

rkEA
(Enfe)

‘T.aF A
(Enfd)

- iEA
"TiFa A
(Inte) :

Ta,B8,A Iy
F35705,A|l_7
Ao 3,0
A B, a6

oo A
(Conte): = TF A~

(I'ﬂ,td) :



koo A

(Conta) : 7= A

5.2 Regras Loégicas

No cédlculo de sequentes, também temos regras para os operadores légicos,
chamadas regras ldgicas. Para cada um dos operadores teremos uma regra

para o lado esquerdo e outra para o lado direito.

o, A TIFBA Tal-FA  T,81FA

W) —F oA A he): —T T B F A
'ka B, A aktA T,86FA
d): ————————— Ve) :
V) FravEa Vo) = VEF A
Lal-pg,A TakA T,81FA
(—d): e« (—e):
rra—pA Na—pgiFA
(d).F,oul—A kg A (=e) : koA
' T F-a,A DT A FA
Obs.: O sistema de sequentes apresenta um unico esquema de axioma:

a ik a.
Uma prova ou dedugao, neste sistema podera ser feita de baixo para
cima. Uma tautologia sempre serd provada sempre que todos os ramos da drvore
de dedugao puder chegar a um axioma.

Exemplo 21 Usar o sistema de sequentes para provar a tautologia:
FalanB) = (maV =B)
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