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Resumo

A concepgao de Geometria apresentada na educagdo basica tem sua origem na
Antiguidade e estd arraigada de influéncia euclidiana. Embora grande parte dos
livros didaticos e até mesmo a maioria dos professores de Matematica do ensino
fundamental priorizem os aspectos intuitivos da Geometria (em detrimento da
estrutura sistematica formatada em axiomas e proposi¢des), o desenvolvimento
tedrico desse ramo da Matematica continua imerso na heranca grafada por Euclides
em sua obra Os Elementos. E verdade que da antiguidade até os dias de hoje, o
homem passou por diversas transformagdes, alterando seu modo de enxergar a si
mesmo € ao universo. Entretanto, determinados conhecimentos ou saberes
matematicos atravessaram milénios, consagrando-se como verdades absolutas
intransponiveis. Mas, serd mesmo? Serd, por exemplo, a Geometria de Euclides a
unica a descrever as demandas e possibilidades do universo? O mini-curso proposto
visa analisar os desdobramentos do quinto axioma de Euclides, questionar o
absolutismo dessa Geometria e estudar as principais caracteristicas da Geometria

Hiperbdlica.
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Os Elementos de Euclides

Na Matematica, os resultados incontestaveis e que servem de base para o
desencadeamento de uma teoria sao chamados de axiomas ou postulados. A partir
deles abre-se caminho para o surgimento de novos resultados e idéias que precisam
ser demonstrados de forma logica e consistente. Nao cabe apenas o resultado
empirico-experimental. Uma ciéncia como a Matematica ndo pode correr o risco de
cair por terra devido a incompatibilidades do seu sistema axiomatico. Era exatamente

essa a compreensao do célebre matematico Euclides de Alexandria.
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Por volta de 332 a. C., o conquistador Alexandre, o Grande, expande seus
dominios e funda a cidade de Alexandria, no Egito. Esta cidade, desde a sua
fundacao, foi concebida para ser o grande centro intelectual e cosmopolita da época.
Acontece que naquele periodo os homens do saber residiam quase que em sua
totalidade em Atenas, na Grécia. Era em Atenas que se localizava o Museu de Platao,
unidade intelectual equivalente as universidades de hoje. Ali estavam os mais
importantes matematicos, filosofos e fisicos entdo existentes. Assim, para dar vida
aos propositos de Alexandria e alimentar o Museu criado na cidade, o militar
Ptolomeu I, sucessor de Alexandre, convida o matematico (provavelmente grego)
Euclides para assumir o departamento de Matematica daquela Academia. Ao aceitar
o pedido, Euclides movimenta a produgao matematica de Alexandria ao reunir na
obra Os Elementos todo o conhecimento matematico da época. Euclides foi
praticamente um compilador, reunindo em seu trabalho resultados de algebra
elementar, teoria dos niimeros e, principalmente, geometria. Até hoje esta obra de
Euclides, composta por treze livros, continua sendo utilizada e difundida pelo
mundo. Partindo de conceitos primitivos (isto €, ponto, reta e plano), de um grupo de
axiomas e de algumas defini¢cdes, o matematico grego apresenta a Geometria através
de um conjunto de afirmagdes passiveis de demonstracdes as quais denominamos
proposicdes ou teoremas. O curioso € que para criar essa estrutura axiomatica,
Euclides utiliza apenas cinco axiomas. Os quatro primeiros foram facilmente aceitos
pela comunidade matematica, mas o mesmo ndo se pode dizer do ultimo. Sobre esta
obra de Euclides, afirma Eves (EVES, 1994, pag. 167) que “nenhum trabalho, exceto
a Biblia, foi tdo largamente usado ou estudado e, provavelmente, nenhum exerceu

maior influéncia no pensamento cientifico”.

O Axioma das Paralelas

O quinto postulado de Euclides, conhecido atualmente como Axioma das
Paralelas (denominacao devida ao matematico escocé€s Jonh Playfair), foi, desde a
sua criagao, alvo de critica e contestacdo. Para muitos matematicos, aquilo que
Euclides considerava um axioma ndo passava de uma proposi¢do, podendo ser
provado a partir dos axiomas anteriores.

Numa versao mais contemporanea, esse axioma diz que por um ponto fora de

uma reta pode-se tracar uma Unica paralela a reta dada. A questdo evidenciada ndo



era a validade deste resultado, mas a sua classificacdo como axioma. Iniciou-se entdo
uma batalha no sentido de provar o Axioma das Paralelas. Batalha essa que
perpassou séculos, provocando, agucando e inquietando matematicos do mundo
inteiro. Ao longo dessa historia, as controvérsias em torno do quinto postulado deram
margem ao surgimento de um universo curioso e duvidoso. Trata-se do nascimento
de outras geometrias diferentes daquela proposta por Euclides, obtidas a partir da
negacao do quinto postulado.

Grande ¢ o nimero de matematicos envolvidos nessa trama provocada pelo
Axioma das Paralelas. Por questdo de tempo e espago, nos limitaremos a citar apenas
alguns deles. Segundo Andrade (ANDRADE, 2008, pag. 7), “a busca pela
contestagdo do modelo absoluto para o espaco passou a ser uma obsessao € nao

tardou a surgir candidatos ao Pantedo”.

As tentativas fracassadas

Os primeiros matematicos que se colocaram diante do desafio de provar o
referido axioma foram: Proclus Diadochus, o persa Nasir Edin e o inglés Jonh
Wallis. Os trés se equivocaram ao utilizar em suas respectivas provas um resultado
equivalente ao quinto postulado. Um tempo depois, entre os séculos XVII e XVIII, o
jesuita italiano Giovanni Girolano Saccheri se debrucou em torno dessa questdo.
Detentor de um grande conhecimento de ldégica, o padre Saccheri criou um
quadrilatero (conhecido como quadrildtero de Saccheri) o qual possuia dois angulos
retos e dois lados opostos de mesmo comprimento. Sua idé€ia era provar, a partir dos
quatro primeiros axiomas, que os outros dois angulos do quadrilatero também eram
retos. Isso era equivalente a provar o quinto postulado. Todavia, Saccheri so
conseguiu mostrar que os outros dois angulos eram congruentes. Em sua busca,
obteve alguns resultados da Geometria Nao Euclidiana, os quais, por ndo
compreendé-los, considerou abominaveis. A verdade ¢ que Saccheri ndo conseguia
conceber a existéncia de outro tipo de Geometria. Esse excelente logicista perdeu a
oportunidade de ser coroado como o pai da Geometria Hiperbodlica Plana, nome dado

a Geometria Nao Euclidiana em questao.

Se Saccheri tivesse suspeitado que ndo tinha chegado a uma contradigao,

simplesmente porque ndo havia contradicdo para ser encontrada, a



descoberta da Geometria ndo euclidiana teria ocorrido quase um século
antes. Seu trabalho é admiravel e, retirados o final e alguns pequenos
defeitos, o resto ¢ uma prova inequivocada de que Saccheri possuiu
grande intui¢do geométrica e profundo conhecimento de ldgica.

(BARBOSA, 2008, p. 26).

Em meados do século XVIII, o parisiense Adrien-Marie Legendre entrou na
discussdo. Nao conseguiu provar o Axioma das Paralelas, mas destacou-se por
demonstrar diversos resultados da Geometria Plana de forma répida e clara. Com seu
estilo simples e direto, renovou as bases da Geometria. Demonstrou com bastante
elegancia o resultado ja conhecido de que a soma das medidas de dois angulos
internos quaisquer de um tridngulo ¢ menor que 180°. Também merecem louvores,
as tentativas do francés Jean D’ Alembert. Este matematico trabalhou em torno de um
quadrilatero com trés angulos internos retos. Tentou mostrar que 0 mesmo ocorreria
com o quarto angulo, mas ndo obteve éxito.

Provavelmente estava faltando um matematico mais ousado, com
pensamentos futuristas, capaz de compreender a complexidade de se tentar
demonstrar o quinto postulado de Euclides. Ap6s duas décadas de tentativas, o
matematico alemdo Carl Friedrich Gauss convenceu-se de que o Axioma das
Paralelas ndo era uma proposi¢cao. Mais que isso, o principe dos matematicos (como
Gauss ¢ atualmente reconhecido), foi o primeiro a perceber claramente a
possibilidade de haver uma geometria igualmente l6gica e precisa, contudo diferente
daquela proposta por Euclides. Entretanto, por medo da Igreja que adotava a

Geometria Euclidiana como a tnica e absoluta, Gauss preferiu se calar. Afinal, a

inquisicao era o presente recebido pelos desafetos da Igreja na época.

O nascimento de uma nova Geometria

Longe dos ambientes intelectualmente viciados, um jovem hungaro, Janos
Bolyai, resolveu substituir o Axioma das Paralelas por uma de suas negagdes. Ao
admitir que por um ponto fora de uma reta passam pelo menos duas retas paralelas a
reta dada, Janos descobre a Geometria Hiperbdlica Plana. Encantado com sua
descoberta, ele comunica a novidade a seu pai, 0 matematico Farkas Bolyai. Janos
diz ao pai que do nada havia descoberto um universo maravilhoso e igualmente

estranho. Farkas apresenta os resultados de seu filho a Gauss, o qual recebe a noticia



com certo descrédito afirmando que ele mesmo ja havia vislumbrando os mesmos
resultados ha bastante tempo. Curiosamente, outro matemadtico, o russo Nikolai
Lobachewski, sem manter contato algum com Janos, descobre os mesmos resultados
que ele. A Geometria Hiperbolica Plana nasce entdo com dois pais: o htingaro Janos
Bolyai e o russo Nikolai Lobachewski. Este ultimo, ao contrdrio do primeiro,
continuou suas pesquisas nessa area, estudando inclusive as identidades
trigonométricas hiperbdlicas. Lobachewski tinha plena consciéncia da revolugao que
essa nova geometria iria causar, mesmo ndo recebendo em vida o devido
reconhecimento de seus pares.

Assim, em pleno século XIX, o Axioma das Paralelas ainda ndo havia sido
provado. Contudo, em meio a tantas tentativas, surge uma bela e intrigante
geometria, apoiada nos quatro primeiros axiomas de Euclides e na negacdo do
Gltimo. E a Geometria Hiperbolica Plana. Entre os seus os principais resultados
destacam-se a inexisténcia de triangulos retangulos, a auséncia de tridngulos
semelhantes e o valor da soma das medidas dos angulos internos de um triangulo o
qual ¢ inferior a 180°. Além disso, enquanto na Geometria Euclidiana as retas
paralelas sdo eqiiidistantes, 0 mesmo ndo se verifica na Geometria Hiperbolica. A
verdade ¢ que essa nova geometria exige a quebra de paradigmas e a dissolugdo dos
preconceitos. Ela provoca fascinio e repulsa a medida que percebemos o quanto a
nossa formagao ¢ euclidiana. Imagine, por exemplo, que nesse ambiente se duas retas
sdo paralelas, elas possuem no maximo dois pares de pontos eqiiidistantes. Nao ha,
porém, contradicdo alguma nesse fato. Sobre a defini¢do precisa de retas paralelas,
diz Terdiman (TERDIMAN, 1989, pag. 13): “A defini¢do ndo diz que as retas sdo
equidistantes, isto €, ndo diz que a distancia entre duas retas ¢ sempre a mesma”. O
fato ¢ que estudar essa emergente geometria exige uma abertura para o novo. Eis o

grande desafio.

As contribuicdes de Poincaré

Apesar de tudo ainda pairava uma davida no ar: o que garante a consisténcia
dos resultados de Bolyai e Lobachewski? E se houver alguma contradi¢ao? Na
realidade, constatou-se a necessidade de validar essa nova geometria exibindo para

ela um modelo assentado numa moldura euclidiana. Deste modo, qualquer



incompatibilidade na Geometria Hiperbodlica implicaria na derrocada da Geometria
Euclidiana e vice-versa.

A criacao de tais modelos pos um fim na discussdo acerca da prova do
Axioma das Paralelas, ao mesmo tempo em que legitimou a Geometria de Bolyai-
Lobachewski. Dentre esses modelos, destaca-se aquele conhecido como o Disco de
Poincaré.

Henri Poincaré foi um brilhante matematico francés, apaixonado pelo
magistério. Ao contrario de Gauss que se revelou génio desde cedo, Poincaré aflorou
para a produgdo cientifica e matematica em fase adulta. Contudo, o que ele e Gauss
tinham em comum era a capacidade que ambos tinham de passear por todos os ramos
da Matematica. Poincaré¢ escreveu mais do que qualquer outro matematico do século
XX. Era mesmo um génio.

O seu modelo para Geometria Hiperbdlica Plana consistia num disco
euclidiano sem o bordo. Poincaré definiu reta como a intersecdo desse disco com
qualquer circulo perpendicular a ele ou como qualquer diametro aberto. Introduziu
nesse ambiente uma métrica, isto €, uma forma de calcular distancias, € mostrou a
validade de todos os axiomas de Geometria Hiperbolica Plana. As retas da geometria
hiperbolica diferem-se bastante das euclidianas e devem ser entendidas como curvas
que minimizam distancias a partir de uma métrica conveniente. Além desse modelo,
Poincaré elaborou outro, conhecido como semi-plano superior. O modelo do Semi-
plano ¢ tao legitimo e valioso quanto o do disco. Deve-se adotar aquele mais
apropriado a depender do contexto, afinal ha um isomorfismo entre tais modelos. Isto
¢, existe uma aplicagdo bijetora que preserva distancias e leva retas de um em retas

do outro.

Consideracoes finais

O legado deixado por Euclides €, definitivamente, uma produgdo matematica
de exceléncia. As pequenas falhas apresentadas em Os Elementos foram contornadas
pelo brilhante trabalho desenvolvido pelo matematico contemporaneo David Hilbert
que estabeleceu definitivamente o conjunto completo de axiomas para a Geometria
euclidiana. Conforme Perdigio (PERDIGAO, 1987, pag. 27), “Euclides usava em

seus argumentos, além dos postulados mencionados, outros fatos que eram



considerados na época como inteiramente 6bvios.” Dai a necessidade do primoroso
trabalho de Hilbert.

A legitimidade da Geometria de Euclides e a consisténcia da Geometria
Hiperbdlica Plana sdo os desdobramentos centrais do Axioma das Paralelas. Nessa
historia de afirmagdes e refutagdes, o quinto postulado mostrou-se como a mola
propulsora de uma trama que atravessou milénios desde Euclides até Hilbert.
Contando ainda com a magnitude das descobertas de Poincaré, segundo o qual todas

as geometrias sao igualmente verdadeiras a depender da conveniéncia.
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