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Resumo

O trabalho tem como objetivo central o estudo da correspondéncia de Galois a partir de
diagramas.

Basicamente, serao demonstrados alguns resultados da Teoria de Grupos e da Teoria de
Corpos. Com base na teoria estudada, serdo utilizados reticulados de grupos (que sao diagra-
mas de grupos onde é possivel a visualizagdo dos subgrupos e seus respectivos indices) para a
comparagdo com os reticulados das extensoes de corpos (que, de forma andloga, possibilita a
visualizagdo de subcorpos dentro de uma extensao de corpos e seus respectivos indices).

Fazendo uso apropriado do Teorema Fundamental da Teoria de Galois, o trabalho apre-
senta uma forma de determinar se uma extensao é ou nao galoisiana e compara as estruturas de
grupos com as extensoes de corpos a partir dos diagramas.
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Introducao

Dado um polindémio irredutivel p(x) sobre um corpo K, podemos utilizar as raizes de p para
“formar” uma extensdo de corpos algébrica I sobre K. Consideraremos entdo automorfismos
sobre L tais que a restrigdo dos mesmos ao corpo K seja o automorfismo identidade. Observando
que tais automorfismos apenas permutam as raizes do polinémio p, pois os coeficientes estao em
K, determinaremos todos os possiveis automorfismos desta forma, ou seja, o Grupo de Galois do
polinémio p. A partir dai, compararemos a estrutura existente no Grupo de Galois de p com a
estrutura da extensao de corpos L sobre K.

O trabalho apresenta uma forma “visual” de comparar as estruturas citadas, a partir de dia-
gramas que contém informacoes sobre as estruturas. Fazendo uso da Correspondéncia de Galois,
mostraremos que nao é coincidéncia os diagramas das estruturas terem formas similares, mesmo
quando consideramos os graus das extensoes e os indices dos subgrupos do Grupo de Galois. B
importante ressaltar que a teoria aqui apresentada fundamenta aplicagbes importantes de outros
temas da algebra abstrata como a solubilidade por radicais de um polinémio.

Dentre os conhecimentos prévios considerados, neste trabalho, estdo: conhecimentos basicos
de algebra linear e polindmios. O trabalho é dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo,
serdo apresentados resultados referentes a Teoria de Grupos, a discussdo tedrica é centrada em
fornecer as ferramentas necessarias para a demonstracao do Teorema fundamental da Teoria de
Galois. Sempre que possivel e conveniente sao apresentados reticulados de grupos para que o
leitor possa se “acostumar” com as informacoes fornecidas. A ultima sessdo deste capitulo é
dedicada aos diagramas e a utilizacdo dos mesmos para determinar a ordem de subgrupos.

No segundo capitulo, é apresentada a teoria relacionada aos corpos e extensoes de corpos.
Também, neste capitulo, fazemos uso de diagramas para estudar as estruturas das extensoes de
corpos. O leitor serd direcionado a ter uma nocao intuitiva de que extensoes de corpos e grupos
podem ser “comparados”.

No terceiro capitulo, sdo apresentados exemplos de extensoes galoisianas, fazendo uso de
exemplos previamente discutidos nos capitulos anteriores. Basicamente, o terceiro capitulo uti-
liza os resultados apresentados nos capitulos 1 e 2 para comparar extensoes de corpos com certos
grupos de automorfismos. Antes da demonstragdo do resultado principal, varios resultados séo
demonstrados e apresentados. A tltima sessdo deste capitulo conclui a comparacio a partir dos
diagramas e mostra como encontrar extensodes galoisianas fazendo uso do teorema principal.

Além disso, este trabalho possui dois apéndices.No primeiro, é demonstrado o Teorema de
Cauchy. No segundo, é feita uma “generalizagdo” para o grupo de Klein e uma comparacao de
grupos de Klein com Grupos de Galois de certos tipos de polinémios.



Capitulo 1

Teoria de Grupos

Nesta primeira secdo, discutiremos as definicdes e propriedades relacionadas aos grupos. Os
exemplos, dados no decorrer do texto como um todo, serdo sempre relembrados com frequéncia
para relacionar as estruturas algébricas estudadas.

1.1 Grupos

Sao estruturas algébricas de grande relevancia para os resultados que se seguirdo. Como
veremos, um grupo é um conjunto em que ha uma operacao bem definida com as propriedades
de associatividade, elemento neutro e elemento inverso. Em alguns trabalhos da literatura sao
considerados ainda estruturas que necessitam de apenas duas destas trés propriedades, que sdo
os monoides (onde ndo hé necessidade da propriedade do elemento inverso).

Definicdo 1 (Grupos) Seja G # () um conjunto e * uma operagio definida em G. Dizemos
que o par (G,*) é um grupo se G, munido da operac¢io x, possui as sequintes propriedades:

(1) Associatividade: Dados a,b,c € G vale (a*b)*xc=ax (bx*c).
(i1) Elemento Neutro: Existe e € G tal que exa =a*e =a,Va € G.
(ii3) Inverso: Dado a € G,3a™' € G tal queaxa ™! =a lxa=e.

Observagao 2 Afim de facilitar a notagao, diremos que (G, *) € um grupo e denotaremos apenas
por G quando ndao houver risco de confusdo. A operacio * ficard subentendida.

Também denotaremos z * y por xy e o elemento neutro por e. Tratando-se de grupos, quando
nao houver risco de ambiguidade, denotaremos ainda (zy)z = x(yz) por apenas zyz, uma vez
que vale a associatividade.

A unicidade de (ii) pode ser provada da seguinte forma:
Suponha que e, ¢’ € G sejam elementos neutros de G. Segue entdo que e = exe’ = ¢ = e =¢'.

Prova-se também a unicidade de (iii):
Dado @ € G, suponha que existem b;,be € G tais que ambos sejam elementos inversos do

elemento a.
Dai, by = by xe =by * (a*by) = (by % a) * by = € x by = by = by = bo.
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Observagao 3 Se, além dessas propriedades, G também cumprir:
(iv) Comutatividade: Ya,b € G é vdlida a igualdade a b= bx* a.
Diremos entao que G € um grupo comutativo ou abeliano.

Para o nosso propésito, alguns grupos nos exemplos abaixo serdo sempre relembrados no
decorrer do texto. Esse fato se dard principalmente ao discutirmos grupos de automorfismos de
extensoes de corpos no Capitulo 3 deste trabalho.

Exemplo 4 (Permutagdes de 3 objetos) O conjunto S3 = {e,a,a?,b,ab,a?b} é um grupo,
onde a®> = b*> = e (sendo que ab = ba?), que sdo as permutacdes de 3 objetos.

Observe que qualquer elemento de S3 é obtido a partir de composic¢oes de a e b, como veremos
mais adiante, a e b podem ser considerados geradores do grupo Ss3. Além disso, podemos consi-
derar que o elemento a representa uma permutagao na qual nenhum dos trés objetos fique fixo,
ou seja todos os objetos sdo “trocados de lugar” e o elemento b representa uma permutacao na
qual apenas um objeto estd fixo. A seguir uma ilustracdo da aplicagdo dos geradores de Ss sobre
objetos (pontos distintos).

Permutacao “a” Permutacao “b”
[ ] [ ]

T

/

Exemplo 5 (Grupo de Klein) O conjunto V4 = {e,a,b,ab}, onde a?> = b*> = e, é um grupo
chamado de Grupo de Klein de ordem 4.

Este é um grupo comutativo com apenas 4 elementos. Notamos que qualquer elemento de Vj
é inverso de si mesmo.

Exemplo 6 (Numeros inteiros) O conjunto dos nimeros inteiros Z, munido da adi¢io usual,
€ um grupo com uma infinidade de elementos.

Um fato interessante deste grupo, é que qualquer elemento pode ser obtido de composigoes
feitas com os elementos 1 e —1, ou seja, qualquer elemento é um multiplo destes.

Exemplo 7 (Restos da divisdo por n € N ) O conjunto Z,, = {0,1,2,....n — 1}, munido da
adicao usual, € um grupo finito com n elementos.

Exemplo 8 (Matrizes inversiveis de ordem n) O conjunto das matrizes invertiveis
GL,(R) = {M,xn(R);detM # 0}, com coeficientes reais, munido da multiplicagio usual de
matrizes, € um grupo.

Afim de simplificar a notacdo, denotaremos por M, ao invés de M, v, a matriz quadrada de
ordem n. A matriz identidade de ordem n serd denotada por I,,.
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n—1

Exemplo 9 (Grupos diedrais) O conjunto Dy, = {e,r,72,....,r" "1 s sr,sr2 ..., 57" "1}, onde
rh = 52 1 n—1

ers=sr - =sr"" ", € o grupo das simetrias no n-dagono reqular.

Este grupo representa movimentos rigidos feitos num poligono regular de n lados, evidente-
mente, por se tratar de simetrias, nao representam translacoes, e sim rotagoes e reflexdes.

Exemplo 10 (Permutacido de n objetos) No decorrer deste texto, denotaremos o grupo de
permutagoes de n objetos por S, .

Observe ainda que S3 (Exemplo 4) é um grupo de permutagdo. Mais ainda, de certa forma,
S3 = Dg. Discutiremos esta “equivaléncia” entre estes dois grupos quando falarmos de isomor-
fismos. Note que, quando n = 3, o n-adgono é na verdade um tridngulo equilatero. Ou seja, Ss
pode ser visto como o grupo de simetrias no tridngulo equilatero.

Exemplo 11 O conjunto R, munido da soma usual, € um grupo.
Exemplo 12 O conjunto R — {0}, munido da multiplicacao usual, é um grupo.
Outro grupo multiplicativo, que estd contido em R — {0}, é RY.
Exemplo 13 O conjunto Q(v/2) = {a+bv/2;a,b € Q} é um grupo aditivo, com a adigio usual.

Exemplo 14 (Quatérnios) O conjunto Qs = {1,—1,i,—1,j,—j, k, —k}, munido da multiplica-
cio (Veja a tdbua de multiplicagio de Qs, tabela 1.1, logo abaizo), é um grupo.

Quando o nimero de elementos de G for um nimero natural n, diremos que G é um grupo finito
e, quando G possuir uma infinidade de elementos, diremos que G é um grupo infinito.

Para grupos finitos podemos fazer a tdbua da operacdo, onde muitas vezes podemos perceber
varias propriedades do grupo. Por exemplo, se a tdbua for simétrica em relagdo a sua diagonal
principal o grupo envolvido é abeliano. Abaixo segue a tdbua de Qg, a operagio foi realizada
multiplicando-se a linha pela coluna:

L vt i [—i[j[-j[Fk][-Fk]
T =1]3 |=i] =4k |-k

S T T ey R A gy 2
i | i | —i | =1 1| k| k| —j]| J

Tabela 1.1: Tabua de Qg

Os produtos dos elementos que comutam entre si aparecerdo de forma simétrica em relacao
a diagonal principal. Afim de que o grupo seja abeliano, toda a tdbua precisa ser simétrica em
relacdo a diagonal principal. Além disso, como a diagonal principal estd praticamente preenchida
por —1, temos que qualquer elemento —1,1 # a € Qg é tal que a®> = —1. Evidentemente, a coluna
e a linha do elemento neutro serdo sempre iguais a linha e a coluna de elementos que foram usados

na operacao.
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1.1.1 Geradores de um grupo

Diremos que um grupo G é gerado pelos elementos aq, ag, ..., o, se qualquer elemento de G
puder ser escrito como um ntmero finito de operagoes entre os elementos o, as, ..., au,, € escre-
veremos G =< aq, (g, ..., Oy >.

Ainda, se o ntimero de elementos de G for n, escreveremos entdao |G| = n, onde |G| denotarad o
numero de elementos de G.

Definicdo 15 (Ordem de um grupo) Seja G um grupo finito, ou seja, |G| = n. Definimos
entdo como ordem de G o numero de elementos de G.

Observe que se o grupo G possui ordem infinita, entdo o conjunto G possui infinitos elementos.
Nem sempre estaremos interessados em estudar apenas a ordem do grupo G como um todo. Por
isso, a observacdo abaixo também define a ordem de um elemento de G.

Observagio 16 (Ordem de um elemento) Se x € G, onde G é um grupo. Denotaremos por
| <z > aordem do elemento .

Essa observacao diz apenas que para calcular a ordem de um elemento x é preciso saber quantos
elementos de G podem ser representados por varias composicoes de = consigo mesmo, ou seja,
quantos elementos o elemento x gera. A ordem de x é portanto o menor inteiro positivo n tal que
2™ = e. Podemos denotar a ordem de um elemento simplesmente por |z| ao invés de | < x > |.
Agora temos condigoes de definir grupos ciclicos.

Definicdo 17 (Grupos Ciclicos) Seja G um grupo onde qualquer elemento a € G pode ser
escrito como uma poténcia de um elemento e # o € G, isto é,¥V a € G,3 n € Z;a"™ = a entdo G
é ciclico.

Observe que o # 1 é necessario. Além disso, podemos definir =" = (™)~ e a® = 1, para
que todas as poténcias de a fiquem bem definidas. E facil ver que se G é ciclico, entdo G =< a >,
para algum 1 # a € G.

A seguir temos alguns exemplos de grupos e seus respectivos geradores.

1. Z =< 1 > é ciclico.
2. Vy =<a,b>.

Ss =< a,b>.

-~ W

Do, =< 1,5 >.
5. Qg =< i,j,k >.

6. Z, =<1 > é ciclico.

1.1.2 Subgrupos

Varias estruturas algébricas se repetem, no sentido de conter ou estarem contidas em outras
estruturas com os mesmos padrdes. Veremos a seguir que existem grupos contidos em outros
grupos. A esses grupos “menores” chamaremos de subgrupos. Evidentemente, cada subgrupo é
munido da operacao do grupo no qual esté contido e, por consequéncia, “herda” as propriedades
necessarias para ser um grupo. Além disso, a operagdo restrita ao subgrupo tem a propriedade
de fechamento, e isto caracteriza o respectivo subgrupo.
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Definicdo 18 (Subgrupos) Seja G um grupo e H C G um conjunto ndo vazio. Diremos que
H ¢ um subgrupo de G e denotaremos por H < G se H, munido da operacao de G, for um grupo.
Isto €, possui as sequintes propriedades:

i) e € H (O elemento neutro pertence a H).
i) YV x,y € H, xy € H (Fechamento).
i) Dado x € H, 3271 € H; xa~! = 27 'ax = e (Elemento inverso para cada elemento de H).

Observagao 19 O elemento neutro de G é o mesmo de H, pois, caso nao fosse, G possuiria
dois elementos neutros, o que jd provamos ser impossivel. O mesmo ocorre com o0s inversos de
cada elemento de H, sdo os mesmos no grupo G.

Exemplo 20 (Matrizes quadradas de determinante igual a 1)
O conjunto SL,(R) = {M,(R);detM = 1}, das matrizes quadradas de ordem n com coefici-
entes reais e determinante igual a 1, é um subgrupo do grupo GL,(R) = { M, (R); detM # 0}.

Prova: (SL, < GL,)

A prova se d4 mostrando que cada uma das propriedades de subgrupo é satisfeita por SL,,. Para
isso, seréd considerado o fato de que det(AB) = detA-detB, quando A, B € G L, a demonstracao
deste fato foge aos objetivos deste trabalho e nao serd feita aqui.

i) Existe I, , tal que, V M € SL,,I,M = MI, = M, e, além disso, detl, = 1, ou seja,
I, € SL,.

ii) Dadas duas matrizes A, B € SL,, temos que det(AB) = detA-detB = 1, e, claramente AB
é uma matriz quadrada de ordem n X n, ou seja, A,B € SL, = AB € SL,,.

iii) V A € SL,, (Como A ¢ inversivel, pois detA = 1), 3 A~ € GL, talque AA~ = A~tA=1T.
S6 resta provar que detA~! = 1.
De fato, 1 = detl = det(AA™!) = detA - detA=t. Agora, A € SL,, = detA = 1 e dai
segue que detA~! = 1.
Ou seja, A=t € SL,,. &

Exemplo 21 (Subgrupos de Qs) Em Qs (Exemplo 14) é ficil ver que < —1 >< Qs, <
1 >< Qs, <j>< Qs e <k><Qg. Note ainda que < —1 ><< a >< Qg e < a >=< —a >=
{1,—-1,a,—a} quando a € {i,7,k}.

Uma forma interessante para estudar grupos e seus respectivos subgrupos é desenhar os reti-
culados dos grupos. Trata-se de um diagrama que informa os subgrupos contidos dentro do
grupo e compara os mesmos. O diagrama mostra ainda os geradores dos respectivos subgrupos.
Voltaremos a falar mais sobre os reticulados quando houver mais resultados para serem discuti-
dos utilizando-se os mesmos. Na se¢ao 1.2, desenhamos vérios reticulados de diversos grupos e
exploramos algumas informacgoes do grupo a partir dos respectivos reticulados. A seguir temos
o reticulado do grupo Qs:
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Qs

I

<i> <j> <k>

T

< -1

<1l>

Todas as informacoes dadas no Exemplo 21 podem ser “lidas” no diagrama.

As setas partem de subgrupos e apontam para seus respectivos grupos. Observe ainda que
podemos ver notoriamente as propriedades da relacdo <. Por exemplo, nao existe uma flecha de
< —1 > para g, mas podemos usar a transitividade : se < —1 ><< i >< Qg, entdo < —1 ><

Qs.

Exemplo 22 (Retas no plano) O conjunto L = {f : R — R; f(x) = = + b,b € R} das retas
em R? com coeficiente angular igual a 1 é um subgrupo do grupo (G,o) das retas em R?, onde
G={f:R—R;f(z) =axr+0b,a,beR} eo éa composicio de fungdes.

Exemplo 23 (Multiplos de ntmeros inteiros) No grupo aditivo Z, cada conjunto da forma
mZ, onde m € 7, é um subgrupo.

Alguns subgrupos podem ser encontrados de forma mais natural, genérica, como é o caso dos
exemplos que veremos a seguir.

Exemplo 24 (Subgrupos triviais) Dado um grupo G, dizemos que G e {e} sdo os subgrupos
triviais de G. Qualquer outro subgrupo serd chamado de subgrupo préprio de G.

Exemplo 25 (Centro de um grupo) Seja G um grupo. Entao, o conjunto Z(G) = {a €
G; ax = za, V © € G}, denominado de centro do grupo G é um subgrupo de G.

Prova: (Z(G) < Q)
i) Claramente, e € Z(G), pois, dado a € Z(G), temos que a = ae = ea.
ii) Dados a,b € Z(G) e x € G temos:

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (ra)b => (ab)z = x(ab) = ab € Z(G).

iii) Agora, dado a € Z(G), mostraremos que a~* € Z(G). De fato, a~! existe, pois G é grupo.
Temos ainda que 3y € G tal que a~ 'z =y,V = € G. Logo,

r=ay = x =ya,pois a € Z(G) = ra" ! =y =a"lu.
Ou seja, a lz =2a V2 e G=a"t € Z(G).

Segue entao de i),ii) e iii) que Z(G) < G. A

Este é um subgrupo especialmente interessante, pois seus elementos comutam com todos os
elementos de G. Observe que G ¢é abeliano <= G = Z(G).
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Exemplo 26 (Centralizadores) Seja G um grupo. Dizemos que Cg(z) = {a € G; ax = za}
é o centralizador de x em G. Observe que x € fixo e que, naturalmente, Z(G) < Cg(x). Pois, um
elemento que comuta com todo o grupo G certamente comuta com o elemento x € G.

A prova de Cg(x) < G ¢ feita de forma andloga d que foi feita para Z(G) < G.

Exemplo 27 (Interse¢do de subgrupos) Seja G um grupo e Hy, Hs, ..., H, < G. Afirmamos
n
que m H;, <G.
i=1
n
De fato, e € H;,Vi, operar dois elementos no conjunto ﬂ H; resulta em outro elemento do
i=1
mesmo conjunto pois cada H; é subgrupo, além disso, se a € H;,Vi, entdo a~' € H;,Vi. Segue
n

entdao que m H;, <(G.
i=1

Exemplo 28 (Comutador de um grupo) Definimos como comutador de um grupo G o con-
junto G' =< {a € Gya = zyx~y ',V z,y € G} >. G’ é um subgrupo de G, além disso, G é
abeliano se, e somente se, G' = {e}.

Exemplo 29 (Subgrupos de V;) Como visto no Exemplo 5, V4 = {e,a,b, ab}.

Os subgrupos de V; podem ser visualizados a seguir em seu reticulado.

<a> < ab> <b>

~) 7

{e}

1.1.3 Teorema de Lagrange e Subgrupos normais

Discutiremos a seguir muitas defini¢ées que serdo reutilizadas na Teoria de Galois. Como
veremos no Capitulo 3, existe um relagdo entre subgrupos normais de automorfismos de uma
extensdo de corpo e a propria extensdo de corpo. Agora, seja G um grupo e H um subgrupo de
G. Sejam ainda z,y € G, podemos definir a relagdo congruéncia médulo H em G da seguinte
forma:

x =y (modH) <= x = hy, para algum h € H.

E equivalente dizer que z € Hy. O conjunto Hy serd denominado classe lateral & esquerda de y.
Além disso, congruéncia médulo H é uma relagio de equivaléncia:

i) x = x (modH), pois x = ex, com e € H (Reflexiva).

ii) Suponha que x = y (modH). Ou seja, 3 h € H tal que x = hy. Agora, H < G =
h~'e H.
Dai segue que h™ 'z = h™thy = y = h~ 'z = y = 2 (modH) (Simétrica).
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iii) Finalmente, se 2 =y (modH) e y = w (modH), entdo & = hyy e y = how para w € G e
hi,hy € H. Segue que & = hihow = hgw = & = w (modH ) (Transitiva).

Assim, a relagdo descrita particiona o grupo G. O conjunto dessas “partes” serda denotado
por G/H. Observe ainda que a parte de G que possui o elemento e é o préoprio H. Outro
fato interessante é que de forma analoga podemos calcular as classes laterais a direita e, se
H ={e,hy,ha,....,h,}, entdo aH = {x,xhy, zhe,...,xh,} e Hx = {x, hiz, hox, ..., hpx}.

O préximo teorema explica por que a teoria a ser desenvolvida nao difere se utilizarmos Hzx ou
zH.

Teorema 30 (Cardinalidade das classes laterais) Seja H < G, entdo |H| = |Hz| = |xH]|,
Vzed.

Prova:

Primeiro vamos mostrar que |cH| = |[yH|, V z,y € G.
Defina a funcdo ¢ : *H — yH onde xh — yh. Claramente ¢ é sobrejetora pois ¢~ (yh) = zh.
Temos ainda que ¢ é injetiva:

d(xhy) = ¢(zhe) = yh1 = yha = h1 = ho = zhy = zho.

Portanto, ¢ é uma bijegdo e |[xH| = |yH|.Agora, como z é qualquer elemento de G, podemos
fazer © = e e teremos |H| = |yH|.
E imediato que, analogamente, |H| = |Hy|. Ou seja, |H| = |[zH| = |Hz[,V2z € G. R

O teorema acima é de fundamental importancia para provar o Teorema de Lagrange, como
veremos a seguir.

Teorema 31 (Teorema de Lagrange) Seja H < G onde |G| = n. Entao |G| = |G/H||H| e,
consequentemente, |H| divide |G]|.

Prova:
Como mencionado anteriormente, a relacdo congruéncia moédulo H particiona o conjunto G:

G=HUx HUxsHU..Uzx,_1H, onde G/H = {H,x1H,22H...,x;_1H} e ; € G,V i.

Agora, cada xH ¢é disjunto dos demais. Logo, |G| = |H| + |z1H| + |xoH| + ... + |zr_1 H]|.
Pelo Teorema 30, |H| = |z, H|,YV i € {1,2,....,k — 1}. E dai,

(G| = |H| + |H| + ... + |H| = |G| = k|H|.

k vezes
Como |G/H| = k, segue imediatamente que |G| = |G/H||H|.&

O resultado acima é fundamental para a construcao dos reticulados uma vez que a ordem de
todo subgrupo de G é um divisor da ordem do grupo G. A procura por subgrupos nao precisa
ser feita de modo aleatério, basta analisar os divisores da ordem do grupo.

O nimero G/ H serd definido como indice de H em G e se trata da ordem do conjunto quociente
G/H.

Como vimos, o conjunto quociente pode ajudar a coletar informagoes a respeito do grupo in-
dependentemente do subgrupo escolhido. Contudo, podemos escolher “convenientemente” o
subgrupo para que o quociente tenha uma operagdo bem definida, que nado dependa da escolha
dos representantes da classe, com as propriedades de grupo e mais: *H = Hx, para todo = € G.
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Definicdo 32 (Subgrupos normais) Seja H < G. Se para todo x € G temos a igualdade
xHz™' = H, entdo H é um subgrupo normal de G e escreveremos entio H < G.

Particionando G por um subgrupo normal H, podemos escrever entdo tH = z e definir uma
operacao x em G/H que é “herdada” da operacdo do grupo G e ainda possui a seguinte propri-
edade: *H xyH = xzyH.

Como se trata de uma operacao proveniente da operacao do grupo G, denotaremos xH x yH
apenas por xHyH.

Observagao 33 Observe que se G é abeliano, entdo todo subgrupo de G é normal.

Exemplo 34 (Grupos normais em Z) Os subgrupos em Z sdo da forma nZ, onde Z é abeli-
ano.

Pela Observagao 33, todo subgrupo de Z é normal.
Temos ainda, Z/nZ = Zr,.

Observagao 35 Observe que, no Exemplo 34, vimos que € possivel calcular |G/H|, em alguns
casos, mesmo que G ndo seja finito.

Exemplo 36 (Subgrupos normais em um grupo genérico G) Dado um grupo G.Temos:
e Z(G) 4G,
o G'AG;
e GAG;
o {e} <G,
Exemplo 37 (Matrizes de determinante igual a 1) No grupo GL,, temos SL,, <GL,.
Pode-se mostrar este fato facilmente, observando que se A € GL,, e B € SL,,, entdo
det(ABA™Y) = detA-detB-detA~' P25 det(ABA=1) = detA-detA~! = 1 = ABA~' € SL,,.

Exemplo 38 (Normalidade em Qg) Em Qs, temos que < —1 >, < i >,< j > e <k > sdo
normais. Observe que |Qg/ <i>|=|Qs/ <j>|=|Qs/ <k>|=2¢l|Qs/ < —-1>]|=4.

Observagao 39 Um fato interessante é que se |G/H| = 2 entdo H<G. De fato, se |G/H| =2,
entio G/H = {H,xzH?}, para algum x € G. Esse resultado pode ser entendido observando-se que
as classes laterais a esquerda serao sempre H e Hx e a direita H e xH, e como sdo disjuntas,
necessariamente devemos ter tH = Hx, e, portanto, G/H = {H,xH?}.

A Observagao 39 é uma ferramenta 1til para procurar subgrupos normais, uma vez que se |G|
for par, e existir H < G tal que |H| = 2, entdo H < G.

E fato que tal subgrupo H sempre ird existir. A razao disso é mostrada no Teorema de Cauchy,
que afirma o seguinte: “Se p é um ntimero primo dividindo |G|, entdo existe um subgrupo H < G
tal que |H| = p.

A prova deste resultado pode ser encontrada no apéndice deste trabalho e é feita com base no
exercicio 9 da pégina 96 de [1].

Observe ainda que quando |G| for um ntimero primo p, pelo Teorema de Lagrange, qualquer
subgrupo H existente em G deve ser tal que |H| divide p = |G|, ou seja, H s6 pode ser um
subgrupo trivial e, sendo assim, qualquer subgrupo gerado por um elemento e # = € G tera
ordem |z| = p. Concluimos entdo que se a? =e, V e # x € G, entdo G é ciclico.
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1.2 Homomorfismos e Reticulados

Pensando em estruturas algébricas buscamos fungdes que preservem algumas propriedades
do seu dominio na sua imagem. Os homomorfismos sdo fungdes que conseguem ser “regulares”
para as operagoes definidas nos grupos. A seguir, definiremos tais objetos e veremos o quio
importante é o papel dos mesmos na Teoria de Galois (Capitulo 3).

1.2.1 Homomorfismos
Defini¢do 40 (Homomorfismos) Sejam (G,x*) e (H,*) grupos. A fungdo

¢ : G — H
g — olg)=h

com a propriedade ¢(g1 * g2) = P(g1) * #(g2) € chamada de homomorfismo de G em H.

Podemos ler a Definigdo 40 da seguinte forma: “E a mesma coisa operar g1 € g2 em G e depois
aplicar a ¢ ou aplicar a ¢ em g1 e g3 para depois operar as imagens destes em H.” O Diagrama
abaixo ilustra este fato.

g1 ¢(g1)

l*g2 l*¢(92)
¢

g1 % go ———— P(g1 * g2) = ¢(91) * #(g2)

QI*T ¢(91)*T

92 $(g2)

Podemos observar que quando héa homomorfismo de um grupo para outro, estes grupos estao
intimamente relacionados no que diz respeito as operagoes, por exemplo: ¢(eq) = ep, onde e e
ey denotam os elementos neutros de G e H, respectivamente, e (¢(z)) ™1 = ¢(x~1), o que mostra
que tais fung¢des se comportam de modo bem especifico em relagdo ao neutro e aos inversos das
operacoes.

A seguir, a defini¢do de nucleo de um homomorfismo, que nos ajudara a descobrir propriedades
dos dois grupos e do préprio homomorfismo.

Definicdo 41 (Nicleo de um homomorfismo) Sejam G e H grupos e ¢ wm homomorfismo
de G em H. O nicleo de ¢, denotado por Ker(¢), é dado por:

Ker(¢) ={z € G |¢p(z) =en}, onde ey é o elemento neutro de H.

Observacgao 42 E fato que os elementos do nicleo fazem parte de um subgrupo de G. Além
disso, temos que Ker(¢) 4G.

Exemplo 43 (Projecao canénica) Sejam G e H 1 G. A fungdo projecao candnica

™: G — G/H
g — w(g)=7

€ um homomorfismo.
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Observe que 7(zy) =Ty = ayH = e HyH = 7(zy) = w(x)7(y).

Além disso, Ker(n) = {z € G |n(z) =€} < Ker(r) ={x € G |xtH = H} < Ker(r) = H.
O que nos diz que qualquer subgrupo normal H de G é o nicleo de um homomorfismo de G em
G/H.

Exemplo 44 (Funcdo Logaritmo Natural) A funcdo logaritmo, definida no grupo multipli-
cativo dos reais positivos R com wvalores no grupo aditivo dos reais R, é um homomorfismo:

In: Ry — R
ab +—— 1In(ab) =In(a) + In(b)

Obviamente o exemplo acima pode ser generalizado para qualquer outro logaritmo.

Agora, quando o homomorfismo for bijetor poderemos relacionar os grupos que estdao no dominio
e contradominio. Por exemplo, se existe um homomorfismo bijetor entre dois grupos, entao ambos
serdo representados pelo “mesmo reticulado”. Assim, podemos de certa forma diminuir os estudos
de grupos, pois, quando houver um homomorfismo bijetor, ji saberemos o comportamento dos
grupos.

Defini¢do 45 (Isomorfismo) Sejam G e H grupos. Seja ainda ¢ : G — H um homomor-
fismo bijetor. Diremos entdo que ¢ é um isomorfismo e que os grupos G e H sdo isomorfos,
escreveremos entdo G = H.

Naturalmente, se G = H, entdo H = G. Neste sentido, os grupos G e H sdo equivalentes,
significa que os elementos dos grupos que estdao relacionados pelo isomorfismo tem as mesmas
propriedades algébricas e a mesma ordem. Voltando para o Exemplo 4, podemos perceber uma
equivaléncia entre Dg e S3, onde a e b sdo equivalentes a r e s, respectivamente.

Observagao 46 (Identificando um homomorfismo injetor) Podemos saber se um homo-
morfismo é injetor apenas olhando para o seu nicleo: ¢ : G — H € injetor <= Ker(¢) = {ec}.

A observagao anterior pode ser demonstrada facilmente observando os seguintes fatos:
i) A ida (=) é ébvia.
ii) Para provar a volta (<=), suponha que Ker(¢) = {eg} e ¢(x) = ¢(y). Segue imediata-

zy~leKer
Y (¢) T —1

mente que ¢p(zy~!) = ey Yy~ =eg = r =y, ou seja, ¢ é injetora.

Exemplo 47 (Fung¢ao Logaritmo Natural) Observe que a fungdo In possui inversa e é um
homomorfismo. Portanto,

(R:, %) = (R, +)

Exemplo 48 (Grupos de ordem < 5) Com o isomorfismo, temos agora ferramentas para di-
zer quando os grupos se comportam de forma similar. Por exemplo:

i) Qualquer grupo de ordem 2 € isomorfo a Zs;
it) Qualquer grupo de ordem 3 ¢é isomorfo a Zs;
i1i) Qualquer grupo de ordem 4 é isomorfo a Zy ou Vy;

i) Qualquer grupo de ordem § é isomorfo a Zs;
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Esse processo pode ser feito comparar grupos e seus respectivos comportamentos. Por exemplo,
se |G| = 8, entdo G é isomorfo a Zg, Vs, Zy X Z2, Dg ou Qg. Nos trés primeiros casos, temos
grupos abelianos e nos dois ultimos grupos nao-abelianos, a prova deste fato pode ser encontrada
em [2] e ndo sera feita aqui.

Certamente é um processo que fica mais dificil conforme a ordem do grupo for maior.

Se ¢ é um isomorfismo de G em G entao diremos que ¢ é um automorfismo sobre G. O conjunto
dos automorfismos sobre G sera denotado por Aut G.

Observe que (Aut G,0) é um grupo. Este grupo serd fundamental para as discussoes que se
seguirdo neste trabalho, uma vez que, no Capitulo 3, necessitaremos de automorfismos em ex-
tensoes de corpos para desenvolver as demonstracdes que sdo o foco de estudo deste trabalho.

O resultado a seguir é bem discutido nas diversas literaturas citadas na bibliografia deste
trabalho. Trata-se de um teorema que relaciona dois grupos apenas pelo fato de existir homo-
morfismo entre eles.

Teorema 49 (Teorema dos isomorfismos) Seja f : (G, %) — (G',*) um homomorfismo de
grupos. Entdo,

i) a fungdo induzida

[+ G/Ker(f) — [(G)
gKer(f) — f(9)

€ um isomorfismo.

i1) Existe uma bijegio que associa subgrupos de G que contém Ker(f) e subgrupos de f(G).
Além disso, essas bijecoes levam subgrupos normais em subgrupos normais.

{Subgrupos de G que contém Kerf} k| {Subgrupos de f(G)}
H — f(H)
fHH) — H'
H<G@ = f(H) 4 f(G)
f7iH) <G = H' < f(G)

Demonstracao:

i) Se f: G — G’ é um homomorfismo de grupos, sabemos que Kerf < G. Nesse caso,
G/Kerf é um grupo com a operacio induzida da operagio de G. A funcio f estd
bem definida, ou seja, independe dos representantes das classes em G/Kerf. De fato,
se gKerf = gKerf, entdao g = gk, para algum k € Kerf.

Agora, [(g) = T(g) = F(gk) = F(g) = [(ak) = 1@ (k) = [@) * ccr = f(a) = [(@).
Segue que f(g) = f(g). Claramente, f é sobrejetora, pois seu contradominio foi definido de
forma a ser igual & sua imagem. Se f(gKerf) = f(hKerf), entdo f(g9Kerf) = f(hKerf).
Dali,

f(g)=f(h) = gh™' € Kerf = 3k c Kerf | g = hk,

ou seja, gKerf = hKerf = f é injetiva.
Logo, f é um isomorfismo.

ii) Observando que : f~1(f(H)) = HKerf (a pré-imagem da imagem de H é a composi¢io
de H e Kerf) para qualquer H < G temos que se H D Kerf, entdo f~*(f(H)) = H.



CAPITULO 1. TEORIA DE GRUPOS 20

Da mesma forma, f(f~1(H’)) = H'N f(G) (a imagem da pré-imagem de um subgrupo H’
de G’ é a parte deste subgrupo que estd na imagem de G), para qualquer H' < G'.

Quando H’ C f(G), entdo f(f~1(H')) = H'. Ou seja, temos duas fun¢des, uma inversa da
outra, que associam subgrupos de G que contém o niucleo de f a subgrupos da imagem de

G por f.

Vamos mostrar agora que essas aplicagdes associam subgrupos normais a subgrupos nor-
mais.

Primeiramente, suponha que H < G. Devemos mostrar que ¢’ f(H)(g')"' = f(H),V ¢’ €

f(G). De fato,

1 g/Gi(G) f & homomor fismo HAG

g f(H)(g") flo) f(H)f(g™h) flgHg™) f(H).

Da mesma forma, se H' < f(G), temos:
Dados a € f~Y(H') e g € G,

flgag™) = f(@)F(a)fg~) " ZE?D f(gag™) € H' = gag™' € f1H'.

Ou seja, H' 4 f(G) = f~Y(H)<G. 1
Exemplo 50 (Inteiros e raizes n-ésimas da unidade) Considere a fungio

v (Z,+) — (Un,)
P — eZTrzz/n .

Note que ¥ é um homomorfismo e Ker ¢ = nZ. Pelo Teorema 49, (Z,,+) = (U,,-).
Exemplo 51 (Reais e nimeros complexos no circulo unitario) Considere a fungio

w o (R7 +) — (S17 )
r — 6271'7"1

Observamos que w é um homomorfismo, e seu nicleo é Ker w = Z. Ou seja, R/Z = St.

Nos exemplos 50 e 51 temos homomorfismos em que a imagem é um nimero complexo de
“tamanho” igual a 1. Observe ainda que o quociente R/Z faz com que olhemos apenas para o
intervalo [0,1) da reta real. Ou seja, através da fungdo w, cada intervalo da reta real é levado no
circulo unitério.

Exemplo 52 (Espagos vetoriais e transformacées lineares) Na dlgebra linear, as trans-
formacgoes lineares sdGo exemplos de homomorfismos entre espagos vetoriais.

Observagao 53 (A relagdo &) E importante observar que = define uma relagdo de equivalén-
cia.

i) Fvidentemente, 3 Id: G — G; Id(g) = ¢ = G = G (Reflexiva).

ii) Se G = H, entdo existe uma func¢io ¢ : G — H que é um isomorfismo. Logo, ¢~*
H — G é também um isomorfismo = H = G (Simétrica).

iti)) Se G 2 H e H= F € por que existem fungies v : G — H ew : H — F que sdo
isomorfismos. Logo, eziste ¢ = Y ow : G — F que também é isomorfismo, ou seja,
G = F (Transitiva).
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A Observagao 53 resume grande parte do que foi dito nesta secdo. Observe que, quando dize-
mos que um grupo G é isomorfo a um grupo H, todas as propriedades que G possui como grupo,
ou seja, seus subgrupos, a ordem dos seus elementos, os inversos dos seus elementos, sdo mantidas
em H. Obviamente, essas consideragoes se devem ao fato de que as imagens dos elementos de g
s@o obtidas pelo isomorfismo. Entao, por exemplo, se |z| = n, com x € G, entdo |¢p(x) = nl|, com

¢(x) € H.

1.2.2 Reticulados

Esta secao é dedicada a discussdo e comparacao de diversos reticulados de grupos que serao
utilizados no Capitulo 3 para estudo e tratamento da teoria.
Os resultados aqui discutidos sdo consequéncias das informagoes contidas nas segoes anteriores.

O reticulado de um grupo é um diagrama contendo informagcdes sobre o grupo e seus geradores,
seus subgrupos e respectivos geradores. Algumas referéncias sobre o tema chamam também de
diamante de um grupo.

Podemos enriquecer as informagoes de um reticulado colocando os indices de um subgrupo sobre
as respectivas setas. Além disso, se existe uma seta partindo de A para B, entao A < B.

Um fato interessante, é que grupos isomorfos possuem reticulados “idénticos”. Ou seja, olhando
o reticulado de grupos isomorfos fica claro quais sdo os subgrupos destes que s@o isomorfos e
é possivel também comparar os elementos com suas respectivas imagens no que diz respeito a
ordem e subgrupos nos quais estdo presentes.

1 /\
/

Como Z,, é abeliano, qualquer subgrupo é normal. Logo, Zs] < 2 >= 7o, ZLs/ < 3 >= Zs3 ,
Ze] <2>X7s.

Exemplo 54 (Reticulados de Z,)

N
N
N
w
N
N
N
ot

A
o
\%
A
o
\%
A
\%

()
O ——= N ———>

A
V

O processo de construcao do reticulado pode ser feito para qualquer n. Evidentemente, quando
n for um ndmero primo, Z,, sera ciclico e nao tera subgrupos proprios.
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Exemplo 55 (Reticulados de grupos de ordem 8)

(Restos da divisao por 8) Este é o unico grupo de ordem 8 que é ciclico. Evidentemente,
qualquer outro grupo de ordem 8 e ciclico seria isomorfo ao mesmo.

N
/

7
K

<1

(Os Quatérnios)Trata-se de um grupo de ordem 8 que nao é abeliano.

<rs,r?>

PN N

2
< s> <r2s> < r2 <rs> < 7r3s >

<1l>

»

(Simetrias no quadrado) Este é um grupo diedral que representa as rotagdes e reflexées no
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quadrado. Como vimos no exemplo 9, rs = sr—1, ou seja, Dg ndo é abeliano.

Zy X Lo
T
<(0,1),(2,0) > < (1,0) > < (1,1) >
| ST
<(0,1) > <(2,1) > < (2,0) >
el T
< (0,0) >

(Produto cartesiano de Z, e Zs) Note que por se tratar de um produto cartesiano de dois
grupos abelianos, o grupo Zy4 X Zo também € abeliano, visto que a operagdo é feita coordenada a

coordenada.

//<1>\
<a> <b> <c> < ab> < ac > < bc > < abc >
<a,b> <a,c> <bc> < a,bc> < b,ac > < c,ab> < ab,ac >
Vs

(Grupo de Klein de ordem 8) Os indices dos subgrupos foram omitidos pois este grupo
possui uma grande quantidade de subgrupos. Entretanto, é facil ver que qualquer indice possivel
nas setas € igual a dois. Claramente, este grupo tem propriedades que lembram Vy do exemplo
5, pois, cada elemento diferente do neutro possui ordem 2 e trata-se de um grupo abeliano.

Qualquer outro grupo de ordem 8 terd um reticulado similar a um destes. Note que, com excegao
do grupo Zg, todos os outros grupos tem a estrutura do grupo V, dentro do préprio reticulado.

Vy
TN
2
2
<a> <ab> <b>

2
2
{e}
Vi 7y xLo) < (2,0) >2Vg/ <a>=Qg/ < —1> eV Dg/ <r?>.
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Exemplo 56 (Reticulado de Ss)

Ss
/
<o> 5 3 3
5 <T> <70 > <T0?%>
/2 2
<1>

Observe que o unico subgrupo normal de S3 é < ¢ >. Aqui, lembrando do Exemplo 4, a = o,
b=1el=ce.

Agora, uma curiosidade interessante dos reticulados com os indices dos subgrupos é que ele
nos da a ordem de cada subgrupo, basta apenas multiplicar os indices das setas partindo por um
“caminho”. Por exemplo, |S5| =|S3/ <o >||<o>],onde | <o>|=|<o>/<1>]||<
1> | e 0 “caminho” escolhido no diagrama foi o seguinte:

Sy<~—<o>=<—<1>, onde|S3|=6=2-3.

Devemos seguir entao uma cadeia ascendente de subgrupos, partindo de < 1 > até chegar
ao subgrupo desejado, a multiplicagao dos indices encontrados no caminho serda a ordem do
subgrupo.

Teorema 57 (Ordem de um subgrupo via reticulados) Sejam H < G e < 1 >= Hy <
H, < Hs... < Hy, = H uma cadeia de subgrupos do subgrupo H de G.
Entao, |H‘ = ‘Hk/H}g,1|‘kal/Hk,2|...|H2/H1||H1‘.

Demonstragdo:

Vamos mostrar por indugdo sobre k fazendo sempre uso do Teorema de Lagrange.

i) Evidentemente, para k = 1 a igualdade é vélida, pois a cadeia serd < 1 >= Hy < Hy = H.

ii) Suponha que a igualdade seja vdlida para uma cadeia com k subgrupos préprios, ou seja,
|H| = |Hi/Hp—1||Hy—1/Hy—o|...|H2 /H1|| Hy|.

iii) Agora, dada uma cadeia com k + 1 subgrupos préprios :
<1>:H0§H1SHQ...SHkSHk+1:H

Pelo Teorema de Lagrange, |H| = |H/Hy||Hy|. Da hipétese de indugdo em ii), |Hy| =
‘Hk/Hk_ﬂ|Hk_1/Hk_2|...|H2/H1HH1|. Dai,

|H| = |H/H||Hx/Hi-1||Hi—1/Hg—2|...| Ho/H1||H1|, como queriamos demonstrar. Wl
O resultado nada mais é do que uma utilizacdo do Teorema de Lagrange varias vezes. Evi-

dentemente, foi feito com subgrupos préprios por que nao contabilizamos o subgrupo formado
por 1, todavia, o resultado é vilido também para calcular a ordem do grupo G.



Capitulo 2

Corpos, Extensoes de Corpos e
Polinomios

Na préxima sessao, definiremos estruturas algébricas que necessitam de mais propriedades,
do que os grupos, para serem validadas. Alguns resultados discutidos no capitulo anterior serdo
utilizados ao longo da discussao teérica. Além disso, resultados envolvendo anéis, calculos de
raizes de polinémios, dominios de integridade e algebra linear bésica serdo utilizados sem as
demonstragoes, uma vez que fogem ao objetivo deste trabalho.

2.1 Corpos

Definigao 58 (Corpos) Seja K # 0, munido das operagoes * e x, onde valem :
i) Associatividade: Ya,b,c € K temos : (a*b)xc=ax* (bxc) e (axb)*xc=ax*(b*c).
it) Elemento neutro: Je., e, € K tais que, dado a € K, axe, = €,%a = a € axey = €,%a = a.
iit) Inverso em (K,*) : Dadoa € K, 3—a € K tal que a % (—a) = (—a) * a = e,.
i) Inverso em (K—{e.},x): Dadoa € K—{e.},3a! € K—{e.} tal que axa™ = a~'xa = e,.
v) Comutatividade: Ya,b € K,axb=bxa eaxb="bxa.

vi) Distributividade: Ya,b,c € K valem as igualdades: ax (bxc) = (axb)*(axc) e (axb)xc=
(axc)*(bxc).
Nessas condigoes, dizemos que (K, *,x) é um corpo. Denotaremos apenas por K quando nio

houver risco de confusdo e as operagoes * e x ficaram subentendidas. Afim de simplificar a
notacao, denotaremos também axb=ab, e, =0 e e, = 1.

Observe que (K, *) é um grupo abeliano e (K — 0,%) é um grupo abeliano. Assim, muitas
propriedades conhecidas dos grupos podem ser analisadas de forma analoga para os corpos. Os
homomorfismos de corpos funcionam da mesma maneira que os de grupo, entretanto eles o fazem
para mais de uma operacao. Sendo assim, usaremos os resultados e as defini¢cbes apresentadas
no capitulo anterior de forma inteiramente analoga.

Observagao 59 Seja K um corpo. Dado a € K entdo a0 = 0.

25
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Demonstragdo:

Se a = 0 nada hé para demonstrar. Seja entdo a € K — {0}. Temos:
a0 = a(0 % 0) = (a0) * (a0) = (a0) * (—(a0)) = [(a0) * (a0)] * (—(a0))

Agora, 0 é o elemento neutro de *. Dai segue que 0 = (a0) *[(a0) *(—(a0))] = (a0) *0 = 0 = a0.
|
Esta observacao mostra que todo corpo é um Dominio de Integridade.

Observagao 60 Seja K um corpo. Se 0,1 € K sdo os elementos neutros das respectivas opera-
¢oes x e x, entdo 0 # 1.

Demonstragdo:
Suponha por absurdo que 0 = 1. Dado 0 # a € K, a = al = a0.

Ou seja, pela Observagao 59, al = a = a0 = 0. Segue imediatamente que V a € K,a = 0 o que
é um absurdo! W

Exemplo 61 (Corpos mais conhecidos) Os conjuntos a sequir, munidos das operagées usu-
ais, $Go corpos:

i) O conjunto R;

it) O conjunto C;

11i) O conjunto Q;
Todos estes corpos possuem infinitos elementos.

Exemplo 62 (Os Corpos Z,) Quando p é um ndmero primo, Z, é um corpo com p elementos.

Exemplo 63 (Corpos contendo os racionais) O conjunto Q(v/2) = {a +bv2 | a,b € Q} ¢
wm corpo.

Observe que os elementos de Q(v/2) sdo feitos & partir da combinagdo linear de 1 e /2. Da
mesma maneira, podemos construir Q(v/3), Q(v/5), Q(v/6) e assim por diante.

Também podemos construir o corpo Q(3/2) = {a + b¥/2 + ¢(V/2)? | a,b,c € Q} através de
combinagoes lineares entre 1, /2, (v/2)2. Evidentemente poderfamos repetir este processo para
outros niimeros e outros radicais e todos os corpos gerados conteriam os racionais.

Quando F' for um corpo contido em um corpo K, diremos que F é um subcorpo de K. Nos
exemplos anteriores, Q é subcorpo de R e dos outros corpos formados a partir dos radicais de
nimeros racionais.

Definicdo 64 (Extensdo de um corpo) Seja K um corpo contendo um subcorpo F. Diremos
entio que K é uma extensdo de corpos (ou simplesmente uma extensio) de F, e denotaremos
por K/F. Também podemos representar pelo reticulado:

K
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Algumas vezes, ' também podera ser chamado de corpo base.

E importante caracterizar as informagoes invariantes aos corpos para poder conhecer as proprie-
dades dos mesmos, independente da escolha do corpo. Uma dessas informagoes é a caracteristica
de um corpo.

Definicdo 65 (Caracteristica de um corpo) A caracteristica de um corpo K, denotada por
ch(K), é o menor inteiro positivo n tal quen -1 =1%1x..x1 =0 se o ndmero n existir, caso
—_——

n vezes
contrdrio, € definida como zero.

Note que a caracteristica é um inteiro positivo e nao um elemento de K. O leitor deve diferenciar
o elemento neutro da operacdo * (o elemento 0) do niimero da caracteristica do corpo quando
for zero.

Observagao 66 A caracteristica de um corpo sé pode ser um nimero primo p ou zero. De fato,
se ch(K) =n=ab, entdoab-1= (a-1)(b-1) =0, mas K € um corpo :

a-1=0o0ub-1=0, com a,b dividindo n.

Portanto, necessariamente a caracteristica de um corpo é p, com p primo, ou igual a zero.
Além disso,Va € K, p-a=axa*x..axa=ax(p-1)=0.
—————

p vezes

Observe que a operagao - € uma operacao definida em N x K — K, onde

(nya) —n-a=ga*a*..a*xa Valem também a-1xb-1=(a+b)-1e(a-1)x(b-1)=ab-1.
n vezes

Podemos definir essa operacao de modo a usar nimeros inteiros negativos da seguinte maneira,

(=n)-1=—(n-1), onde n é um inteiro positivo.

A funcao
o Z — K
n — n-1

define um homomorfismo de Z em K. O nicleo de ¢ é formado pelos multiplos de ch(K), ou
seja, Ker(¢) = ch(K)Z.

E fato que o nicleo dependera da caracteristica de K. Se ch(K) = p primo, entdo tomando o
quociente pelo nicleo, pelo Teorema dos isomorfismos, teremos uma funcéo injetiva de Z, em
¢(Z) C K. O que nos diz que, desde que K seja um corpo, existe uma cépia de Z,, (ch(K) = p)
em K, a menos de isomorfismos.

A proxima observagao é de notdvel importancia para o desenvolvimento da teoria, entretanto
sua prova foge aos objetivos deste trabalho e nao sera feita aqui.

Observagao 67 Se: K — F é um homomorfismo de corpos, entdo v é a fun¢do identica-
mente nula ou € injetiva (a imagem € uma cdpia de K).

A importancia da Observagao 67 se da pelo fato de que homomorfismos de corpos se compor-
tam de maneira mais restrita do que homomorfismo de grupos.

Se K/F é uma extensao de corpos, entdo podemos ver o corpo K como um F-espago vetorial.
Estamos em condicdo de definir dimensao de uma extensao de corpos.



CAPITULO 2. CORPOS, EXTENSOES DE CORPOS E POLINOMIOS 28

Definicdo 68 (Grau ou indice de uma extensdo de corpos) O grau, ou indice, de uma
extensao de corpos K/F € denotado por [K : F] e é igual 4 dimensdo de K sobre F.
A extensio € dita finita se [K : F| = dimpK € finito e infinita em caso contrdrio.

Exemplo 69 (Graus de extensdes sobre Q) Os indices a sequir sio de extensoes finitas so-
bre os racionais:

i) [Q(v2): Q] =2
@) [Q(V5) : Q] = 2;
i) [Q(V2) : Q] = 3;
i) [Q(v2,v3) : Q] = 4;

Notamos que (@(\/ﬁ7 \/ﬁ) ={a+ bW2 + ¢34+ dvV6; a,b,c,d e Q} e, consequentemente,
dimgQ(v/2,/3) = 4. Observe que Q(v/2,v/3)/Q(v/6) também é uma extensdo de corpos e tem

indice 2 (como veremos mais adiante).

Exemplo 70 (Os nimeros complexos) O leitor provavelmente desconfia que queremos olhar
0s numeros complexos como uma extensGo dos numeros reais. De fato, C = {a + b | a,b € R}
e, consequentemente, [C : R] = 2.

Com as impossibilidades de achar as raizes de determinados polinémios com coeficientes em um
corpo, o desenvolvimento de extensdes deste corpo que possuem as raizes dos dados polindmios
se fez necessdrio. Por exemplo, o polinémio p(z) = 22 + 1 é um polindémio com coeficientes
reais e, entretanto, sabemos que suas raizes sdo imagindrias (complexas). O que nos motiva a
estabelecer condigoes para que tal extensao exista e responder outras questoes, como a unicidade
e quando que podemos ter tais extensoes, formadas a partir de raizes de polindmios, em outros
Corpos.

Basicamente, se 7 é uma raiz de p(z) = 2% + 1, entdo, observe que, R(z) = C.

De forma inteiramente analoga & de grupos e subgrupos, podemos fazer os reticulados das
extensoes de corpos. O teorema a seguir é uma consequéncia de que se K/F é uma extensdo de
corpos, entdao K é um F'—espacgo vetorial.

Teorema 71 (Graus de extensdes finitas) Sejam F C K C L corpos finitos. Entdo,

[L:F]=[L:K]K:F|.

Demonstracao:

Sejam [L: K] =m e [K : F] =n,onde L/K e K/F sio extensdes de corpos. Obviamente,
L/F também é uma extensdo de corpos, vamos mostrar que vale [L : F] = mn.
(i) K é um F—espago vetorial de dimensdao n = existe uma base a = {a, aa, ..., a, } de K com
n elementos.
(ii) L é um K —espaco vetorial de dimensdo m = existe uma base § = {51, fa, ..., Bm} de L
com m elementos.

m
Agora, seja l € L. De (i) temos: Ja; € K | = Zaiﬁi.
i=1
Cada a; é um elemento de K e pode ser escrito como combinagao linear da base a:
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n
(iil) a; = bjray + bigas + ... + bina, = a; = E b;ja;, para todo i.
Jj=1
O item (iii) nos permite escrever o elemento genérico | como combinagdo linear de mn ele-

mentos:

i=n

= Za,ﬁl == Zzbijajﬁi = [ = i: bij()(jﬁi.
i=1 i=1 j=1 =1

=1
Cada elemento «;3; é um elemento que ndo pertence a F' e pertence a L. Observe ainda

que os escalares b;; sdo todos do corpo F. Sendo assim, s6 nos resta mostrar que o conjunto
af ={o;f; |1=1,2,..mej=12..,m}éLIL

i=n
j=m

De fato, seja Z bijojB; = 0, vamos mostrar que b;; = 0,V ¢, 5.
sty
n
Como a base 3 é evidentemente L.I., entdo temos que Z bijo; = 0.

=1
n ’ n
Lembramos que Z bijo; € um elemento de K. Agora, o é uma base de K, ou seja, Z bija; =
j=1 j=1
0= bij =0,Y1,7.
iem
Dessa forma, Z bija; B = 0= b;; =0,Y1,j. E, consequentemente, o é uma base de L/F. B

i=1
j=1

O teorema anterior é de importancia inestimavel para as discussoes tedricas que se seguirao
neste trabalho. Podemos notar que ha uma espécie de conexao entre este teorema e o Teorema
de Lagrange, demonstrado no Capitulo 1. A seguir, seguem alguns diagramas que servirao
de objetos para comparar extensoes de corpos e grupos.

Exemplo 72 (A extensdo Q(v/2,v/3)/Q) Q(v2,v3)

O leitor pode notar a semelhanca do diagrama acima com o do grupo Vj, no Exemplo 29.
Discutiremos essa semelhanga mais a fundo no préximo capitulo.

Observe que, naturalmente, Q(v2 + v/3) € Q(v/2,v3) e (v2 + v3)?2 = 5 + 2V/6. Podemos
escrever um elemento genérico de Q(\/ﬁ, \/3) sobre Q(\/ﬁ) fazendo g = a + bv/2 + \/g(c + d\/?),
0 que mostra que

[@(v2,v3) : Q(v2)] = 2.

Da mesma forma, chegamos & conclusdo de que [Q(v/2,v/3) : Q(v/3)] = 2.

A prova da inclusao inversa Q(ﬂ + \/§) D Q(\/?, \/3), e, consequentemente, Q(\/§ + \/3) =
Q(v/2,/3), é feita no Exemplo 86.
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Exemplo 73 (A extensdo Q(v/2,1)/Q)
/ ’ \
(V2
TN Il

=}

Qv2) (V2) Q(v2,2) QL +2)v2) Q1 —2)v2)

X

Q(V2,2)

c

Este diagrama é muito similar ao reticulado do grupo Dg, no Exemplo 55. Observe que todas
os indices sao iguais a 2, o que difere os dois reticulados é apenas o sentido das setas e os objetos
que s@o comparados.

2.2 Polinémios e Extensoes de corpos

Uma grande motivagao para se estudar polindmios é que suas raizes podem estar ou nao no
corpo ou anel dos seus coeficientes. Quando néo estao, podemos utilizar o conjunto gerado pelas
raizes como uma extensdo de corpos, como veremos mais adiante.

Defini¢do 74 (Polindémios em um corpo K) Seja K um corpo e a; € K,V i € N. Definimos
n

entdo p(x) = E a;x* como um polindomio com coeficientes em K.
i=0

O grau do polinémio é definido como a maior poténcia n de x tal que a, # 0 e serd denotado
por JOp.

Se K/F é uma extensdo de corpos, entdo dizemos que o € K é algébrico sobre F' se a é
raiz de algum polindémio (ndo nulo) sobre F'. Se a nao é algébrico sobre F' entdo diremos que é
transcendente.

Além disso, a extensdo K/F é dita algébrica se todo elemento de K for algébrico sobre F.
Note que, com a excecao de R, todas as outras extensoes sobre Q, dos exemplos deste trabalho,
sao algébricas sobre Q. Note ainda que C/R é uma extensao algébrica.

n

Definicdo 75 (Polindmios monicos) Um polindomio p(x) = Zaixi é dito monico quando
i=0

a, = 1.

Polinémios ménicos sdo de suma importancia pois, além de simplificar as contas, qualquer
polinémio ndo mdnico, sobre um corpo, é gerado por um polinémio moénico.

Exemplo 76 (Alguns polindmios ménicos) Os polinémios a sequir sdo monicos.
i) p(x) =2 +1;
i) p(x) = 22 — 2;
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iii) p(x) = z* — 1022 + 1;
w) p(z) = 2% —3;

Observagao 77 Seja K/F uma extensio de corpos. Para cada o € K algébrico sobre F, existe
um unico polinomio monico sobre K tal que o € raiz.

A prova da observacao anterior se deve ao fato de que K é um corpo e que podemos efetuar a
divisdo euclidiana em F'[z] (conjunto dos polindmios com coeficientes em F'). Entretanto, por
fugir um pouco do objetivo, a demonstragdo nao sera feita aqui.

O polinémio encontrado na Observagao 77 sera chamado de polindmio minimal de « e seréd
denotado por p,(z).

Como dito anteriormente, podemos usar as raizes de um polinémio que nao estdo no corpo dos
coeficientes para “fazer” uma extensao de corpos. Observe que se « é raiz de um polindémio p(z)
entdo, p,(x) divide p(z). Agora, como sabemos, « pode nio pertencer ao corpo base, o que nos
sugere que p, () é um polindmio com coeficientes na extensdo. Se para todo elemento do corpo
base ndo houver um polinémio que possa dividir p(x) (além de p(z) e polindmios constantes),
entao diremos que p(z) é irredutivel sobre o corpo base.

Diremos que p divide d, e denotaremos por p | d, quando dados p e d, elementos de um corpo
K ou polindémios em KJz], existe um ¢ (elemento de K ou de K|[z], respectivamente) tal que
d = pg. Caso contrario, diremos que p ndo divide d e denotaremos por p / d. A seguir, um
resultado que nos ajudard a encontrar polindmios irredutiveis sobre Q.

n

Teorema 78 (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = Zaixi um polinomio em Z|x].
i=0

Suponha que exista um numero inteiro p, primo, tal que:

i) p fan;

it) p | ao,a1,a2, ..., Gp_1;

iii) p* fao;
Entao f(x) é irredutivel sobre Q.
Exemplo 79 O polinémio p(x) = x? + 1 € irredutivel sobre R.
Exemplo 80 Os polinémios p(z) = 22 — 2 e q(x) = 2? — 3 sdo irredutiveis sobre Q.
Exemplo 81 O polinomio p(x) = 2% — 3 ¢ irredutivel sobre Q(v/2).
Exemplo 82 O polinémio p(x) = 23 + x + 1 € irredutivel sobre Zs.

Observe que se um polinémio néo é irredutivel, isto é, redutivel, entdo podemos decompdé-lo
no corpo base sem precisar de coeficientes de qualquer extensao.
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2.2.1 Extensoes normais

Quando temos polindmios com coeficientes em um corpo, uma pergunta natural a ser feita
pode ser: “Aonde podemos encontrar as raizes deste polindmio?”. Como vimos, polindémios
irredutiveis possuem raizes em alguma extensao.

Definicdo 83 (Corpo de decomposi¢do de um polindmio) A extensio K/F é dita corpo
de decomposi¢cao de um polinomio f(x) € F[z] se f é completamente fatorado (ou seja, pode ser
escrito como produto de polinémios de grau 1) em K|x], e, além disso, K/F é a menor extensio
com essa propriedade.

Basicamente, o corpo de decomposicado de um polinémio é uma extensao que contém todas
as raizes e qualquer extensao prépria desta nao contém todas as raizes do polinémio.
Por exemplo, Q(v/2,v/3) é o corpo de decomposicio de p(z) = (22 — 2)(z? — 3), entretanto,
Q(V2), que é apenas uma extensdo prépria nio possui todas as raizes de p.

Observagao 84 Se K/F ¢é uma extensdo algébrica e corpo de decomposi¢io de uma colegio de
polinémios f(x) € Flx], entdo K/F ¢ dita extensio normal.

Exemplo 85 (Numeros complexos) A extensio C/R é uma extensio normal. Observe ainda
que C =R(1).

O exemplo acima nos diz basicamente que C é o corpo de decomposicio de p(z) = z2 + 1. E
importante observar que C = R(1 4+ 1). Ou seja, a extensdo C/R possui todas as combinagoes
lineares de niimeros reais com as raizes de p, sendo assim, mudar o gerador nao alterara a extensao
desde que o novo gerador seja combinacao linear dos outros.

Basicamente, podemos ter mais de 1 polindmio com a mesma extensao normal do que outro.

Exemplo 86 (Extensdo sobre Q) Vamos mostrar que Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + v/3).

Observe que Q(v/2,v/3) é o corpo de decomposigao de p(x) = (22 — 2)(2? — 3). Olhando agora
para o polinémio

q(z) =z - (V2+V3)|[z + (V2+V3)][z — (V2 — V3)][z + (V2 — V3)] = 2* — 102% + 1

temos, por Eisenstein, que ¢(x) é irredutivel sobre Q. Ou seja, p e ¢ tem o mesmo corpo de
decomposicio. Como Q(v/2++/3) C Q(\/Z \/g) e [Q(\/i, V3): Q(\/@)] = 2, basta mostrar entao
que [Q(v24+v/3) : Q(v/6)] = 2. E, de fato, o polinémio ¢, (x) = [z — (vV2+v3)][z+ (V2 +3)] =
22 —5—2/6 é irredutivel sobre Q(v/6) e suas raizes pertencem a extensio Q(v/2++/3) D Q(v/6),

e como 6 = %, temos que Q(v/2,v3) = Q(v2 + V/3).

Exemplo 87 (Extensées com radicais e 1) O polinémio m(z) = 23 — 2 pode ser completa-
mente fatorado no corpo Q(3/2,(3), onde (3 é uma raiz terca da unidade.

Um resultado que ajuda a visualizar este fato é o Teorema Fundamental da Algebra,
que diz que qualquer polinémio de grau n, sobre os complexos, possui exatamente n raizes
(observando-se também a questao da multiplicidade de uma raiz). De fato, m possui trés raizes:

V2,833/2,¢23/2, onde (3 = Lz‘/g ¢ uma raiz terca da unidade. A importancia deste exemplo
reside na observacdo de que Q(\Vﬁ) nao é o corpo de decomposicdo de m. Também, notamos

que [Q(V/2,(3) : Q] = 6, pois
QV2,¢) = {a+bY2+ eV +dis + e V2 + V2 | a,b,c,dye, f € Q)
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Observe que (3 = 1 — (3 ndo aparece como gerador por ser combinacio linear dos geradores.

Logo mais, o reticulado que representa a extensao de corpos do exemplo anterior.

/ Q
) QYD QGYD Q@YD)

Q(Vv/2,¢3)

Novamente, podemos ver a semelhancga entre um reticulado de extensbdes de corpos e um
reticulado de grupos. Neste caso, o reticulado mostrado no Exemplo 56, de S3, tem o mesmo
formato do que este, o que muda é apenas o contetido do reticulado. Até mesmo os indices dos
grupos “coincidem” com os graus das extensoes.

2.2.2 ExtensoOes separaveis

Nesta sessdo, definiremos e discutiremos alguns resultados sobre FExtensdes Separdveis. A
discussao tedrica agora é voltada para saber qual a multiplicidade das raizes de polinémios em
uma extensao de corpos. Tal andlise nem sempre é considerada tao natural quanto a da sessao
passada, mas é de igual importancia para a discussao dos resultados principais.

Utilizaremos recursos como a derivada de um polinémio, que aparece frequentemente no calculo.
Entretanto, a definicdo dada a seguir nao é feita com base em pontos de acumulacdo, ou seja,
sequer temos uma topologia definida, trata-se apenas de uma férmula.

n
Definicao 88 (Derivada de um polindémio) Seja f(z) = Zaixi € Flz] um polinomio. A
i=0
derivada de f € definida por
n
D,f(z) = Ziaix’;l € Flz].

i=1
Sao validas as regras de derivagdo usuais do célculo que podem ser provadas de forma direta e
nao requerem a utilizagao de limites.No decorrer do trabalho, poderemos também usar a notagao

f' para a derivada de f. Por enquanto, apenas definimos a derivada, seu uso se dard mais adiante
nesta mesma sessdo, visto que mais algumas defini¢Ges se fazem necessarias.

Exemplo 89 (Derivadas em Q e Z) Polinémios sobre Q:
i) p(z) = 22 + 1, cuja derivada é p'(x) = 2x;
ii) p(z) = 22 — 2, cuja derivada é p'(x) = 2x;

iii) p(x) = z* — 1022 + 1, cuja derivada é p'(z) = 43 — 20x;
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) p(z) = 2? — 3, cuja derivada é p'(x) = 2z;
Polinomios sobre Zsy:

i) p(x) = 2® + 1, cuja derivada é p'(x) = 22 = 0;

i) p(x) = 22 — 2, cuja derivada é p'(x) = 22 = 0;

(x) ==

(2)

iit) p(x
i) p(z) = 2® — 3, cuja derivada é p'(x) = 32% = 2?;

4 — 1022 + 1, cuja derivada é p'(x) = 423 — 202 = 0;

De maneira geral, a derivada de qualquer polindémio da forma z?, no corpo Z,, é o polindémio
identicamente nulo.

Definicdo 90 (Polindmios Separaveis ) Um polinomio p(x) € Flx] é dito separdvel se todas
as suas raizes sao distintas.

Observe que nao especificamos o corpo de decomposicao do polinémio, isso se deve ao fato
de que a definicdo dada independe da normalidade da extensao.
Caso o polinémio nio seja separavel, dizemos que o mesmo ¢é inseparavel.

Definicao 91 (Extensdo Separavel) Seja K/F uma extensdo de corpos. Dizemos que o corpo
K ¢ separdvel sobre F se todo elemento de K for raiz de um polinémio separdvel p(x) € Fx].

De forma equivalente, K/F' é separavel se, V o € K, temos que p,(x) € F[z] é separdvel.
Quando uma extensao nao é separavel, diremos que a mesma é inseparavel.

A ideia aqui é utilizar a derivada de um polindmio para determinar se o mesmo é separdvel
ou ndo. Para isso, utilizaremos o méximo divisor comum (M.D.C.) de polindémios que serd
denotado por (p(x), g(z)), onde p e g sdo polindmios com coeficientes em algum corpo F. Podemos
caracterizar um polindmio separavel da seguinte maneira.

Teorema 92 (Caracterizagio de polindmios separaveis) Um polinomio p(x) é separdvel
se, e somente se, € relativamente primo a sua derivada. Ou seja,

(p(z),p'(x)) =1

Demonstragdo:

(=) Seja p(x) = (x — a)™g(x) um polindmio com coeficientes no seu corpo de decomposicao
K. Observe que o ntmero n é a multiplicidade da raiz «. Agora, analisando a derivada de p
temos:

P'(x) =[(z - a)"g(@)] = p'(x) = n(z — a)"'g(z) + (x — a)"g'(2)

Note que se n > 1, podemos reescrever a igualdade acima e considerar a multiplicidade de «
/
em p’.

P'() = (z = a)ln(z — a)"?g(z) + (x — )" g’ (2)]
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Ou seja, o também é raiz de p’, e, consequentemente, p,(z) divide p’ e p. Portanto, se o tem
multiplicidade maior do que 1, p e p’ nio sdo primos entre si.

(«<=) Para mostrar a volta, suponhamos que p(z) = (x — a)g(z) e p'(z) = (z — a)g1(x).
Vamos mostrar que « é uma raiz de p com multiplicidade maior do que 1. Temos:

P (x) = g(z) + (z — a)g'(2) = (x — a)gi(x)
Agora, « é raiz de p/, portanto, g(a) = 0 = g(x) = (x — a)h(z). Substituindo em p :

p(@) = (z — a)*h(z)

O que mostra que « possui multiplicidade maior ou igual a 2, como queriamos demonstrar.
|

Exemplo 93 (Polinémios separaveis)

i) Todos os polindmios do Exemplo 89, com derivada diferente de zero, sio separdveis;
ii) O polinémio 28 — 2 é separdvel sobre Q;

ii) O polinémio (z2 — 2)(x% — 3) € separdvel sobre Q;

Mais um bom motivo para analisar corpos de caracteristica igual a 0 é apresentado no teorema
a seguir. A sua demonstracao é feita basicamente usando o Teorema 92.

Teorema 94 (Polindmios irredutiveis em corpos de caracteristica igual a 0) Seja p(x)
F[z] um polinémio irredutivel. Se F' é um corpo de caracteristica 0, entdo p(x) é separdvel. Em
particular, qualquer polinomio irredutivel sobre Q € separdvel. Além disso, qualquer polinémio
que € produto de polindmios irredutiveis e distintos em F[x] é separdvel.

Demonstragdo:

Se p é irredutivel sobre F', entdo, a menos de constantes, apenas p(x) e 1 podem dividir p,
logo (p(z),p'(x)) = 1.
A segunda parte do teorema segue do fato de que polinémios irredutiveis e distintos ndo possuem
raizes em comum, e, portanto, a derivada do produto dos mesmos é relativamente prima ao
produto. W

Agora temos uma garantia de que polinémios irredutiveis sobre QQ sdo separaveis. Além disso,
o produto de polinémios irredutiveis também é separdvel. A seguir, veremos alguns exemplos de
polindmios e extensoes separdveis e nao separaveis também.

Exemplo 95 (O corpo Zy) O polinémio f(x) = 22+ 1 ndo é separdvel sobre Zo. Observe que
a derivada de f € igual a zero.

Em geral, qualquer polinémio da forma xP 41 sobre um corpo de caracteristica p ndo é separavel,
uma vez que a sua derivada é igual a 0.

Exemplo 96 (Ntuimeros complexos) O polinémio f(x) = z? + 1 € separdvel sobre C/R. Ob-
serve que podemos escrevé-lo na forma (xz +1)(xz —1).

Basicamente, C/R é uma extensao separavel.



Capitulo 3

Elementos da Teoria de Galois

Este capitulo é destinado a discussdo dos resultados que sdo o foco deste trabalho. Aqui
procuraremos deixar bem claro as relagoes existentes entre os diagramas de extensodes de corpos
e os reticulados de grupos. A teoria bésica aqui discutida é consequéncia das discussoes dos
capitulos anteriores.

3.1 Automorfismos em extensoes de corpos

Nesta primeira sessao, faremos algumas defini¢des bésicas e discutiremos o comportamento
de tipos especificos de automorfismos.

Definicdao 97 (Automorfismos em corpos) Seja K/F uma extensio de corpos. A fungao
¢ : K — K € dita um automorfismo se é um homomorfismo bijetor sobre K. O conjunto de
automorfismos de K serd denotado por Aut(K).

Basicamente, vamos dar especial atengao a automorfismos sobre K que restritos ao subcorpo
F sdo a identidade. Ou seja, automorfismos que ndo alteram os elementos do corpo F. A esse
conjunto de automorfismos denotaremos por Aut(K/F).
Agora, devido & restri¢des, o conjunto Aut(K/F) possui caracteristicas notéveis.

i) O conjunto Aut(K/F) é um grupo com a operagao composigao;

ii) Seja f(x) = Z a;x' € F[z] e 0 € Aut(K/F). Observe que como cada a; pertence ao corpo
i=0

F: o(f(x)) = f(o(x)). Agora, como as raizes de f ndo sdo indeterminadas e sim nimeros,
quando K for o corpo de decomposigao de f, entdo o apenas permuta as raizes de f. Uma
forma de ver isso é que, pelas relagoes de Girard, os coeficientes de f podem ser escritos
através de relacoes entre as raizes. Por exemplo, se f for de grau 2 e monico, entao:

apg = Ui1U2
—a; = Uy + Uz

Onde os u;’s sdo as raizes de f.
Assim, cada a; pode ser escrito como polinémios simétricos nas raizes de f. Ou seja, aplicar
o apenas permuta as raizes:

36
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Pelo produtério, podemos ver que o novo polinémio terd o mesmo grau e as mesmas raizes que
f. A observagdo a seguir demonstra o que discutimos.

Observagao 98 Seja K/F uma extensio de corpos onde § € K € algébrico sobre F. Entdo,
para qualquer automorfismo o € Aut(K/F), a(f) é uma raiz do polinomio minimo de 6 sobre
F.

Demonstracao:

Suponha que @ é raiz de um polindmio:

Zalﬂi =0,ondea; € F,Vi=1,2...n
i=0

Agora, usando o fato de que a é um automorfismo sobre K, temos:

n n
a(z a;0") = a(0) = Z afa;)a(0)" =0
i=0 i=0
n
Como «(a;) = a;, entdo Zaia(G)’ = 0. Agora, isso significa que «(f) também é raiz do
i=0
mesmo polindémio, como queriamos demonstrar. ll

Agora, é valido ressaltar que nem todas as permutagdes sao aceitas, por exemplo, se considerar-
mos a extensio Q(v/2,v/3)/Q, que é corpo de decomposicio do polinémio p(z) = (22 —2) (2% —3),
uma boa pergunta é:

“Sera, que existe algum automorfismo o que permuta v/2 e /3 sem modificar o corpo base?”

A resposta é ndo. Para mostrar, basta supor que exista tal automorfismo. No corpo base,
0(2) = 2, agora, 0(2) = 0(v2v2) = o(v2)o(v/2) = V33 = 3.

Ou seja, o ndo é a identidade quando restrito ao corpo base.

Em geral, descobrir quais os tipos de permutac¢bes permitidas ndo é uma tarefa facil. Nota-
mos que, para o polinémio p, as permutagoes permitidas entre suas raizes podem ser as seguintes:

Id.{\/i%\/?.g.{\/?H—ﬁ.ﬁ.{\/?H \/5'006'{\/5%

Observe que, neste caso, Aut(K/F) = V4 que é o grupo de Klein de ordem 4. Como pode ser
facilmente comprovado, o grupo é comutativo e qualquer elemento que nao seja a identidade é
de ordem 2, e é gerado por o e 5. O leitor j& deve estar familiarizado com os reticulados de Vy
e da extensio Q(v/2,v/3)/Q, abaixo temos ambos:
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{I d}

TN /T\

<B> < oﬁj/ Q(V3)

Agora, observe que o automorfismo ¢ “fixa” o corpo Q(v/3). Mais ainda, os subgrupos de V} tem
seus respectivos “corpos fixos” na extensao de corpos dada. Obviamente, a Ginica permutagao que
fixa o corpo Q(v/2,v/3) é a identidade e quanto maior o corpo, menos permutagoes poderemos
fazer, ou seja, as setas nos diagramas estdo em sentidos opostos se compararmos os subgrupos
que fixam 0s corpos.

O interessante é que a composicao fixa exatamente o corpo Q(\/é) que é a multiplicacao de

V2 e V/3, de fato, se 2 € Q(v/6), entdo

(@) = (00 B)(x) = ¥la + bVB) = a + b (V2V3), logo
() = a+b(—v2)(—V3) = $(x) =«

Por certo, a simetria deste reticulado dificulta um pouco a visualizagdo, nao fica tao clara a
posicdo dos subgrupos em relagdo aos corpos fixados. No exemplo a seguir essa relagao fica mais
clara.

Exemplo 99 (A extensdo Q(+/2,(3)/Q) Conforme vimos no Exemplo 87, essa é uma extensdo
de grau 6 e suas raizes sdo formadas considerando-se as raizes ter¢as da unidade.

Olhando para os automorfismos desta extensdo, procuramos saber o que acontece com as
raizes de m(z) = 23 — 2. Observe que ndo necessariamente devemos olhar apenas para os
geradores, mas podemos saber o que acontece com as raizes através dos geradores:

3 2 7 3 3 3
— 2 2 — 2 .
o V2 43\[; v V2 \f, onde i € {0,1,2} e (5 = 1.
1 1 1T =1

Agora, vamos descobrir o que acontece com (3 = 71%“/51

¢(C3) = Cs

e = 25V g

Podemos acrescentar entao as raizes tercas da unidade:
V2 — (V2 V2 — V2
¢ : T — 2 O 1 =1
GG — (3 G — (G

Note que ¢> = Id e v? = Id, ainda ¢?y = v¢. Considerando as raizes no plano complexo, ¢ é
uma rotacao de 2” no tridngulo formado pelas raizes, no sentido anti-horéario e v é uma reflexdo
sobre o eixo real, ou seja, a conjugacao. Com todas essas caracteristicas, percebemos claramente
que Aut(Q(+/2, Cg) /Q) & S3 = Dg, que corresponde aos movimentos rigidos, ou permutacoes,
dos vértices de um tridngulo (Exemplo 4 do Capitulo 1).
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Novamente, compararemos a extensao de corpos e o grupo de automorfismos pelos reticulados.

\\\

<y> <v¢ > <yp* >
2 2

/\\

Q(V2, Cg)

Vamos utilizar o formato de um elemento z € Q(+/2,(3) para ver os corpos fixados pelos
automorfismos, como os subcorpos sao gerados pelas raizes, também necessitaremos de outros
formatos para descobrir o que acontece com os geradores de cada subcorpo préprio, os elementos
sublinhados sao exatamente os que foram fixados pelo respectivo automorfismo:

) ¢(x) = (atb¥2+c V2 +dCsteCs V2+FCsV/27) = atbls ¥/2+0CE 2 +dCsteCE2+f V2
i) Y(2) = a+bY2+ eV +dGE +eGYI+ fGY2;
i) Y(p(x)) = a+ b2+ cCs¥/2 +dCE + ez + FU2

iv) ¢2(x) = a+bZY2+ (32 +dCs + e /2 + 22
V) Y¢2(2)) = a+ bG Y2+ (32 +dCE + 2+ fs V2 ;
vi) dla+ b2+ e3V2) = a4+ bGBV2 + V2

vii) (@ + 06 V2 + V) = a+0GV2 + (5 V2

vitl) y(@(a + b2 + e V2)) = a+ bG V2 + 3T

ix) Y(62(a + bC22+ s 9/20)) = a+ b2 + e

Necessariamente, se um automorfismo o fixa um corpo, entdo qualquer automorfismo do tipo
o™ também fixarda o corpo. Além disso, se dois automorfismos fixam um corpo, a composi¢io
dos mesmos também o fard. Sendo assim, basta olharmos para os geradores dos subgrupos e nao
precisamos nos preocupar em calcular para todos os elementos gerados.
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Observamos entao que, se um automorfismo fixa um corpo, evidentemente ele fixara os geradores.
A volta também é valida, pois qualquer elemento do corpo é obtido a partir de combinagoes line-
ares. Sendo assim, os itens vi), vii), viii) e ix) podem ser deduzidos a partir dos itens anteriores.
Agora, o célculo feito, mostra que, de fato, existem subcorpos que séo fixados.

Para discutir melhor o que foi feito, faremos uma comparacdo entre os automorfismos e os
corpos fixados nos itens acima.

Subgrupos de S3 | Corpos fixados
<1> Q(V2,¢3)
<¢> Q(¢3)
<7v> Q(V2)

<v¢ > Q(¢sV2)
<v¢? > QG V2)
S3 Q

Tabela 3.1: Subgrupos de S3 e corpos fixados da extensdo Q(4/2,(3)/Q

E importante perceber que, nos reticulados, os subgrupos e seus respectivos corpos fixados
estdo em “posicoes” similares e que determinadas composi¢bes em subcorpos sdo fixadas por,
respectivamente, determinadas composi¢oes de elementos em S3. A observagdo a seguir resume
parte do que foi discutido nesta sessao.

Observagdo 100 (Subgrupos de automorfismos) Seja K/F uma extensao de corpos e Aut(K)
o grupo de automorfismos sobre K. Entao, o conjunto H de automorfismos que fixam um sub-
corpo F C E C K é um subgrupo de Aut(K).

Demonstragdo:
i) Dadoa € E, 3 1 € Aut(K), tal que 1x(b) =b, V b € K, em particular, 1x(a) =a, Va €
E. Logo, 1x € H.
ii) Dados «, 8 € H, temos (a0 f)(a) = a(f(a)) = a(a) =a, ¥ a € E. Logo, oo € H.

iii) Se a € H, automorfismo sobre o corpo K, sabemos que existe a~!, que é a funcdo inversa
de o e também um automorfismo sobre K. Vamos mostrar que a~' € H. Observe que
a(a) =a, V a € E, o que nos diz que a~!(a) = a e, consequentemente, o~ € H. B

3.2 A Correspondéncia de Galois

Vamos discutir agora as relagoes existentes entre os automorfismos que fixam um corpo dentro
de uma extensao e os subcorpos existentes na extensao.

Observagao 101 Seja H < Aut(K) um subgrupo do grupo de automorfismos sobre K. Entdo
a colecao F de elementos de K fizados por todos os elementos de H € um subcorpo de K.
Demonstracao:

Seja h € H e a,b € F. Por defini¢do, h(a) = a e h(b) = b, entao h(a+0b) = h(a)+h(b) =a+b
e h(ab) = h(a)h(b) = ab. Além disso, h(a=') = h(a)~t =a~'.
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Evidentemente, como H é automorfismo, H fixa a unidade e o elemento zero. Portanto, F' é um
corpo. H

Observe que em nenhum momento foi utilizado o fato de H ser um subgrupo. E, de fato, a
observagao anterior vale para qualquer subconjunto de Aut(K).
Se G = Aut(K/F) e H < G, denotaremos entao o corpo fixo de H em K, por apenas K. Assim,
no Exemplo 99, temos:

o Q(V2,(3)<o> = Q((3);
o Q(V2,(3)<1> = Q(V2,¢3);
o Q(V2,¢(3)s, = Q;

O proximo resultado é relativamente intuitivo observando-se os reticulados dos grupos de
automorfismos e das extensoes de corpos.

Teorema 102 (Relacgdo de inclusao inversa) Sejam F; C K e F» C K uma extensdo de
corpos e Hy < Hy < Aut(K) subgrupos de automorfismos de K. Temos entdo:

i) Se Fy C Fy, entio Aut(K/Fy) < Aut(K/F1);
it) Se Fy € o corpo fizo de Hy e Fy € o corpo fizo de Hy, entio Fy» C F;

Demonstracao:

Para mostrar o item i), observe que qualquer automorfismo que fixa Fy também fixa Fy, pois
Fy é um subconjunto de Fy. Logo, Aut(K/Fy) < Aut(K/Fy).
Para mostrar o item ii), dado um elemento de = € F5 e hy € Hy, temos que hy(x) = x, pois hq

também é elemento de Hs. Ou seja, x é um elemento do corpo fixo de Hy, que é, precisamente,
Fi.

O Teorema 102 pode ser entendido como “Quanto mais automorfismos menor é o corpo
fixo”. Podemos observar este fato também olhando para os geradores de um corpo, quanto maior
o numero de geradores fixados menor é o subgrupo de automorfismos, pois mais restrigoes sao
impostas para fixar os elementos do corpo base.

3.2.1 Extensoes Galoisianas

No Capitulo 2, falamos sobre extensées normais e extensoes separaveis. Vimos que é possivel
“montar” extensbdes de corpos a partir de raizes de polinémios irredutiveis sobre o corpo base.
Além disso, mostramos que qualquer polindmio irredutivel com coeficientes em um corpo de
caracteristica zero é separavel.

Discutiremos agora sobre extensdées que sd@o normais e separaveis. Ou seja, além de possuir
as raizes de uma determinada colegdo de polindmios, qualquer elemento da extensao é raiz de
multiplicidade 1 de algum polindmio com coeficientes no corpo base.

Definicdo 103 (Extensdes Galoisianas) Seja K/F uma extensdo de corpos onde K é o corpo
de decomposigio de alguma cole¢io de polinémios separdveis p(x) € F[z]. Dizemos entdo que
K/F é uma extensio galoisiana.
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Equivalentemente, K/F é uma extensao normal e separdvel. Se K/F é de Galois, denotaremos
o conjunto de automorfismos Aut(K/F) por Gal(K/F) e diremos que o mesmo é o grupo de
Galois de K/F.

Exemplo 104 (Extensdes galoisianas em Q(v/2,(3)/Q) Observamos que as tinicas extensies

de Galois em Q(V/2,¢3)/Q sio Q(3/2,(3)/Q e Q(¢3)/Q.

Observe que o polindmio p(x) = 22 + 3 ¢ irredutivel sobre Q, por Eisenstein. Agora, Q((3
é o corpo de decomposicao de p, pois 1v/3 = 2¢3 — 1. Como p é separavel, temos que Q(¢3)/Q
de Galois.
E importante ressaltar que Q(¥/2)/Q nao é galoisiana, uma vez que Q(+/2) nao é o corpo de
decomposicao de z2 — 2.

)
e

Exemplo 105 (Extensdes galoisianas em Q(v/2,1)/Q) Vamos utilizar polinémios irreduti-
veis para verificar algumas extensoes galoisianas em Q(v/2,1)/Q.

Polinémios irredutiveis | Corpos de decomposi¢ao | Corpo base

z? =2 Q(v2) Q
224+ 1 Q) Q
% +2 Q(/?2) Q
(2% = 2)(a® + 1) Q(v2,2) Q
zt —2 Q(V/2,1) Q

a? — /2 Q(V2) Q(v2)
Observe que Q(v/2)/Q nio é uma extensdo galoisiana, entretanto Q(v/2)/Q(v/2) e Q(v/2)/Q

sao extensoes galoisianas. Este exemplo mostra que uma extensao galoisiana de outra extensao
galoisiana nao necessariamente é galoisiana. Note ainda que esta andlise é feita olhando-se para
0 corpo base e as raizes presentes na extensao.

Adiante mostraremos um método mais facil de achar extensdes galoisianas e voltaremos a falar

da extensio Q(v/2,1)/Q.

3.2.2 O Teorema Fundamental

Na sessao anterior vimos que os automorfismos que fixam corpos dentro de extensoes de
corpos se comportam de uma certa maneira. A seguir, exploraremos este fato e iremos mostrar
o teorema fundamental e resultados que auxiliam na prova do mesmo.

O teorema a seguir é interessante pois, além de relacionar o contetido trabalhado até aqui com
a algebra linear, nos informa ainda mais sobre o comportamento de automorfismos.

Teorema 106 (Independéncia Linear de automorfismos) Sejao = {01,09,...,0,} um con-
junto de automorfismos distintos de K, entdo o é um conjunto linearmente independente(L.I.).

Demonstragdo:
Suponha que o é um conjunto linearmente dependente (L.D.), ou seja, a combinacao linear

a101 + a0y + ... +apno, =0 (1)

admite solugdo néo trivial. Agora, podemos escolher entdo um nimero minimo m de coefici-
entes que sao nao nulos. Podemos supor, renumerando se necessario, que estes coeficientes sao
ai,as, ..., 4;,. Temos ainda que

a101 + asos + ... + apmom = 0. (2)
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Agora, como cada ¢; é um automorfismo de K, temos que, V k € K:
a101(k) + ago2(k) + ... + amom (k) = 0. (3)

Tome ko € K de forma que o1 (ko) # om(ko), 0 que é possivel pois o1 # oy,. Como kok é um
elemento de K, podemos substitui-lo na equagéo (3), o que nos da

alal(kgk) —+ aggg(kok) + ...+ amdm(kok) =0. (4)

Usando o fato de que o é um conjunto de automorfismos de K, a equagdo (4) pode ser
reescrita da seguinte forma:

101 (ko)1 (k) + asoa (ko) oo (k) + .. + amom (ko)om (k) = 0. (4)
Equivalentemente, multiplicando a equacdo (3) por oy, (ko) tem-se:
410 (ko)1 (k) + a20m (ko) o2 (k) + ... + amom(ko)om(k) = 0. (3)
Fazendo (3') — (4') vem:
[0m (ko) — o1 (Ko)|aro (k) + [om (ko) — 02(ko)]aza (k) + .. + [om (ko) — om—1(ko)]am—_10(k) = 0,

que é uma equagdo em qualquer k € K. Mas, o primeiro coeficiente, [0, (ko) — 01(ko)]a1, é
diferente de zero. Logo, temos uma relagdo com menos coeficientes nao nulos, o que contraria a
minimalidade de m. Portanto, uma contradi¢ao. Ml

Em particular, o grupo Aut(K/F) é um conjunto L.I.. Vamos utilizar este resultado para
provar a relacdo fundamental entre a ordem de subgrupos de Aut(K/F) e a dimenséao de extensoes
de corpos.

Teorema 107 (Ordem de automorfismos e graus de extensdes de corpos) Seja G = {0y =

1,09,...,0n}, 0 subgrupo de automorfismos de um corpo K e seja F o corpo fixzo de G. Temos
entdo: [K : F] = |G| = n.

Demonstracao:

Primeiro vamos mostrar que n ndo pode ser maior do que [K : F].
Suponha que n > [K : F] = m e seja Q = {w1,ws, ...,wn,} uma base de K sobre o corpo F.
Entao, o sistema

o1(w)zy + og(wy)za + -+ op(wi)a, =0

o1(Wm )21 + o2(Wm ) T2 + -+ - + op (W) zy =0
Tem m equagbes e n indeterminadas, portanto, admite solu¢ao néo trivial 51, 8a, ..., B, em
K, pois assumimos que existem mais indeterminadas do que equagoes.
Sejam aq, asg, ..., a., € F escalares ndo nulos. Por hipdtese, F' é o corpo fixo de G, portanto vale
oi(aj) =a;, Vi=1,2,..,neV j=1,2, ., ,m. Agora, multiplicando cada j—ésima equacio por
aj, utilizando as propriedades de automorfismos e o fato de que (*) possui solugdo nao trivial,
podemos reescrever o sistema (*) da seguinte forma:

o1(awr)pr + o2(a1wi)fe + - - + op(aiwr)Br =0

: ()
1 (amwm)B1 + 02(amwm) B2 + - - + on(amwm)Bn =0
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Somando as equagdes de (xx) temos:
o1(a1wr + asws + -+ Apwim )1 + - F onarws + aswr + - F Apw ) =0 (%)

Agora, Q é uma base de K sobre I e, consequentemente, todo elemento o € K é da forma
ajwy + asws + - -+ + apmwp,. Logo, também podemos interpretar a equagio (%) como sendo

o1(a)Br+oa(a)Ba+ -+ 0on(a)Br =0 (%%)

Finalmente, em (%x) temos uma combinacao linear dos automorfismos que admite solugéo
nao trivial, o que nos diz que G é um conjunto L.D., contradizendo o Teorema 106.

Vamos mostrar que n ndo pode ser menor do que [K : F.
Suponha agora que n < [K : F]. Entao existem pelo menos n + 1 elementos de K — F' que sao
linearmente independentes, digamos a1, aa, ..., a, 41 satisfazendo o sistema:

0‘1(041)$1 + 01(a2>$2 + -+ Ul(an+1)$n+1 =0

(0)

on(a1)zr +on(az)ze + -+ on(any1)Tne =0

Agora, (¢) possue n equagdes e n+1 indeterminadas x1, xa, ..., Z,+1 possue solucdo nao trivial
B1, B2y ...y Prr1 em K. Observe que ndo podemos ter todos os §;’s em F', pois 01 = 1 e na primeira
equagao teriamos uma combinacao linear nula dos «;’s com solugdo nao trivial, o que contraria
a independéncia linear destes. Logo, pelo menos um 3; nao é elemento de F'.

Dentre todos ;’s, que sdo solugdo de (¢), escolha um nimero minimo r de §;’s ndo nulos.
Renumerando, se necessério, podemos supor que f1, 2, ..., B sdo ndo nulos. J& sabemos que
pelo menos um dos elementos (1, B2, ..., Br—1, B nao pertence a F', o que mostra em particular
que r > 1.

Agora, vamos dividir cada equagdo de (¢) por 3,. Para simplificar as contas, vamos assumir que
B = 1. Temos entao

o1(a1)Br +o1(az)B2 + - -+ o1(ar_1)Br—1 + 01(a;) =0

: (00)
an(al)ﬁl + Un(a2)62 +--+ Un(ar—l)ﬁr—l + Un(ar) =0

Assumindo que 81 ¢ F, entdo temos que oy, (1) # 51, para algum automorfismo oy, com
ko € {1,2,...,n}. Se aplicarmos oy, a cada equagdo de (¢o) teremos entéo
Trko05 (1) (B1) + - -+ + Ok 0 (1) ko (Br—1) + Oo0j(r) =0 (000)

para cada j—ésima linha, com j = 1,2,...,n. Agora, cada aplicagdo da forma oy,0; ¢ um
elemento de G. Entdo, se colocarmos oy,0; = 0;, teremos que ambos os indices j e ¢ percorrerao
o conjunto {1,2,...,n}. Ou seja, as equagOes sdo as mesmas obtidas no sistema (¢¢), com a
diferenca de que ao invés de combinagdes de 3;’s, temos agora combinagoes de oy, (5;)’s. Assim,
podemos escrevé-las como

oi(a1)ok, (B1) + -+ oi(ar—1) ok (Br-1) + 0i(r) =0 (N)

Fazendo agora a subtragdao de cada equagdo de (¢0) pelas equagoes de (A), temos

oi(a1)[B1 — ok, (B1)] + -+ oi(ar1)[Br-1 — 0k (Br-1)] =0 (AAD)
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para cada i = 1,2,...,n. Mas, a solugdo de (AA) é uma solugdo do sistema (¢) com 1 =
B1 — ok, (B1) # 0, pela escolha de ky. Ou seja, temos entdo uma solugdo ndo trivial que tem um
nimero menor do que 7 de x;’s ndo nulos. O que contradiz a minimalidade de r e completa a
demonstracao.

O leitor deve se lembrar que no Exemplo 99, [Q(3/2,(3)/Q] = 6 = |S3|, onde Q(V/2,(3) é
o corpo de decomposicio do polindmio irredutivel (sobre Q) m(z) = 2® — 2 e S3 é isomorfo ao
grupo de automorfismos de (@(\3/57 (3) tendo Q como corpo fixo. Ou seja, o Exemplo 99 ilustra
claramente uma aplicacdo do teorema anterior.

Observagdo 108 Se K/F ¢é uma extensdo finita, entio temos a relagio: |Aut(K/F)| < [K : F],
com a igualdade sendo vdlida apenas se F for o corpo fizo de Aut(K/F).

Se Fy for o corpo fixo de Aut(K/F), terfamos F C Fy C K e, pelo Teorema 107, [K :
Fy] = |Aut(K/F)|. Agora, usando o Teorema 71 obtemos [K : F| = [K : Fy|[Fy : F] =
|Aut(K/F)|[Fo : F], o que confirma a observagio feita.

Note que o corpo fixo Fp é, na verdade, o “maior” subcorpo de K que é fixado pelos automorfismos
de Aut(K/F). E como vimos no Teorema 102, podem existir elementos que fixem F' e ndo fixem
Fy.

Uma outra forma de interpretar essa observacao é a seguinte: K/F é de Galois se, e somente
se, F é o corpo fixo de Aut(K/F). Ou seja, se F' é o maior corpo que é fixado por todos os
automorfismos de Aut(K/F).

Observagao 109 Seja G um subgrupo finito de automorfismos de K e seja F' o corpo fizo de
G. Entdo todo automorfismo de K que fiza F' estd contido em G.

Ora, por definicao, G < Aut(K/F). Agora, usando o Teorema 107 temos |G| = [K : F] e,
pela Observagao 108, |Aut(K/F)| < [K : F], assim concluimos que

(K : F] = |G| < |Aut(K/F)| < |K : F] = G = Aut(K/F)

o que demonstra a Observagao 109.
Ou seja, se G = Aut(K/F) entao K/F é de Galois, com grupo de Galois sendo igual a G, isto é,
G =Gal(K/F).

Observagao 110 Sejam G1,Ge < Aut(K/F), onde G1 # Gs. Entdo os corpos fixos de G1 e
Gy também sdo diferentes.

Através desta observagdo, podemos concluir que distintos subgrupos de Aut(K/F) estao re-
lacionados a distintos subcorpos de K. Como Aut(K/F') é um grupo de automorfismos, sabemos
que a imagem sempre serd um corpo, assim, para cada subgrupo sempre conseguiremos um inico
subcorpo fixado.

Finalmente, podemos resumir os resultados aqui apresentados observando caracteristicas de ex-
tensoes K/F Galoisianas:

@® Corpos de decomposicao de polindmios separaveis;
@ Corpos onde F' é precisamente o corpo fixo de Aut(K/F);
® Corpos para os quais vale a relagdo [K : F| = |Aut(K/F)|;

@ Extensoes finitas, normais e separaveis;
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O Teorema Fundamental reune todos os resultados desta sessdao e ainda nos permite
encontrar extensoes galoisianas com mais facilidade. As demonstragoes feitas nesta sessdo sio
baseadas em [1].

Teorema 111 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja K/F uma extensio de
Galois com grupo de Galois G = Gal(K/F), entdo existe uma bijecio que associa subcorpos E
de K que contém F a subgrupos H de G. Ou seja, dado F C E C K existe H < G tal que H fiza
E e dado H < G existe um corpo F C E C K que € fizo por H. Cada subcorpo estard associado
ao subgrupo de automorfismos que fiza o respectivo corpo. Além dessa correspondéncia, valem
também:

(a) A inclusao inversa: Se Ey e Ey correspondem, respectivamente, a Hy e Ha, entio F1 C E
se, e somente se, Hy < Hy;

(b) Temos as igualdades: [K : El=|H| e [E: F]=|G/H|;
(¢) K/E € de Galois, com Gal(K/E) = H;

(d) E/F é de Galois se, e somente se, HG. Se este for o caso, temos ainda que Gal(E/F) =
G/H;

(e) Se vale a correspondéncia entre Eq1, Ey e Hy, Hy ,respectivamente, entdo F1 N Ey corres-
ponde a < Hi,Hs > , gerado por Hy e Hs e o corpo E1FE5 corresponde a Hy N Ho;

Demonstracao:

Dado H < G, podemos obter um tnico subcorpo FF C F C K que é fixo por H, pela
Observagao 110. Assim, £ = K.
Agora, se K é normal e separavel (de Galois) sobre F, temos que K é o corpo de decomposigio
de alguma colec¢éo de polindmios separdveis f(z) € F[x]. Usando o fato de que F' C E temos que
f(x) € Elx] e, consequentemente, K é o corpo de decomposi¢ao de uma colegio de polindémios
separdveis em E[x], ou seja, K/E é de Galois. Pelas Observagoes 108 e 109, E é o corpo fixo
de Aut(K/E) < G.
Mostramos entdo que vale a correspondéncia:

FCKyCK <+— H<LSG
FCECK — Auw(K/E)<G
Temos entao duas fungdes, onde uma é o inverso da outra, sendo ambas injetivas. Portanto,
mostramos que a correspondéncia é uma bijecao.

Nés demonstramos no Teorema 102 que vale o item (a).

Para mostrar o item (b), lembramos que se E = Ky entao, usando o Teorema 107, temos
que [K : E] = |H|. Fazendo uso agora do Teorema de Lagrange e do Teorema 71 observamos
que:

|G| K :F]

(Gl = |G/H|IH] e [K: F] = [K: B]IE: Fl =\ = 5

— |G/H| = [E : F]

A Observagao 109 nos dé a demonstragao do item (¢) de forma imediata.

Para mostrar o item (d), observamos que dado o € Ge E = Ky C K temos 0(F) = K, o1,
ou seja, o grupo que fixa o corpo o(E) é precisamente c Ho L.
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Claramente, se a = o(b) € 0(E) e B € H, 0B oo (a(b)) =00 B(b) = o(b) = a.

Cada automorfismo o € G sobre K induz uma fun¢do A : E — A(E) C K, basta tomar
A = o|g. Sendo assim, cada A é um monomorfismo (homomorfismo injetor) de E em o(E).
Se dois monomorfismos 01,02 € G tem o mesmo conjunto imagem o1(E) = o2(F), entdo,
obviamente oy Loy € H, ou seja, 01 = oy (modH). Como consequéncia, existe uma bijegdo entre
os corpos o(E) e as classes laterais cH de H em G e H divide G em |G/H| elementos que sdo
monomorfismos de E em o(E). Usando o item (¢) temos |[Mon(E/F)| = |G/H| = [E : F], onde
Mon(E/F) denota o conjunto de monomorfismos de E em algum corpo o(FE).

Como E/F é de Galois se, e somente se, |[Aut(K/F)| = [E : F]|, entdo cada monomorfismo é
na verdade um automorfismo sobre E, observando o fato de que Aut(E/F) C Mon(E/F). Ou
seja, E/F é de Galois se, e somente se, 0(E) = E para qualquer o € G. Agora, observando
que existe uma bijecdo natural entre subgrupos e seus respectivos subcorpos fixados, como foi
demonstrado, teremos que o(FE) = E se, e somente se, H = c Ho~ !, para qualquer o € G.

Noés identificamos monomorfismos de E sobre F' com classes laterais de H, além disso, quando
H ¢é normal em G esses monomorfismos sao automorfismos. Consequentemente, se H é normal,
podemos identificar o grupo G/H com o grupo Gal(E/F'), uma vez que E/F é de Galois. Sendo
assim, G/H = Gal(E/F). Assim, item (d) estd demonstrado.

Considerando a correspondéncia entre F; e Hy e Es e Hs, observamos que qualquer elemento
de E1 E5 é fixado por Hy N Hy. Além disso, se 0 € H1 N Hs entdo o fixa F e Esy e, consequen-
temente, fixa o corpo E1FE5. Mostramos entao que F1FEs tem correspondéncia com Hi N Hs.
Agora, dado 0 €< Hy U Hy >, observe que o(a) = a, para qualquer a € Eq N Ey. Além disso, se
a € E1 N E,y, entao qualquer elemento 8 € Hy fixa a e qualquer elemento v € Hs fixa a também.
Como < Hy, Hy >=< Hy U Hy >, o item (e) estd provado.

3.3 Comparacao de estruturas

Nesta sessdo, faremos uso das ferramentas fornecidas no Teorema Fundamental. Esclare-
ceremos através de exemplos algumas alternativas para o uso deste teorema.

O item (e) do Teorema 111 compara os reticulados das extensdes com os subgrupos de
automorfismos que fixam o corpo base, observe que, usando a relagdo de incluséo inversa (item
(a)), o item (e) nos diz que a “composicao” de subcorpos estd em correspondéncia com a “inter-
secgao” dos subgrupos e a “intersecgao” de subcorpos esta relacionada com a “composicao” de
subgrupos, ou seja, os reticulados de ambos estao relacionados tendo um a mesma forma que o
outro sé que de “cabeca para baixo”. Valendo a correspondéncia entre Fq, F5 C K e H1, Hs < G,

respectivamente, temos:
Hin
H,

EiNES <H1,H2>

E\E, H,

El/ \E2 \Hg
N /

Podemos ilustrar mais informagoes dadas pelo teorema a partir dos reticulados. Por exemplo,
com o item (b) fazemos a comparagdo entre os indices e graus das extensdes que sdo 0s mesmos
nos reticulados de grupos de automorfismos e extensoes de corpos.
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K=o 1d
[K:E] T l |H|

E=o>H:
[E:F}T l|G/H|

Exemplo 112 (Grupo de Galois da extensdo Q(v/2,1)/Q)

No Exemplo 105 falamos sobre esta extensdo e comentamos sobre uma forma mais facil de
achar extensoes galoisianas, sem precisar utilizar polindmios irredutiveis, vamos somente usar o
item (d) do Teorema 111.

Observe que estamos falando do corpo de decomposigio do polinémio p(z) = z* — 2, cujas
raizes sdo +v/2, +1v/2. Note ainda que

Q(v2,2) =Q(v2) = {a—|—b\47§+C\/§+d\47273+ez+fsz2+gzx/§+hz\4/273;a,b, e, dye, f,g,h € Q}.
Claramente, [Q(v/2,7) : Q] = 8, portanto, |Gal(Q(v/2,2)/Q)| = 8 entdo, Gal(Q(v/2,12)/Q) é iso-

morfo a algum grupo do Exemplo 55.

Vamos considerar entdo as permutagoes, das raizes, que sao “permitidas” para que o corpo
base continue fixo:

o V2 o a2 . V2 — V2
' T o 1] ' T o —1
Evidentemente, é mais vidvel procurar automorfismos “permitidos” olhando para os geradores
e nao para as raizes. Entretanto, o que interessa realmente é o que acontece com as raizes.

/l\[\ ’LW

Note que, claramente, 0 = 72 = 1 = Ide o7 = 70°. Ou seja, s6 podemos ter Gal(Q(v/2,1)/Q) =2
Dsg.
Notoriamente, nao pode haver nenhum automorfismo que “troca” os geradores da extensao, pois
0 corpo base nao continuaria fixo. Assim sendo, as tnicas possibilidades para a imagem de ¢ sdo
1ou — e de V2 é1"v/2, onde n € Z. Agora, todas as possibilidades para v/2 sdo esgotadas
para composigoes de o consigo mesmo, e as Unicas possibilidades para ¢ sdo a identidade (Id) e
a conjugacao(T).

Vamos utilizar os reticulados para analisar quais os corpos fixos e seus respectivos subgrupos
de automorfismos fixadores.
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Dg
/ \
2
2
<T1,0%> <o> <or,0%>
2 2
2
<T> <ot > < o? <oT > < o3t >
\X /1/7

2
<1l>

Y
/

Q(v2) Qv2) Q(z, v2 Q((1 +2) \/5 Q1 —2)V2)

7

Agora, para saber qual subcorpo é uma extensao de Galois sobre Q, basta usar o item (d). Isto
pode ser feito de varias formas, podemos procurar por subgrupos normais em Dg e também usar
o fato de que A(F) = E para todo A € Dg, ou seja, E é invariante por qualquer automorfismo
de Dg, o que nao quer dizer necessariamente que a restricdo de tal automorfismo a F seja a
identidade (sabemos que este papel é cumprido pelo subgrupo de Dg que fixa E).

Como Dg é gerado apenas por dois automorfismos, é suficiente mostrar que a imagem de cada
gerador dos subcorpos é ainda um elemento do subcorpo para os dois automorfismos (o e 7).

(=

=

(=

=

7(v2) = —v2€Q(v2) e 7(v2) = V2 € Q(V2);
o(1) =1€Q) e T(r) = —2 € Q(1);
(
(
(

o(1v/2) = —1v/2 € Q(1W2) e T(1W2) = —1v/2 € Q(1/2);
o(V2) =1v2 ¢ Q(V2);

o(1v2) = —V2 € QuV/2);
Como visto acima Q(z), Q(v/2) e Q(2/2) sdo invariantes, assim Q(z,v/2) também é invari-

ante;
o((1+2)V2) = (=1+9)V2 ¢ Q1 +1)V2);
o((1=0)V2) =1 +9)V2 ¢ Q((1 - 1) V2);

Observe que Q(v/2), Q(2), Q(1v/2) e Q(11/2) sdo as extensdes de Galois encontradas, conse-
quentemente, seus respectivos subgrupos fixadores sdo normais em Ds.
Notamos ainda que Dg/ < 02 >2 V; onde todos os subgrupos sdo normais. Ainda, as extensdes
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quadraticas (de grau igual a 2) sdo de Galois, assim como a extensdo “biquadratica” Q(z,v/2).
Uma possivel interpretacao para o “efeito” dos automorfismos sobre as raizes é que o caracteriza
uma rotagdo no sentido antihorario e 7 é uma reflexdo sobre o eixo real. Ou seja, as combina-
¢oes dos automorfismos sdo precisamente os movimentos rigidos do grupo diedral de ordem 8
(simetrias nos vértices de um quadrado). De fato, as raizes se comportam como vértices de um
quadrado.

As reflexoes sobre os eixos que contém os pontos médios dos lados do “quadrado” sdo dadas
precisamente pelas composicoes de o7 e 037, esses pontos médios sdo multiplos escalares de
(1412)v2 e (1 —1)v/2, que estdo sobre as retas y = ¢ e y = —x no R2.

Algumas vezes o comportamento dos automorfismos sobre as raizes da unidade estabelecer al-
guma relagao algébrica entre raizes complexas e radicais de niimeros racionais, como é o caso do
exemplo a seguir.

Exemplo 113 (O corpo de decomposigio de p(r) = 28 — 2)
As raizes de p sdo da forma ¢ V/2, onde n variade 0a 7e (g = ? —|—z§. Agora, vamos procurar
automorfismos que sdo “permitidos”, lembrando que agora vale a relagao

142
(s = d+y > )¢ 24
Sem dificuldades, percebemos que [Q(v/2) : Q] = 8 e, como 7 gera uma extensio quadratica,

Q(¥/2,¢3)/Q é de grau 16. Usando o fato de que Q(+/2,(s) = Q(3/2,2) (que sdo geradores mais
“convenientes” para procurarmos automorfismos) temos que:

. V2 o— Y2 . 2 — 2
' T — v ' T o

Agora, 1 apesar de ser um gerador “conveniente” nao da as informagoes completas sobre o
que acontece com as raizes. Vamos aplicar os automorfismos em (g entao:

o(Cs) = (1;—2)@\72»4:—7(1;—1)6/27: (s = (5

(e = - g,

Observe que este o é bem diferente da rotagdo do exemplo anterior.
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e
cw/

Como sabemos, o automorfismo 7 é a conjugagio.

T

g
N
N

V2 (V2
(av2 > < > V2 )
G2 V2

w2

Além disso, temos ainda a igualdade 702 = o7. Observe que esta igualdade caracteriza um
grupo “quase diedral” que é gerado por ¢ e 7. O fato de que V2t =2 = (s + Cg nos revela que
a imagem dos geradores tem que respeitar essa relagao algébrica, sendo que \/52 =2¢€Q, oque
sugere uma certa cautela ao procurar automorfismos visto que estes tem que fixar o corpo base.
A seguir, o diagrama da extensdo de corpos Q(z, v/2)/Q. Observe que o diagrama da extensio
Q(2, v/2)/Q estd “dentro” do mesmo. O procedimento para procurar extensoes galoisianas sera,
o mesmo do utilizado anteriormente.
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Vamos aplicar o e T aos geradores dos subcorpos:
= o(v2) = —v2, 7(V2) = V2 € Q(v2);
(1) =1, 7(1) = 2 € Qr);
= U(Zﬂ) = -2, 7(1W2) = —1v2 € Q1/2);
(
(

w o(1v/2) = —V2, € QV2);

w o(V2) =1v2, ¢ Q(V2);

i Q(1,1/2) é de Galois sobre Q pois seus as imagens de seus geradores ainda pertence &
Q(z, v2);

w o((1+2)V2) = (-1 +2)V2, € Q1 +1)V2);

= o((1—0)¥2) = (1- ) V2, ¢Q((1—1)V2);

w r((sV2) = V2 ¢ Q¢ V2);

w T((EV2) = EV2 ¢ QEV2);

w o (CEV2) = V2 ¢ QGEV2);

w o(V2) = (V2 ¢ Q(V2);

s o(V2) = @V2, () =1, 7(V2) = V2, 7() = —1 € QY2 0);

Entdo, sio galoisianas: Q(v/2), Q(z), Q(2v/2), Q(z,v/2) e Q(+/2,1). Observe que todas sio

corpos de decomposicao de polinémios separaveis.



Consideracoes Finais

Concluimos o trabalho observando que dada uma extensao de corpos normal, que foi “mon-
tada” a partir das raizes de um polinémio irredutivel e separavel, o grupo formado pelas permu-
tagoes das raizes que nao alteram o corpo base é justamente o Grupo de Galois da extensao.

Além disso, tais permutagoes formam um conjunto linearmente independente como fungoes e
o grupo gerado por essas permutagoes possue ordem igual ao grau da extensao de corpos. Para
cada permutagao teremos um subcorpo da extensao correspondente e, reciprocamente, para cada
subcorpo, teremos um subgrupo de permutagoes correspondente.

Como foi demonstrado, devido a correspondéncia, os reticulados das estruturas terdo a mesma
forma, onde as tnicas diferengas sdo a inclusdo inversa (sentido das setas dos diagramas) e o con-
teido dos diagramas, um é um diagrama de grupos e o outro de corpos.

Observamos também que, dada uma extensdo galoisiana, um subcorpo desta extensao sera
uma extensao galoisiana se, e somente se, for invariante para qualquer permutacao entre as raizes.
Usamos este fato para encontrar extensdes galoisianas nos exemplos dados. Note que utilizar os
geradores dos subgrupos e das extensoes de corpos para encontrar as extensoes invariantes torna
as contas muito mais simples.

O leitor interessado em outros exemplos e mais diagramas pode consultar [1], que é a referéncia
principal deste trabalho.
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Apéndice A
O Teorema de Cauchy

Este apéndice apresenta uma demonstragdo para o Teorema de Cauchy. A demonstragiao
aqui feita é baseada no exercicio nimero 9 de [1], como dito anteriormente.

Teorema 114 (Teorema de Cauchy) Dado um grupo G de ordem finita e p um nidmero
primo dividindo a ordem de G, existe entdo um elemento x € G, diferente de 1, tal que P =1,
onde 1 € o elemento neutro de G.

Demonstragdo:

Por hipétese, |G| = pk, onde p é um ntimero primo e k € Z,. Considere agora o conjunto
S =A{(x1,22, ..., xp)| T12223 - p=1lex; €G, Vie{l,2,...,p}}.

Vamos mostrar que o conjunto S possui ordem |G[P~1.
De fato, observando que S C A = {(z1,%2,...,xp)| 2; € G, Vi € {1,2,...,p}} e que |4]| = |G]?,
notamos que existem |G| possibilidades para o produto 2122 - - - £, = y € G, onde y é um elemento
associado ao produto dos z; de alguma p—upla. Agora, o conjunto o conjunto S restringe essas
possibilidades a apenas um elemento, que é o elemento neutro 1. Ora, os elementos de G sao
regulares para a operagao, sendo assim, todos os elementos possuem a mesma quantidade |G| de
p—uplas associadas. Logo,

_ |A| _ p—1
S1= g = 151 =10]

Defina agora em S a relagdo a = (3 se os elementos da p—upla S sdo os mesmos da p—upla
a a menos de uma permutagio ciclica. Observe que, se a = (21,22, ...,2,) é um elemento de
S, entdo o elemento 8 = (xp, x1, T2, ..., Tp—1) é também um elemento de S, pois 122+ -xp =1
acarreta T122 - x,-1 = (z,) 7!, e daf temos que xpz129--- 21 = 1. Assim, para cada permu-
tagdo ciclica, a nova p—upla ainda é um elemento de S.

Vamos mostrar agora que a relacdo = define uma relagdo de equivaléncia em S. Sejam
o, B,y €S.

e Claramente, « 2 a V «a € S, pois a identidade é uma permutacio ciclica;
e Como, o inverso de uma permutacdo ciclica é ainda uma permutacdo ciclica, entéo, se

a = 3 teremos 8 = «;
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e Agora, usando o fato de que a composi¢ao de duas permutacoes ciclicas é também uma
permutagdo ciclica, teremos que se a = 5 e § = v entdo o = 7;

Mostraremos agora que uma classe de equivaléncia contém apenas um elemento « se, e so-
mente se, o = (z,z,...,x) € S, onde 2P = 1.

Para mostrar a ida, suponha que a classe @ seja unitaria. Assim, qualquer permutacao ciclica
o aplicada em « tem como imagem o préprio «, ora, mas isto significa que na p—upla « todos
0s x;’s sdo iguais.
Para mostrar a volta, observe que o = (z,x,...,x) é invariante para toda permutacio ciclica,
sendo assim, @ = {a}.

Vamos mostrar agora que qualquer classe de equivaléncia possui ordem 1 ou p.
Note que, como p é primo, nenhuma permutacao ciclica diferente da identidade pode associar o
elemento a consigo mesmo, pois a quantidade de coordenadas da p—upla a é p. Dada uma per-
mutagdo ciclica o, observe que sempre teremos o?(a) = a. Agora, considerando a # (, z, ..., T),
notamos que a ordem da classe @ nao pode ser um nimero &’ entre 1 e p, pois isso implicaria
que o%(a) = o?() e daf terfamos que o+ (o) = o, donde concluirfamos que as coordenadas da
p—upla « sao todas iguais. De forma anédloga deduzimos que @ nao possui ordem maior do que p.

Como = é uma relagdo de equivaléncia sobre S, a ordem de S serd a soma de todos os
elementos que as classes de equivaléncia possuem. Agora, sabemos que as unicas classes de
equivaléncia sdo aquelas de ordem 1 ou p. Consequentemente,

S| = q + pd,

onde g denota o ntmero de classes com 1 elemento e d o niimero de classes com p elementos.

Como ¢ é o nimero de classes com 1 elemento, ¢ também é o nimero de elementos = € G tais
que zP = 1. Agora, se ¢ for maior do que 1, entao, claramente, existe algum x # 1 tal que 2P = 1.

Ora, |S| = |G|P~ = (pk)P~! e |S| = ¢ + pd. Entdo, ¢ = —pd + (pk)P~, e dai segue que p|q,
e como ¢ > 0 pois existe pelo menos o elemento (1,1,1,...1) cuja classe de equivaléncia possui
ordem 1, entdo ¢ > 1 pois p é primo e divide ¢. Sendo assim, existe um elemento x € G, diferente
de 1, tal que 2P = 1. E assim o teorema estd demonstrado. l



Apéndice B

Grupos de Klein e extensoes de
COrpos

Este apéndice é destinado a apresentagdo de Grupos de Galois associados a polinémios do
n

tipo p(z) = 1—[(:132 — 6?), onde 6? é um niimero racional primo e 07 # 9]2» para i # j.
i=1
Primeiro, iniciaremos com uma breve discussao a respeito do grupo V4 (Grupo de Klein) e
como “estendé-lo” sem perder as propriedades algébricas. Observe que cada elemento de Vy, que
é diferente do neutro, possui ordem 2. Além disso, V4 é um grupo comutativo.

Defini¢do 115 (Grupo de Klein de ordem 2") Diremos que Vor € um grupo de Klein quando
for abeliano e quando seus elementos, que sdo diferentes do neutro, possuirem ordem 2.

Exemplo 116 (Grupo de Klein de ordem 8) O grupo Vs, apresentado no Exemplo 55, é
um grupo de Klein.

Exemplo 117 (Grupo de Klein de ordem 2) O grupo Zs =V, é um grupo de Klein.

Podemos estabelecer uma relagao entre a ordem de um grupo de Klein e o seu niimero de
geradores. O préximo teorema esclarece essa relagao.

Teorema 118 (Ordem de um grupo de Klein) Seja V,,, um grupo de Klein. Se n € o ni-
mero de geradores de V,,, entdo m = 2™.

Demonstragdo:

Vamos mostrar por indugao sobre n.

Para n = 1 a igualdade é ébvia, pois V,,, = {1,a}, onde a é o gerador de V,,, = V5. Consequen-
temente, m = 21,

Suponha que a igualdade seja valida para k geradores. Ou seja, se V' é um grupo de Klein com
k geradores, entdao V = V.

Agora, seja G um grupo de Klein com & + 1 geradores, vamos mostrar que |G| = |Vars1| = 251,
Primeiro, observe que Vor < G, onde Vor =< g, a9, ..., > e G =< a1,q9,...,Qk, Qg1 >.
Agora, como G é abeliano, Vor 9 G e G/Vor = {Vor, ag+1Vor }. Pelo Teorema 30, segue que
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|Var| = a1 Var| = 2%, e dai temos que |G| = 2¥ + 2% donde concluimos que |G| = 2F*+1 e,
consequentemente, G = Vor+1. B

Uma outra forma de mostrar o teorema anterior é tomando os possiveis produtos de i ge-
radores de G (sendo G um grupo de Klein com n geradores). Usando o fato de que G é co-
mutativo e que todo produto com 4 termos em G nao pode ter elementos repetidos, visto que
a? =1, YV a € G, temos entdo que o nimero de produtos de i termos de G é dado justamente
pela combinagdo dos n geradores tomados ¢ a i. Ou seja, o numero de elementos gerados pelos
n geradores, considerando um produto de ¢ geradores é o niimero (n_”il'),z,

i !
Assim, |G| = Z B

S (n—i)lil

Como visto na pagina 36 deste trabalho, Gal(Q(v/2,v/3)/Q) = V4 é o Grupo de Galois asso-
ciado ao polindmio p(x) = (2% — 2)(z? — 3).

Fazendo 6? = 2 e 62 = 3, se o é um automorfismo do Grupo de Galois de p, entdo o(6;) = £6;
para todo 1.

n

Teorema 119 Sejap(z) = H(mzfﬂf), onde 6? é um nimero racional primo e M.D.C.(0;,0;) =
i=1

1 quando i # j. O Grupo de Galois associado a p é o grupo Von.

Demonstragdo:

Primeiro, seja G o grupo de Galois associado a p. Observe que qualquer automorfismo o de
G é tal que o(6;) = £6;. Vamos mostrar que G é abeliano, com todos os seus elementos que sdo
diferentes da unidade tendo ordem 2 e que possui n geradores.

Seja 0; € G tal que 0;(0;) = —0; e 0,(0;) = 8;, para todo i # j. Vamos mostrar que
G =<01,09,...,0, >.
Claramente, o? = Id, para todo i. Agora,

o ) ) o
91' I—J) 01 }i) —91 07, }i) —91 '—J> —01-
. 95 o . o4 oj
0;005:5 6 lg—) —0; = —0; , 0j00i:q 0; — 0; IJ—> —0;
05 J 0y ri) 0y 0 }i> 0y, ? 0

para todo i # j, j # k e k # i. Ou seja, as permutagdes o; comutam entre si.
Além disso, observe que a composicdo destas permutagdes geram todas as outras possiveis per-
mutagoes. Basicamente, G é gerado pelos g;’s. Sendo assim, G = Von .l

Exemplo 120 (O Grupo de Galois do polinémio p(z) = (22 — 2)(z? — 3)(2? — 5)) Observe
que, neste caso, 01 = \@, 0y = /3 e 05 = /5.

A extensao Q(v/2,v/3,v/5)/Q é o corpo de decomposicio de p. Observe que,
Q(V2,V3,V5) = {a+ V2 + V3 +dV5+ eV + fV10+ gV15+ hV30 | a,b,¢,de, f,9,h € Q}
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Utilizando a correspondéncia de Galois, sabemos que o grupo de Galois G associado possui
ordem 8. Além disso, as Gnicas permutacoes possiveis sdo as do tipo o(6;) = £6;. Consequente-
mente, G = Vg (veja o reticulado de V5 no Exemplo 55).

Basicamente, cada 6; possui a sua “conjugacao”. Assim, para cada parcela no produto do
polinémio o nimero de permutacoes é duplicado. Observe que se o polindémio p for escrito como
o produto de n parcelas do tipo (z? — 6?) (com 6; primo racional e primo com 6; para i # j )
entdao o Grupo de Galois associado a p serd o Van.



