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APRESENTAÇÃO 

 

O primeiro volume deste Caderno Didático é o início de um trabalho que resultará num material 

completo sobre a compreensão dos fenômenos físicos através de simulações computacionais. A 

experiência adquirida ao longo dos trinta e três anos, na vida acadêmica, como professor desde o ensino 

fundamental, médio e superior, traduz a maior motivação em poder apresentar uma abordagem 

diferenciada sobre a Física tão bem explorada em vários outros livros referenciados. 

Atualmente, temos, ao nosso favor, o computador como ferramenta para diversas atividades 

cotidianas. Principalmente no campo da pesquisa científica, em que grande parte dos resultados são 

obtidos através das simulações computacionais. Diante disso, introduzimos, simultaneamente, com os 

conhecimentos de Física neste primeiro capítulo, os primeiros passos nas simulações computacionais 

como instrumento facilitador da compreensão dos fenômenos físicos. 

Com base nos conteúdos de Física abordados por diversos autores, citados nas Referências, 

iniciaremos neste capítulo com o estudo das Grandezas Físicas e Unidades de Medidas e do 

Movimento de uma Partícula em uma Dimensão. Para este estudo, gráficos e tabelas de dados serão 

obtidos através das simulações computacionais utilizando uma linguagem de programação.  

Para os exemplos simulados neste volume os códigos estão escritos numa linguagem de fácil 

entendimento, de forma simples e direta, isto é, não necessita de sub-rotinas adicionais para a execução 

do programa (ver nos Apêndices).  

Foi utilizado o compilador gfortran, o qual pode ser instalado através do Ubuntu, que é um sistema 

operacional baseado em Linux. Ele é gratuito e de código aberto, podendo ser usado num computador 

ou servidor. O leitor também tem a opção de programar com outra linguagem de sua preferência. 

Com essa abordagem, espera-se que o estudante adquira uma melhor formação científica, para se 

tornar um futuro profissional envolvido com o desenvolvimento das novas tecnologias. 
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CAPÍTULO 1 – MECÂNICA 

 

1.1 GRANDEZAS FÍSICAS E UNIDADES DE MEDIDAS 

Antes de realizar um estudo detalhado dos fenômenos físicos, de qualquer natureza, é 

importante perceber que tais fenômenos podem ser modelados de forma analítica ou numérica, através 

do uso de parâmetros físicos cujas grandezas podem ser escalares ou vetoriais. 

A massa, o comprimento e o tempo são considerados grandezas físicas padrões pelo Sistema 

Internacional de Unidades, como mostra a Tabela 1 com suas unidades fundamentais. 

Tabela 1: Grandezas e unidades físicas padrão do S.I. 

Grandeza Nome Símbolo 

Comprimento metro m 

Tempo  segundo s 

Massa quilograma kg 

Fonte: elaborada pelo autor.  

Entretanto, outras grandezas físicas surgem a partir das grandezas padrões, por exemplo: 

 Velocidade = distância / tempo; 

 Aceleração = distância / tempo; 

 Força = massa x distância / tempo; 

 Densidade linear = massa / distância ou comprimento; 

 Densidade superficial = massa / área = massa / comprimento; 

 Densidade volumétrica = massa / volume = massa /comprimento; 

 Momento linear = massa x distância / tempo. 

Na Tabela 2 estão algumas grandezas físicas em termos de suas unidades derivadas das 

grandezas padrões. 

 
Tabela 2: Grandezas derivativas e suas unidades. 

Grandeza  Símbolo 

Velocidade 𝑚/𝑠 
Aceleração 𝑚/s2 

Força  𝑘𝑔 × 𝑚/s2 = Newton 

Densidade Linear 𝑘𝑔/𝑚 

Densidade Superficial 𝑘𝑔/𝑚2 

Densidade Volumétrica 𝑘𝑔/𝑚3  

Momento Linear 𝑘𝑔 × 𝑚/𝑠 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As grandezas físicas podem ser identificadas como escalares e vetoriais.  Na Tabela 3, alguns 

exemplos dessas grandezas. 
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Tabela 3: Grandezas escalares e vetoriais. 

Escalar Vetorial 

Tempo Deslocamento 

Massa Velocidade 

Densidade Força 

Corrente Elétrica Aceleração 

Trabalho Torque 

Temperatura Momento 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Para utilizarmos as grandezas físicas e suas unidades de medidas, na seção 1.2, analisaremos o 

movimento da partícula em uma dimensão espacial, isto é, 

 Inicialmente em repouso;  

 Deslocando-se em linha reta com velocidade constante;   

 Deslocando-se em linha reta com aceleração constante; 

 Finalmente em queda-livre. 

OBS: O estudo do movimento bidimensional ocorrerá no Capítulo 2. 

 

1.2 MOVIMENTO UNIDIMENSIONAL 

Inicialmente, temos que entender que qualquer fenômeno físico é representado por funções 

matemáticas, as quais foram estudadas no Ensino Médio, entre elas, as funções lineares do 1º e 2º graus, 

exponenciais, logarítmicas e trigonométricas. 

Assim como ocorrem operações matemáticas com os números reais,  (adição e subtração, 

multiplicação e divisão, potenciação e radiciação), também ocorrem com as funções (diferenciação ou 

derivação e integração ou antiderivação). Para isso, é necessário um conhecimento prévio envolvendo o 

cálculo diferencial e integral de funções.  

No decorrer deste capítulo, abordaremos de forma introdutória, noções básicas dessas 

operações aplicadas aos fenômenos físicos. 

 

1.2.1 Ausência de Movimento 

Como representar matematicamente uma partícula no estado de repouso? 

Fisicamente, isso significa que ela está parada em relação a um observador num referencial 

inercial fixo ou com a mesma velocidade do observador, o que nos remete a 1ª Lei de Newton (Lei do 

Referencial Inercial) a ser estudada mais adiante. 

Nesse caso, considere a função deslocamento 𝑥(𝑡) da partícula em relação ao tempo 𝑡, dada por, 

                                                                              |𝑥(𝑡)| = 𝑥(𝑡) = 𝑐 (m)                                                                        (1.1) 

o que significa que a partícula sofreu uma mudança de posição em uma reta na direção horizontal, 

estacionou a 𝑐 m a partir da origem no sentido positivo (à direta da origem).  
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Note que foram dadas três informações sobre o vetor deslocamento 𝑥(𝑡) da partícula: 

 Módulo - 𝑥(𝑡); 

 Direção - horizontal; 

 Sentido - para direita (positivo) ou esquerda (negativo); 

ou, 

 Direção - vertical; 

 Sentido - para cima (positivo) ou para baixo (negativo). 

Na Matemática, a função deslocamento (Eq. (1.1)) é conhecida como função constante. 

Para obtermos uma "resposta" dessa função, aplica-se a operação diferenciação utilizando 

qualquer uma das notações abaixo: 

 Notação de Leibniz - 
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡); 

 Notação de Lagrange - 𝑥′(𝑡); 

 Notação de Newton - �̇�(𝑡). 

Outro significado do resultado da aplicação do operador diferencial em uma função é a 

obtenção da taxa de variação da função em relação a variável dependente 𝑡. 

Para obter a taxa de variação da função representada na Eq. (1.1), utilizaremos algumas das 

Regras de Derivação de Funções cujas demonstrações os leitores podem encontrar em vários livros de 

Cálculo Diferencial e Integral a partir do estudo de Limite de Funções. 

Neste capítulo, apenas realizaremos as aplicações de algumas dessas regras, dentre elas, 

 Derivada da Função Potência 

                                                           𝑥(𝑡) = 𝑡𝑛   
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡𝑛) = 𝑛. 𝑡𝑛−1, ∀ 𝑛 𝜖 ℜ.                                            (1.2) 

Como consequência dessa regra, podemos aplicar para as seguintes funções:  

 Derivada da Função Constante 

                                                    𝑥(𝑡) = 𝑐  (𝑐 𝜖 ℜ)  
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑐. 𝑡0) =  0. 𝑐. 𝑡0−1 = 0,                                        (1.3) 

isto é, a taxa de variação de uma função constante é sempre igual a zero. 

 Derivada da Função Identidade 

                                                         𝑥(𝑡) = 𝑡  (𝑡 𝜖 ℜ)  
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡1) =   1. 𝑡1−1 = 1,                                          (1.4) 

ou seja, a taxa de variação de uma função identidade é sempre igual a um. 

Exemplo 1: Considere uma partícula estacionada na posição a 10 m do ponto de partida durante um 

intervalo de tempo, a melhor função matemática que representa este tipo de situação é a função 

constante, cujo módulo é  

                                                                           𝑥(𝑡) = 10 (𝑥  𝑚, 𝑡  𝑠),                                                                  (1.5) 

𝑐 𝑚 0 
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cuja taxa de variação, de acordo com a Eq. (1.3), é zero. Fisicamente, isso significa que a partícula 

permanece na mesma posição durante o transcorrer do tempo, isto é, em repouso. 

No Apêndice A está o código do “Programa 1” considerando apenas a função da Eq. (1.3) 

dentro de um “loop” temporal. Com os dados gerados a partir da função representada na Eq. (1.5), 

obtém-se o esboço do seu gráfico (Figura 1.1).  

 

Figura 1.1: Representação gráfica do resultado da simulação, posição x tempo, a partir dos 
dados obtidos pelo Programa 1 - Apêndice A. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

1.2.2 Movimento com Velocidade Instantânea 

 

Considere uma partícula que saiu do estado de repouso a partir de uma certa posição inicial 𝑥0, 

e percorre distâncias iguais em intervalos de tempo iguais. A função matemática que representa essa 

nova situação, é representada por, 

                                                                                𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝛼𝑡,                                                                                (1.6) 

isto é, uma função linear do 1º grau na variável 𝑡, onde 𝑥(𝑡), é a posição final da partícula em um dado 

instante 𝑡, e 𝛼, é o coeficiente angular da reta, que se mantém constante durante todo o intervalo de 

tempo. 

Ao aplicar o operador diferencial na função da Eq. (1.6) utilizando as regras das Eqs. (1.3) e 

(1.4), obtemos, 

                              
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥0 + 𝛼𝑡) =  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥0) + 𝛼

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡) = 0 + 𝛼. 1 = 𝛼.                                           (1.7) 

(OBS: Note que na Eq. (1.7) foi utilizada uma das propriedades da Derivação - a derivada da soma é 

igual a soma das derivadas). 

Portanto, a taxa de variação de uma função linear do 1º grau é igual ao coeficiente angular da 

reta, 𝛼, que se mantém constante durante o movimento da partícula. Para a constante 𝛼, os físicos a 

denominaram de velocidade instantânea, 𝑣(𝑡). Assim, 
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                                                                                       𝑣(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡),                                                                          (1.8) 

isto é, o vetor velocidade é a taxa de variação do vetor deslocamento da partícula em relação ao tempo. 

Assim, podemos retornar ao caso da partícula em repouso, Eq. (1.5), e afirmar que a sua 

velocidade é zero, ou, que a velocidade em qualquer instante é zero, 𝑣(𝑡) = 0. 

 

Exemplo 2: Considere uma partícula estacionada na posição 10 m, a qual entra em movimento, no 

sentido positivo, de uma reta horizontal com velocidade constante de 2 m/s durante um intervalo de 

tempo 𝑡. Nesse caso, a função matemática que melhor representa a posição da partícula a cada instante 

𝑡, é uma função linear do 1º grau descrita por,  

                                                                               𝑥(𝑡) = 10 + 2𝑡,                                                                                (1.9) 

cujos os dados do gráfico dessa função (Figura 1.2), são obtidos a partir do “Programa 2” no Apêndice 

B.  

 

Figura 1.2: Representação gráfica do resultado da simulação, posição x tempo, a partir dos dados obtidos pelo 
Programa 2 - Apêndice B. 

 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

Na Figura 1.2, note que o coeficiente angular, 𝛼, se mantém constante ao longo da reta inclinada. 

 

1.2.3 Movimento Acelerado 

 

Considere uma partícula que saiu do estado de repouso a partir de certa posição inicial 𝑥0 com 

uma dada velocidade inicial 𝑣0. Nesse momento, foi observado que a sua velocidade aumentava a cada 

instante 𝑡, isto é, não era mais constante. Isso significa que o movimento deixa de ser representado por 

uma reta, e passa a ser uma curva. 

Portanto, a função matemática que representa esta nova situação, é a função quadrática na 

variável t, 
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                                                                             𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑣0𝑡 + 𝐾𝑡2,                                                                    (1.10) 

onde 𝐾, é a inclinação da reta tangente a curva, ponto a ponto. Nesse caso, consideramos 𝐾 > 0, 

indicando assim, o crescimento da velocidade a cada instante 𝑡 (Figura 1.3). 

Aplicando o operador diferencial na função quadrática da Eq. (1.10) através das regras de 

derivação (Eqs. (1.2), (1.3) e (1.4)), obtemos, 

                                
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥0 + 𝑣0𝑡 + 𝐾𝑡2) =  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥0) + 𝑣0

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡) + 𝐾

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡2) = 𝑣0 + 2𝐾𝑡.                           (1.11) 

Observe que após aplicar o operador diferencial na Eq. (1.11), o grau da função foi reduzido de 2º para 

1º grau na variável 𝑡, nos revelando uma nova função da velocidade em relação ao tempo,  

                                                                                      𝑣(𝑡) = 𝑣0 + 2𝐾𝑡.                                                                     (1.12) 

em que, 𝑣0, é a velocidade inicial da partícula e, 2𝐾, é o coeficiente angular da reta que se mantém 

constante à medida que a velocidade aumenta proporcionalmente ao tempo.  

Mais uma vez, ao aplicar o operador diferencial na função linear da Eq. (1.12), obtemos, 

                                                    
𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑣0 + 2𝐾𝑡) =  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑣0) + 2𝐾

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡) = 2𝐾.                                             (1.13) 

de modo que os físicos observaram que a taxa de variação da velocidade em relação ao tempo é uma 

constante - 2𝐾 - e a denominaram de aceleração 𝑎 - 𝑚/s2, isto é, 

                                                                         𝑎 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡) = 2𝐾  𝐾 = 𝑎/2.                                                            (1.14) 

Portanto, as Eqs. (1.10) e (1.12) podem ser reescritas como, 

                                                                             𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑣0𝑡 +
𝑎

2
𝑡2,                                                                    (1.15) 

e 

                                                                                  𝑣(𝑡) = 𝑣0 + 𝑎𝑡,                                                                            (1.16) 

caracterizando, assim, o movimento acelerado de uma partícula ou como movimento retilíneo 

uniformemente variado - MRUV. 

 

Exemplo 3: Uma partícula na posição inicial 10 m entra em movimento com uma velocidade inicial de 

2 m/s sendo acelerada a 0,5 m/s^2 durante um intervalo de tempo, 𝑡. Podemos obter várias 

informações sobre o movimento dessa partícula analisando o gráfico (Figura 1.3) gerado pelo 

“Programa 3” no Apêndice C, isto é, da função descrita por, 

                                                                             𝑥(𝑡) = 10 + 2𝑡 +
1

4
𝑡2,                                                                    (1.17) 

Na Figura 1.3, note que para cada ponto da curva, os coeficientes angulares assumem valores 

diferentes (,  e ), indicando assim, o aumento da velocidade quando submetido a uma aceleração 

constante. 
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Figura 1.3: Representação gráfica do resultado da simulação, posição x tempo, a partir dos dados obtidos pelo 
Programa 3 - Apêndice C. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

Exemplo 4: Mantendo as condições iniciais do Exemplo 3, podemos obter também, informações 

sobre a velocidade da partícula analisando o gráfico (Figura 1.4) gerado pelo “Programa 4” no 

Apêndice D, isto é, da função descrita por, 

                                                                                  𝑣(𝑡) = 2 +
1

2
𝑡.                                                                            (1.18) 

 

Figura 1.4: Representação gráfica do resultado da simulação, velocidade x tempo, a partir dos dados obtidos 
pelo Programa 4 - Apêndice D. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

Na Figura 1.4, observa-se a linearidade do gráfico cujo coeficiente angular, 𝜙, caracteriza o 

aumento proporcional da velocidade quando submetido a uma aceleração constante (𝜙 = 𝑎). Portanto, 

temos o seguinte conjunto de funções do movimento em módulo: 

 𝑥(𝑡) = 𝑐   𝑣(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 0 - Partícula em Repouso; 

 𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑣𝑡   𝑣(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝑣 - Partícula com Velocidade Constante; 
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 𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑣0𝑡 +
𝑎

2
𝑡2  𝑣(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝑣0 + 𝑎𝑡  𝑎(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡) = 𝑎 - Partícula com Aceleração 

Constante; 

Desafio 1: Note que o conjunto de funções obtidas anteriormente dependem do tempo 𝑡. 

Combinando o módulo das Eqs. (1.15) e (1.16), obtenha a Equação de Torricelli independente do 

tempo, 

                                                                      𝑣2 = 𝑣0
2 + 2𝑎(𝑥 − 𝑥0).                                                             (1.19) 

Toda operação matemática possui a sua operação inversa, no caso da Derivação é a Integração 

de funções. Na literatura científica existem vários livros e tabelas de fórmulas com métodos de 

integração de diversos tipos de funções. Neste capítulo, apresentaremos apenas noções básicas sobre 

este tema para que o leitor entenda os fenômenos físicos aqui estudados. 

O conceito de integração surgiu com a necessidade de se calcular área da região abaixo de 

curvas, dado certo intervalo definido de uma função de valores reais e contínua. Pela Figura 1.5, 

podemos deduzir que área A da região abaixo da curva 𝑥(𝑡), compreendida entre os instantes 𝑡0 e 𝑡𝑛 é 

dada por, 

                                                    𝐴 ≅ 𝑥(𝑡2̅)∆2𝑡 + 𝑥(𝑡4̅)∆4𝑡 + ⋯ + 𝑥(𝑡�̅�)∆𝑖𝑡 + ⋯ + 𝑥(𝑡�̅�)∆𝑛𝑡 .                                 (1.20) 

ou seja, 

                                                                                     𝐴 ≅  ∑ 𝑥(𝑡�̅�)∆𝑖𝑡
𝑛
𝑖=1 .                                                                  (1.21) 

 

Figura 1.5: Representação gráfica da área abaixo da curva 𝑥(𝑡) subdividida em retângulos. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

Se 𝑥(𝑡) é uma função de valores reais e contínua definida no intervalo [𝑡0, 𝑡𝑛], o número do qual 

as somas da Eq. (1.21) tornam-se cada vez menores à medida que ∆𝑖𝑡 tendem a zero, é denominado de 

integral de 𝑥 em [𝑡0, 𝑡𝑛] sendo representado por, 

                                                                                        ∫ 𝑥(𝑡) 𝑑𝑡,
𝑡𝑛

𝑡0
                                                                            (1.22) 

conhecida, também, como integral de definida no intervalo [𝑡0, 𝑡𝑛]. Quando o intervalo não é 

definido, temos, portanto, a integral indefinida da função 𝑥(𝑡), isto é, 
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                                                          ∫ 𝑥(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑦(𝑡) + 𝑐  (𝑐 𝜖 ℜ)   
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡),                                              (1.23) 

cuja solução, é uma nova função 𝑦(𝑡), adicionada a uma constante de integração 𝑐, de modo que, a 

derivada dessa função, 
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡), é exatamente igual ao integrando 𝑥(𝑡). A função 𝑥(𝑡) é denominada de 

integrando e 𝑦(𝑡), função primitiva de 𝑥(𝑡). 

 

Exemplo 5: Considere as seguintes funções com suas respectivas primitivas: 

 𝑥(𝑡) = 𝑡  ∫ 𝑡 𝑑𝑡 =
𝑡2

2
+ 𝑐  

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑡2

2
+ 𝑐) = 2

𝑡2−1

2
= 𝑡;  

 𝑥(𝑡) = 𝑡2  ∫ 𝑡2 𝑑𝑡 =
𝑡3

3
+ 𝑐  

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑡3

3
+ 𝑐) = 3

𝑡3−1

3
= 𝑡2;  

 𝑥(𝑡) = 𝑡3  ∫ 𝑡3 𝑑𝑡 =
𝑡4

4
+ 𝑐  

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑡4

4
+ 𝑐) = 4

𝑡4−1

4
= 𝑡3;  

⋯ 

 𝑥(𝑡) = 𝑡𝑛   ∫ 𝑡𝑛  𝑑𝑡 =
𝑡𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐  

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑡𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐) = (𝑛 + 1)

𝑡𝑛+1−1

𝑛+1
= 𝑡𝑛; ou, 

                                                                                 ∫ 𝑡𝑛  𝑑𝑡 =
𝑡𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐.                                                                        (1.24) 

Qual o resultado ao integrar uma função contínua com valores reais, definida num certo 

intervalo? 

A resposta é uma nova função que obedece a Eq. (1.23) e que atenda a diferença das derivadas entre o 

limite superior e o limite inferior, isto é,  

                                                                              ∫ 𝑥(𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡𝑛) −

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡0).

𝑡𝑛

𝑡0
                                                   (1.25) 

Note que, a constante de integração 𝑐 é igual zero devido a aplicação da diferença entre os limites de 

integração [𝑡0, 𝑡𝑛]. As Eqs. (1.24) e (1.25) são conhecidas como parte do Teorema Fundamental do 

Cálculo, as quais são demonstradas nos livros de Cálculo. 

 

Exemplo 6: O que acontece quando integramos as seguintes funções? 

 1 − 𝑣(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡)  ∫ [

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡)] 𝑑𝑡 = ∫ 𝑑𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑐1.  

 2 − 𝑎(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡)  ∫ [

𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡)] 𝑑𝑡 = ∫ 𝑑𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡) + 𝑐2.  

 3 − 𝑣(𝑡) = 𝑣0 + 𝑎𝑡  ∫(𝑣0 + 𝑎𝑡)𝑑𝑡 = 𝑣0 ∫ 𝑑𝑡 + 𝑎 ∫ 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑣0𝑡 +
𝑎

2
𝑡2 + 𝑐3.  

 4 − 𝐶(𝑟) = 2𝜋𝑟  2𝜋 ∫ 𝑟 𝑑𝑟 = 2𝜋
𝑟2

2
+ 𝑐4 = 𝜋𝑟2 + 𝑐4.  

 5 − 𝐴(𝑟) = 4𝜋𝑟2  4𝜋 ∫ 𝑟2 𝑑𝑟 =
4

3
𝜋𝑟3 + 𝑐5.  

 

 No caso 1 temos que, assim como a derivada da função posição é a função velocidade, a 

integral é exatamente o inverso, isto é, a integral da função velocidade é a função posição. 

 

 No caso 2 temos que, assim como a derivada da função velocidade é a função aceleração, a 

integral é exatamente o inverso, isto é, a integral da função aceleração é a função velocidade. 
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 No caso 3 temos que a integral da função velocidade com aceleração constante é a exatamente 

função posição com aceleração constante (MRUV). 

 

 No caso 4 temos que a integral da função comprimento do círculo é exatamente a função área 

do círculo em relação a ao raio 𝑟. 

 

 No caso 5 temos que a integral da função área da esfera é exatamente a função volume da 

esfera em relação a ao raio 𝑟. 

 

Exemplo 7: Considere a função horária da Eq. (1.18) cujo gráfico está representado na Figura 1.4. 

Utilizando as técnicas de integração de funções, calcule a área abaixo da reta no intervalo de tempo [4,8] 

segundos. Note que, por se tratar de uma reta inclinada, a área abaixo da reta no intervalo [4,8], pode 

ser obtida geometricamente pelo cálculo da área do trapézio 𝐴𝑇, isto é,  

                                               𝐴𝑇 =
(𝐵+𝑏)ℎ

2
=

(6+4)4

2
= 20 𝑢. 𝑎      (unidades de área),                                                                    

onde 𝐵 é a base maior e 𝑏, a base menor do trapézio. Utilizando as técnicas de integração, obtemos, 

                     𝑣(𝑡) = 2 +
1

2
𝑡  ∫ (2 +

1

2
𝑡)

8

4
𝑑𝑡 = 2 ∫ 𝑑𝑡 +

1

2

8

4
∫ 𝑡 𝑑𝑡 = 2[𝑡]4

88

4
+

1

4
[𝑡2]4

8                             

                     ∫ (2 +
1

2
𝑡)

8

4
𝑑𝑡 = 2(8 − 4) +  

1

4
(82 − 42) = 8 + 12 = 20 𝑚.                          

Isto significa que a partícula se deslocou 20 m em 4 s. 

 

Exemplo 8: Considere a função horária da velocidade 𝑣(𝑡) = 4 − 𝑡 (m/s). Mostre que �⃗�(𝑡) ≠ |�⃗�(𝑡)| no 

intervalo de tempo [0,8] s. Para mostrar a diferença, faremos os gráficos de ambas as funções 

juntamente com a integração definida no intervalo [0,8], cujo resultado será a distância percorrida nesse 

intervalo. 

 Cálculo da integral no intervalo [0,8] da função vetorial 𝑣(𝑡): 

∫ (4 − 𝑡)
4

0

𝑑𝑡 + ∫ (4 − 𝑡)
8

4

𝑑𝑡 = [4𝑡 −
𝑡2

2
]

0

4

+ [4𝑡 −
𝑡2

2
]

4

8

= 8 𝑚 + (−8 𝑚) = 0. 

Observa-se no gráfico da Figura 1.6, que a partícula após percorrer 4 m para a direita, sua velocidade 

foi reduzindo a zero, em seguida, a velocidade da partícula muda o sentido, fazendo com que ela 

percorra mais 4 m para a esquerda, resultando em um deslocamento nulo, 𝑥(𝑡) = 0⃗⃗. 

 

Figura 1.6: Gráfico da função velocidade em relação ao tempo. 
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Fonte: elaborada pelo autor.  

 

 Cálculo da integral no intervalo [0,8] da função modular |�⃗�(𝑡)|: 

∫ (4 − 𝑡)
4

0

𝑑𝑡 + ∫ (4 − 𝑡)
8

4

𝑑𝑡 = [4𝑡 −
𝑡2

2
]

0

4

+ [4𝑡 −
𝑡2

2
]

4

8

= 8 𝑚 + 8 𝑚 = 16 𝑚. 

Nota-se, no gráfico da Figura 1.7, que a partícula após percorrer 4 m para a direita, sua velocidade foi 

reduzindo a zero, em seguida, a velocidade da partícula aumenta mantendo o mesmo o sentido, fazendo 

com que ela percorra mais 4 m para a direita, resultando em uma distância total percorrida de 16 m, 

|�⃗�(𝑡)|=16 m.  

 

Figura 1.7: Gráfico da função modular da velocidade em relação ao tempo. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

OBS: Neste exemplo, foi utilizado o cálculo integral para se obter o valor da distância percorrida pela 

partícula, porém, o leitor poderia calcular as áreas dos triângulos de forma direta, cujos resultados 

seriam os mesmos. 

Portanto, através dessa abordagem, o leitor será capaz de entender outros fenômenos físicos 

que serão estudados mais adiante, aplicando tanto a integração de funções na forma analítica, como 

também, na forma numérica.  

 

1.2.4 Velocidade e Aceleração Média 

 

Ao considerarmos situações em que a velocidade é constante (Figuras 1.1 e 1.2), torna-se mais 

simples identificar a velocidade média 𝑣𝑚, o que não ocorre quando, a velocidade varia ao longo do 
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percurso (Figura 1.3). Dessa forma, ela pode ser tomada como uma grandeza escalar quando, na média, 

ela assume um valor após um corpo percorrer uma distância, ∆𝑥, num determinado intervalo de tempo, 

∆𝑡. Isto é, 

                                                                                                  𝑣𝑚 =
∆𝑥

∆𝑡
=

𝑥2−𝑥1

𝑡2−𝑡1
.                                                                               (1.26) 

De forma análoga, a aceleração média – 𝑎𝑚 - é a razão entre a diferença das velocidades, obtidas em 

dois instantes diferentes, e o intervalo de tempo, 

                                                                                        𝑎𝑚 =
∆𝑣

∆𝑡
=

𝑣2−𝑣1

𝑡2−𝑡1
.                                                                    (1.27) 

Exemplo 9: Considere um objeto que se encontra a 50 m da origem quando o cronômetro marcava 

𝑡1=2,0 s, isto é, 𝑥1=50 m. Em seguida, ele foi observado em 𝑡2=20,0 s, tendo percorrido 1.400 m de 

distância, isto é, 𝑥2=1.400 m. Qual a velocidade média, 𝑣𝑚, do veículo durante todo o percurso? 

𝑣𝑚 =
∆𝑥

∆𝑡
=

𝑥2−𝑥1

𝑡2−𝑡1
=

1.400 𝑚−50 𝑚

20,0 𝑠−2 𝑠
=

1.350 𝑚

18,0 𝑠
= 75 𝑚/𝑠.                                               

Na Figura 1.8, nota-se que o valor da velocidade média está representado pela inclinação da reta 

que liga os dois pontos no gráfico, posição x tempo, isto é, 𝑃1(2;50) e 𝑃2(20;1.400) e que a mesma 

apenas depende da distância percorrida, ∆𝑡, durante o intervalo de tempo, ∆𝑡. 

 

Figura 1.8: Representação gráfica do resultado da simulação, posição x tempo, a partir dos dados do exemplo 8, 
obtidos pelo Programa 5 - Apêndice E. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

OBS: No Apêndice E encontra-se o código do Programa 5 que determina a velocidade média para 

qualquer intervalo de tempo a partir de uma função horária do MRUV, cujos parâmetros iniciais dessa 

equação são escolhidos pelo leitor. 

No estudo de Limite de Funções, quando ∆𝑡 → 0, obtém-se a velocidade instantânea, isto é, o 

limite da velocidade média (Eq. (1.26)) quando ∆𝑡 → 0, é a derivada da função 𝑥(𝑡), 

𝑣(𝑡) = lim
∆𝑡→0

∆𝑥

∆𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡). 
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Analogamente, obtém-se, também, a aceleração instantânea, onde o limite da aceleração média, Eq. 

(1.27) quando ∆𝑡 → 0, é a derivada da função 𝑣(𝑡), 

𝑎(𝑡) = lim
∆𝑡→0

∆𝑣

∆𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡). 
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1.2.5 Queda Livre 

 

A trajetória de um corpo em queda livre pode ser considerada, por aproximação, um 

movimento unidimensional. Este corpo estará sujeito a uma aceleração constante que dependerá, por 

exemplo, da massa do planeta. No caso da Terra, a aceleração gravitacional é 𝑔= 9,81 𝑚/𝑠2. 

Se este corpo estiver caindo no vácuo, sem perturbação aerodinâmica atuando nele, a 

experiência realizada, inicialmente, por Galileu Galilei diz “que todos os corpos, quaisquer que sejam 

seus tamanhos, formas ou composição caem com a mesma aceleração no mesmo local próximo da sua 

superfície da Terra”. 

Para baixas altitudes h, comparada com a distância ao centro da Terra ( 6.400 km), a aceleração 

gravitacional g, pode ser considerada constante. Entretanto, à medida que o corpo se afasta da Terra, a 

aceleração diminui. Tal relação g(h), iremos analisar com mais detalhes em outros capítulos.  

Ao considerarmos a aceleração gravitacional como um vetor g, ele terá seu módulo constante, 

direção vertical e sentido para baixo. Isso independe da velocidade do corpo, isto é, subindo ou 

descendo em sua trajetória. 

Portanto, 𝑎 = −𝑔 e a equações de movimento uniformemente variado na forma escalar (Eqs. 

(1.15), (1.16) e (1.19)) para a queda livre, tornam-se, 

                                                                            𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑣0𝑡 −
𝑔

2
𝑡2,                                                                     (1.28) 

                                                                                   𝑣(𝑡) = 𝑣0 − 𝑔𝑡,                                                                          (1.29) 

e 

                                                                            𝑣2 = 𝑣0
2 − 2𝑔(𝑦 − 𝑦0).                                                                     (1.30) 

Exemplo 10: Represente graficamente a distância de afastamento e a velocidade de um corpo em 

queda livre a partir do repouso com velocidades iniciais 𝑣0= 0 m/s, 𝑣0= 4 m/s e 𝑣0= 8 m/s.  

 

Para obter a representação gráfica da distância de afastamento e velocidade do corpo, em relação ao 

tempo, serão utilizadas as Eqs. (1.28) e (1.29), simuladas através do Programa 6 descrita no Apêndice F 

para um intervalo de tempo de 10 s. 

 

Na Figura 1.9, uma análise gráfica é necessária, visto que, o movimento acelerado do corpo obedece à 

função horária quadrática dada por, 

𝑦(𝑡) = −
𝑔

2
𝑡2,   𝑐𝑜𝑚  𝑔= 9,81 𝑚/𝑠2 . 

 Nota-se que, durante a queda, o corpo se afasta da origem a cada segundo em valores negativos. 

 Quando o corpo possui uma velocidade inicial (negativa), 𝑣0, o seu afastamento torna-se mais 

acentuado em relação à origem. 
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Figura 1.9: Representação gráfica do resultado da simulação, altitude x tempo, a partir dos dados do exemplo 9, 
obtidos pelo Programa 6 - Apêndice F. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

 À medida que aumenta a velocidade inicial, nota-se que o corpo se afasta cada vez mais rápido, 

atingindo distâncias cada vez maiores no mesmo intervalo de tempo da simulação.    

 

Figura 1.10: Representação gráfica do resultado da simulação, velocidade x tempo, a partir dos dados do 
exemplo 9, obtidos pelo Programa 6 - Apêndice F. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

Na Figura 1.10, tem-se o gráfico da função horária linear da velocidade (Eq. (1.28)), o qual mostra o 

comportamento do corpo durante a queda livre a cada instante. 

 Durante a queda, nota-se que a velocidade aumenta devido a aceleração gravitacional, 

diferenciando, apenas, quando se considera o aumento das velocidades iniciais em módulo, isto 

é, de 0 m/s para 4 m/s e de 4 m/s para 8 m/s. 

 Dessa forma, quanto maior a velocidade inicial, maior será o afastamento em relação à origem 

(Figura 1.9), consequentemente, maior será sua velocidade final, considerando o mesmo 

intervalo de tempo. 
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    Considere neste mesmo exemplo, que o objeto esteja no topo do edifício Shanghai World 

Financial Center, com 492 m de altura e que sejam considerados apenas o módulo das medidas, |𝑦(𝑡)| e 

|𝑣(𝑡)|. 

 Nesse caso, adiciona-se ao Programa 6 uma “condição de parada”, de modo que   o primeiro 

valor negativo da altitude obtido na simulação, representaria o objeto atravessando a superfície 

da Terra. 

 Logo, através da simulação e representação gráfica, a altitude, velocidade e o instante mais 

próximo do impacto seriam conhecidos. 

 No Apêndice G encontra-se o Programa 7 que gera os dados dos gráficos presentes nas Figuras 

1.11 e 1.12. 

 

Figura 1.11: Representação gráfica do resultado da simulação: altitude x tempo, a partir dos dados do exemplo 9, 
obtidos pelo Programa 7 - Apêndice G. 

 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

 Na Figura 1.11, comparando os resultados das três simulações (Apêndice G) envolvendo o 

aumento das velocidades iniciais, nota-se que o tempo para o impacto tende a diminuir.   

 Quando se diz impacto, fisicamente significa 𝑦(𝑡) = 0 m. Como 𝑡 é uma variável inteira, o 

gráfico mostra 𝑦(𝑡)  0, entretanto, pode-se calcular o valor de 𝑡 resolvendo a equação do 2º 

grau para 𝑦(𝑡) = 0. Obtendo assim, o seu valor exato (Apêndice G). 

 O gráfico da Figura 1.12 mostra o aumento da velocidade durante a queda do objeto até o 

momento do impacto. 
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Figura 1.12: Representação gráfica do resultado da simulação, velocidade x tempo, a partir dos dados do 
exemplo 9, obtidos pelo Programa 7 - Apêndice G. 

 
Fonte: elaborada pelo autor.  

 

 De forma análoga ao gráfico da Figura 1.11, quando o objeto parte com velocidade inicial cada 

vez maior, a tendência é que o impacto ocorra no tempo menor e com velocidade final de 

impacto cada vez maior. Como mostra o quadro do Apêndice G. 

 

PROBLEMAS PROPOSTOS 

 

Seção 1.1 - Grandezas Físicas e Unidades de Medidas 

1. Crie um programa que determina: a) o valor aproximado da circunferência da Terra, tendo como 

dados de entrada, a distância (km) entre duas cidades e o tempo (h) entre elas. Considere ambas 

localizadas paralelamente à linha do equador terrestre e, b) o erro em percentuais do resultado obtido 

em relação ao valor real. 

2. Desenvolva um programa que calcule o tempo de duração (anos) de uma viagem estelar cujos dados 

de entrada são: frações da velocidade da luz e a distância da estrela ou exoplaneta. 

 3. Suponha que a Terra sofra um retardo na sua rotação de 1 milésimo de segundos por dia. Elabore 

um programa que calcula o efeito cumulativo na medida do tempo, tendo como dado de entrada um 

período em séculos. 

4. Na Astronomia, 1 UA (unidade astronômica) é a distância média entre a Terra e o Sol na ordem de 

1,5 × 108 km. O parsec (pc) é outra unidade de medida utilizada, principalmente, entre galáxias - 1 pc  

206.265 UA. Escreva um programa que calcule a distância: a) os planetas do sistema solar em relação ao 

Sol na unidade minutos-luz e, b) entre as galáxias Via Láctea e Andrômeda em parsec. 

5. Sabendo-se que a constante de Avogadro é 𝑁𝐴 = 6,0221367 × 1023 átomos/mol, crie um programa 

que solicita como dado de entrada, a Unidade de Massa Atômica (u.m.a) de qualquer átomo da Tabela 

Periódica, para calcular a) a quantidade de átomos presentes numa amostra de 1 kg do átomo em 

questão e b) o tempo em anos para contar esta quantidade, se possível, a uma taxa de 1.000 átomos/s. 
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6. Utilizando como dados de entrada a densidade volumétrica de alguns gases e líquidos conhecidos e o 

volume específico, escreva um programa que calcule a massa em kg dessa substância neste volume. 

7. A dilatação temporal é prevista pela Relatividade Restrita e explica por que dois relógios 

sincronizados podem fornecer diferentes leituras de tempo após sofrerem diferentes acelerações. 

Utilizando a equação da dilatação do tempo, 

∆𝑡′ =
∆𝑡

√1 −
𝑣2

𝑐2

, 

onde, ∆𝑡′, é o tempo a ser observado no referencial Terra, ∆𝑡, o tempo observado pelo astronauta, 𝑣, a 

velocidade do astronauta em km/s e 𝑐 = 300.000 km/s, a velocidade da luz, elabore um programa que 

determina o tempo acrescido na Terra quando um viajante se desloca pelo espaço no tempo ∆𝑡, com 

velocidade 𝑣.  

8. Uma sonda espacial parte da Terra se afastando a uma velocidade de 17,2 km/s. Elabore um 

programa que determina a) o tempo em que ela passa pelos planetas do Sistema Solar e b) o tempo em 

que as imagens feitas por ela chegue a Terra.  

 

Seção 1.2 - Movimento Unidimensional 

1. Adaptar o Programa 1 (Apêndice A), para gerar um gráfico da posição em relação ao tempo, com 

três partículas no estado de repouso e em posições diferentes durante um certo intervalo de tempo. 

2. Adaptar o Programa 2 (Apêndice B), a) para gerar um gráfico da posição em relação ao tempo, 

envolvendo duas partículas com posições iniciais diferentes, uma com velocidade constante crescente e 

a outra com velocidade constante decrescente durante um certo intervalo de tempo b) Adicione ao 

programa, uma condição para que seja identificado o instante e a posição de encontro de ambas as 

partículas. 

3. Adaptar o Programa 3 (Apêndice C), a) para gerar um gráfico da posição em relação ao tempo, 

envolvendo duas partículas com posições e velocidades iniciais diferentes, uma com aceleração 

constante e a outra com desaceleração constante durante um certo intervalo de tempo. b) Adicione ao 

programa, uma condição para que seja identificado o instante e a posição de encontro de ambas as 

partículas. 

4. Adaptar o Programa 4 (Apêndice D), a) para gerar um gráfico da velocidade em relação ao tempo, 

envolvendo duas partículas com velocidades iniciais diferentes, uma com aceleração constante e a outra 

com desaceleração constante durante um certo intervalo de tempo. b) Adicione ao programa, uma 

condição para que seja identificado o instante em que ambas as partículas possuem as mesmas 

velocidades. 
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5. Utilizando a Equação de Torricelli (Eq. (1.19)), escreva um programa que gere um gráfico da 

aceleração em função do deslocamento de um corpo, que percorre uma distância ∆𝑥  0 até parar, isto 

é, velocidade final igual a zero. Faça uma discussão dos resultados. 

6. Numa estrada, o motorista resolve desacelerar o seu carro uniformemente, o que provoca uma 

redução na velocidade de 𝑣0 para  𝑣𝑓 durante  𝑡 s. Utilizando as Eqs. (1.16), (1.19) e (1.27), e estes três 

parâmetros físicos como dados de entrada, escreva um programa que determine: a) a distância que o 

veículo percorrerá até parar, após a redução para 𝑣𝑓, e b) o tempo para percorrer esta distância. 

7. Um corredor completa seu percurso em 2 minutos. Elabore um programa (adaptar o Programa 4 no 

Apêndice D) que gere um gráfico da velocidade em função do tempo, de modo que, a) nos primeiros 

20 s ele atinge a velocidade de 6 m/s, em seguida mantém a velocidade constante por 30 s, depois reduz 

sua velocidade até 3 m/s durante 40 s e finalmente, mantém essa velocidade até o final do percurso. O 

programa deve calcular, também, a) a distância (m) percorrida em cada intervalo de tempo, b) a 

distância total percorrida e c) a aceleração (m/𝑠2) em cada intervalo de tempo citado no item a). 

8. A velocidade de uma partícula obedece a função horária 𝑣(𝑡) = 2𝑡 + 1, com 𝑡 em s, e 𝑣, em m/s. 

Elabore um programa que a) esboce o gráfico das funções 𝑣(𝑡) e 𝑥(𝑡), e b) calcule a área abaixo da reta 

da função 𝑣(𝑡) no intervalo [0,4] s e c) calcule o deslocamento no intervalo [0,4] s.  

9. Um avião para decolar partindo do repouso, precisa alcançar uma velocidade máxima ao final da 

pista. Escreva um programa que calcula essa velocidade tendo como dados de entrada, o comprimento 

da pista de 2,4 km e as seguintes acelerações constantes mínimas: Cesna 152 - 0,12 m/𝑠2, Boeing 737 - 

1,3 m/𝑠2e o avião a jato - 2,1 m/𝑠2. 

10. Suponha que uma sonda espacial é lançada de uma base lunar com aceleração constante de 1,62 

m/s^2. Desenvolva um programa que determine: a) o período em dias que ela alcançará 0,1𝑐, 0,01𝑐 e 

0,001𝑐 (𝑐 = 3,0 × 108m/s - velocidade da luz,) e, b) a distância em UA, percorrida nesse período. 

11. Na média, a duração de um piscar dos olhos é de 125 ms. Escreva um programa que determina: a) a 

distância percorrida nesse tempo estando uma pessoa nas seguintes velocidades: 80 km/h, 110 km/h, 

250 km/h (Fórmula 1) e 372 km/h (Fórmula 1). b) Repita a simulação com as mesmas velocidades 

anteriores para 𝑡 = 1 s. Para efeito comparativo, coloque os resultados numa tabela e discuta os 

resultados. 

12. Um caro de fórmula 1 pode acelerar de 0 a 100 km/h em 3 s, enquanto um Tesla Roadster equipado 

com propulsor de foguete, atinge a mesma velocidade em 1,1 s. Elabore um programa que determina o 

valor da aceleração média de ambos os carros e compare com a aceleração gravitacional 𝑔= 9,81 𝑚/𝑠2 

sentida pelos pilotos. 

13. Quando um asteroide entra na atmosfera da Terra, ele se fragmenta passando a ser chamado de 

meteoritos. Elabore um programa que determina: a) o valor aproximado da velocidade final de impacto 

na Terra (despreze a resistência do ar) e na Lua, e b) o tempo que levou para atingir o solo, 
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considerando as velocidades iniciais de 28.000 km/h, 42.000 km/h, 78.000 km/h e 124.000 km/h, a 

partir de 110 km de altitude. Construa uma tabela comparando os resultados para discussão. 

14. Construa um programa que tenha como dados de entrada, a altura máxima em que um objeto 

alcança ao ser lançado verticalmente e aceleração gravitacional do planeta/satélite, por exemplo, Terra 

Lua e Marte. Os resultados de saída serão a velocidade inicial o qual foi lançado e o tempo em que ele 

permaneceu no ar. Construa uma tabela com no mínimo três alturas diferentes para cada 

planeta/satélite, comparando os resultados para discussão. 

15. Em um lançamento vertical, a aceleração de um foguete chega a Ng (N>1 e g constante) de 

aceleração durante 1,0 min. Após certa altitude, ele apresenta problemas de funcionamento e começa a 

cair em queda livre. Desenvolva um programa que calcule a) a altitude máxima alcançada e, b) o tempo 

total, isto é, desde o lançamento até o impacto com a Terra. Construa uma tabela para alguns valores de 

N comparando os resultados para discussão. 
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APÊNDICE A – Programa 1 – Partícula em Repouso – MRU 
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APÊNDICE B – Programa 2 – Partícula com Velocidade Constante - MRU 
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APÊNDICE C – Programa 3 – Partícula com Velocidade e Aceleração Constante – MRUV 

 

 



Física I: Mecânica                                                                                                                                                 Silvanio Bezerra 
________________________________________________________________________________________________ 

30 

 

APÊNDICE D – Programa 4 – Partícula com Aceleração Constante - MRUV 
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APÊNDICE E – Programa 5 – Velocidade Média Escalar da Partícula 
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APÊNDICE F – Programa 6 – Partícula em Queda Livre p/ três Velocidades Iniciais 

Diferentes – y(t) e v(t) – MRUV 
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APÊNDICE G – Programa 7 – Partícula em Queda Livre p/ três Velocidades – MRUV 
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