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Exerćıcios



Exerćıcios

1. Implementar um algoritmo que receba um inteiro positivo e informe se ele é primo.

2. Escrever uma função que receba uma função e dois reais a e b e calcule∫ b

a
f (x) dx .
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Solução de um Sistema de Equações

Diferenciais Ordinárias



Sistema Presa-Predador

Considere o sistema conhecido por “Sistema Presa-Predador”{
x ′ = (a− by)x

y ′ = (−c + dx)y

com a, b, c, d > 0. Aqui x denota a população de presas e y de predadores.

• Observa-se que os pontos de equiĺıbrio são (0, 0) e (c/d , a/b).

• A singularidade (0, 0) é um ponto de sela;

• A singularidade (c/d , a/b) é um ponto de centro.
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Sistema Presa-Predador

Método de Euler

x ′(t0) = lim
∆t→0

x(t0 + ∆t)− x(t0)

∆t
⇒ x ′(t0) ≈ x(t0 + ∆t)− x(t0)

∆t

x ′ = f (x , t)⇒ x(t0 + ∆t)− x(t0)

∆t
= f (x , t)⇒

x(t0 + ∆t) = x(t0) + ∆t f (x , t)

Assim, para t ∈ {t0, t1, · · · , tn} tem-se

x(tk+1) = x(tk) + ∆t f (x(tk), tk)
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Sistema Presa-Predador

Para o sistema presa-predador, dada uma condição inicial (x(t0), y(t0)), constrói-se a

solução por meio da seguinte relação

x(tk+1) = x(tk) + f1(x(tk), y(tk), tk) ∆t

y(tk+1) = y(tk) + f2(x(tk), y(tk), tk) ∆t
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Sistema Presa-Predador

Método de Euler

x(tk+1) = x(tk) + f1(x(tk), y(tk), tk) ∆t

y(tk+1) = y(tk) + f2(x(tk), y(tk), tk) ∆t

{
x ′ = (a− by)x

y ′ = (−c + dx)y
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Sistema Presa-Predador

Presas e predadores no tempo. Retrato de fase.

Figueiredo, D. G. de, Neves, A. F.,

Equações Diferenciais Aplicadas.

Coleção Matemática Universitária, IMPA, 2007.
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O Método de Newton

Considere a função f : Rn → Rn.

Apresentaremos o Método de Newton para resolver o

problema

f(x) = 0.

Seja x0 ∈ Rn. Considere a equação que define o valor da melhor aproximação afim de

f em uma vizinhança do ponto x0

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Note que, agora f ′(x0) representa a matriz jacobiana de f no ponto x0,

f ′(x0) =


f11(x0) f12(x0) · · · f1n(x0)

f21(x0) f22(x0) · · · f2n(x0)
...

...
. . .

...

fn1(x0) fn2(x0) · · · fnn(x0)

 , onde fij =
∂fi
∂xj
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O Método de Newton

Fazendo y = 0, determinamos x1 da forma

0 = f ′(x0)(x1 − x0) + f(x0).

De onde obtemos

f ′(x0)(x1 − x0) = −f(x0).

Desde que f ′(x0) seja inverśıvel, podemos aplicar a inversa [f ′(x0)]−1 em ambos os

lados para obter

x1 = x0 − [f ′(x0)]−1f(x0)

Dessa mesma forma, construimos

x2 = x1 − [f ′(x1)]−1f(x1).

Assim, para qualquer k ∈ N temos

xk+1 = xk − [f ′(xk)]−1f(xk).

10



O Método de Newton

Fazendo y = 0, determinamos x1 da forma

0 = f ′(x0)(x1 − x0) + f(x0).

De onde obtemos

f ′(x0)(x1 − x0) = −f(x0).
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Um Exemplo de um Problema de Otimização

Considere a função f : R2 → R definida por

f (x , y) = x4 + y4 − 4xy + 1.

Use o Método de Newton para obter os pontos ḿınimos locais de f .
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Um Exemplo de um Problema de Otimização

Para determinar os pontos cŕıticos de f devemos determinar os pontos (x , y) tais que

∇f (x , y) = (0, 0).

Vamos usar o Método de Newton para resolver a equação anterior. Defina

F(x , y) = ∇f (x , y),

para aplicarmos o método no problema

F(x , y) = 0.

Notemos que

F(x , y) =

(
4x3 − 4y

4y3 − 4x

)
e F′(x , y) =

(
12x2 −4

−4 12y2

)

12



Um Exemplo de um Problema de Otimização
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Um Exemplo de um Problema de Otimização

Temos então

[F′(x , y)]−1 =
1

144x2y2 − 16

(
12y2 4

4 12x2

)

Assim, a sequência é gerada, via Método de Newton, por(
xk+1

yk+1

)
=

(
xk

yk

)
− 1

144x2
k y

2
k − 16

(
12y2

k 4

4 12x2
k

)(
4x3

k − 4yk

4y3
k − 4xk

)

Exerćıcio: Implementar o método de Newton para o problema acima.
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Um Exemplo de um Problema de Otimização
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Um Exemplo de um Problema de Otimização

Assim, obtemos o seguinte resultado:
-----------------------------------------

k x_k y_k

-----------------------------------------

0 2.0000000000000 2.0000000000000

1 1.4545454545455 1.4545454545455

2 1.1510467893775 1.1510467893775

3 1.0253259289767 1.0253259289767

4 1.0009084519431 1.0009084519431

5 1.0000012353089 1.0000012353089

------------------------------------------

------------------------------------------

k x_k y_k

------------------------------------------

0 -2.0000000000000 -2.0000000000000

1 -1.4545454545455 -1.4545454545455

2 -1.1510467893775 -1.1510467893775

3 -1.0253259289767 -1.0253259289767

4 -1.0009084519431 -1.0009084519431

5 -1.0000012353089 -1.0000012353089

------------------------------------------

Exerćıcio: Construir o gráfico acima. As duas sequências são geradas por meio dos pontos

iniciais: (2, 2) e (−2,−2).
15



Solução de uma EDP via Diferenças

Finitas



Introdução

Uma equação diferencial parcial é um problema da forma:

Determinar u ∈ Cn(Ω)× C(R+), Ω ⊂ Rd , tal que

F(t, x, u, u′, u′′, · · · , u(n)) = 0

sujeito a condições de contorno e iniciais adequadas de modo a garantir a existência e

unicidade da solução.

Como exemplo:

• Problema de Poison ∆u = f , sujeito a condições de contorno;

• Equação do Calor ut − k∆u = f , sujeito a condições iniciais e de contorno;

• Equação da Onda utt − c∆u = f , sujeito a condições iniciais e de contorno;

• etc... 16



Introdução

Considere a equação abaixo

a(x , y)uxx + b(x , y)uxy + c(x , y)uyy + d(x , y , ux , uy , u) = 0

e

∆ = b(x , y)2 − 4a(x , y)c(x , y).

Define-se

• ∆ = 0 dizemos que a equação acima é Parabólica;

• ∆ < 0 dizemos que a equação é Eĺıptica;

• ∆ > 0 dizemos que a equação é Hiperbólica.
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Problema Modelo

Considere o seguinte problema modelo:

−u′′(x) = f (x), 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

Vamos apresentar o Método das Diferenças Finitas aplicada ao modelo acima.

Para isso, vamos introduzir a partição de [0, 1] como sendo os pontos {xj}nj=0 dados

por xj = jh, onde n ≥ 2 é um inteiro e h = 1/n é o tamanho do espaçamento (estamos

considerando uma partição homogênea).

Considerando essa discretização do doḿınio, passaremos agora para a discretização da

equação diferencial.

18



Problema Modelo

Considere o seguinte problema modelo:

−u′′(x) = f (x), 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

Vamos apresentar o Método das Diferenças Finitas aplicada ao modelo acima.

Para isso, vamos introduzir a partição de [0, 1] como sendo os pontos {xj}nj=0 dados
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O Método das Diferenças Finitas

A discretização da equação diferencial é feita de maneira intuitiva.

De fato, nota-se que

ux = lim
h→0

u(x + h)− u(x)

h
.

Assim, para todo h próximo de zero podemos escrever

ux =
u(x + h)− u(x)

h

uxx =
u(x + 2h)− 2u(x + h) + u(x)

h2

Se avaliarmos uxx em cada ponto xj da discretização do doḿınio, teremos

uxx =
u(xj+1)− 2u(xj) + u(xj−1)

h2
para j = 1, 2, · · · , n − 1.
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Assim, para todo h próximo de zero podemos escrever

ux =
u(x + h)− u(x)

h

uxx =
u(x + 2h)− 2u(x + h) + u(x)

h2

Se avaliarmos uxx em cada ponto xj da discretização do doḿınio, teremos
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O Método das Diferenças Finitas

Ou em uma notação mais compacta,

uxx =
uj+1 − 2uj + uj−1

h2
para j = 1, 2, · · · , n − 1.

Assim, o problema modelo pode ser reescrito como

−
uj+1 − 2uj + uj−1

h2
= f (xj) para j = 1, 2, · · · , n − 1.

com u0 = un = 0. Se nós definirmos u = (u1, · · · , un−1)T e f = (f1, · · · , fn−1)T , com

fi = f (xi ), nós podemos escrever o sistema

Afdu = f,

onde Afd é a matriz simétrica (n − 1)× (n − 1), chamada matriz de diferenças finitas,

definida como

Afd = h−2tridiagn−1(−1, 2,−1).

20
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O Método das Diferenças Finitas

Ou seja,

Afd = h−2



2 −1 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1 0

0 −1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 −1 2



Note que a matriz Afd é definida positiva, pois

xTAfdx = h−2
[
x2

1 + x2
n−1 +

n−1∑
i=2

(xi − xi−1)2
]
.

Isso implica que o sistema Afdu = f admite uma única solução.
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O Método das Diferenças Finitas
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Exemplo Numérico

Resolvendo o seguinte problema
−uxx = ex em [0, 1]

u(0) = u(1) = 0

A solução exata do problema é

u(x) = − exp(x) + (e − 1)x + 1.
Obtemos, para n = 7:

Sol. Aprox. Sol. Exata

0.00000000 0.00000000

0.10477713 0.10501989

0.17673869 0.17714818

0.20993324 0.21041964

0.19732997 0.19778718

0.13062298 0.13092563

0.00000000 0.00000000
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Resolvendo o seguinte problema
−uxx = ex em [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
A solução exata do problema é
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Exemplo Numérico

Comportamento do Erro

h ‖Erro‖
0.5000 0.43000E-02

0.2500 0.16000E-02

0.1250 0.56819E-03

0.0625 0.20103E-03

0.0313 0.71086E-04
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Solução de uma EDP via Método

dos Elementos Finitos



O Método de Elementos Finitos

Problema Modelo (Equação de Convecção-Difusão): Dado f ∈ C0([0, 1]),

determinar θ ∈ C2([0, 1]) tal que

u
∂θ

∂x
− k

∂2θ

∂x2
= f ,

sujeito às condições de contorno θ(0) = θ(1) = 0.

Formulação Galerkin (Problema G): Dado f no dual de V , determinar θ ∈ V tal

que ∫ 1

0
u
∂θ

∂x
η dx +

∫ 1

0
k
∂θ

∂x

∂η

∂x
dx =

∫ 1

0
f η dx , para todo η ∈ V ,

onde V é o conjunto das funções quadrado integráveis tais que θ(0) = θ(1) = 0.

Teorema
Garantido confições suficientes de regularidade, θ é solução do Problema Modelo CD

se e somente se é solução do Problema G. 24



Versão Discreta do Problema G

Vamos construir uma base para o espaço solução, utilizando polinômios de

Lagrange de grau 1.

Para isso, vamos considerar uma partição homogênea do intervalo [0, 1].

25



Versão Discreta do Problema G

φ1(x) =

{
1, se x = xi

0, se x = xi+1
e φ2(x) =

{
1, se x = xi

0, se x = xi−1

Φi (x) =

{
φ1(x), se x ∈ [xi , xi+1]

φ2(x), se x ∈ [xi−1, xi ]
P1
h = span{Φ0,Φ1, · · · ,Φn}

26



Versão Discreta do Problema G

O espaço de soluções é constrúıdo como

Vh = P1
h ∩ V

Assim, vamos buscar soluções aproximadas do Problema G da forma

θh =
n∑

j=0

αjΦj(x).

O Problema passa a ser o de determinar αj , para j = 1, · · · , n − 1.

27



Formulação de Galerkin

Formulação Galerkin (Problema Gh): Determinar θh ∈ Vh tal que∫ 1

0
u
∂θh
∂x

η dx +

∫ 1

0
k
∂θh
∂x

∂η

∂x
dx =

∫ 1

0
f η dx para todo η ∈ Vh,

Fazendo θh =
∑n

j=0 αjΦj(x) no Problema Gh e tomando η = Φi (x), obtemos∫ 1

0
u

n∑
j=0

αj
∂Φj

∂x
Φi dx +

∫ 1

0
k

n∑
j=0

αj
∂Φj

∂x

∂Φi

∂x
dx =

∫ 1

0
f Φi dx , para i = 0, · · · , n.

O que implica em

n∑
j=0

∫ 1

0

(
u
∂Φj

∂x
Φi + k

∂Φj

∂x

∂Φi

∂x
dx
)
αj =

∫ 1

0
f Φi dx , para i = 0, · · · , n.

28



Formulação de Galerkin

n∑
j=0

∫ 1

0

(
u
∂Φj

∂x
Φi + k

∂Φj

∂x

∂Φi

∂x

)
dx αj =

∫ 1

0
f Φi dx , para i = 0, · · · , n.

Kα = F

onde

Kij =

∫ 1

0

(
u
∂Φj

∂x
Φi +k

∂Φj

∂x

∂Φi

∂x

)
dx , Fi =

∫ 1

0
f Φi dx e α = [α0, α1, · · · , αn]T .
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Problema Gh

Formulação de Galerkin (Problema Gh): Dado f no dual de V , determinar θh ∈ Vh

tal que ∫ 1

0
u
∂θh
∂x

η dx +

∫ 1

0
k
∂θh
∂x

∂η

∂x
dx =

∫ 1

0
f η dx para todo η ∈ V ,

onde V é o conjunto das funções quadrado integráveis tais que θh(0) = θh(1) = 0.

• Funciona bem para problema com difusão dominante (Pe = ‖u‖h/(2k)→ 0);

• Em problemas com convecão dominante (Pe >> 0), apresenta oscilações em

regiões de alto gradiente;

30



Problema PGh - Formulação Estabilizada de Petrov-Galerkin

Problema PGh: Dado f no dual de V , determinar θh ∈ Vh tal que

a(θh, η)+b1(θh, η) = (f , η)+b2(f , η) para todo η ∈ V ,
onde

a(θh, η) =

∫ 1

0
u
∂θh
∂x

η dx +

∫ 1

0
k
∂θh
∂x

∂η

∂x
dx , (f , η) =

∫ 1

0
f η dx

b1(θh, η) =
n∑

k=1

hkτ

∫
Ωk

(
u
∂θh
∂x
− k

∂2θh
∂x2

)(
u
∂η

∂x
− k

∂2η

∂x2

)
dx

b2(θh, η) =
n∑

k=1

hkτ

∫
Ωk

f
(
u
∂η

∂x
− k

∂2η

∂x2

)
dx

onde V é o conjunto das funções quadrado integráveis tais que θh(0) = θh(1) = 0.

• Funciona razoalvelmente para problemas com advecção dominante, recuperando a

estabilidade;

• Pode apresentar difusividade excessiva prejudicando a precisão; 31



Exemplo Numérico

Dado f ∈ C0([0, 1]), determinar θ ∈ C2([0, 1]) tal que

u
∂θ

∂x
− k

∂2θ

∂x2
= 0,

sujeito às condições de contorno θ(0) = θ(1) = 0.

Solução Exata:

θ(x) =
1

u

(eux/k − 1

1− eu/k
+ x
)

32



Exemplo Numérico: Galerkin ×GLS

Galerkin

GLS

u = 1 e k = 1 u = 10 e k = 0.1 u = 10 e k = 0.03
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