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Exercicios

Solucdo de um Sistema de Equacdes Diferenciais Ordindrias
O Método de Newton

Solucdo de uma EDP via Diferencas Finitas

Solugcdo de uma EDP via Método dos Elementos Finitos



Exercicios



Exercicios

1. Implementar um algoritmo que receba um inteiro positivo e informe se ele é primo.

2. Escrever uma funcdo que receba uma funcdo e dois reais a e b e calcule

/a () .



Solucao de um Sistema de Equacoes
Diferenciais Ordinarias



Sistema Presa-Predador

Considere o sistema conhecido por “Sistema Presa-Predador”

x'=(a— by)x
y' = (—c+dx)y
com a, b,c,d > 0. Aqui x denota a populacdo de presas e y de predadores.
e Observa-se que os pontos de equilibrio sdo (0,0) e (c/d, a/b).
e A singularidade (0,0) é um ponto de sela;

e A singularidade (c/d, a/b) é um ponto de centro.



Sistema Presa-Predador

Método de Euler

x(to + At) — x(to) _ x(to + At) — x(to)

"(tg) = i '(tg) ~
x(to) = Jfim At = x(to) At
t At) — x(t
X = f(x, 1) S+ 8D = xb) _ g,
At
x(to + At) = x(to) + At f(x,t)
Assim, para t € {tp, t1, - ,t,} tem-se

X(tk+1) = X(tk) + At f(X(tk), tk)



Sistema Presa-Predador

Para o sistema presa-predador, dada uma condi¢3o inicial (x(tp), y(to)), constrdi-se a
solu¢ao por meio da seguinte relagdo



Sistema Presa-Predador

Método de Euler

[==RE B P RS U S B

R R R e e el el el e
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a0 oo

while( t(i) < Tf )
it+;
x(1) x(i-1)+( a-b*y(i-1))*x(i-1)*dt;
y(i) y(i-1)+(-ctd*x(i-1)) *y(i-1) *dt;
t(i) = t(i-1)+dt;

endwhile

plot(x, ¥, £ 2.5)
xlabel ( )
ylabel ( ) 7



Sistema Presa-Predador

Presas e predadores no tempo. Retrato de fase.

¥ Figueiredo, D. G. de, Neves, A. F.,
Equacoes Diferenciais Aplicadas.
Colecao Matematica Universitaria, IMPA, 2007.



O Método de Newton



O Método de Newton

Considere a funcdo f : R” — R".



O Método de Newton

Considere a funcdo f : R” — R"”. Apresentaremos o Método de Newton para resolver o
problema

f(x) = 0.



O Método de Newton

Considere a funcdo f : R” — R"”. Apresentaremos o Método de Newton para resolver o
problema

f(x) = 0.
Seja xg € R". Considere a equacdo que define o valor da melhor aproximacao afim de
f em uma vizinhan¢a do ponto xg

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0).



O Método de Newton

Considere a funcdo f : R” — R"”. Apresentaremos o Método de Newton para resolver o

problema

f(x) = 0.
Seja xg € R". Considere a equacdo que define o valor da melhor aproximacao afim de
f em uma vizinhan¢a do ponto xg
y = f'(x0)(x — x0) + f(x0).

Note que, agora f'(xo) representa a matriz jacobiana de f no ponto xg,

fit(xo) fia(x0) -+ fin(xo)
f>1(x foo (X <o hp(x g
Flxo) 21(. 0) 22(. 0) 2 ( 0) onde f; — of;
; : : 9%

fo(xo0) fa2(xo) -+ fan(xo0)



O Método de Newton

Fazendo y = 0, determinamos x; da forma

0 = f/(x0)(x1 — x0) + f(x0)-

10



O Método de Newton

Fazendo y = 0, determinamos x; da forma
0= f/(Xo)(Xl = Xo) + f(Xo).

De onde obtemos
f'(x0)(x1 — x0) = —F(x0).

10



O Método de Newton

Fazendo y = 0, determinamos x; da forma
0= f/(Xo)(Xl = Xo) + f(Xo).
De onde obtemos
f'(x0)(x1 — x0) = —F(x0).

Desde que f'(xo) seja inversivel, podemos aplicar a inversa [f'(xo)]~* em ambos os
lados para obter

X1 = Xo — [f/(XO)]_lf(Xo)

10



O Método de Newton

Fazendo y = 0, determinamos x; da forma
0= f/(Xo)(Xl = Xo) + f(Xo).
De onde obtemos
f'(x0)(x1 — x0) = —F(x0).

Desde que f'(xo) seja inversivel, podemos aplicar a inversa [f'(xo)]~* em ambos os
lados para obter

X1 = Xo — [f/(XO)]_lf(Xo)

Dessa mesma forma, construimos

X2 = X1 — [f/(Xl)]ilf(Xl).

10



O Método de Newton

Fazendo y = 0, determinamos x; da forma
0= f/(Xo)(Xl = Xo) + f(Xo).
De onde obtemos
f'(x0)(x1 — x0) = —F(x0).

Desde que f'(xo) seja inversivel, podemos aplicar a inversa [f'(xo)]~* em ambos os
lados para obter

X1 = Xo — [f/(XO)]_lf(Xo)
Dessa mesma forma, construimos

Xp = X1 — [f/(Xl)]ilf(Xl).
Assim, para qualquer kK € N temos

Xk+1 = Xk — [f/(xk)]_lf(xk)' 10



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Considere a funcdo f : R> — R definida por
f(x,y) =x*+y* —axy + 1.

Use o Método de Newton para obter os pontos minimos locais de f.

11




Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Para determinar os pontos criticos de f devemos determinar os pontos (x, y) tais que

Vf(x,y) = (0,0).

12



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Para determinar os pontos criticos de f devemos determinar os pontos (x, y) tais que
Vf(x,y) = (0,0).

Vamos usar o Método de Newton para resolver a equagao anterior.

12



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Para determinar os pontos criticos de f devemos determinar os pontos (x, y) tais que
Vf(x,y) = (0,0).

Vamos usar o Método de Newton para resolver a equacdo anterior. Defina
F(x,y) = Vf(x,y),

para aplicarmos o método no problema

F(x,y) =0.

12



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Para determinar os pontos criticos de f devemos determinar os pontos (x, y) tais que
Vf(x,y) = (0,0).

Vamos usar o Método de Newton para resolver a equacdo anterior. Defina
F(x,y) = Vf(x,y),

para aplicarmos o método no problema

F(x,y) =0.

4x3 — 4y 12x2>  —4
F(x,y) = < 4y3 e ) e F’(x7y) = ( » 12y2 )

Notemos que

12



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Temos entao

1 12y 4
F’ R
[F'(x, y)] 144x2y2 — 16 ( 4 12x2 )

13



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Temos entao

1 12y 4
F’ R
[F'(x, y)] 144x2y2 — 16 ( 4 12x2 )

Assim, a sequéncia é gerada, via Método de Newton, por
Xk+1 [ x 1 12y,3 4 4x2 — 4y
Vi1 N Yk 144X,%y£ — 16 4 12x£ 4y,§ — 4x;

Exercicio: Implementar o método de Newton para o problema acima.

13



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

1 x0 = [-2,-2];

2 %x00 = x0;

3 k=20;

4 fprintf( ko x0(1),x0(2)) 2
3

6 3f = @(x,y) [2%x;2%y];

7 %df = @(x,vy) [2,0;0,2];

8 f=208(x1v) KRN 3-4*y;4*yn3-4*x];

S df=@(x,y) LR METEL PR PR

10 Nit = H

ll1Q0foxr k = 1:Nit

12 x1l = %0 - inv(df(x0(1),x0(2)))*E£(x0(1),x0(2));
13 f1 = £(x1(1),x1(2))(1);

14 £f2 = £(x1(1),x1(2))(2);

15 fprintf( roees
16 [k, x1(1),x1(2),£1,£2);

17 x0 = x1;

18 | end

19

20

14



Um Exemplo de um Problema de Otimizacao

Assim, obtemos o seguinte resultado:

k x_k y_k 2.00 T T T T T
0 2.0000000000000 2.0000000000000 1.50 -
1 1.4545454545455  1.4545454545455
2 1.1510467893775 1.1510467893775 1.00 _
3 1.0253259289767  1.0253259289767
4 1.0009084519431  1.0009084519431 050 - |
5 1.0000012353089  1.0000012353089 '

0.00 |- 8
k x_k vk -0.50 b
0 -2.0000000000000  -2.0000000000000 -1.00 -
1 -1.4545454545455 -1.4545454545455
2 -1.1510467893775  -1.1510467893775 150 b -
3 -1.0253259289767  -1.0253259289767
4 -1.0009084519431  -1.0009084519431 200 | I | | L L L
0028 S0 g L Co0c0 1225080 -200 -150 -1.00 -0.50 0.00 050 100 150  2.00

Exercicio: Construir o grafico acima. As duas sequéncias s3o geradas por meio dos pontos
iniciais: (2,2) e (—2,-2).
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Solucao de uma EDP via Diferencas
Finitas




Introducao

Uma equacéo diferencial parcial é um problema da forma:

Determinar u € C"(Q) x C(R,), Q C R, tal que
F(t,x,u, o " u(”)) =0

sujeito a condi¢des de contorno e iniciais adequadas de modo a garantir a existéncia e

unicidade da solucdo.
Como exemplo:

e Problema de Poison Au = f, sujeito a condi¢bes de contorno;
e Equacdo do Calor uy — kAu = f, sujeito a condi¢cdes iniciais e de contorno;
e Equacdo da Onda uy; — cAu = f, sujeito a condigdes iniciais e de contorno;

e etc... 16



Introducao

Considere a equacio abaixo

a(x, y)uxx + b(x, y)uxy, + c(x,y)uyy + d(x,y, ux, u,, u) =0

A = b(x,y)? — 4a(x, y)c(x, y).

Define-se

e A = 0 dizemos que a equacdo acima é Parabdlica;
e A < 0 dizemos que a equacdo é Eliptica;

e A > 0 dizemos que a equacdo é Hiperbdlica.

17



Problema Modelo

Considere o seguinte problema modelo:

—u"(x) =f(x), 0<x<1

18



Problema Modelo

Considere o seguinte problema modelo:

Vamos apresentar o Método das Diferencas Finitas aplicada ao modelo acima.

18



Problema Modelo

Considere o seguinte problema modelo:

Vamos apresentar o Método das Diferencas Finitas aplicada ao modelo acima.

Para isso, vamos introduzir a particdo de [0, 1] como sendo os pontos {x;}7_, dados

por x; = jh, onde n > 2 é um inteiro e h = 1/n é o tamanho do espagamento (estamos
considerando uma particdo homogénea).

18



Problema Modelo

Considere o seguinte problema modelo:

Vamos apresentar o Método das Diferencas Finitas aplicada ao modelo acima.

Para isso, vamos introduzir a particdo de [0, 1] como sendo os pontos {x;}7_, dados
por x; = jh, onde n > 2 é um inteiro e h = 1/n é o tamanho do espagamento (estamos
considerando uma particdo homogénea).

Considerando essa discretizacdo do dominio, passaremos agora para a discretizacdo da
equacao diferencial.

18



O Método das Diferencas Finitas

A discretizagdo da equacao diferencial é feita de maneira intuitiva.

19



O Método das Diferencas Finitas

A discretizagdo da equacao diferencial é feita de maneira intuitiva. De fato, nota-se que

h) —
o — fim u(x + h) u(x)'
h—0 h

19



O Método das Diferencas Finitas

A discretizagdo da equacao diferencial é feita de maneira intuitiva. De fato, nota-se que

h _
uy = lim o ) = B9
h—0 h

Assim, para todo h proximo de zero podemos escrever

- u(x + h) — u(x)
x h

19



O Método das Diferencas Finitas

A discretizagdo da equacao diferencial é feita de maneira intuitiva. De fato, nota-se que

h _
uy = lim o ) = B9
h—0 h

Assim, para todo h proximo de zero podemos escrever

- u(x + h) — u(x)
x h

u(x +2h) — 2u(x + h) + u(x)
Uxx = h2

19



O Método das Diferencas Finitas

A discretizagdo da equacao diferencial é feita de maneira intuitiva. De fato, nota-se que

h) —
o — fim u(x + h) u(x)'
h—0 h

Assim, para todo h proximo de zero podemos escrever

b u(x + h) — u(x)
x h

u(x +2h) — 2u(x + h) + u(x)
Uxx = 12

Se avaliarmos u,, em cada ponto x; da discretizacdo do dominio, teremos

. _2 . .
1, = U()<J+1) U/S;j)"i_u(xj 1) paraj:1,2,--~ 7n_1.

19



O Método das Diferencas Finitas

Ou em uma notagdo mais compacta,

Ujr1 — 2uj + uj_
U = j+1 h2J+J1 paraj=1,2,---,n—1.

20



O Método das Diferencas Finitas

Ou em uma notagdo mais compacta,
Ui 1 —2uj + uj_q )
Whge = A h2j J paraj=1,2,--- ,n—1.

Assim, o problema modelo pode ser reescrito como

uj 1—2U'+U',1 .
_ h2J J =f(xj) paraj=1,2,---,n—1.

com ug = u, = 0.

20



O Método das Diferencas Finitas

Ou em uma notagdo mais compacta,
Uiyl —2uj 4+ uj_1 )
Whge = A h2j J paraj=1,2,--- ,n—1.

Assim, o problema modelo pode ser reescrito como

- Uit — 2UJ' e uj—1
h2

com g = u, = 0. Se nés definirmos u = (uy,--- ,up,_1)" ef=(f, - ,f_1)", com

=f(xj) paraj=1,2,---,n—1.

fi = f(xj), nés podemos escrever o sistema
Afdu = f,

onde Afy é a matriz simétrica (n — 1) x (n — 1), chamada matriz de diferengas finitas,
definida como
Arg = h~2tridiag, ;(—1,2,—1).
20



O Método das Diferencas Finitas

Ou seja,

Afg = h~?

=il
0

-1
2
-1
0

0
-1
2
-1
0

0
=il
2
=il
0

0
-1
2
-1

0
=i
2

21



O Método das Diferencas Finitas

Ou seja,

Afg = h~?

=il
0

-1
2
-1
0

0
-1
2
-1
0

Note que a matriz Ay é definida positiva, pois

xT Aggx = h=2 [xl +x2_ 1—1—2 5 = 5= }

0
=il
2
=il
0

0
-1
2
-1

0
=i
2

21



O Método das Diferencas Finitas

Ou seja,

Afg = h~?

=il
0

-1
2
-1
0

0
-1
2
-1
0

Note que a matriz Ay é definida positiva, pois

xT Aggx = h=2 [xl +x2_ 1—1—2 5 = 5= }

0
=il
2
=il
0

0
-1
2
-1

0
=i
2

Isso implica que o sistema Agu = f admite uma Unica solug3o.

21



Exemplo Numérico

Resolvendo o seguinte problema
— Uy = € em [0, 1]

u(0)=u(l)=0

22



Exemplo Numérico

Resolvendo o seguinte problema
— Uy = € em [0, 1]
u(0)=u(l)=0

A solucao exata do problema é

u(x) = —exp(x) + (e — 1)x + 1.
Obtemos, para n =T7:

Sol. Aprox.

Sol. Exata

025

0.00000000
0.10477713
0.17673869
0.20993324
0.19732997
0.13062298
0.00000000

0.00000000
0.10501989
0.17714818
0.21041964
0.19778718
0.13092563
0.00000000

02

015

0.1

0.05

02

0.4

06

08

22



Exemplo Numérico

Comportamento do Erro

h ||Errol|
0.5000 0.43000E-02
0.2500 0.16000E-02
0.1250 0.56819E-03
0.0625 0.20103E-03
0.0313 0.71086E-04

23



Solucao de uma EDP via Método
dos Elementos Finitos




O Método de Elementos Finitos

Problema Modelo (Equacdo de Conveccdo-Difusdo): Dado f € C°([0,1]),
determinar 6 € C?([0,1]) tal que
89 0%0

uox ko= b

sujeito as condi¢des de contorno #(0) = 6(1) = 0.

Formulagcao Galerkin (Problema G): Dado f no dual de V, determinar § € V tal

que

o6 1

/und +/ k— a77d —/ fndx, paratodon e V,
0 Ox Ox 0

onde V é o conjunto das fun¢des quadrado integraveis tais que 0(0) = 0(1) = 0.

Teorema
Garantido conficées suficientes de regularidade, 0 € solucdo do Problema Modelo CD

se e somente se € solucdo do Problema G. 24



Versao Discreta do Problema G

Vamos construir uma base para o espaco solucao, utilizando polinémios de
Lagrange de grau 1.

Para isso, vamos considerar uma parti¢do homogénea do intervalo [0, 1].

0o % 1 N Xa %1 15%

23



Versao Discreta do Problema G

%: 0 )& Xz xl—l xl x|+1 xn_l 1= xn

Db = sl P = span{®g, P1,--- , P}
I ¢2(X)7 se X € [Xi—LX,‘] h ’ ’ s ¥n -



Versao Discreta do Problema G

O espaco de solugdes é construido como

Vi, =PiNV
Assim, vamos buscar solu¢cdes aproximadas do Problema G da forma

0n = Z a;®;(x).
j=0

O Problema passa a ser o de determinar o, para j =1,--- ,n— 1.

27



Formulacao de Galerkin

Formulagao Galerkin (Problema Gp): Determinar 6, € V}, tal que

0 1
/u n dx —|—/ kahand /fndxparatodone Vi,
Ox Ox 0

Fazendo 0, = > 7, aj®;(x) no Problema Gj e tomando 7 = ®;(x), obtemos
1" n 1
0d; 0%; 00;
Y G id k§ = [ fo;dx, =0, -,
/0 uj:OOcJ Ox x+/ Qj—— Ox Ox /0 X, para I n

O que implica em

ot 00 0P; 00; !
Z/o (ua—XJCD,- —|—ka—XJ%X x)aj:/o f®idx, parai=0,---,n
j=0

28



Formulacao de Galerkin

~ [t 09 0; 0 !
Z/o (uaiqu)i+k87xj(9x )dxaj:/o f®;dx, parai=0,---,n.
j=0

29



Problema G,

Formulagdo de Galerkin (Problema G,): Dado f no dual de V, determinar 6, € V,

1
/undx+/ k20n0n _/ f 1 dx para todo 7 € V,
0 0

tal que

Ox Ox

onde V é o conjunto das fun¢des quadrado integraveis tais que 64(0) = 04(1) = 0.

e Funciona bem para problema com difusdo dominante (Pe = ||u||h/(2k) — 0);

e Em problemas com convecdo dominante (Pe >> 0), apresenta oscilagdes em
regides de alto gradiente;

30



Problema PG, - Formulacao Estabilizada de Petrov-Galerkin

Problema PGp,: Dado f no dual de V, determinar 6 € V), tal que

a(0n, n)+b1(0n,n) = (f,m)+b2(f,7) para todo n € V,

B 00y, On [t
a0hm) = /Ound v [ WS (= [ fnon

00 020 b 92
b1(9h777) = thT /Qk (uai; _ kaTzh)( 8)73 87):27) e
k=1

L 4 on 0%n
ba(0h,n) = kzlhﬂ/m 7 (05~ Ka) o

onde V ¢ o conjunto das funces quadrado integréveis tais que 0r(0) = 04(1) =

onde

e Funciona razoalvelmente para problemas com adveccao dominante, recuperando a
estabilidade;

e Pode apresentar difusividade excessiva prejudicando a precis3o; 31



Exemplo Numérico

Dado f € C°([0, 1]), determinar 6 € C2([0, 1]) tal que

2
00,00 _

“67 Ox? 0,

sujeito as condi¢des de contorno §(0) = #(1) = 0.

Solucao Exata:

0(x) = llj(euX/k_l —i—x)

1 — eu/k

32



Exemplo Numérico: Galerkin

u=lek=1 u=10e k=0.1 u=10e k =0.03

014 014 18
—Sol. Elem. Finitos —Sol. Elem. Finitos —Sol. Elem. Finitos
012 —Sol. Exata 012 —Sol. Exata | 016/ — Sol. Exata
014
01 01}
012
008! 008 01
S ° °
006 006 008
o 006
Galerkin oot oo
004
002 002 002
o o
] 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x x x
0.14, 0.14, 0.18,
—Sol. Elem. Finitos —Sol. Elem. Finitos —Sol. Elem. Finitos
012 —Sol. Exata 012 —Sol. Exata | 0,16/ —Sol. Exata
0.14)
01 01 1
GLS
008 008, | 01
006 006, 0.8
0.06|
0.04; 0.04
0.04)
0.02] 0.02| 002
o - 0’ 0
] 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 o8 1
x x x
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