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1 Resultados preliminares

Nesta secao, apresentamos uma selegao de teoremas e definicoes fundamentais que servirao
como base para o desenvolvimento das ideias e conceitos abordados ao longo destas notas de
estudo.

1.1 Resultados da Analise

Definigao 1.1. Seja X C R. Um numero a € R chama-se ponto de acumulagao do conjunto
X quando todo intervalo aberto (a—e,a+€), de centro a, contém algum ponto de X diferente
de a.

Definicao 1.2. Seja f : R" — R. Dizemos que x é um ponto estaciondrio de f se as
derivadas parciais de f nesse ponto sdo nulas.

Teorema 1.3. (Teorema do Valor Médio). Considere f:R™ — R continua, T € R" e
uma dire¢cao de descida d € R™ a partir de T. Se f € diferencidvel no segmento (T,T + d),
entdo existe o € (0,1) tal que

f@+d) =f@) +VfFT+ad)'d= f(@T+d)— f(T) = V(T +ad)d
Algumas outras versoes que sao chamadas de Teorema do Valor Médio:
Teorema 1.4. Vale o sequinte

(a) Se para x,y € R™ uma funcio F : R™ — R é continuamente diferencidvel no intervalo
{x+ty |t €[0,1]}, entdo

F(x +vy) :F(x)—i-/o F'(x + ty)y dt.

(b) Se f:R™ — R ¢ continuamente diferencidvel num conjunto convexo e aberto Q C R™,
entao para todo x,y €  eziste t € [0, 1] tal que

fy) = flx) =(Vftz+ (1 -t)y),y — ).

Lema 1.5. Seja f : R — R uma funcao diferencidvel no R™, com gradiente Lipschitz-
continuo no R™ com modulo L > 0. Entao

et ) - 1@ - Vi@ < WL vy e

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4 (a), temos que f(z +vy) = f(z) + fol Vf(x+ty)Tydt.
Assim,

o +0) = 1) = V)l =15 + [ i+ )it~ 1) - VT
=1 [ Vi Ty - Vi)
= | /Ol(Vf(:v +ty) = Vf(x) "y dt|
< [ 1097 + ) = Vst "yl
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Pela Desigualdade de Cauchy-Schawrz, temos que

/0 (Vi +ty) — Vf()Tyldi < / IV +ty) — VE@)lyll .

Além disso, temos (por hipétese) que V f é Lipschitz-continuo no R, ou seja, |V f(x +ty) —
V@)l < Ll[(z + ty) — x|l = Llityl| = Lt[ly||, logo

1 1
/ IV +ty) — V@) Iyl df < / Lty dt
0 0

£ !
= |L—|ly|]?
[ Sl }

_ Lyl
ol

0

1.2 Resultados sobre convexidade

Quando uma funcao é diferencidvel, a convexidade admite varias caracterizacoes que sao
muito uteis para determinar se uma funcao é convexa ou nao.

Teorema 1.6. (Caracterizagoes de fungoes convexas diferencidveis) Sejam 2 C
R™ um conjunto convexo e aberto e f : 2 — R uma func¢ao diferencidvel em ). Entao, as
propriedades sequintes sao equivalentes:

(a) A fungdo f € convera em €);

(b) para quaisquer z,y € §2,
fy) = f(@) +(Vf(zr),y —x).

Demonstracao: Veja a demonstragao em [3, Teorema 3.4.30].

1.3 Ordem de convergéncia

Nesta secao, serao apresentadas definicoes importantes e exemplos no que diz respeito a
alguns tipos de ordem de convergéncia de uma sequéncia.

Definigao 1.7. Considere uma sequéncia {xy}reny € R"™. Dizemos que xy converge linear-
mente para T € R™, quando existe uma constante ¢ € [0,1) e um nimero natural ko, tais
que
T -
H k+1 _ H <c, (1)
[, — |

para todo k > ky.



Se uma sequéncia cumpre a condi¢do (1), entao

(1
[2ko 11 =7l < cllak, =7
<

ks — Zl < cllarern — 7] < Hlaw, — 7.

Repetindo o processo acima, obtemos
[Zkotp — Tl < lwn, — ], (2)
para todo p € N. Como ¢ — 0, pois ¢ € [0, 1), segue de (2) que z — T.

Definigao 1.8. Uma sequéncia {zy}reny € R € dita superlinearmente convergente para T €
R™ quando
S
im —— =

0. (3)
A condicao (3) também implica que x — T, basta observar que dado 0 < ¢ < 1 existe kg € N
tal que ||zg11 — T|| < ¢||lzr — Z||, para todo k > k.

Exemplo 1.9. A sequéncia x = 3% converge linearmente para 0, mas nao superlinearmente.
De fato, temos que

[T =T Joen — O] Jopa] 1 1 gh Ll 1
|z, — T |z, — 0 |z Jh+1 3k.3 3~ 2
Entranto,
lim o1 — 7] lim L = E #0
k—o0 ’.’L’k — f| k—oo 3 3 '
Exemplo 1.10. A sequéncia xp = 2% converge superlinearmente para 0, pois
[Zhe1 =2 o —0f 1 ok 2 ¥ I S N
2, — 7 |or—0]  20HD? - 2(k+1)? ok L2k .0 22k.9 2 Q2
e sabemos que
1 1 1 1 1
lim =+ — = lim = - lim — ==-0=0.

k—oo 2 . 22k koo 2 k—oo 22k 2

Defini¢ao 1.11. Seja {xy}ren € R™ que convergente para T € R™. Dizemos que {y}ren
converge com ordem quadrdtica para T se existe um numero natural kg e uma constante
M >0 tal que
51 =T < M2y, — 7], (4)
para todo k > k.
Exemplo 1.12. A sequéncia ), = 2% converge quadraticamente para 0. De fato,
— k

e =T fogpn —0] 227

|{L‘k — f|2 |{L‘k - O|2 22k+1

=1

Logo, basta tomar M > 1.

Observagao 1.13. A convergéncia quadrdtica implica na convergéncia superlinear. No en-
tanto, apenas a condigdo (4) nao implica que xy — T.
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2 Busca de Armijo

Uma busca linear inexata muito utilizada para a determinagao do comprimento de passo em
algoritmos de otimizagao é a busca denominada Regra de Armijo, veja [2, Pag. 67]. Essa
regra consiste em determinar um «y € [0,6), com § > 0, tal que

flan + apdy) < f(xe) + monV f (@) dy, (5)
onde x € R", dj, € R™\ {0} é uma diregao de descida e n; € (0,1).

Lema 2.1. (Cota inferior para o valor do comprimento de passo dado pela Busca
de Armijo) Seja f: R" — R wma fungao diferencidvel no R"™, com derivada Lipschitz-
continua no R™ com mdédulo L > 0. Se xy,d; € R"™ satisfazem a condi¢io V f(xy)Td;, < 0,
entdo a desigualdade (5) é vdlida para todo o € (0, @], onde

—2(m = D)(Vf ()" di)

Demonstracao: Pelo Lema 1.5, para todo a € R, tem-se que

flaw +ady) — flzx) = V(@) (ody) < |f(ze + ady) — fze) = Vf(ar) (ady)| < §||04dk||2'

Dai, segue que

o+ ady) — Flne) — V() (o) < 5 o]

— fla+ ads) — (o) < V()" (o) + 50

— fax+ adk) ~ (o) < (V1 (@) de+ S0l

Logo, para todo a € (0, @],

o+ adg) — flre) < oV Fx)dy + o)

(m = D(V f(zx)" di)
L|dy|?

a(Vf(xr) T d + (= 1)(V f (2x) " d))

a(V f(xp) di +mV f(ap) di — V f (21) " dy)

amV f ()" di,

L 2
= f(ap + ady) — f(z1) < a(Vf(rp)"dy + §||dk||2' )

(1)
f(l'k)
f(xx)
f(xx)

( ) —
= f(xp + ady) —
= f(xp + ady) —
= f(xp + ady) —

VAN VAR VAN

onde a segunda desigualdade segue de (6). O
A interpretacao geométrica do Lema 2.1 é dada pela Figura 1: no caso quando o gradiente
de f é Lipschitz-continuo, o valor de f(z; + ady) — f(x)) é menor ou igual ao valor da

Lo?||dg |I? —Vif(ze) di

func¢do quadrética aV f(zy)"dj, + =*—*, cujo minimizador é o ponto i - (vértice da

pardbola).



= {f'(z*),a%)
L[ld|1?

b4

/a(f’(m"), d*) + o L||d"|[*/2

f(a* + ad*) — f(z)

a(f'(z*), d*)
Figura 1: Interpretacao geométrica do Lema 2.1.

Sob as hipoteses do Lema 2.1, se
V f ()" dy,
|2

onde ¢ é uma constante que nao depende de k, e se os parametros &, n; e 6 sao os mesmos
para cada iteracao, segue-se que a desigualdade (5) é satisfeita para todo « € (0, @], onde

L

<6 <0, (7)

a = > 0.

Concluimos entao que
ap > min{a,fa} = a > 0. (8)

3 Busca de Goldstein

Ao se utilizar a Busca de Armijo podem ser admitidos passos muito pequenos, aumentando o
esfor¢co computacional, tornando assim a resolugao do problema mais lenta. Para contornar
essa dificuldade, é proposto na literatura uma outra busca linear inexata que é conhecida
como Regra de Goldstein. Dados um ponto zj, uma diregao de descida d € R™ \ {0} e os
parametros 0 < 7; < 19 < 1, a Busca de Goldstein consiste em obter um comprimento de
passo ay que satisfaca simultaneamente as seguintes desigualdades:

Fxr) + oV f ) dy < f(ze + trdi) < (k) +mowV f(ze) dy 9)

A desigualdade a direita é a de Armijo, que garante um descrescimento da funcao objetivo,
ja a desigualdade a esquerda busca eliminar a aceitacao de comprimentos de passo muito
pequenos.

Seja Iy () = f(zg) + marV f(ap)Tdy e la(a) = f(ar) + nearV f(zp)Td,. O resultado a
seguir garante que a busca de Goldstein esta bem definida.

Teorema 3.1. Sejam [ : R"™ — R uma funcao continuamente diferencidvel e limitada infe-
riormente ao longo do conjunto {zy + ady; o > 0} e dy uma dire¢io de descida a partir de
xp. Se 0 < n <my <1, entdo existe um intervalo de comprimentos de passo que satisfazem
simultaneamente as condigoes de Goldstein.



Demonstragao: Por hipdtese, temos que f é continua e limitada inferiormente, entao a
restrigao de f na diregao dy, a partir de x dada por p(a) = f(zg+ ady) é continua e limitada
inferiormente para todo a > 0. Além disso, temos que d; é direcao de descida, ou seja,
V f(x)"dy, <0, o que nos fornece tlgglo L(a) = tlgglo lo(a)) = —o0. Note que a funcao [4(-) tem

a inclinacao negativa dada por moszf(xk)Tdk, mas como 1; € (0,1), a reta [y fica acima
do grafico de ¢ para pequenos valores positivos de o (ou para « préximo de 0), e 0 mesmo
ocorre para a reta lp. Entdo, existe o préximo de zero tal que p(a/) = ¢ < ly(a/). Por
outro lado, pela defini¢ao de limite infinito no infinito, temos que dado ¢’ < 0, existe N > 0
tal que o > N implica (") > ¢’ > l3(a"). Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe
o € (o, a") tal que (") = " = l5(a), ou seja, ¢ intersecta l. Utilizando um raciocinio
analogo, pode-se mostrar que ¢ também intersecta [;. Note também que 7; < 12, entao o
coeficiente angular de [y é menor do que o coeficiente angular de 1, ou seja, ls descresce mais
rapidamente do que Iy, o que implica que ly(«) < l;(a), para todo a > 0. Disso decorre que
@(«) intersecta ly(«r) antes de intersectar [i(«). Além disso, ¢(«) intersecta 3 e [ em no
méaximo um ndmero finito de vezes, ja que ¢(«) é limitada inferiormente, enquanto [y e Iy
nao sao. Seja a; o comprimento do passo que gera a primeira interseccao de ¢ com Iy e s
o maior comprimento de passo menor do que a; onde ¢ intersecta ly. O intervalo (as,aq)
é formado por comprimentos de passo que satisfazem as condi¢oes de Goldstein. O mesmo
critério pode ser usado para os outros pontos de interseccao de ¢ com [y e [s.

3.1 Convergeéncia global do Método do Gradiente equipado com a
Busca de Goldstein

Para que um algoritmo de busca linear seja confidvel, ele deve ser globalmente convergente,
ou seja, as normas de gradiente, ||V f(x)||, devem convergir para zero a cada iteracao, ou
seja, lim ||V f(zy)] = 0.

k—o0

Segundo [4], essa propriedade pode ser mostrada a partir do Teorema de Zoutendijk
que diz que, se o algoritmo de busca linear satisfizer as condicoes de Goldstein e tiver uma
diregao de descida que faz um angulo com a dire¢ao de descida mais ingreme que é limitado
a partir de 90° (d, = —V f(xx)), o algoritmo é globalmente convergente.

O teorema de Zoutendijk afirma que, dada uma iteragao onde dj é a direcao de descida
e oy € 0 passo que satisfaz as condigoes de Goldstein, se a funcao f é limitada inferiormente
em R" e é continuamente diferencidavel em um conjunto aberto U contendo o conjunto de
nivel definido Q@ = {z|f(x) < f(xo)}, onde 27 é o ponto inicial da iteragdo, e o gradiente
Vf Lipschitz é continuo em U, entdao S50 cos®0i||V fi||* < oo, onde 6 é o angulo entre
dr = =V f(zy) (diregdo de descida mais ingreme) e V fy.

A condicio Zoutendijk acima implica que limg_, o c0s?0,||V fi]|* = 0, pelo teste de di-
vergéncia do n-ésimo termo. Portanto, se o algoritmo escolher uma direcao de descida que
seja limitada a partir de 90° em relacao ao gradiente, ou seja, dado € > 0, cos 0, > € > 0,
Vk, segue que limyg o |V fi]| = 0.

No entanto, a condi¢ao de Zoutendijk nao garante a convergéncia para um minimo local,
mas apenas para pontos estacionarios. Antes de apresentar e demonstrar o Teorema que
garante a convergéncia, relembramos alguns fatos relevantes:



e Seja 0 o angulo entre uma dire¢ao de descida dy e V f(zy), entao

1/ ()l dill

cos b)), =

e O conjunto C' = {z|f(z) = ¢} é o conjunto de nivel de f para o valor ¢. Da mesma
forma, C" = {z|f(z) < ¢} é seu conjunto de subnivel correspondente;

e O gradiente de uma fungao f(xy) ser Lipschitz continuo em U significa que existe uma
constante L > 0 tal que para todo x,7 € U, temos

IVf(z) = V@) < Lz —=|.

Teorema 3.2. Suponha que f € limitada inferiormente e é continuamente diferencidvel em
um conjunto aberto U contendo o nivel definido Q = {z|f(x) < f(xo)}, onde xy é o ponto
inicial da iteragao. Assuma também que o gradiente de f € Lipschitz continuo em U. Seja
R > 1 uma constante positiva. Em cada iterada k, suponha que dj seja escolhido como
uma direcao de descida, entao kaTdk < 0, e ag, by sao escolhidos com 0 < b, < Ray
tal que o passo ay, satisfaz f(xp + apdy) < flxr) + miapVf(xr) dy e o passo by satisfaz
[y + bedy) > f(zr) + mabiV f(2x)Tdi, com 0 < my < my < 1. Defina xpy1 = x5 + agdy,

com k =0,1,2,.... Entio Vfy =0, para algum k, ou entio S cos?0;||V fi|* < 0o, onde 6;
k=0
€ o angulo entre dy, e V f}.

Demonstragao: Tomem; < 1/2emy = 1—my. Por f(zp+bpdy) > f(xr)+mobiV f(z3) T dy
temos

Aplicando o Teorema 1.3 e considerando d = bydy, temos
[z + brdy) — f(z1) = Vf(zp + abrdy)” (bedy). (12)

De (10) e (12), temos

Vf(xr + abrdy)t (bpdy) = f(xn + brdi) — f(x1) > (1 — my)bpV f(24) " dy..
Dividindo ambos os lados da desiguladade por by, obtemos

V(2 4+ abrde) dy > (1 —my)V f(zx) " dy..

Considerando ¢ = aby, temos que 0 < ¢ < b, pois a € (0,1). Assim,

V(g +ed) de > (1 —m)Vf(er) dp = V(ap) dy — miVf(zp) " dy.
Subtraindo V f(x;)?d) de ambos os lados e pela definicao de produto interno, obtemos

[V f(zr + cdi) — V(z)]" de = —ma ||V f (2)]|||di]| cos 0.
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Observamos que ambos os lados sao positivos, ja que d, é uma direcao de descida, entao
V f ()" di

IV f (i) |||
[V f(xx+ cdy) = V()] di = [[Vf @+ cdi) = V()] dil <[V f(zpted) =V f(a)|l[lde]
Seja L uma constante de Lipschitz para V f. Entao:

IV f (2 + cdi) = V()] < Ll (2x + cdi) — ]| == IV (@ + cdr) = V(@) || < Liedy|
— V(@i + cdp) = V f ()] < Lel|dg |

cosb, = < 0. Pela Desigualdade de Schwarz, temos

Multiplicando ambos dos lados por ||dg||, temos
IV f (2 + cdi) = V f (@) |[||dil| < Lelldgl|* = [V f (r + edi) = V f ()] die < Le|di|*
= —m[|V f (z1) ||l dil|costy < Leld|".
Além disso, temos que ¢ < by < Ray, entao

—m |V f (i) [[lldillcosth _ Lel|di||”
el — il

= —ma ||V f(xy)|cosOk|| < Lef|dy|| < Ray.L|dy|

— —mlHVf(a:k)HcosekH < RakLHdkH
—mu ||V f (@) ||cost||
RL

m
— — (57) 195 @) llcosth < arlldill
Enquanto isso, de f(zy + ardy) < f(zx) + miaxV f(2)"dy (da condigao de Armijo), temos:

—myapV f () di < flan) — flon + ardy) = —maal|V f (@) ll|dellcosOr < f(xx) — f 2k + ardy)
= —maag||di ||V f(zx)||cosOx < f(ax) — f(zr + ardy)

< ag||dy]|

De = (gll;) |V f(zr)||costhy, < ag||dy||, temos que

— [~ L9 () eosti] 19 F(ri)leosth < F(ax) — o+ auch)
2
::%ﬁWﬂmwaﬁ@Sf@m—ﬂu+%@>

= [z + axdy) — flan) < ——IIVf(xk)H cos” 0.

2

Agora, defina zy, + ardy = xpy1. Dal: f(zr1) < flag) — ZLLHVf(xk)H c0s*0. Somando

essa expressao sobre todos os indices menores ou iguais a k, temos:
2

J@) < flw) = grcos 6ol V f (o)
2

J@s) < flar) = o0 V(e

2

flanen) < flaw) = greos 0 VF ()]



obtemos:

x>

k+1

k
D ) <D fg) —e ) o8]V f ()
j=1 J Jj=0

i
=)

k 5 k

— 3" @)+ S @) < flao) + D Say) = - D o9

j=1 7=0

9 k
= (o) < f(a) = 7 > cos’0y|V f ()
=0

9 k
— 2L S oV )P < o) — Sann)
=0

Como f ¢é limitada inferiormente, digamos f(x) > —M para alguma constante M > 0, entdo:
flxpy) > —M = —f(zr11) < M = f(x0) — f(zra1) < f(xo) + M para todo k > 0. Pelo
2 g

fato de f(r0) > f(rper) para k > 0, temos g7 35 cos, |V 1 (x,)|* < flao) = flnen) <

Aplicando o limite quando k tende a oo no primeiro e no ultimo membro da desigualdade,
temos

k

2
Jim | g o9 o)l < i )+ M)
J:
m% - 2 2
:ﬁ cos“0; ||V f(z;)]|” < f(xo) + M < o0
=0

2 [o¢]
— LS 0520, [|V f ()| < o0
RL <
=) cos’0;||V f(,)]|* < o0
j=0

Pela condigao necessdria de de convergéncia de séries, isso implica que cos?6; ||V f||* — 0.

4 Meétodo do Gradiente

O Método do Gradiente é um dos mais antigos e conhecidos na minimizacao de funcgoes.
Trata-se de um método iterativo que é linearmente convergente e que visa minimizar uma
funcao utilizando a direcao oposta a do vetor gradiente, que nos fornece o decrescimento mais
acentuado da funcao objetivo. O esquema de iteracao é dado por

Thy1 = T — Oéka(l'k), k= 0, 1, (13)

10



A seguir, apresentamos formalmente o algoritmo do Método do Gradiente equipado com
a busca de Armijo ou de Goldstein.

Algoritmo 1: METODO DO GRADIENTE

Tome um ponto inicial zo € R", ¢ > 0 e faca k :=0
dy == =V f(z)

Se ||dk|| > €, calcule 5 por (5) ou (9)

Lpy1 i= Ty, + tkdk

k <— k + 1 e retorne para o passo 2

[S U VR

4.1 Propriedades de convergéncia global

A desigualdade de Armijo (5) neste caso tem a seguinte forma:

flar —aV f(zx)) < flzr) = mallV f ()]

Observe que quando V f(xy) # 0, a condicao (7) é satisfeita automaticamente (com § = —1),
e a estimativa (6) de passo mais longo é dada por
2(1 —

ay, = % (14)

Como esta estimativa nao depende de k, quando o gradiente da funcao f é Lipschitz-continuo
no R” e estd sendo uttilizada a Busca de Armijo, pelo Lema 2.1 e por (8),

ap > a >0, (15)
onde & nao depende de k.

Teorema 4.1. (Convergéncia global do Método do Gradiente I) Seja f:R™ — R
uma fun¢ao diferencidvel no R™ com derivada Lipschitz-continua no R™ médulo L > 0. Entao
se uma sequéncia {x} gerada pelo Algortimo 1 equipado com a Regra de Armijo possui um
ponto de acumulacdo, ou se a funcao [ € limitada inferiormente no R™, tem-se que

{Vf(zr)} = 0 (k — o0). (16)

Em particular, cada ponto de acumulagdo de qualquer sequéncia {xy} gerada pelo Algoritmo
1 é um ponto estaciondrio do problema min f(x), com x € R™.

Demonstracao: Se Vf(x;) # 0 para todo k, a sequéncia {f(xy)} é decrescente. Supo-
nhamos que a sequéncia {z} tenha um ponto de acumulagao, denotado por a. Isso significa
que toda bola aberta de centro a contém algum ponto de {z}} diferente do ponto a. Noutros
termos, Ve, > 0, deve existir x € {x}} tal que 0 < |z —a| < ;. E isso também é equivalente
a dizer que toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos de {z}}.

Agora, considerando a continuidade de f, sabemos que Ve > 0,35 > 0;x € {xx}, | — 20| <
b = |f(x) — f(xg)| < €, onde xy é um ponto fixo. Como a é ponto de acumulacao da
sequéncia {xy}, podemos escolher um e > 0 arbitrariamente pequeno. Assim, 30 > 0 corres-
pondente, de acordo com a continuidade da funcao. Observe que pela definicao do ponto de

11



acumulagao basta tomarmos § = £;.

Agora, consideremos uma bola aberta contendo a com raio §. Pela definicao de ponto de acu-
mulagao da sequéncia {xy}, sabemos que existem infinitos termos da sequéncia nessa bola.
Consideremos entao todos esses termos em uma subsequéncia de {zx} que serd dada por
{7k, }jen = {Ty, Thy, Ty, ..} Como f é continua, temos que |f(zx;) — f(a)| < ¢, para todo
Tr, € {Zk, }jen. Portanto, { f(z;)} também possui um ponto de acumulagao, que corresponde
ao valor de f(a), uma vez que existem infinitos termos dentro de qualquer intervalo aberto
contendo f(a).

Como {f(zx)} é monétona descrescente e tem um ponto de acumulagdo a, entdo existe
{f(zx;)} — a. Suponha por absurdo que {f(zx)} nao seja limitada inferiormente, ou seja,
existe ¢ < a tal que f(zp) < ¢ < a. Como {f(zx)} é decrescente, tem-se ... < f(xp12) <
flrws1) < flap) < ¢ < a, ou seja, f(x,) < ¢ < a para todo n > k', o que contradiz
f(zr;) — a. Isso prova que {f(zx)} ¢ limitada inferiormente e, como é monétona decres-
cente, é também limitada superiormente (basta tomar f(z;) como limitante superior), logo,
converge (pelo Teorema da Monotonicidade). (se a func¢ao f é limitada inferiormente no R™,
a conclusao vale mesmo quando {zx} nao tem pontos de acumulagao).

Pela desigualdade de Armijo e (15), para todo k temos que

Flaw) = fz) = nowl|V f(@)[* = nal|Vf ()] (17)

Como f(xg) — f(xgr1) = 0 (k — o0), obtemos {Vf(zx)} — 0 (k — oo) da desigualdade
anterior. O fato de que cada ponto de acumulagao de {x;} é um ponto estaciondrio do
problema min f(z) segue de (16) e da continuidade do gradiente.
O
No caso da minimizacao pela Regra de Armijo, é possivel substituir a hipdtese de que
o gradiente de f seja Lipschitz-continuo pela hipétese mais fraca de que ele seja apenas
continuo. A dificuldade neste caso tem a ver com a possivel inexisténcia de & > 0 que
satisfaz (15), isto é, com a possibilidade de oy, se aproximar de zero.

Teorema 4.2. (Convergéncia global do Método do Gradiente II) Seja f :R" — R
uma funcao diferenciavel no R™ com gradiente continuo. Suponhamos que o Algortimo 1
utiliza a Regra de Armijo. Entao cada ponto de acumula¢ao de qualquer sequéncia {xy}
gerada pelo Algoritmo 1 € um ponto estaciondrio do problema min f(z), com z € R". Se a
sequéncia {xy} € limitada, entdao vale (16).

Demonstragao: Suponhamos que V f(zy) # 0 para todo k, a sequéncia {z}} tenha um
ponto de acumulagao T € R", e seja {xy,} =T (j — 00).

O caso que existe & > 0 tal que az; > & para todo j, pode ser analisado de maneira
andloga ao Teorema 4.1. Em particular, a sequéncia monétona f(zy) possui o ponto de
acumulacao f(Z). Portanto, ela converge. Além disso, por f(zg11) < f(xx) e (17), temos
que

o < f(Tr 1)
< flan;) = nowg ||V f ()|
< fax,) —nallV f ().

e ) < flon,,-1) <
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Passando o limite quando j — oo, considerando a convergéncia de {f(zx)} e que 1 néo
depende de j, temos:

f@) < f@) - alVI@I* = allVI@)|* < 0= Vf@)|* < 0= V[(@) =0.

Considerando o caso de nao existir & > 0 tal que ag;, > & para todo j, tomando uma
subsequéncia se for necessario, podemos admitir que

{ag,} =0 (j = o00).

Neste caso, para todo j suficientemente grande, o valor inicial do comprimento de passo ¢ foi
reduzido pelo menos uma vez, ou seja, o valor a = 9710%]_ > g, nao satisfaz a desigualdade
de Armijo, ou seja:

f(xkj - e_lak?jvf(mkj)> > (xkj) - Ug_lakj||vf(xkj)||2
= f(an, — 0 o, V flay)) — flaw,) > =00 o, |V f(a) |12

- 9_1“';]'_?5“”) “IE) 1 )P
kj

Passando o limite quando j — oo na desigualdade anterior e escrevendo Dy f(z) = Vf(z)'V f(z) =
|V f(z)]|?, obtemos

i f(xk] - 9_1akjvf<$k‘j)) - f(xk])
1m

j—ro0 Q_IOékj

= — V@I = —nllVf@)]*.

> lim —n][V f(o,)|

Como n € (0, 1), note que isso s6 é possivel quando V f(Z) = 0, pois caso tenhamos n € (0,1)
e Vf(T) # 0 sempre ocorrerd —||V f(Z)||? < —n||Vf(Z)]*.
Finalmente, se {xy}ren € limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass temos que existe
uma subsequéncia {x, } jen que é convergente e, consequentemente, {z }ren tem um ponto de
acumulagao. Como ja provamos que cada ponto de acumulagao de qualquer sequéncia {zy}
¢ um ponto estaciondrio do problema min f(x),x € R", entdo esse ponto de acumulagao é
um ponto estaciondrio do problema e concluimos que {V f(z;)} — 0 (k — 00).

O

Teorema 4.3. (Convergéncia global do Método do Gradiente no caso convero)
Seja f : R" — R uma fungao convexa, diferencidvel no R™, com gradiente continuo. Suponha-
mos que o Algoritmo 1 utiliza a Regra de Armijo com & < 1. Se o conjunto de minimizadores
irrestritos de f é nao-vazio, entao qualquer sequéncia {xy} gerada pelo Algoritmo 1 converge
a uma solugdo do problema min f(x), com x € R™.

Demonstragao: Seja T € R" uma solu¢ao do problema. Como para todo k vale f(T) <

f(zy) e

flars) < flaw) —naw||Vf(@p)|]? = flar) = f(@e) = nogl|V f (@)%,
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temos que

f(xo) = f(T)

v

fxo) — flak)
f(@o) +0 — fla)

k—1

Z xz+1))

=0
k—

)_.

> Q; |Vf xz H2

=0

Passando o limite quando & — oo, obtemos que
1Sl < S () — fran)) < Flao) - @)
i=0 i=0
Dai, temos que
S alvs < I Zaz V(@) < oo,
=0

Pela convexidade de f (veja Teorema 1.6) e pela otimalidade de T, tem-se que

f@) = flan) + (Vf(an), T = ap) = (VF(2r), T —ax) < f(T) = o) < 0.

f(wo) = f(x1) + f(z1) = f(22) + ... + flor—2) — fl@r—1) + f(@1) —

f(iUk)

(18)

Donde, usando também a iteragado do método do gradiente (x4 = x — @V f(xy)), obtemos

@31 — Z|* = ||lzer — T + zn — 2|
= |(zx — Z) + (wpr1 — x) |)?

= ((vx = T) + (Tp1 — 1), (T = T) + (V1 — 1))

= ((vx = 7), (xr, — 7)) + 2 (21 — T), (Tpp1 — 1)) + ((Tr1 — 1), (Thy1 — T))

= llex = ) + 2 (T — zp, 2 — T) + lopg —

= HiL‘k — fH2 + 2 <fl?k — oszf(xk) — Ty Tl — f> + Hl’k — aka(xk) — .CL’kHQ

= |z = ZI* + 2 (~aV f(an), 2 = T) + | — axV f () ||
= |z = Z|* = 200 (V f (1), 21 = T) + ]| V.f (i) |”.

Como (Vf(xp), T —xr) = —((Vf(xg),z —T)) < 0= (V[f(xk),x, —T) > 0, temos que o
termo —2ay (V f(zr), vx — T) sempre serd negativo. Além disso, o parametro & é escolhido

da forma 0 < oy, < & < 1= i < o, daf

k1 = Z)* < flow — ZI° + a1V f (@) 1®
< llow =TI + |V f (z0) 1.
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Seja k arbitrario porém fixo. Utilizando a ultima desigualdade em sequéncia, para qualquer
j > k+ 1, obtemos
2y = Z1* < Nlajor = 7° + g [V f ()|
< lzjoo = TP + o[V (25-2) 1P + 0y [V (25-0) |2

i-1 19
< lae =7+ il V£ ()] )

< —2)* + Y @l V().
i=0
Por (18), obtemos que

[e.e]
lz; = 2Z|* < llow = Z)° + D el V(@) < +oe. (20)
i=0
Concluimos que a sequéncia {z;} é limitada. Portanto, {z;} tem um ponto de acumualagao
Z, pelo Teorema de Bolzano-Weierstress. Pelo Teorema 4.2, temos que todo ponto de acu-
mualagao é um ponto estacionario, ou seja, Vf(Z) = 0 o que, no caso convexo, significa que
2 ¢ uma solucao do problema. Podemos entao tomar ¥ = 2 na andélise acima, para concluir
de (19), que para todo j > k + 1, temos

lzj = &]° < g — &I + ) sl Vf (). (21)

i=k
Além disso, temos que

Zmrrw z)|* = Zazuw 2 H2+ZazHVf )P

:Zaznvf z)|I” = Z%va z)||* — Z%va )|

00 k—1
= lim ZozZHVf(xl)W) = lim (Zaz IV f(; ||2> ~ lim (Zal IV f(z; ||2>

i=k

. 2 2 2
= lim Zcmw 7y H) Zmﬂw zi)| ZazHVf z;)|

— Jim (> %va(wi)HQ) =

k—o0 -
i=k

Em particular, para todo 6 > 0 arbitrariamente pequeno, podemos escolher k suficientemente
grande, tal que
(e.)
>3 @V
i=k
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Como & é um ponto de acumulacdo da sequéncia {z}, podemos também escolher um k tal
que

0 S112

= > ||z — 2||”.

> Jlox — 2]

De (21), concluimos que para todo ¢ > 0, existe k tal que

) ) = 5 9 ) .
H%—xWSHu—xW+§:%MU@mP<§+§:5:¢Wq—ﬂﬁ<&‘W2k+L
i=k

Isso significa que {z}} converge a 7.
OJ
A seguir, analisaremos o comportamento local do Método do Gradiente, isto é, o com-
portamento numa vizinhanc¢a de um ponto estaciondrio © € R™ do problema min f(z), com
x € R". Para provar a convergéncia local do método do gradiente, precisaremos do resultado
a seguir, cuja demonstracao pode ser vista em [3][Teoremas 1.3.1, 1.3.3 ¢ 1.3.4].

Teorema 4.4. (Condicoes de otimalidade no caso irrestrito)

(a) Suponhamos que a fun¢ao f : R™ — R seja diferencidvel no ponto @ € R™. Suponhamos
também que T seja um minimizador local do problema min f(z), com x € R™. Entdo

Vf(z)=0. (22)

Se f € duas vezes diferencidvel em T, entdo além de (22) tem-se que a matriz Hessiana
de f no ponto T € semidefinida positiva, isto €,

(V*f(@)d,d) >0, Vd € R". (23)

(b) Suponhamos que f : R" — R seja duas vezes diferencidvel no ponto T € R™. Se T
satisfaz (22) e se a matriz Hessiana de f em T é semidefinida positiva, isto €, se existe

v >0 tal que
(V*f(@)d,d) > ~||d||*, vd € R", (24)

entdo T € minimizador local estrito do problema min f(z), com x € R™.

Suponhamos que a fungao f seja duas vezes diferenciavel em 7, e que 7 satisfaga a condigao
suficiente de segunda ordem (veja Teorema 4.4). Em particular, T é um minimizador local
estrito. Mais ainda, neste caso, f cresce com ordem pelo menos quadratrica numa vizinhanga
de 7.

Com efeito, existe uma vizinhanga U de T tal que, aplicando o Teorema 1.4 (b) e considerando
que o(||z — Z||?) = f(]]lz — Z||?) significa que a fungao f : R, — R possui a propriedade de
que f(||lz —zZ|*)/||x — Z||* = 0 quando ||z — Z||* = 0+, temos

f@) = f@) = (Vf(@),x—T) + % (V2 f(@) (2 —7),2 =) + o]z — 7).

Por (22), temos

fl@) = f(T) = % (Vf(@) (2 —7),2 —T) + o[z — 7]*).
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Agora, aplicando (24), temos que existe um nimero 5 > 0 tal que
f@) = (@) = Bllz — |*, Yz € U. (25)
Esta propriedade (25) terd um papel importante em nossa andlise local.

Lema 4.5. Seja f : R" — R uma funcao diferencidvel numa vizinhanga do ponto T € R" e
duas vezes diferencidvel em T. Suponhamos que T seja um ponto estaciondrio do problema
min f(x) que satisfaz a condigdo suficiente de sequnda ordem dada no Teorema 4.4 (isto é,
T satisfaz (22) e (24)). Entao para qualquer nimero v € (0,4) existe uma vizinhan¢a U de
T tal que, além de (25), vale

IVf@)I* > vB(f(z) - f(z)), Yo € U. (26)
Demonstragao: FEscrevendo a expansao de Taylor de segunda ordem de f(z) em torno de

T, temos
V2 f(z)
2

f@) = f(@) + V(@) (r—T)+ (z—)"

Fazendo a derivada em relacao a z, temos

Vi)~ 0+ V@) + V@) (x - 7).
Para z € R™ sufientemente préximo a Z e usando V f(Z) = 0, temos que

Vi(z)=Vf(x) = 0=Vf(r) - VI(@) = V@) + Vf(@)(x-T) - V@) + oz —z|)
=V f(@)(x - 7) + o[z — 7||*).
(27)

Portanto, por (25), temos que

flz) = f(x) = % (V2 f(@) (2 —7),2—7) + oz —7|*)
= 5 (VF(@) 2 =3 +ofllz ~ 7).
isto é,
(Vf(@),z =) =2(f(2) = f(@)) + o= — 7).
Subtraindo /v(f(z)—

(
(Vf(z),2 =7) = Vv(f(2) = @) = 2(f(2) = @) — VV(f(z) = f(@)) + oll|lz — Z||)
= (Vf(@),2 = 7) = Vu(f(z) - f(@)) = 2 = VV)(f(z) = f(@)) + oll|lz — Z[|)
= (Vf(@),2 = 7) = Vu(f(z) - f(@) 2 2= VV)Bllz = Z|I* + o(||lx — Z|*) > 0,

onde a desigualdade vale para todo z suficientemente proximo de . Portanto,

) = Vu(f(z) = f(T) > 0
) 2 Vu(f(z) — f(T)).
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Sabemos que |(Vf(z),z —7)| > (Vf(z),x —Z). Assim, pela desigualdade de Schwarz,
temos que

IVi@)|llz =zl = [(Vf(2), 2 =7) | = (Vf(z),z - T). (29)
De (28), temos que
IVf@)lllz =7 = Ve(f(z) - f(@)-
Donde, usando também (25), segue-se que

IVf(@)llz = 2| = vvslz - 7|7

e dividindo ambos os lados por || — Z|| e multiplicando por ||V f(z)], temos

IVf(@)| = VuBllz — 7|
=Vf(@)|* > voB|z - |||V f(2)].-
E por (29), temos
IVf@)* = VoB(Vf(z),z ~7).
Portanto, usando (28),

IVf(@)I* = vB(f(2) = (@),

o que é o resultado desejado.
Apresentamos agora o resultado principal sobre convergéncia local do Método do Gradi-
ente.

Teorema 4.6. (Convergéncia local do método do gradiente I) Além das hipdteses do
Teorema 4.1, suponhamos que [ seja duas vezes diferenciavel no ponto © € R"™. Suponhamos
que T seja um ponto estaciondrio do problema min f(z) que satisfaz a condi¢do suficiente de
sequnda ordem dada no Teorema 4.4 (isto €, T satisfaz (22) e (24)). Além disso, consideremos
o Algoritmo 1 equipado com a regra de Armijo. Entao

(a) Para qualquer xo € R™ suficientemente prozimo a T, a sequéncia gerada pelo Algoritmo
1 converge a T; a taxa de convergéncia em relagdo a funcdo objetivo € linear, e em
relacao as varidveis é geométrica: Yk = 0,1, ..., tem-se que

f(erea) = f(@) < q(f () = f(7)), (31)
lzx — @l < TV (f(2i) = (@)
< (VO TV (f(x0) = f(2)),

onde os nimeros q € [0,1) e I' > 0 nao dependem nem de k, nem de x.

(32)

(b) Se & satisfaz & > 1/L e 0 satisfaz a condigio 0 < 1/2 tem-se que

T — f(T
i sup £ 51) = @
k=00 f(xe) = f(T)
onde p1 >0 e p, >0 sio o menor e o maior auto-valor da matriz V2f(Z), respectiva-
mente. Se no lugar da condi¢ao sobre 0 supde-se que vale n < 1/2, tem-se que

: f(zr1) = f(T)
k00 f(zr) — f(2)
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Demonstracao: Fixemos uma vizinhanca U de T tal que as propriedades (25) e (26) valem
com algumas constantes 5 > 0 e v € (0,4) (a condicdo suficiente de segunda ordem e o Lema
4.5 garantem a existéncia desta vizinhanca). Seja xp € U. Escolhendo o maior nimero &,
que garante que (8) se satisfaz, temos que

F(@rgr) < flax) = nowl|V f (20) ]
= f(@r1) = F(@) < flaw) = F@) = nowl Vf @)lI* < flazn) — f@) = ndl|V f ()|

Por (26), temos
F(@r) = (@) =ndl|V f ()| < flaw) = f (@) —néwB(f(z) = f(@)) = (1=navB)(f (zr) - [ (7)),

entao
f(eeea) = f(@) < (L =navp)(f(xr) — f(T)). (35)
Concluimos que vale a desigualdade (31), com algum ¢ < 1. Vamos provar que se z, esta

suficientemente préximo a T, entdo a sequéncia {z;} nao sai da vizinhanga U. Para isso,
precisaremos da seguinte desigualdade, que segue de (25):

fl@) ~ £(@) > Bl — 7|

f@) = f@
—F0 > o -3 5
R -

B

Agora, usando a hipotese de que o gradiente é Lipschitz-continuo no R” médulo L > 0 e que
T é um ponto estaciondrio, temos que

IVf(z) = Vi@ < Lz -7
= V(@) < Lljx — 7]

Usando a desigualdade anterior e (36), temos

Vs < 2o -l < 24/ L 2D v e (37)
Fixemos r > 0 tal que B(Z,r) C U, e definamos § > 0 satisfazendo a condigao
&L f(@)—f(@)
5+ ’ <1, Vze B(,9). (38)

1= /ldl

Notamos que 6 < r.
Agora, vamos provar que x, € U, Vk € N, por indugao sob k.
Seja zg € B(T, ), temos por (13) que ||z1 — zo|| = &||V f(x0)]|. Pela desigualdade triangular,
temos
|z1 =Z| = |lz1 — T+ zo — @o| < [Jzo —Z[| + [lz1 — 20|
<6+ AV (o)l
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Por (37) e (38),

21 = Z|| < 6+ &[|V f(2o)]]

5ol \/(f(:vo)ﬂ—f(f))

&L f(ﬂCO)B—f(E)

<6+
L= /ldl

<r

Y

isto é, x; € B(T,r). Assim, por (25), segue-se que ¢ > 0, pois caso contrario (31) seria
invélida para k = 0. Suponhamos que z; € B(Z,r), Yk = 1,...,n, temos que |z, — Z| < r.
Neste caso, aplicando (31) sucessivas vezes, obtemos

f(xr) — [(@) < q(f(2r-1) — f(T))
< @ (f(wp2) — f(T))
<q f(@))

(f(xr-3) —

qk(f($0) - f(f))7 Vk = 07 s

IN

Assim, temos que

V@) = f@) < Ve ([ (o) = [@) = V"V [(wo) = [(@) = (VO /[(wo) — [(@). (39)

Portanto, usando também (13), (37) e como estamos escolhendo o maior nimero &, temos

[k r1 — zill < AV f ()]

Usando (39), temos

|zrs1 — il < &L
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Dai, pela Desigualdade Triangular e por (38), segue-se que

n
|2as1 =T < llen =T+ s = 2all < oo < o =T/ + Y Nnr — @]

k=0
< 5+kz_%(\/a>de\/(f($o)6—f(fv))
B & (f(20) — f(@))
=0+ (1 — \/C_]) L\/ 5
&L+ z)—f(@)
0+ T,

<
NG

isto é, x,41 € B(T,r). Assim, acabamos de mostrar {z;} C U. Em particular, para todo k
vale a estimativa (31).
Dai, usando também (25) e (39), com I' = 1/4/3, obtemos (32):

o — 7| < % Fan) — F(@)

< (va)'TV/ f(zo) — f(z)

Passando o limite na desigualdade acima, obtemos:

Jim (s~ 7) < Jim (v@)"T/F(ao) — )
— Tim (|25 — Z||) < 0

k—o0
— lim (||zx — 7||) =0

k—o0
=, — T.

Isso conclui a prova do item (a).

Para provar (b) vamos utilizar (a) e a propriedade (35), estimativas assintéticas do nimero
B e da constante de Lipschitz da derivada de f em U em termos de p; e p,, respectivamente,
reduzindo a vizinhanca U de T. Além disso, deve ser utilizado o fato de que no Lema 4.5
o numero v pode ser escolhido arbitrariamente préximo a 4. Na demonstracao do item (b),
serd necessario escolher o maior nimero &, que garante que (8) se satisfaz. O

Teorema 4.7. (Convergéncia local do Método do Gradiente II) Além das hipdteses
do Teorema 4.1, suponhamos que o valor étimo do problema min f(x), com x € R™ seja finito,
e que (3.44) seja satisfeita para U = Lyvyyre(9) € alguns § > 0 e v > 0. Seja satisfeita
também a condigcao de separacao de superficies de nivel criticas de f. Suponhamos que o
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Algoritmo 1 usa a regra de Armijo. Entdo qualquel sequéncia {x} do Algoritmo 1 converge
a um ponto estaciondrio do problema min f(x), com x € R™ . A taza de convergéncia é linear
em relacdo a funcao e € geométrica em relagcdo as varidveis.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [3, Teorema 3.1.23].

5 Funcao Quociente de Rayleigh

O sistema do Google utiliza um método chamado PageRank que ordena os resultados de uma
busca de acordo com a importancia. Em [1] é argumentado que para definir a importancia
de uma pagina pode-se modelar matematicamente o problema de encontrar o autovetor
associado ao maior autovalor da chamada matriz do Google. Nesse caso, a funcao Quociente
de Rayleigh, definida a seguir, é utilizada no problema envolvido.

5.1 Definicao e gradiente
A fungao Quociente de Rayleigh é definida por f : R™\ {0} — R, tal que

xl Ax

flz) = , (41)

Ty

onde A é uma matriz simétrica de ordem n x n e ()7 denota a matriz transposta. O valor
minimo da fungao definida em (41) é o menor autovalor da matriz simétrica A que define
essa fungao. Vamos calcular V f(z).

Considere fy(z) = 2T Az e fo(x) = 272 e considere a condicao de diferenciabilidade:

[l +v) = f(x) + Vf(@)[v] +r(v), com ”1111“130 % B

Para fi(x), temos que:

filz +v) = (z +v)TA(z +v)
= (2" + v Az +v)
=27 Az + 27 Av + vT Az + 0T Av
= 2T Az + 227 Av + 0" Auv .
o~ = =~
fi(z) V fi(z)[v] r(v)

vl Av
Vamos mostrar que lim ——— = 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

lo—o0 [|v]|
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0 < 0" Av < o' Av| < [|v” ]| Av]|
viAv _ [T Av| _ "] Av|l
< <

—0< < <
o] v [ v]]
v Av . )
=0 < ol < ||[Av|| < |A]l|lv]] (norma matricial induzida)
v
T A
— lim 0< lim > < Tim [|A]|v]
loll=0 ~ ~ [lwl=0 |lv]| T Ill—0
T A
—0< lim =Y <
loll—0 [[v]]
vT Av
im =
loll=0 [Jv]]
Para fy(z), temos que:
folz +v) = (z +0)"(z +0)
= (a7 +oT)(z +0)
=2z + ) + vlx + v
T T T
=xxz+ 22°v +uv.
fa(z)  Ve(z)v]  7(v)
vTy

Vamos mostrar que HliHm W = 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
v||—=0 ||V

0<vv < [olo] < oflfv]

< v’ < [v"v] < ollf|v]]
o]l o]l o]l
T
—0 < o < o]
vl
UTU
= lim 0< lim —— < lim |[jv||
o]0 loll—0 ||v]] ~ Ill—0
T
—0< lim —Y <0
oo [[]]
UT’U
m — =
loli—o [Jv]|

Agora, utilizamos a Regra do Quociente para calcular V f(x):
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_ fi(@) fa(x) — file) f5(x)
[fa(2)?]

~ 2Aza"Tr — 2" Ax2x

= (2T2)?

T
= ﬁ <2AxxTx — <:pT_x) xTAx2x>
Ty Ty

Vi(z)

(xTx)? xTx
= (e — f(@)10)

6 Experimentos Numéricos

Nesta segao, apresentamos os resultados de alguns experimentos numéricos que realizamos
com base na teoria discutida anteriormente.

Os experimentos numéricos foram realizados no software VSCode com a linguagem de pro-
gramacao Julia em uma maquina com processador Intel Core i5 2.11 GHZ com 8.00 GB de
memoria RAM e sistema operacional Windows 11 Home 64 bits.

Em todos os experimentos utilizamos o critério de parada ||V f(Z)|| < 107% onde || - || é a
norma Euclidiana. No caso de uma matriz A € R™ temos que ||A|| = /tr(AT A). Utilizamos
também como critério de parada o maximo de 10000 iteradas.

Como vimos na se¢ao anterior, o Algoritmo 1 representa o Método do Gradiente equipado
com as buscas de Armijo ou Goldstein para minimizar a fungao Quociente de Rayleigh. Para
a apresentacao dos testes numéricos chamaremos esse método equipado com a Busca de Ar-
mijo de MGA e equipado com a Busca de Goldstein de MGG. Nés aplicamos os algoritmos
em uma colecao de problemas dados por varias dimensoes diferentes para a matriz A definida
no Quociente de Rayleigh. No estudo em que fizemos, consideramos matrizes A simétricas
de dimensoes n = 2,3, 5,10, 50, 80,100, 150,200, 300. As matrizes foram geradas da forma
A = 0,5"B*B" onde B = rand(snd,n,n) e snd = MersenneTwister(12345). Além disso,
escolhemos 5 pontos iniciais para cada dimensao, totalizando 50 problemas.

Os pontos inicias zy foram escolhidos de maneira aleatéria usando zy = rand(snd,n,1). Em
geral, foi possivel observar que o MGG é superior ao MGA em tempo de processamento.
Veja na Figura 2 que o MGA consegue resolver pouco mais de 25 por cento dos problemas
inicialmente, enquanto o MGG resolve 80 por cento e chega a resolver 100 por cento dos
problemas antes do MGA.
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Figura 2:  Perfomance profile relativo ao tempo de CPU para as dimensoes
2,3, 5,10, 50,80, 100, 150, 200, 300.

7 Aplicacao da Busca linear de Goldstein

Nesta tltima secao, apresentamos um exemplo de aplicacao da busca de Goldstein com o
auxilio de ferramentas de visualizacao gréfica.

Com o objetivo de obter uma aproximacao do valor minimo global da fun¢ao f, vamos aplicar
as condicoes de Goldstein para encontrarmos comprimentos de passos t, que serao aplicados
para decrescer a funcao f em uma determinada diregao.

Exemplo 7.1. Seja f : R* = R definida por f(z;y) = 3(x —2)* + (y — 1)%. Utilizando os
resultados cldssicos do Calculo Diferencial encontramos que a funcao f admite um minimo
global no ponto x* = (2;1). Assim, dado x¢ = (0; —2) vamos aplicar a condi¢ao de Goldstein
em uma direcao de descida que serd obtida pelo método do gradiente a partir de xy. Como
o gradiente da funcdo f € dado por Vf(z;y) = (x — 2;2(y — 1)), temos a dire¢io dy =
—V£(0;-2) = (2;6). A direcao dy € de descida, pois

Vf(xO)Td():Vf(_OQ )T(é):(—z —6)(2):—4—36:—40<0.

Dai, a relagao f(xg) + (1 — e)toV f(xo)Tdy < f(xo + tods) < flxg) + ctoV f(x0)Tdo, com
0 < c<1/2, pode ser escrita como

f(_02)+(1—c)t0(—2 —6)(2)gf(_;fr”%)gf(_02)+cto(—2 —6)(?i

Donde obtemos 50 201 )

c —c

B O T G 42
19~ %= 19 (42)

Por ezemplo, se tomarmos ¢ = 1/4, entdo qualquer

0,26 <1, < 0,78 (43)
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assequra a desigualdade (42). Assim, comec¢ando com ty = 0,6, o passo serd aceito, pois
satisfaz (43) e obteremos xo + tody = (1,2;1,6) = 1. Donde seque que f(x1) = 0,68 <
11 = f(xg), isto é, o comprimento de passo ty = 0,6 fornece um decrescimento da fun¢do
f na direcao de descida dy a partir de xq. Agora, vamos continuar decrescendo a funcao f
a partir de v1 = (1,2;1,6), na dire¢io dy = —V f(1,2;1,6) = (0,8;—1,2). Temos que d; €
uma direcao de descida, pois

0,8
Vf(&?l)le = ( —0,8 ]_,2 ) ( _172 > :—2,08<O

Assim, vamos escrever a relagio f(z1) + (1 — ), Vf(x)Tdy < f(zy + tidy) < f(xy) +
ctiVf(z1)Tdy, com 0 < c<1/2, como

1,2 - 0,8 1,24 0,8
f(1,6>+(1_c>t1( 0,8 1’2)(—1,2)§f<1,6—1,2t1)
1,2 0,8
§f<1’6)+ct1(—0,8 1,2)(_172),

(44)

donde obtemos

Tomando ¢ = 1/3, entdo qualquer
0,39 <t; <0,78 (45)

assequra a desigualdade (44). Assim, basta fazermost; = 0,5 e teremos x1+t1d; = (1,6;1) =
Tq, donde seque que f(xy) = 0,08 < 0,68 = f(z1). Analogamente ao procedimento an-
terior, facamos uma ultima aplicacao das condicoes de Goldstein na dire¢ao de descida
dy = =V f(1,6;1) = (0,4;0) a partir de xo = (1,6;1). Tomando ¢ = 1/5, basta fazer-
mos ta = 0,5 e obteremos xg + tady = (1,8;1) = x3. Na Figura 3(a) podem ser observadas
as curvas de nivel de f. Além disso, na Figura 3(b) podemos observar as imagens da fung¢do
femxy, 1, v9 € x3.

!

(a) Curvas de nivel da funcao f. (b) Valores de f em xq, z1, T2 € x3.

Figura 3: Curvas de nivel e gréifico da fungao f.
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Note que f(xr41) < f(zx), com k =0,1,2,3. A Tabela 1 apresenta a sequéncia dos pontos
obtidos usando as condicoes de Goldstein. Nesta tabela, k € o indice do termo da sequéncia,
T € o termo da sequéncia, dy € a direcao de descida a partir de xy, t,, € o comprimento de
passo e f(xy) € o valor da fungado.

k Ty, dy, te  flzy)
0 (0;-2) (2; 6) 0.6 11
1 (1.2 1.6) (0.8-12) 0.5 0.68
2 (1.6;1)  (0.40) 09 008
3 (18 1) —

— 0.02

Tabela 1: Iteradas obtidas pelas condi¢oes de Goldstein para se aproximar do valor minimo
global da funcao f.

Observe que na ultima coluna f(xy) estd diminuindo a cada iterada, indicando que f(xy)
estd cada vez mais prozimo de 0, que corresponde ao valor de minimo global da funcdo f.
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