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1 Introducao

Otimizacao, direta ou indiretamente, faz parte do nosso dia a dia. Varios campos da
ciéncia fazem uso das ferramentas apresentadas neste texto com o objetivo de ajudar na
tomada de decisoes.

Mais formalmente, podemos dizer que otimizagao consiste em encontrar pontos de minimo
ou de maximo de uma fungao real sobre um conjunto 2 C R”. Isto pode ser colocado na

forma.

minimizar f(x)

sujeito a x € ).

Em geral, o conjunto €2 é definido por restrigoes de igualdade e/ou desigualdade, ou seja,

Q={r e R"c(z) =0,cy(x) <0}

Onde ¢, : R" — R™ e ¢, : R — RP sao fungoes quaisquer.

Um caso particular é o problema irrestrito, quando 2 = R™. O problema irrestrito
pode ser considerado simples em comparacao com o problema geral de Programac¢ao Nao
Linear (PNL); e o estudo de suas propriedades, bem como dos métodos que o resolvem, é
de fundamental importancia em otimizacao, uma vez que muitos métodos para resolver o

problema geral de PNL fazem uso dos métodos que resolvem o caso irrestrito.

2 Revisao de conceitos

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes béasicas e alguns resultados de analise e

Algebra Linear relevantes para este trabalho sao [1], [2], [3] e [4].

2.1 Sequéncias

Uma sequéncia em R” é uma aplicacdo k € N — zF € R", definida em N. Em outras
palavras, uma sequéncia ¢ uma aplicacao cujo dominio é N. Denotaremos uma sequéncia por

(7%)ren. Por conveniéncia, consideraremos N = {0,1,2,3,...}.



2.2 Definicoes e resultados classicos

Definigao 2.1. Dizemos que o ponto T € R™ € o limite da sequéncia (x*) quando, para todo

€ > 0 dado, ¢ possivel obter k € N tal que
k>k= 2" —z|| <e

Neste caso, também dizemos que a sequéncia (z¥) converge para T e indicamos este fato

por ¥ = 7 ou limy_,oo 2% = 7.

Vemos da definicao 2.1 que o ponto Z € R™ é o limite da sequéncia (2*) se para cada
e > 0, o conjunto Ny = {k € N;||z¥ — Z|| > €} é finito, ou seja, fora da bola B(Z,¢) = {k €
R"; ||#% — Z|| > €} s6 poderdo estar, no maximo, os termos z°, ..., 2.

Uma subsequéncia de (%) é a restricio desta sequéncia a um subconjunto infinito N’ =
{ko < k1 < ... < k; < ..} C N. Equivalentemente, uma subsequéncia de (z*) é uma

subsequéncia do tipo (2%)geny ou (2%);cn, onde (k;)seny € uma sequeéncia de inteiros positivos.

Teorema 2.1. Se uma sequéncia (%) converge para um limite T, entio toda subsequéncia

(2%1);en também converge para T.

Demonstragdo. Como (x*) converge, de acordo com a definicio 2.1 dado € > 0, existe um
k € N tal que, para todo k > k tem-se ||z¥ — Z|| < e. A respeito da subsequéncia (z*/)
podemos dizer que, dado i > k, temos k; > ky > k (pois k; > i,Vi € N). Portanto,
|[z% — z|| < € m

Exemplo 1

A sequéncia z* = (—=1)F + k%l tem dois pontos de acumulacao e portanto nao é conver-
gente.

De fato, temos 22 — 1 e 2%+ — —1.

Exemplo 2 A sequéncia (1, %, 3, }1, D, %, ...) tem um tnico ponto de acumulag¢do. Entre-
tanto, nao é convergente. Mostrando que, a convergéncia da sequéncia implica a convergéncia

da subsequéncia, mas a reciproca é nao verdadeira.

3 Convexidade

3.1 Conjuntos convexos

Definicao 3.1. Um conjunto C' € R" € dito convexo quando dados x,y € C, o segmento

[z,y] = {(1 —t)x + ty|t € [0,1]} estiver inteiramente contido em C.



3.2 Funcoes convexas

As funcoes que trataremos agora tem étimas propriedades, particularmente no contexto

de otimizacao.

Definigao 3.2 (Funcao convexa). Seja C' C R™ um conjunto convexo. Dizemos que a fung¢do

f:R" =R ¢ convexa em C' quando

F(A =tz +ty) < (1 =1)f(x) +1f(y),

para todos x,y € C et € [0,1].

Teorema 3.1. Sejam f : R" — R uma fungdo diferencidvel e C C R™ convero. A funcao f

¢ convexa em C' se, e somente se,
fy) > f(x)+ Vi) (y—2)

para todos x,y € C.

Demonstragao Seja f convexa. Parax,y € C et € (0, 1], quaisquer, definindo d = y—z,
temos v +td e C e

flet+td) = f(T=-te+ty) <A -0)f(x) +f(y) & tf(y) —tf(x) = f(z +td) — f(z)

Portanto,

D Sl (f(y) - () > lim (f et (‘”))

t t—0+ T =0t

fly) — f(z)

v

fla +td) — f(z)
t

Fy) — F() > Tim ( ) V@) d = V() (g - 1)

T t—0t

Para provar a reciproca, considere z = (1 — )z + ty e observe que
fl@) = f(2) + V() (z = 2) e fly) = f(2)"(y = 2).
Multiplicando a primeira por (1 — t) e a segunda por ¢ obtemos
fl@)(1=1) = f(2)1 = t) + Vf(2) (z = 2)(1 = t) e f(y)t = f(2)t + Vf(2)"(y = 2)t

Assim (1) f(2)+tf(y) > (1-t) f(2)+1f (2)+V f(2) (2—2) =tV f(2)T (2—2) +V f(2) T (y—2)



Logo, (1—1)f(@) +t£(y) = F() +1V F(2)T (52— a4 24y —2) = F(2) = F(1—t)a+1y),
completando a demonstracao. O

Podemos interpretar geometricamente este resultado dizendo que uma fungao convexa
estd sempre acima da sua aproximacao linear.

O teorema acima também tem uma consequéncia forte em otimizacao dada no seguinte

resultado.

Corolario 3.1. Sejam f : R®" — R uma funcdo conveza, diferencidvel e C' C R™ convezo.
Se Vf(xz*)T(y — 2*) > 0, para todo y € C, entio x* é um minimizador global de f em C.

Em particular, todo ponto estaciondario é minimizador global.

4 Algoritmos

4.1 Algoritmos de descida

Uma forma geral d construir um algoritmo consiste em escolher, a partir de cada ponto
obtido, uma direcao para dar o préximo passo. Uma possibilidade razoavel é determinar uma

direcao segundo a qual f decresce.

Defini¢ao 4.1 (Direcao de descida). Considere uma fungio f : R"™ — R, um ponto & € R"
e uma direcao d € R™\ {0}. Dizemos que d é uma dire¢do de descida para f, a partir de
z, quando existe § > 0 tal que f(z +td) < f(Z), para todo t € (0,0).

Teorema 4.1. Se Vf(z)Td <0, entio d é uma direcio de descida para f, a partir de Z.

Demonstracgao. Sabemos que

Pela hipétese e pela preservacao de sinal, existe 0 > 0 tal que

f(@ +td) — f(z)
t

para todo t € (—4,0),t # 0. Portanto, f(z+td) < f(Z), para todo t € (0,0), o que completa

a demonstracao. |

<0



4.2 Métodos de busca unidirecional
4.2.1 Busca exata - método da secao aurea

Definicao 4.2 (funcao unimodal). Uma fun¢do continua ¢ : [0,00) — R € dita unimodal
quando admite um conjunto de minimizadores [t1,ts], estritamente decrescente em [0,t1] e

estritamente crescente em [ta, 00).

Vamos descrever o algoritmo da se¢ao durea. Suponha que um minimizador de ¢ pertence

ao intervalo [a, b].
1. Considere a < u < v < b em [0, 00);

2. Se ¢(u) < ¢(v) entado o trecho [v,b] ndo pode conter um minimizador ¢ pode ser

descartado;
3. Se ¢(u) > ¢(v) entao o trecho [a,u] pode ser descartado;
4. Particione o intervalo que ficou e repita o processo.

Vamos discutir agora como particionar o intervalo [a,b]. A obtencao deste intervalo, que
deve conter um minimizador de ¢, sera tratada adiante.
Uma estratégia que parece natural é dividir o intervalo em trés partes iguais, ou seja,
definir
u=a+ %(b —a)

2
v:a+§(b—a)

Assim, descartamos % do intervalo corrente a cada etapa. Entretanto, esta forma de
particionar o intervalo tem uma desvantagem. Precisamos fazer duas novas avaliagoes de
funcao por etapa, pois o ponto que sobrou, u ou v, nao pode ser aproveitado.

Uma estratégia que veremos ser mais inteligente consiste em escolher os pontos u e v que

dividem o segmento [a, b] na razao durea, de acordo com a seguinte definicao.

Defini¢ao 4.3. Um ponto ¢ divide o segmento [a,b] na razao durea quando a razdo entre o
maior segmento e o segmento todo € igual a razao entre o menor e o maior dos segmentos.

Tal razao € conhecida como o niumero de ouro e vale @ ~ 0,618.

Desta forma, temos que u e v devem satisfazer

b—u wu—a v—a b-—v

b—a_b—ue b—a v—a



Considerando #; e 0, tais que

u=a+0;(b—a)ev=a+0b—a), (2)
obtemos 1 — 6; = 12—1ﬁ ely, = 1;292 pois
19 —1- u—a\ (b—a)—(u—a) _ b—u
b—a b—a b—a
De acordo com (1) temos
b—u uwu—a o 0,
1 — 0 = = = b—a =
"b-a b-u 21—
Por célculos andlogos mostramos que 0y = 15292. Portanto,
3—+b 5—1
6, = \/_z0,382e02:\/_ ~ 0,618
2 2
Ja quesel—0, = 12191 entao (1 —6;)? = 0, e assim obtemos a equacao 67 — 36, +1 =0
que possuem as raizes %E mas como 1 > f; > 0 concluimos que #; = %5 de maneira

analoga obtemos o valor numérico de 6.
Dito isso, note que
01"‘82:160;:61 (3)

Uma das vantagens da divisao na razao aurea em relacao a divisao em trés partes iguais
¢ que descartamos mais de 38% do intervalo ao invés de 33,33%. Outra vantagem se refere

a economia em avaliagao de fung¢ao como veremos a seguir.



4.3 Buscas Lineares de Armijo e Goldstein

Abaixo estd apresentado o Algoritmos da busca de Armijo e Goldstein, respectivamente.

Algoritmo 1: METODO DO GRADIENTE EQUIPADO COM A CONDIGAO DE ARMIJO
(MGA)

1 Dado: g € R, 7,p1 € (0,1) e faga k=0

2 Repita enquanto V f(xy) # 0

3 Defina dj, = —V f(zy)

4 Determine o tamanho do passo t; > 0 que satisfaca

f(l’k + tkdk) < f(l‘k) -+ plthf(xk)Tdk

5 Faca xpy1 = xp + trdg
6 k=k+1

Algoritmo 2: METODO DO GRADIENTE EQUIPADO COM A CONDIGAO DE GOLDS-
TEIN (MGG)

1 Dado: zp e R, 0< py <pa<lefagca k=0

2 Repita enquanto V f(xy) # 0

3 Defina d, = —V f(xy)

4 Determine o tamanho do passo t; > 0 que satisfaca

f(xr) + potaV f (w) die < flag + trdi) < fzn) + prteV f (22) " d

5 Faca 1 = xp + trdi
6 k=k+1

Vamos apresentar alguns experimentos numéricos para compreender o Algoritmo da busca

de Goldstein e para comparar a eficiencia da busca de Goldstein com a busca de Armijo na
minimizacao de fungoes. Para isto, chamaremos o método do gradiente equipado com a
busca de Goldstein de MGG e o método do gradiente equipado com a busca de Armijo de
MGA. Além disso, durante os experimentos apresentados, iremos adotar algumas regras que

precisam ser seguidas para o método. Sao elas:

1. Valor inicial: Assuma que o ponto inicial é tomado de forma aleatéria, exceto no

Exemplo 1;

2. Nimero maximo de iteradas: A computacao serd interrompida depois de 6000 iteradas;



4.4 Testes Numéricos

Exemplo 1 - Inicialmente, tentamos minimizar a fungao f : R? — R definida por f(z;y) =

2(z — 2)? + (y — 1), que possui minimo global no ponto z*

(2;1). Neste exemplo, o

ponto inicial foi dado por z¢ = (5;5) e 0o maximo de iteradas foi 6000. Notou-se que nao foi

possivel chegar no ponto de minimo global z* pelo MGG, pois ele atingia o niimero maximo

de iteradas ao chegar no ponto.
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Ao compararmos 0 MGG com o MGA para a fungao anterior, com g = (5;5) e maximo

de iteradas igual a 6000, notou-se que nao foi possivel chegar no ponto de minimo global x*

por nenhuma das buscas. Entretanto, o MGG apresentou um melhor desempenho, pois foi

possivel chegar no ponto (3,2;1,4), enquanto o MGA chegou no ponto (3,9;2,5).
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Exemplo 2 - Seja f : R? — R definida por f(z;y) = 2 + y*. Ao tentar minimizar esta

funcao com o MGG, notou-se que foi possivel encontrar o ponto de minimo com apenas 12

iteradas.

Ao tentar minimizar pela segunda vez a funcao anterior para compararmos o MGG e o

MGA, obtivemos novos resultados. O MGG encontrou o ponto de minimo com 13 iteradas,

enquanto o MGA encontrou o ponto minimo com 21 iteradas.



Curva de nivel da f(x)=x"2+y"2
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Exemplo 3

f: R? = R definida por f(z;y) =

*=(1;1) com 6000 iteradas.
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Curva de nivel da f(x)=(1-x).”24+100%*(y-x"2)."2

2.0

1.5

10

0.5

0.0

400

350

~300

250

200

150

~100

50

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

200

175

{150

125

075

050

025

Funcao Rosenbrock: Ao tentarmos minimizar a fungao de Rosenbrock

(1—2)*+100(y — z*)?, foi possivel obter o ponto minimo

Ao tentar minimizar pela segunda vez a funcao anterior para compararmos o MGG e o

MGA, obtivemos novos resultados. O MGA foi mais eficiente, pois encontrou o ponto minimo

x* com 748 iteradas enquanto o MGG encontrou x* com 5882 iteradas.
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Exemplo 4 - Queda de onda Ao tentarmos minimizar a funcao ”queda de onda” f : R? — R
1+ cos(12+/x2% + 3?)
0,5(22 +y2) + 2
ponto (0,1;0,2) com 14 iteradas.

definida por f(x;y) = com o ponto inicial aleatério, encontramos o

Curva de nivel da queda de onda
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Tentando minimizar a fun¢ao ”queda de onda” com o ponto inicial sendo dado por (1/100)*rand(2, 1),

foi possivel obter o ponto minimo z* = (0;0) com 9 iteradas.

Curva de nivel da queda de onda

0s

0.0+

R | . " .
-10 05 0.0 05 10

Ao tentar minimizar pela segunda vez a funcao anterior para compararmos o MGG e
o MGA, sendo o ponto inicial dado por (1/100)*rand(2,1), obtivemos novos resultados. O
MGG foi mais eficiente, pois encontrou o ponto minimo z* com 9 iteradas enquanto o MGA

encontrou x* com 29 iteradas.
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Curva de nivel da queda de onda
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Exemplo 5 - McCormick: Ao tentarmos minimizar a funcao ”McCormick” f : R? — R
definida por f(x;y) = sen(z +vy) + (z — y)*> — 1,52 + 2,5y + 1, foi possivel obter o ponto
minimo global x* = (—0,54719; —1,54719) com 15 iteradas.

Level curves of MCCORMICK function
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Exemplo 5 - Comparacao com a busca de Armijo: Ao tentar minimizar pela segunda
vez a funcao anterior para compararmos o MGG e o MGA, obtivemos novos resultados. O
MGG foi mais eficiente, pois encontrou o ponto minimo z* com 18 iteradas enquanto o MGA

encontrou x* com 26 iteradas.

Level curves of MCCORMICK function

Exemplo 6 - Camelo de trés corcundas: Ao tentarmos minimizar a fungao ”Camelo de
trés corcundas” f : R? — R definida por f(x;y) = 22% — 1,05z* + %6 + xy + 12, foi possivel

12



obter o ponto minimo global z* = (0;0) com 16 iteradas.

Level curves of ThreeHumpCamel function
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Exemplo 6 - Comparagao com a busca de Armijo: Ao tentar minimizar pela segunda
vez a funcao anterior para compararmos o MGG e o MGA, obtivemos novos resultados. O
MGG foi mais eficiente, pois encontrou o ponto minimo z* com 16 iteradas enquanto o MGA

encontrou x* com 29 iteradas.

Level curves of ThreeHumpCamel function

0o

5 Meétodos de otimizacao irrestrita

5.1 Meétodo de direcoes conjugadas

Definigao 5.1 (Vetores A-conjugados). Seja A € R™™ uma matriz definida positiva. Dize-

mos que os vetores d°,d*, ...,d* € R\ {0} sdo A-conjugados se
(d)TAd’ =0,
para todos 1,7 = 0,1....k, com 1 # j.

Note que, no caso particular onde A é a matriz identidade, vetores A-conjugados é line-

armente independente. Pois
(d)' L =0= (d)'d =0=(d", &) =0=d e d sio L.L

13



Lema 5.1. Seja A € R™"™ uma matriz definida positiva. Um conjunto qualquer de vetores

A-conjugados € linearmente independente.

Demonstragao. Sejam d°,d?, ..., d* € R"\ {0} vetores A-conjugados. Considere constantes
ap, aq, ..., ar € R tais que
CLOdO -+ aldl —+ ...+ akdk =0. (4)

Dado i € {0, 1, ..., k}, multiplicando os dois membros da igualdade acima por (d%)T A, obtemos

az(d’)TAdl = O,

para visualizarmos melhor, suponhamos pois que i = 0, entao por (4) temos
apd’ (A" A+ ayd (d)' A+ ... + apd* (") A = 0.

agd® ATd° + a1d"ATd" + ... + apd*ATd" = 0. (5)

Lembremos do que os autores do livro disseram acerca da positividade de uma matriz
definida positiva: ”Cabe salientar que a definicao geral de positividade de uma matriz nao
exige que ela seja simétrica. No entanto, no contexto deste livro vamos supor a simetria
quando considerarmos matrizes positivas.”

Com essa suposigao podemos escrever (5) como
apd’Ad° + a1 d" Ad° + ... + ard* Ad® = 0

Como d°,d*, ...,d* € R™\ {0} sdo vetores A-conjugados sabemos que a;(d")T Ad* = 0 Vi # j

assim

aodoAdO =0=a9=0.

Por calculos andlogos concluimos que a; = 0 Vi € {0,1,...,k}. Portanto, um conjunto
qualquer de vetores A-conjugados é linearmente independente. O
Veremos agora que o conhecimento de diregoes conjugadas permite obter o minimizador

de uma fungao quadratica. Considere a fungao f : R" — R dada por

1
flx) = §ZETAZU + bz +c, (6)

com A € R™"™ definida positiva, b € R" e ¢ € R. A funcao f tem um tnico minimizador x*,

que é global e satisfaz
Az*+b=Vf(z") = 0. (7)

14



pois, como f é diferenciavel, entao

flo+ Ax) = f() + V() Ax + r(Az) com lim " oY)

—0.
a0 || Az]|

0 que acarreta
1 1
5(30 + Ax)TA(z + Az) + b (2 + Az) + ¢ = §xTAx + bz 4+ c+ V() Az + r(Ax).

%xTAAJ: + %ASL’TAI + %AxTAAx + ' Ar = Vf(x) Az +r(Az). (8)

Note que no contexto do corpo dos nimeros reais e do livro
ArTAr = (Ax |, Ax) = (Az |, Ax) = (Av)"Az = 2" ATAx = 27 AAx.
Assim de (8) temos que
vT AAx + %A(A:Je)2 + b Az = Vf(x)" Az + r(Az).

Dividindo ambos os membros da igualdade por Az obtemos

r(Azx)
AV

rT A+ %AA(L’ +b" = Vf(x)" +

Fazendo Az — 0 verificamos que

tTA+b" =V (@) = (a"TA+ ") =Vf(z) = Vf(x) = Az +0.

Assim, como z* é minimizador podemos concluir que V f(z*) = Az* + b = 0. Dado um
conjunto qualquer de diregoes A- conjugadas {d°,d!,...,d" "'}, vamos definir uma sequéncia

finita do seguinte modo: tome 2% € R" arbitrario e defina para k = 0,1,...,n — 1,
" = aF 4+ t.dE (9)

onde

ty = arg min{ f(z" + td*)}.
teR

Note que a minimizagao acima é calculada sobre toda a reta e nao apenas para valores
positivos de t, pois a direcio d* pode nao ser de descida para f no ponto z*. Além disso, como

f é quadratica, podemos obter uma férmula explicita para t,. Para isso, defina ¢ : R — R
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por ¢(t) = f(z* 4 td*). Usando a defini¢ao de t;, obtemos
V(T d" =V f (b + trd®)" d".
Observe que,

O (ty) = lim Pty +1) — p(ty) — lim fla* + (ty +t)d*) — f(z* + tkdk)'

t—0 t t—0 t

k k kY k k k+1 kY k+1
(t) = lim f@® 4 tpd” 4 td”) — f(a" + 4d”) lim (" 4 td") — f(a™)
t—0 t t—0 t

= V(T dr.
Note que t; é minimizador de ¢ : R — R pois

ty = arg min{ f(z" +td*)} = arg min{p(t)}.
teR teRr

Assim, é evidente que ¢'(t;) = 0 e consequentemente temos as seguintes igualdades

VT dd = V(2" + t.d®) d" = ' (1) = 0. (10)

Por outro lado, temos

V(@) = A" + t,.d¥) + b = V f(2*) + t, Ad". (11)

Substituindo isto em (10), obtemos

VYT dd =0 = (V (") + t,.Ad) d" = 0 = V(") d* + t.(Ad¥)Td" = 0.

V) ) Ak =0 o= - SAET (12

O teorema a seguir mostra que o algoritmo dado por (9) minimiza a quadrética definida

em (6) com no maximo n passos.

Teorema 5.1. Considere a fun¢io quadrdtica dada por (6) e seu minimizador x*, definido

em (7). Dado z° € R", a sequéncia finita definida em (9) cumpre " = x*.

Demonstragao. Pelo Lema (5.1), o conjunto {d°,d!,...,d"1} é uma base de R™. Portanto,
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existem escalares a; € R, 2 =0,1,...,n — 1, tais que
n—1
A Zaid’. (13)
i=0

Considere k € {0,1,...,n — 1} arbitrdrio. Multiplicando a relacio (13) por (d*)TA pela

esquerda e levando em conta que as direcoes sao A-conjugadas, temos que

(d)T A(z* — 2°) = (d")TA Z od’ = Z a; (AT Ad' = ay,(d™)T Ad*.
=0

Assim,

(@) A" ~ o)
(d*)T Ad*

Por outro lado, pela definicao de z* em (9), temos

e =aF 4 dh = =2y d T = aP =2 o dP T Tty d

Repetindo esse processo k + 1 vezes

k-1
o = a0 ttod + tyd 4 A tyad T =20+ td
i=0
que multiplicando por (d*)” A pela esquerda, implica
k—1 k-1
(@) Ax® = (d*)T A"+ tid') = (d¥)" Az® + (d¥) TAZt ' = (d)" A+ ti(d") " Ad
=0 =0 =0

(d*)T Az® = (d)" Aa®.
pois as diregoes sao A-conjugadas. Substituindo isto em (14) e usando (7), obtemos

(d*T Az — 2°) _ (d*)T (Az™ — AzP) _ (d")T((Az* +b) — Az® — b)
(dM)T Ad (d")T AdF (dM)T AdF

. —

(d*)T(Ax* +b) — (dF)T Ax® — (d¥)TD _ (d*)VIV f(z*) — (d*)T Az® — (d*)Tb
(d¥)T Ad¥ (d*)T Ad¥ '

ap —
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o= T+ ALY (@d)TVEN)  VETE
T @nTAde T (dTA T (dTAR T

Portanto, de (13) segue que

n—1 n—1
x*:xo—l—g &id’:xo—i—g t;d' = a"
=0 i=0

completando a demonstracao. O]

5.2 Revisao de variedade afim

A nocao de subespaco vetorial abrange as retas, planos e seus analogos multidimensionais
apenas nos casos em que esses conjuntos contém a origem. Para incluir retas, planos, etc.
que nao passam pela origem, tem-se a no¢ao de variedade afim, que discutiremos agora.

Seja E um espaco vetorial. Se z,y € E e x # y, a reta que une os pontos z,y €, por
definicao o conjunto

r={(1-t)z+ty;t € R}

Pondo v = y — x, podemos ver que r = {x — tx + ty;t € R} = {x + tv;t € R}

Defini¢ao 5.2 (Variedade Afim). Um subconjunto V- C E chama-se uma variedade afim
quando V' € convexo. Assim, V C E ¢é uma variedade afim se, e somente se, cumpre a
sequinte condi¢ao:

ryeViteR=(1—-tr+tyeV.

Exemplo 5.1. Um exemplo ébvio de variedade afim é um subespago vetorial. Ao contrdrio
dos subespacos vetoriais, que nunca sao vazios pois devem conter o vetor nulo, a definicao
acima € formulada de tal modo que o conjunto vazio a cumpre, logo ) € uma variedade afim.

Todo ponto p € E é uma variedade afim.

5.3 Retomando as direcoes conjugadas

Veremos agora um resultado que serd usado para provar que o ponto z¥ minimiza a

quadratica nao apenas em uma reta como também na variedade afim de dimensao k dada
0 0 g1 k+1
por z° + [d°,d*, ..., d" 1.

Lema 5.2. Dado 2° € R™, considere a sequéncia finita definita em (9). Entdo

ViEMTd =0

18



para todo j =0,1,....k — 1.

Tdk=1 = (, provando a afirmacao para

Demonstragao. Pela relacio (10), temos que V f(z")
j = k—1. Considere agora j < k— 1. Usando (11) e o fato das diregdes serem A-conjugadas,

obtemos
Vi = (V) + o AdHT = VN @ = (V) + o AdHTd

ViaMN'd = V" H)Td +t_ (d"HTAd = V(2" )Td pois, j < k — 1.
Assim, Vf(2¥)Td? = Vf(2*1)Td? = 0,¥k. O resultado desejado segue por inducao. O

Teorema 5.2. Dado 2° € R", considere a sequéncia finita definida em (9). Entdo o ponto

o minimiza f sobre a variedade afim C = 2%+ [d°, d*, ..., d*71].

= o k R k=1, 7
Demonstragao. Note primeiro que, por (9), temos que 2% € C - 2% = 2% + Y77 t;d".
Assim,

r—abel[d,d, ... d,

para todo = € C' por causa que se z € C' = z = 20+ S5 S oyd’ =z — 2% = S5 Nay — 1) d'.

Portanto, pelo lema (5.2), temos que

k—1 k—1
V(@ — oty = V)T (Zmi - mdi) =3 (o~ t)V A = 0

i=1 =1
Como f é convexa e C' é um conjunto convexo, podemos aplicar o Coroldrio (3.1) para
concluir a demonstracao. O]
A abordagem classica do método de direcoes conjugadas que vimos aqui considera mi-
nimizacgao unidirecional e, em seguida, estabelece a equivaléncia com a minimizacao em
variedades afins de dimensao crescente, partindo de 1 e chegando em n. Contudo, é possivel
inverter a apresentacao destes temas, comecando com variedades e depois obtendo mini-

mizagao unidirecional.

5.4 Algoritmo de gradientes conjugados

Vimos na secao 5.3 como obter o minimizador de uma funcao quadratica estritamente
convexa a partir de um conjunto de dire¢oes conjugadas. Veremos um modo de gerar tais
diregoes.

Dado xp € R, defina d° = —V f(z°) e, para k =0,1,...,n — 2,

A = V(") + B, (15)
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onde zF*t1 é dado por (9) e B* é calculado de modo que d* e d*! sejam A-conjugadas, ou
seja,

(AT A(=V f(2") + Brd®) = (dF)T AdFT = 0.

Isto nos fornece

()" Afi® = (@) AV f(&H0) + ()T AdH = (@) AV f(4)
(d*)T AV f(z5+1)
(d*)T Ad*

Podemos agora apresentar o algoritmo de gradientes conjugados.
Algoritmo 3: GRADIENTES CONJUGADOS
1 Dado: zy € R", faga d° = -V f(2°)
2 k=0
3 Repita enquanto V f(zy) # 0

4

B = (16)

. _Vf(ﬂ?k)Tdk
k= (d*)T Ad¥
ZEk+1 = Ik —+ tkdk
B _ (dk)TAVf(karl)
k (d")T Ad¥

dk+1 — _vf(xk:+1> + ﬁkdk

k=k+1

Salientamos que o algoritmo (3) estd bem definido, isto é, se V f(x*) # 0, como veremos
a seguir. Assim, o novo ponto pode ser calculado. Outra caracteristica deste algoritmo, que
nao era necessariamente valida para direcoes conjugadas em geral, é que as diregoes geradas

aqui sdo descida. De fato, usando a relagao (10), obtemos,
Vf(a")Td® = V@) (=V (@) + Brad®™) = —[|[VF(@")[]* + Bra V f(2*)Td"
Pelo lema (5.2) temos que V f(z¥)Td*! = 0 o que acarreta
Vf(aMTd" = ||V f@")]]? + BtV f(a)Td" = [V ()] < 0. (17)

O préximo resultado estabelece que as direcoes geradas pelo algoritmo sao, de fato, A-

conjugadas e que os gradientes sao ortogonais.
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Teorema 5.3. Se 2% e d* foram gerados pelo algoritmo (7), entdo
Vi)'V () =0 e (@) Ad =0,

para todo 7 =0,1,....k — 1.

Demonstragao. Para simplificar a notagao, vamos escrever g; = V f(z%). O resultado serd
provado usando indugao em k. Para k = 1, usando (10) obtemos g7 gy = —gi dy = 0 pois
como d° = —V f(2°) = —gy de acordo com o algoritmo (7) assim, Vf(2!)Td’ =0 = g7 d° =
0= —gld® =0 = glgo = 0. Além disso, a definigao de By em (16) implica (d')* Ad® = 0.

Esta afirmagao nao é tao trivial visto que

(d°)"AV f(a)
(dO)T AP

Bo =

além disso, d' = =V f(z') + Bod® o que acarreta

1 1 (d)"AV () 4
d=-Vf(x)+ (YT AdD d .

Transpondo os membros da igualdade acima obtemos

(d)"AV f(a?)
(@) = V) i )
Multiplicando os membros por Ad® verificamos que
(d)TAV f(2)
(dYTAd® = =V f (2T Ad° + (T Ad (d)T Ad°.

por fim,
(YA = -V f(2")TAd” + (") AV f(z') = =V f(z")T A’ + Vf(z")T Ad® = 0.

Suponha agora que o resultado vale até k. Vamos provar que vale para k+1. Pela hipotese

k

de indugao, as diregoes d°, d', ..., d* sao A-conjugadas. Assim, podemos aplicar o Lema (5.2)

e concluir que gf ;& = 0 para j = 0,1, ..., k. Assim, usando (15), obtemos
A" = V(") + fdt = V() = d — B = V() = —d + B d

o que implica
gl?-plgj = gg+1(_dj + /Bj—ldj_l) =0, (18>
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para j = 0,1, ..., k. Finalmente, da definicio de 3, em (16), temos que (d**1)T Ad* = 0. De

fato, por cédlculos andlogos

dk)TAVf(xk+1)

d" = _vf@kﬂ) + ﬁkdk = —Vf(mkﬂ) + ( (dk)TAdk d*
consequentemente
d*)TAV f (a1
(@) = V()T 4 >(dk)T ey
assim (dk)TAVf( k+1)
x
(T Ad" = =V f(a™)T Ad* + T AT (d*)TAd* = 0.

Além disso, para j < k, a hipotese de inducao nos fornece
(A" NTAF = (—grps1 + Brpd®)TAd = —g,;pHAdj + Br(d))T AP = —g,ZHAdj.

Usando a relacao (11) e o que foi estabelecido em (18), obtemos

(dk+1>TAdj _ _91?+1 (gj+1t_ gj) —0.
J

Pois, de V f(zFt1) = V f(a*) + t;, Ad* obtemos que

Ad; = 2L =9

tj

e como 9/:5+1 =0 para 7 = 1,2, .., k observamos o seguinte

(dk+1)TAdj _ _ggﬂ (gj+1t— gj) _ <_gl?+1)(gj+1)t_ <_gl?+1)(gj)
J J

Sabemos que j < k = j + 1 < k, consequentemente (—gi\;)(gj4+1) = (—gi41)(g;) = 0, isso
completa a demonstracgao. [

O célculo de Sy pela férmula original, dada em (16), pode ser caro em virtude dos produtos
pela matriz Hessiana. Apresentamos a seguir outras formas de calcular este coeficiente. Uma

delas, proposta por Polak e Ribiere, é dada por

pr_ VDTV - V("))
* V@)V f () '

(19)
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Enquanto a outra, devida a Fletcher e Reeves, considera

FR vf(warl)TVf(xlwl)

S T @V i) (20)

Tais expressoes tem a vantagem computacional de utilizar apenas produto de vetores e
coincidem no caso quadratico, o que é estabelecido no préximo teorema. No entanto, para
funcoes nao quadraticas tais expressoes podem nao ser iguais, o que fornece variantes de

método de gradientes conjugados, conforme veremos na proxima secao.

Teorema 5.4. Se f é uma funcao quadrdtica, entio as expressoes (16), (19) e (20) coinci-

: _ APR _ AFR
dem, ou seja, B = B " = By

Demonstragao. Sabemos por (11) que Vf(z*1) = Vf(2*) + tx Ad*, ou seja, que

fah) - V@)

Ad* = :
Ly,
Por (16) temos
B _ (dk)TAvf(karl)
k (d")T Ad¥

Como (d*)TAV f(2Ft1) € R observamos que ((d*)TAVf(z*1)T = (d*)TAV f(2FH1)

dessa forma usando a simetria de A

B Vf(karl)TAdk
b= (d*)T Ad*

_ VIEMHT(V@EE) = V(b))
(@) (Vf(a*+) = V f(a*))

Usando o lema (5.2) podemos dizer que (d*)TV f(2**!) = 0 além disso por (17) V f(z*)Td* =
—IVf(z*)|]? = =V f(2*)TV f(2*), prosseguindo os célculos temos que

g, =Vt (@HT(VF M) — V(b))
(dO)TV [ (k) — (d5)TV f(2)
_ VDTV - V(EY)
V@)V f ()

PR
=B

Pelo teorema anterior Vf(z**1)TV f(2/) = 0 para todo j = 0,1,...,k em particular,
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f(2F )TV f(2*) = 0 0 que acarreta

B = VIO (Vf () = V("))
V[ (k)T f ()
_ VIV — f@H) IV f ()
Vf(a*)TV f ()
_VSEIV ) ek
V(@) TV f (aF) g

Portanto, se f é quadratica, entdao £, = BF T = BI'E. O

5.5 Extensao para funcoes nao quadraticas

O método de gradientes conjugados visto na secao anterior pode ser adaptado para mini-
mizar func¢oes nao quadraticas. Para tanto, é necessatio discutir como calcular o tamanho do
passo t* e o coeficiente fj. A busca linear, que no caso quadratico era feita de forma fechada
pela férmula (12), agora pode ser executada por meio de métodos unidimensionais, como a
busca inexata(Armijo). Para o célculo de i, podemos utilizar a expressao de Polak-Ribiere
ou de Fletcher-Reeves. Combinando estas escolhas, obtemos diversas variantes do método.

Cabe ressaltar que estas variantes para funcoes nao quadraticas nao terminam necessa-
riamente em n passos. Desta forma é usual considerar uma reinicializacao das direcoes de
busca a cada n passos, fazendo [, = 0, o que equivale a tomar a direcao do gradiente. Tais

consideragoes dao origem ao seguinte algoritmo para minimizacao irrestrita.

Algoritmo 4: GRADIENTES CONJUGADOS PARA FUNCOES NAO QUADRATICAS
1 Dado: 7y € R", € > 0 faca d° = —V f(2°)

2 k=0

3 Repita enquanto ||V f(zg)|| > €

4 Calcule o comprimento do passo t
5 Faca z"t! = 2% + t,d"

6 Se (k+1) mod n #0

7 B = ;fROUﬁk: ;fR

8 Senao

9 6L =0
10 Defina d**! = —V f(2*1) + B.d"
11 k=k+1

Note que se t; for calculado por uma minimizagao unidirecional local, entao as diregoes

geradas pelo algoritmo acima sdo de descida, pois a relacao (17) também se verifica neste
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caso. Entretanto, a busca de Armijo nao assegura tal propriedade. Para contornar esta
dificuldade existem salva-guardas. De acordo com Jorge Nocedal e Stephen J. Wright se

optarmos por 3, = i temos que

d* = =V f(a")+ Bhd" = Vf(ah)Td" = =V (") V") + 5LV (h)Td !
= Vf(a*)"d" = —||Vf(@h)* + BV F(h) T d

t*=1 é minimizador local de f sob a direcao d*~! pois

Se a busca linear for exata, entao
teremos pelo lema (5.2) Vf(2*)Td*~! = 0 e de acordo com a equagao acima observaremos
que Vf(z*)Td* < 0, logo d* ¢é de fato uma direcao de descida. J& na busca inexata o termo
BERY f(2*)Td*! pode dominar o segundo (—||V f(z*)||?), em outras palavras, d* pode ser
uma direcao de subida. Felizmente, podemos evitar esta situacao se t; satisfazer as condigoes

fortes de Wolfe, que sao

f(@* +t,.d¥) < f(2F) + 1, V(M) dF, (21)
IV f(a* +td") d" < —epV f(a*)Td", (22)

ondeO<cl<cg<%.
Se optarmos por B, = B as condigoes fortes de Wolfe nao farantem sempre que d* seja

direcao de descida. Para contornar este fato podemos definir 55 da seguinte forma

Br = max{pLE, 0}. (23)

assim uma simples adaptagoes das condicoes fortes de Wolfe asseguram que as diregoes ge-
radas sao de descida.

Desta forma, podemos reescrever o algoritmo (4) em dois métodos
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Algoritmo 5: METODO FLETCHER-REEVES
1 Dado: 7y € R", € > 0 faca d° = —V f(2°)

2 k=0

3 Repita enquanto ||V f(zg)|| > €

4 Calcule o comprimento do passo t; por (21) e (22)
5 Faca z"t! = 2% + t,d"

6 Se (k+1) mod n#0

7 B =B "

8 Senao

9 6L =0
10 Defina d**! = —V f(zF*1) + B.d*
11 k=k+1

Algoritmo 6: METODO POLAK-RIBIERE
1 Dado: zg € R™, € > 0 faga d° = =V f(2)
2 k=0

3 Repita enquanto ||V f(z)|| > €

4 Calcule o comprimento do passo t; por (21) e (22)
5 Faca o1 = 2% + t,.d*

6 Se (k+ 1) mod n # 0

7 Br = maz{BrE, 0}

8 Senao

9 B =0

10 Defina d*™' = —V f(zF*1) + Bj.d"

11 k=k+1

5.6 Complexidade Algoritimica

Vamos considerar, novamente, aqui a funcao quadratica f : R — R dada por

o) = %xTAx o, (24)

com A € R™" definida positiva e simétrica, b € R" e ¢ € R. Como ja sabemos, o minimizador

de f, indicado por z*, é global e satisfaz

Az +b=Vf(") =0. (25)

26



5.6.1 Espacos de Krylov

Os espacos de Krylov desempenham um papel importante em otimizacao, tanto no aspecto
tedrico quanto no computacional. Eles sao definidos por poténcias de A multiplicadas pelo

gradiente de f em um ponto dado.

Definicao 5.3. Dados 2° € R" e k € N. definimos o k-ésimo espaco de Krylov por

K = [A(z® — 27), A%(2° — %), ..., AR (2° — 7).

—Ax*=b
——
Note que, por (25), A(z? — x*) = Az® —Az* = Az + b = V f(2°). Assim, podemos escrever

o espago de Krylov como
K = [Vf(2°), AV f(2°), ..., A¥ IV £(20)]. (26)

Por que

AR(20 — 2*) = AFgY — ARy
= AFg® 4 AR (— A
_ Akg0 4 Ak1p
= A¥'(A2" + B)
= AV F)

O préximo teorema relaciona o espaco gerado pelos gradientes V f(z*) e o espaco gerado

pelas direcoes d¥, obtidos pelo algoritmo de gradientes conjugados, com os espacos de Krylov.

Teorema 5.5. Considere as sequéncias (x¥) e (d*), geradas pelo algoritmo (7). Se o método

ndo termina em xF1

(i) K = [Vf(2°),Vf(zh),.., V(")

(ii) Ky = [d°,d, ..., d"1).

, entao

Demonstragao. Vamos provar simultaneamente (i) e (i7) por indugao. Isto ¢ imediato para
k =1 em virtude de (26) e do algoritmo (7) pois teremos que Ky = [V f(2°)] = [~V f(2°)] =
[d°]. Suponha agora que o teorema é valido para um certo k. Pela relagao (11) (substituindo
k + 1 por k), temos

Vi) = V(") + t_ Ad
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Usando a hipotese de indugao, podemos concluir que
Vf(xk_l) €k CKyy1 e d*1 e K.

Pois
Vi) =0-VF?) +0-Vfah) +..+1- V")

dF1=0-d"+0-d" +...+1-d!

Portanto, Ad*~! € Ky, 1, pois se aplicarmos as relagoes (11) e (15) podemos fazer

AdE = A=V (@) + Bad" )
= A(=(Vf(@") + t52Ad" ) + Broa(=VF(2"72) + B—3d"?)))
Prosseguindo com este processo e notando pelo algoritmo (7) que Vf(z') = Vf(z%) +
toAd® = V f(2°) — tgAV f(2°) e que d* = =V f(z') + Bod® = =V f(z') — BV f(x?) é facil
ver que podemos escrever qualquer d* e V f(2*) com k > 0 em termos de somas de produtos

de poténcias de A com V f(2°), além disso a cada vez que escrevemos V f(z*) em termos de

Vf(2%1) a matriz A "aparece”assim
k
Ad =) ", AV f(2°) = AT € Ky,
n=0

donde segue que V f(z¥) = Vf(2F71) +t,_1 Ad*~! € Kj41. Isto prova que
V(@) V(') ., V()] C Ky

Por outro lado, como o algoritmo nao termina em z*, os gradientes Vf(z7),j = 0,1, ...,k
sao nao nulos. Assim, pelo Teorema (5.3) eles geram um espaco de dimensao k + 1. Mas
dim(Ky4+1) < k+ 1. Logo

,CkJrl = [vf(mo)a Vf(x1)> ) Vf(mk)]a

provando (7). Finalmente, pela hipétese de inducao, temos d*~! € K;, C Kj,1. Portanto,

pelo algoritmo (7) e o que acabamos de provar, obtemos
d" = =V f(2*) + Br1d"" € Kipa

Além disso, por (17), os vetores &/, j = 0,1, ..., k sdo nao nulos e pelo teorema (5.3), sdo A-
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conjugados. Consequentemente, pelo Lema (5.1), eles geram um espaco de dimensao k + 1.
Assim,

Kpgr = [d°,d", ..., d"],

completando a demonstracao. O]

Estamos interessados em discutir as propriedades de minimizagao de f na variedade afim
Vi, = 2° 4+ Ky (27)

Considere Py, o conjunto dos polinémios p : R — R de grau menor do que ou igual a k

tais que p(0) = 1, ou seja,

k
Py = {1+Za,~ti|a,-eR,z':L...,k}. (28)

=1

Lema 5.3. Temos x € Vi, se, e somente se,
r— 2" = p(A)(2° — 2%),
para algum polinomio p € Py.
Demonstracao: Dado x € Vj, temos
=2+ a1 A2 — 2%) + ap A% (2" — 2*) + ...+ ap AR (2 — 2¥).
Subtraindo x* de ambos os membros, obtemos
r— 2" = (2" — 2*) + a1 A2 — ) + ap A% (2° — 1) + ... + ap AF(2° — 2¥)
k
= (1 + Zaitl) (2% — 2%).
i=1
A reciproca se prova de modo anédlogo. O

Lema 5.4. Considere x* = arg min{f(z*)}. Entdo,
€V

(a7 — 2") " A(p(A4))* (2" — 27),

| —

fa®) = fla®) <

para todo polinomio p € Py.
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Demonstracgao: Considere p € Py arbitrario. Pelo lema anterior, o ponto

="+ p(A)(2° — %) (29)

¥ ¢ minimizador em V;, (pois z* = arg min{f(z*)}), temos

€V

pertence a variedade V. Como x

f(a*) < f(x), donde segue que

fa*) = f(@*) < f(x) = f(z") (30)

Pela definigao de f em (24) e (25), podemos escrever

F@) - f(a*) = (%xTAx+bTx+c> _ (%(m*)TA(x*) + T () —I—c>

1 1
= 2T A +b'x — ()T A(z*) — b (%)

2 2
1 1 1 1
= §ZL'TA[B - §(x*)TAx — éxTAa:* + §(x*)TAx*

]

5.7 Convergéncia global do MGC para a busca linear de Armijo

Em 1999, Dai-Yuan criou uma nova formula para (3, para que se obtenha a convergéncia

global do método dos gradientes conjugados com a busca linear de Armijo, pois os propostos
por Fletcher-Reeves(FR), Polak- Ribiere-Polyak (PRP), Hestenes-Stiefel(HS) nao é possivel
obter a convergéncia global. Assim, veremos adiante os principais resultados que foram
obtidos [5].

5.7.1 Preparando terreno

Em [5] o dj, é definido da seguinte forma:

— 0k se k =0,
d, =
— gk + Brdi—1  se k>0,

com (3, um escalar e g5 o gradiente da funcao.

Segundo o artigo varios autores propuseram varios métodos dos quais o escalar (3, pode

ser definido, entre eles foram destacados os seguintes: Fletcher-Reeves(FR), Polak-Ribiere-
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Polyak (PRP), Hestenes-Stiefel. Eis os valores (55 propostos:

FR _ |lg]|” PRP _ 9i k-1
’ ge—1l*’ | g—1l[*
HS _ i Yr—1 cD _ _ |lgx[?
‘ di_ Y1’ : i1 Gk—1
De modo que || - || é a norma Euclidiana e y._1 = g — gr_1-

Em seguida os autores fazem uma contextualizacao, citando o trabalho de outros autores e

destacando alguns de seus resultados, dentre estes:

e Powell mostrou que os métodos PRP e HS nao converge globalmente quando o com-

primento de passo é dado pela busca exata;

e Gilbert e Nocedal mostraram que o método PRP ¢ globalmente convergente se 3% é

restringido a ser um valor nao-negativo com oy satisfazendo Wolfe;

e Dai e Yuan provaram que ambos os métodos CD e FR convergem globalmente se a

busca strong wolfe for utilizada

Em 1999, Dai e Yuan (DY) propuseram uma férmula para fy:

DY ||gk||2
= = 31
k d{flyk—l ( )

Para o método DY, o comprimento de passo é computado pela busca linear Wolfe definida

abaixo:

g(xk + Oékdk)Tdk > O'g(:l,‘k)Tdk. (32)

onde 0 < § <o < 1.

O método DY produz uma direcao de descida d, que satisfaz:
Ty — DY T g M T 4 33
9 Ok = P Gk—10k-1 = Jk—10k—1 (33)

d{_ 1Yk—1

Além disso, eles provaram que seu método converge globalmente usando Wolfe.
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_oll®> T

Vamos verificar a igualdade gf dp = 87" gi_ dp—1 = " ~J—1dr—1. Note que,
k—19k—

gidy = gi (—gr + BPY dj—1)
= —lgil | + BCY gl di—r

ST 3 e
dzﬂflyk—l b

I,
=r|gk||2(—1+ g iy )

dl gk —dl_ ge—

— Hgk||2 <d£‘—1gk—l - d%—lgk + ggdk—1> _
d£71yk—1 d

2
Il

T

T _ aDY T
k—19k—1 = B Gp_1dr—1
k—1Yk—1

No entanto, nenhum resultado de convergéncia global foi mostrado em relacao a Armijo,

que nada mais é do que encontrar um «y, que satisfaga a desigualdade
flan + ardy) < f(xr) + dangy di (34)

em que 6 € (0,1). A busca de Armijo ndo assegura que di ,y,_; > 0 e nao garante que a
direcao gerada seja de descida. Mas a busca de Armijo é importante devido a sua simplici-
dade.

Para assegurar que dj seja uma direcao de descida, motivados pela ideia de Dong-Hui Li

e Masao Fukushima os autores definem dj, por

P + BPYd—y se d}_qyk—1 > elldi—1 ||| gr-1]], (35)

—gk caso contrario,

em que €; € uma constante positiva pequena. Este método sera chamado de ”cautious DY
method”.
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5.8 Algoritmo

Algoritmo 7: cauTioUs DY METHOD
1 Dado: § € (0,1),e >0,¢4 >0e xg € R"
2 Faca: k=0

3 Repita enquanto ||gx|| > €

4

—gr + BPYdy—1 se dl yr—1 > er||dr—1]l||gr-1ll,

dy =
—gk caso contrario,
5 ar, € {a € R|f(wg, + ady) < f(2) + dagldy} NRY
6 Tpy1 = Tk + apdy
7 k=k+1

As diregoes geradas pelo algoritmo sao de descida para todo k, logo a sequéncia {f(zx)} é

decrescente. Além disso, pela condicao de Armijo temos

— Z g dp < 00 (36)

k=0

se f é limitada inferiormente. Em particular:
lim oy} di = 0. (37)
k—o0

Vamos mostrar por inducao que as direcoes geradas pelo algoritmo sao de descida para todo k,
para isso, seja A = {k € N|gl'd;, < 0}. Note que 0 € A, pois dy = —go = gL d, = —||gx||* < 0.
Sob a hipétese de que k — 1 € A, ou seja, gL ,dy_; < 0 temos que. Se dy = —gy, entao
grdy < 0. Caso di, = —gi + BPY dj_1, entdo sabemos por (35) que

de1Yi-1 = di_y (gx — gi-1) = elldir[llgr-1l] = di_yye-1 > 0.

Como d}_yx_1 > 0 podemos afirmar que

1 [lg|*
— >0= ———"——>0
di_1 Y1 1Yk
grll* 7 T
= T " 19k71dk719k dp <0
le—1Yk—

Portanto, as direcoes geradas pelo algoritmo sao de fato de descida para todo k. Assim,
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{f(zx)} é uma sequéncia decrescente.

Pela condicao de Armijo, temos

[+ ardy) < f(x1) + Sangi dy, = f(xk+1>5_ f(@) < aygy di
_ Sz —5f($k:+1) > gl dy
xXr ZU >
jz:f k) ’“*1)22—akg£dk
k=0

N Z f xk $k+1) > —iakngdk

k=0

Note que Y ro, f(zx) — f(zg41) = f(zo) — f(z,) em que n — oo, mas como [ é limitada
inferiormente,

lim f(z,) = min(f(z)),z € R".

n—oo

Consequentemente, pelo teste da comparacao

> ZL‘ T —min > >
y Han =) _ S 2ot o 5™ aggtd, 3 anglde < oo
k=0 k=0

k=0

Como — Y p- , kgt di < 0o podemos afirmar que
lim —ozkngdk =0= lim ockg,?dk =0
k—o0 k—o0

5.9 Convergéncia Global

Para provarem a convergeéncia global do algoritmo os autores precisaram assumir que o

conjunto de nivel

Q= {z € R"|f(z) < f(z0)}

¢ limitado.
Em alguma vizinhanca N € (), f é continuamente diferenciavel e seus gradientes sao

Lipschitz continuo, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que
lg(x) =9Il < Lllz —yl|, Y,y € N. (38)

Como {f(x)} é uma sequéncia decrescente, é evidente que a sequéncia {x;} gerada pelo

algoritmo estd contida em 2. Além disso, como 2 é limitado existe uma constante y; > 0 tal
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que
lg(@)]] <71, Ve € Q. (39)

Pois, Q = {z € R"|f(x) < f(z0)} e como a sequéncia {f(zx)} é decrescente temos,

f(xo) = f(wo) > fz1) > flx2) > ... > flag) > ...

Portanto, {zx} C Q. Ademais, a limitagao superior do gradiente em €2 se deve ao fato do
mesmo ser limitado.

Por conveniéncia, definiram o conjunto de indices
K = {ild_ yi1 > alldia]|llgi-all}- (40)
assim podemos reescrever a equagao (9) em termos de K como:

—gp +BPYd,_, sek €K,
dy = gk + B dr— (41)

—gk caso contrario,

Agora enunciaremos um lema proposto e provado por Dai e Yuan.

Lema 5.5. Suponha que x; € o ponto inicial em que Q € limitado. Considerando o método
DY (2-4), se existem constantes positivas 7y e 7, tais que v < ||gr|| <7 e gFdp < 0 para todo

k suficientemente grande, entao existe uma constante 6y > 0 tal que, para todo k > i,
dy gi < —01]|gil[? (42)

Deste lema, ¢ possivel estabelecer a convergéncia do algoritmo atraves do seguinte teorema.

Teorema 5.6. Seja {xy} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 e Q = {x € R"|f(z) <
f(zo)} € limitado, entdo temos
liminf ||gg|| = 0 (43)
k—ro0

Demonstragao: Se K = {i|d" y;_1 > e1||d;_1]|||gi—1]|} é finito, entdao a convergécia global
do Algoritmo 1 vem da teoria do método do gradiente. Se K for infinito iremos fazer a prova
por contradicao.

Suponhamos que (43) é falsa, ou seja,lim infy_, ||gx|| # 0. Com isso, existe uma constante
v > 0 tal que ||gx|| > 7, para todo k suficientemente grande.

Do fato que ||g(z)|| < 71, Vx € Q, hi a existéncia de constantes 7y e 7 tais que 7 < ||gg|| <

1 e mostramos que gi dj, < 0 para todo k, assim pelo lema, existe uma constante §; > 0 tal
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que para todo k suficientemente grande d gp < —d1||gx|]*.

Para continuar a prova, antes iremos mostrar que gidy — 0.

Sabemos que limy_, g} dy = 0.

liminf o > 0= lim ngdk =0.
ke K,k—oo ke K, k—oo

Pois, se o produto de dois niimeros reais é nulo, entao um dos fatores é nulo.

Retomando, obtemos do lema que df gx < —61||gi||* para um k suficientemente grande.
Observe que,
dygr < —0il|gil]* < 0.

O que acarreta,

0= lim digp< lim —&l|lg/?< lim 0=0
keK,k—oo keK,k—oco keK,k—oco

Pelo teorema do sanduiche, limgex k00 —01]|gx||* = 0 e portanto,
li = 0.
reim lgil| =0
Logo, 0 é ponto de aderéncia da sequéncia {||gx||}, mas ||gx|| > 0,Vz € R, portanto,

liminf ||gx|| = 0.
ke K,k—oo

Agora iremos mostrar o segundo caso.

Se lim infe g ko0 2 = 0, existe um conjunto de indices infinito K C K, tal que

lim a=0 (44)
ke K k—oo
2
Limitando ||dx||. Entdo temos pelo fato de 8PY = dTHg—ZL'l’ da limitagdo da norma do
k—19k—

gradiente (v < ||g(z)|] < m,Vz € Q) e, por fim, da condi¢do necessaria para que a dire¢do
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conjugada seja escolhida (df yr_1 > €1||dp_1]|||gr_1]]) que

il = Il = g + B di-
<[l = gell + 118 i
[lgill

<ntllmg—di-
g2 il

|gwl1* - || de—]]
i Y]]
Vi - el
||k Y|
|| dg—1]
€1/l di-1]ll|gr—1l]

<mn+

<+

S%—F’Y%’

Temos da equacio f(xy + axpdy) < f(x1) + dangl dp que para k € K teremos,
fzr + p tawdy) — flaw) > p *Sargl dy, (45)

Pois, o = max({p‘|i € N}) com p € (0,1) e como ptap > maz({p’li € N}) sabemos
que este parametro de comprimento de passo nao sera aceito porque trata-se do parametro

anterior (se houver) que foi testado e rejeitado.

Considere f : R" — R continua e z, d € R™. Se f é diferencidvel no segmento (z,z + d),

entdo existe t € (0, 1) tal que
f@+d) - f(z) =g(z +d)"d
Pelo TVM, para k € K suficientemente grande, existe 65 € (0,1) tal que

flan + p  ondi) — flan) = p~ awg(an + 0p~ oudi) " di
= p targy di + pan(g(an + 0p~ agdy) — gi) " dy,
< plongr di + Lp 2 oi]|dil P,

onde L é a constante de Lipschitz de g.

A igualdade f(zp + p tandy) — f(zr) = p~targ(zy + 0p~tagdy)? di pode ser obtida do TVM
fazendo T = xy, d = p~tagdy. Ja a igualdade p~lagg(zy + 0ptardy) T dy = ptaggldy +
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prag(g(zy + 0p~tardy) — gr)Tdy, pode ser obtida da seguinte maneira.

prang(wy + Op~ awdy)" di = p~ e (gy di + g(xy + Opp~ andy) " dy, — gy di)
= p to(gi dp + (g(zp + Opp tardy)™ — g )d)
= p tou(gf di + (g(zx, + Opp andy) — g)"dy)
= p gy die + p~ an(g(@k + Oep ™ ardi) — gi) " di

Na sequeéncia, a desigualdade,
p~ranghdi + p~taw(g(xn 4 Okp~ ardy) — gi)Tdi < p~rangi di, 4+ Lo~ af||di ] (46)

pode ser obtida pela seguinte afirmacao que serd apresentada abaixo, os gradientes sao

Lipschitz-continuo em alguma vizinhaca de € e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

(g(l‘k + Qkp_lozkdk) — gk)Tdk >0 (47)

Pois sabemos que,

flan+ p  apdy) — f(z) = p~ onglan + 0p~  andy) " dy
> 6p~ gy di
= (0 —1)p tawgr di + p gl di

O que acarreta,

prong(wy + Op~ oned) " dy, — p gl di = p (g (@i + Orp ady) — i) di
> (6 = 1)p~ gy di

Portanto,

(g(l’k + Qk,(flozkdk) — gk)Tdk > ((5 — 1)ggdk > 0.
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Consequentemente,

(g(zx + Okp™  wdi) — gi)" die = |(g(k + Orp™ wdi) — gi)" di
= [(g(x + Oxp™ ardi) — i, di)]
<|lg(zx + Oxp~ ardi) — gill - [|dl|
< L||0xp™ i | - [ di|]
= L Opp~ v ||
< L-ptou|di] P

Prosseguindo,

flae + p  andi) — fa) = p~ argl di + p~ an(g(@ + Op~ onedi) — gi) " dle
< plangrd + p o (L p 7 ag|di]?)
= o agy di + Lp~*of|di |

Substituindo a desigualdade acima em (45), obtemos
Sp tapgldi < f(an + ptandy) — flzn) < plagi di + Lp 2 ||dy |2
Assim,
0 < flag +p  ardy) — flax) < p~ gy di + Lp~*aj||di|[* — 6p™ gy dy
Dessa desigualdade teremos,

0 < ptaggy de + Lp~?aj||d| | — 6p~ gy dy.
0 < plangl (1 — 8) + Lo~ |dy |
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Assim,

= p lapgl di(1 = 8) + Lp~2ai||dy||* > 0
_ LoadlldlP _ pleugl (1~ )
p7204k o :072&16
—(1 = 9)pgi ds
Ll[dy][?

= o >

Obtemos das equagoes df g < —d1]|gil|* e [|dk|] < m + % 2 ¢1,Vk € K para k suficiente-

mente grande teremos,

o > = 9pgidi o 01— )pllgill” o 0l — 0

>0
Ll T LlldelP T L

O que contradiz a equagao limycg oo ax = 0. O

6 Trabalho do CNMAC 2023

Vamos dar uma visao geral do artigo ”Some properties of a new conjugate gradient
method”dos autores Y. H. Dai e Y. Yuan, publicado pela revista Advances in Nonlinear

Programming em 1998.

6.1 Resumo

e Nesse artigo é provado provado que o novo Método dos Gradientes Conjugados pro-
posto por Dai e Yuan produz uma direcao de descida a cada iteracao para problemas
estritamente convexos. E a convegéncia global pode ser provada utilizando a busca de
Goldstein.

e Além do mais, se a funcao for uniformemente convexa é utilizada a busca de Armijo

para garantir a convergéncia do método.

6.2 Resultados Principais
6.2.1 Informacgoes Importantes

Problema irrestrito:
min f(z), z € R (49)
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em que f:R"™ — R é uma funcao continuamente diferenciavel cujo gradiente serd denotado
por g
Foérmula iterativa:

Thy1 = Tk + Odkdk (50)

o valor de oy é o comprimento de passo (calculado por alguma busca linear).

A direcao dy ¢ definida por

— se k=1,
A (51)
=gk + Bedp1 se k> 2,
em que 3PV = % é um escalar proposto por Dai e Yuan (DY) em 1999.
k—19Kk—

A seguir, serd apresentada uma hipétese da qual a funcao objetivo deve satisfazer para o
estabelecimento da convergencia global do algoritmo:
Suposigao 1.1 A funcao objetivo é limitada no conjunto de nivel £L = {z € R : f(z) <
f(z1)}; em alguma vizinhanga N de £, a fungdo é continuamente diferencidvel e seus gra-
dientes (denotado por g) sao Lipschitz continuo, ou seja, existe uma constante L > 0 tal
que

lg(z) =9Il < Lllz —yll,Vo,y e N (52)

Nos teoremas a seguir, sempre admitiremos que

|lgxll # 0, Vk, (53)

pois caso contrario, um ponto estacionario ja teria sido encontrado.

Teorema 6.1. Suponha que a partir do ponto 1 a Suposi¢ao 1.1 é valida. Considerando o

método BPY . Entdo, se f € estritamente conveza em L, teremos que para todo k > 1,

gidk < 0. (54)

Demonstraga: Para k = 1 temos que g{di = g{ (—g1) = —||¢:1]]*> < 0. Suponha que
grdk < 0 para k — 1. Como [ é estritamente convexa, podemos extrair do fato de que

Tp = Tp_1 + ap_1dp_1 e que (g(z) — g(y) (x —y) > 0,Vo,y € L

(9(a®) = g(z" )" (@" — ") =yl japrdior > 0= yl_ydiey = di_yys—1 > 0.
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Multiplicando a equagao dy = —gp + Bedr_1 por gi e escolhendo B = SPY, obtemos

grde = =gkl + BYY g di—1

2
g
— a2+ (&) Gl

dg_lykfl

1
= =14+ ———gldi
ool (=1 + o

_ HngZ (ggdkl - dg—lykl)
di;lyk—l

Prosseguindo temos,

grdr = —lgel| + 8" g5 i
_ ||gk||2 (glz—'dk‘—l - dzlyk—l)
dgfﬂJk:—l
= {|ge? (95 diy = dj19x + d%lgk_l)
dgfﬂJk:—l

[lgwI*

AT
k—19k—

Mostramos anteriormente que di _,y,_1 > 0 e pela hipdtese de indugao gf ,di_1 < 0, logo,

2 2
Il ol

T T
_Ngell” NG e g = gTa, <0
di_ Y1 Ay TR

Portanto, por indugao g/ d; < 0 para todo k > 1. O

Teorema 6.2. Suponha que a partir do ponto x1 a Suposicio 1.1 é vdlida. Considerando
o método BPY . Entdo, se f é estritamente conveza em L e se oy for escolhido pela busca
linear de Goldstein, temos que

liminf ||gx|| = 0. (55)
Demonstracao: Pelo TVM e pelo fato de g ser Lipschitz Continua segue que,

1

[y + ogdy) — fro = / g(zk + towdy,)" (apdy)dt
0
1

— Oékg]{dk =+ ak/ [g(xk + t()ékdk) — gk]Tdkdt
0

1
< gl dy + §L()éi||dk||2
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Com a desigualdade anterior e pelo fato de dya,g] dip < f(xy + apdy) — fi implica que

clgi dx
> 56
KRR TATE 0
Sendo ¢ = 2(1; 9. Como f é limitada inferiormente, temos da condicao de Goldstein que
> aulgide| < o0 (57)
k>1

Assim, pelas duas desigualdades anteriores segue que

3 (g di)® _ (58)

2
2|y

Agora, por contradi¢do, iremos assumir que liminfy_ . ||gx|| # 0.

Entao existe uma constante 7 > 0 tal que para todo k > 1 teremos que

grll = 7. (59)
Observando que g}'d = % - gF | di_y é apenas SPY, também temos que
k—19k—
T
. d
B = 22— 60
* gglﬁik—l ( )
Assim d, pode ser reescrito como
di + gi = Brdi—1 = (di + g1)* = (Bedi-1)? (61)
= ||di|l* = Billdi—1* — 295 dx — ||gel? (62)
Dividindo ambos os lados por (gf di)? e sabendo o valor de 3; teremos,
L Y O S o
(9rdi)?  (giidk—1)®  gide (g} dr)?
Por outro lado, se denotarmos
fooy = S0t (64)
glzlldk—l
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llgx?

T . ~ .
e Jix_1dk—1,assim pela equagao acima podemos escrever como,

Como gi dy, =

1

gedr = 7—— ~ Ilgull*. (65)
Iy — 1
Substituindo a equagao anterior em (63), teremos
dy||? dp_1||? 1— 1
el Nl 1=y )
(9x dr) (95—1dk-1) g
Somando esta expressao e observando d; = —g;, obtemos
k
[|d|? 1
< . (67)
(g5 di)? ; [1gs[?

Entao temos de acordo com a equacao anterior e de ||gx|| > 7 que

ldull* _ & (95 di)”
<= = = 00 (68)
Ty <7 2 P
Entao por (57) e a equagdo acima uma contradicao. [l

Teorema 6.3. Suponha que a partir do ponto 1 a Suposi¢ao 1.1 é valida. Considerando o
método BPY. Entao, se f € uniformemente conveza em L e se oy for escolhido pela busca

linear de Armijo, existe uma constante cl1 > 0 tal que para todo k > 1,

grdi < —ci1|gwl? (69)

Além disso, lim ||gx|| = 0.

Demonstragao: Segue do Teorema 6.1 que g{'d; < 0 para todo k > 1. Analogamente ao

teorema anterior, vamos utilizar o TVM, teremos

1
f({L‘k + O./kdk) — fk = / g((L‘k + t&kdk)T(akdk)dt
0

1

— Oékg]{dk —+ Oék/ [g([tk + takdk) — gk]Tdkdt
0

1
> gl dy + EflainkHQ
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Entao de (gl dy < 0), (f (21, + ardy) — f(x — k) < daugl dy) e pela dltima desigualdade que

o ca| gy di|
— [ldkl?
com ¢y = 2(177_5).
Por g ser Lipschits, temos
|91 dx] < [lgrs1 — grlllldi]| < ulldil? (70)

Assim, por (g{ di, < 0) e pela equagdo anterior, temos que

ngﬂdk — i dy, > o] |d|?

i di T gildy

lk:—l = Z —LCQ (71)

Devido a (g{d; < 0) temos que l,—1 < 0 e por f se uniformemente convexa, segue da

7+ llgel* que

equagaol acima e de gi dj, = lk =

1
gid, < —ci||gr||?, vale com ¢, = o

Por contradigdo, vamos assumir que ||gg|| > 7, para algum 7 > 0. Assumindo f de

acordo com unicio do artigo, ou seja, (min f(z), € R), pode-se mostrar que se o passo for

cslgi di,
[[del]?

Se existe uma subsequéncia infinita, digamos k; tal que a;, = 1. Entao somando as iteradas

escolhido pela busca de Armijo ou oy, = 1 ou ay >

vale para cada k , onde c3 > 0.
e sendo f limitada inferiormente temos

lim g;;dy =0
71— 00

c3lgi dy,
IEAIE

vale para todo k suficientemente grande. Neste caso, de forma analoga ao teorema anterior,

Com isso, ||gr]| > 7 e gfdi < —ci]lgr]|?, 0 que é um absurdo. Assim, oy >

teremos
(gL di)? (gi di)?
2 k1 T = 90 € 21 g <

o que é um absurdo. Portanto lim ||gx|| = 0. O
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