PROGRAD

Pro-Reitona de
Graduacado

Notas de estudo

Métodos do Gradiente Projetado

Emanuel Mendes Queiroz
Samara Viriato Vilar Dias

Vitoria da Conquista, 2023

PETIMAT

Programa de Educacéo Tutorial
Institucional de Matematica



Conteudo

1 Resultados preliminares
1.1 Resultados basicos . . . .

1.2 Condicoes de otimalidade em forma primal para problemas com restrigoes.

2.1
2.2

2.3
24
2.5

Cone tangente. . . . . ..

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.24
1.2.5

Diregoes vidveis . .
Direcoes de descida
Direcoes tangentes

Cone de Bouligand

Condicoes de otimalidade . . . . . . . .. ... ... .. .. .....

Introducao . . . . . . . ..
Buscas lineares para o caso com restricoes . . . . . . . . .. ...
Busca da minimizacao unidimensional . . . . . ... ... ... ...

221
2.2.2

Busca de Armijo .

Métodos do gradiente projetado

2.2.3 Outras buscas lineares . . . . . . . . .. .. ... .. ... . ...,
Algoritmos . . . . . . ...
Convergéncia . . . . . . .
Experimentos numéricos .

2.5.1

Funcao Dixon-Price

o N

~

12
12

14
15
16
16
16
16
17
17
18
18



1 Resultados preliminares

Nesta secao, apresentamos uma selegao de teoremas e definicoes fundamentais que servirao
como base para o desenvolvimento das ideias e conceitos abordados ao longo destas notas de
estudo.

1.1 Resultados basicos

Teorema 1.1. (Teorema de Weierstrass) Sejam D C R"™ um conjunto compacto nao-
vazio e f : D — R uma fungao continua. Entdao os problemas de minimizar e maximizar f
em D tém solugoes globais.

Demonstragao: Sabemos que qualquer problema de maximizagao
max f(x) sujeito a © € D,

pode ser transformado em um problema de minimizacao equivalente:
min — f(z) sujeito a x € D.

Assim, é suficiente provar a existéncia de um minimizador ou de um maximizador. Mostra-
remos a existéncia de um minimizador.
Como a imagem de um conjunto compacto por uma funcao continua é compacta, {v € R;v =
f(z) para algum z € D} é compacto. Em particular, este conjunto é limitado inferiormente,
ou seja,

—00 <V = ;gjgf(x)

Pela definicao de infimo, para todo k € N existe um z, € D tal que
v < frg) <0+ 1/k.
Passando ao limite quando k — oo, concluimos que

lim f(z,) =7. (1)
k—o0
Como {zx} C D e D é compacto, segue-se que {zx} é um sequéncia limitada. Logo, ela
possui uma subsequéncia {ry,} que converge a um ponto de D:
lim x,, =7 € D.
]*)OO
Pela continuidade de f,

Jj—00
Usando (1), temos que f(Z) =7, i. e., f assume o valor minimo em D no ponto T € D. Em
outras palavras, T é um minimizador global do problema de min f(x) sujeito a = € D.

Definigao 1.2. O conjunto de nivel da funcao f : D — R associado a ¢ € R, é o conjunto
dado por L¢p(c) ={x € D; f(x) < c}.



Corolario 1.3. Sejam D C R™ e f : D — R continua no conjunto D. Suponhamos que
eziste ¢ € R tal que o conjunto de nivel Ly p(c) seja nao-vazio e compacto. Entao o problema
de minimizar f em D possui uma solucao global.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.1, o problema min f(z) sujeito a © € Ly p(c) tem uma
solucao global, digamos Z. Para todo ponto x € D \ Ly p(c), temos que f(z) > ¢ > f(Z), o
que mostra que T ¢ um minimizador global de f nao sé em Ly p(c), mas também em D. O

Definigao 1.4. Dados conjunto D C R™ e ponto x € R", uma projecdo (ortogonal) de x
sobre D € uma solucao global do problema

min ||y — x| sujeito a y € D. (2)

Em outras palavras, a projecao de x sobre D é um dos pontos de D que é mais prorimo de
x. Dependendo das hipoteses sobre o conjunto D, pode haver mais de um ponto com esta
propriedade, um unico ponto ou nenhum.

Exemplo 1.5. Casos de existéncia da projecdo:
e Todo ponto da esfera D = {y € R™; ||ly|| = 1} € uma projecdo da origem x = 0 sobre D.
e A projegio de x =1 sobre D = [—1,0) ndao existe.
e A projecio de x =1 sobre D = [—1,0] € o nico ponto T = 0.

Teorema 1.6. (Teorema da projecao)

(a) Seja D C R™ um conjunto fechado. Entao para todo ponto x € R"™, uma proje¢ao de x
sobre D existe.

(b) Se, além de ser fechado, o conjunto D é convexo, entdo para todo x € R™ a projecdo
de x sobre D, denotada por Pp(x), € inica. Além disso, T = Pp(x) se, e somente se,

€D (z—7,y—7) <0, VyeD. (3)
Também tem-se que

1Po(x) = Po@)ll < lle — yll, Yo € R", Wy € R™. (4)

Demonstragao:
(a) Fixemos z € R™ arbitrario. Seja
fiR" =Ry, f(z) =y —=|.
Evidentemente, f é continua no R" e
Lsp(c)=DnNB(zx,c),

onde
B(z,c) ={y e R"|ly —z[| < c} = {z € R"; f(z) < ¢},
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ou seja, o conjunto de nivel L p(c) é a intersegao do conjunto fechado D com o conjunto
compacto B(xz,c). Portanto, L p(c) é compacto. Além disso, para ¢ > 0 suficiente-
mente grande, é 6bvio que a bola B(x, ¢) contém pontos de D. Logo, L p(c) # &. Pelo
Corolario 1.3 temos que o problema de minimizar f em D possui uma solugao global.
Assim, a projegao de x sobre D existe (pela defini¢cao de projecao de = sobre D).

Sejam T uma soluc¢ao do problema (2) e y € D qualquer. Como T € D e D é convexo,
temos pela definigdo de combinagao convexa que (1 — a)Z + ay = z(«a) € D para todo
€ (0,1]. Temos, entao, que ||z — Z|| < [z — z(a)|| = ||z — (1 — )T + ay)|| =
lz =%+ 0T + ayl| e |z — 2(a)|| 2 [l — 2| = |z — z(a)[* = |z — Z||*. Assim,
0= [lo—7|° = [lo — z(a) |
=z —zZ|* - |z — T+ 7 — 2(a)
=z —7|° = (@ = 7) + @ — z(a)|”
=z =7|° = (lz = Z|* + 2(z - 2), (@ — 2())) + [T — () [I")
=—2((z - 7), (@ - z(a))) — |7 — 2(a)
=2((z = 7), (2(a) = @) — |2(e) — 7|
=2((z-7), (1 - )T+ ay — 7)) — [|(1 — )7 + ay — 7"
=2((z - 7), (—aT + ay)) — || — o7 + oy’
=2a((z =), (y = 7)) — lle(y — )|
=2a((z — @), (y — 7)) — *|ly — 7

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por 2« > 0, temos

I*

0> (x -7y —7) - Sy -7
Passando ao limite quando o« — 0+, obtemos
0> (x—7,y—7),
sendo que y € D era arbitrario.
Suponhamos agora que um certo T satisfaca (3). Entao, para todo y € D,
0> (z—2,y—71)
= (z,y) — (T,y) — (2,7) + (7,7)
= S (2(r,5) — 27} — 200,7) + 2(7,7))

=5z, 2) = (2,7) = (T, 2) + (@, 7) + (4, 9) — (4, T)
—(T—y) +(@,7) — (r,2) +(2,9) + (¥, 2) — (¥, 9))

1 _ _ _ _
1 _
= 5(llz - 7| + ly = zl* - [z — yII*)
1 _
2 5(lz = z)? = llz = yll*).



Agora, vamos mostrar que a projecdo é unica. Seja T alguma outra solugao de (2).
Usando (3) para T com y = & € D e para & com y =T € D, temos

(x—7,20—-7)<0e(z—2,7—2)<0= —(v—2,2—7) <0.

Somando, obtemos que

0>(x—-7,2—-7)—(x— 2,2 —7T)
=(r—T—(x—2),2—7)
(t—7,2 —T)
= ||z — =

Logo, z = 7.

Por fim, vamos provar (4). Como Pp(z) € D e Pp(y) € D, usando (3) duas vezes (para
x e y respectivamente), obtemos

(z — Pp(x), Pp(y) — Pp(x)) < 0= —(z — Pp(y), Pp(x) — Pp(y)) <0,
{y = Pp(y), Po(x) — Pp(y)) < 0.

Somando as duas desigualdades, temos que

> (y — Pp(y), Pp(x) — Pp(y)) — <$—PD(y)aPD( ) — Pp(y))

= (z — Pp(z) - (y—PD( ), Pp(y) — Pp(x))
= ((y —x) + (Pp(z) = Pp(y)), Po(x) — Pp(y))

= (Pp(x) — Pp(y), Pp(x) — Pp(y)) + (y — =, Pp(x) — Pp(y))
1Pp(x) = Po)|I* + (y — , Pp(x) = Pp(y)).
Entdo temos 0 > [|[Pp(z) — Pp(y)||* + (y — =, Pp(x) — Pp(y)) = —(y — @, Pp(z) —
Pp(y)) > [|Pp(z) — Pp(y)lI* = (z — y, Po(z) — Pp(y)) > | Pp(z) — Po(y)|* = 0.

Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

| Pp(x) = Pp(y)lllly — zll > [{(z —y, Pp(z) — Pp(y))|
> (z —y, Pp(v) — Pp(y))
> ||Pp(z) — Pp(y)|*.

Se Pp(z) = Pp(y), (4) vale trivialmente. Caso contrério, obtemos (4) dividindo os dois
lados da desigualdade acima por || Pp(z) — Pp(y)|| > 0.

O
Teorema 1.7. (Teorema do Valor Médio) Vule o sequinte

(a) Se para x,y € R™ uma funcio F : R™ — Rl ¢ continuamente diferencidvel no intervalo
{x+ty |t €[0,1]}, entdo

F(zx+vy) = F(x) +/0 F'(x + ty)y dt.
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(b) Se f:R™— R ¢ continuamente diferencidvel num conjunto convexo e aberto Q C R™,
entao para todo x,y €  eziste t € [0, 1] tal que

fly) = f(z) =(Vf(ter + (1 -t)y),y — ).

Lema 1.8. Seja f : R" — R uma fun¢ao diferencidvel no R™, com gradiente Lipschitz-
continuo no R™ com modulo L > 0. Entao

£+ 9)— £() —~ VF)Ty] < 22

I

, Vo, y € R™.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.7 (a), temos que f(z +vy) = f(z) + fol Vf(x+ty)Tydt.
Assim,

@ +y) — f@) = V@) y] = |f@) + / Vi@ tg)Tydt — flx) - Vi)Y
.y / Vi@ + ty)Tydt — Vi) Ty
~ / (Vf(x+ty) — V() Ty di]

1
< [ 1V G+ t9) = V@) ol
0
Pela Desigualdade de Cauchy-Schawrz, temos que
1 1
[ 1V ) = V@) sl < [ IV5 o+ ) - V@)l de.
0 0

Além disso, temos (por hipétese) que V f é Lipschitz-continuo no R", ou seja, ||V f(x +ty) —
V@)l < Lil(x + ty) — xf| = Lllty[| = Lt[ly[], logo

1 1
/ IV +ty) — V@) Iyl df < / Lty dt
0 0

12 !
= |L—||y|]?
{ 2||y||}

_ Lyl
s

0

O

Teorema 1.9. (Caracterizacoes de fungoes convexas diferencidveis) Sejam ) C R"
um conjunto convexo e aberto e f : Q — R wma funcdao diferencidvel em Q). Entdo, as
propriedades sequintes sao equivalentes:

(a) A funcdo f é convera em §);
(b) para quaisquer z,y € €2,
fy) = flx) + (Vf(xp),y — ).

Demonstragao: Veja a demonstragao em [2, Teorema 3.4.30].
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1.2 Condicoes de otimalidade em forma primal para problemas
com restrigcoes. Cone tangente.

Vamos considerar agora um problema no formato geral

min f(x) sujeito a x € D (5)

onde D C R"™ é um dado conjunto (nao vazio) cuja estrutura por enquanto nao é especificada,
e f:R" — R ¢ a funcao objetivo.

A fim de desenvolver as condigoes de otimalidade no caso de problemas com restri¢oes, preci-
samos estudar nao s6 o comportamento da fungao objetivo numa vizinhanca de uma solugao
(como no caso irrestrito), mas também a estrutura do conjunto viavel nessa vizinhanga. As
nocoes de direcoes viaveis e direcoes tangentes sao fundamentais neste contexto e sao muito
importantes para um entendimento correto das condigoes de otimilidade. Para introduzir
conjuntos de direc¢oes, a seguinte noc¢ao € til.

Definicao 1.10. Um conjunto K C R"™ chama-se cone quando ele contém todos os multiplos
nao-negativos de seus elementos:

de K =tdec K VteR,.

Pela definigao, se K é um cone nao vazio, necessariamente 0 € K (basta tomar ¢t = 0). Alguns
exemplos de cone sao: o espaco R", qualquer subespaco de R" e o ortante nao-negativo R}
Informalmente, um cone é um conjunto de direc¢oes, veja Figura 7. Um cone nao vazio sempre
é ilimitado, com exce¢ao do cone trivial {0}. Um cone pode ser nao fechado, por exemplo
{r e R|x; >0,i=1,2,--- ,n}.

Figura 1: Exemplos de cones.

1.2.1 Direcgoes viaveis

Definicao 1.11. Dizemos que d € R™ é uma direcao vidvel em relacao ao conjunto D no
ponto * € D, quando existe € > 0 tal que

T4+tde D Vtele].



Denotamos por Vp(T) o conjunto de todas as dire¢oes vidveis em relagdo ao conjunto D no
ponto T € D. A Figura 2 ilustra a definicao de diregoes vidveis.

d2

Figura 2: As diregoes d; e ds sao vidveis em relagao ao conjunto D no ponto T € D. Por exemplo, tem-se
que T + tdy € D para todo t € [0,¢].

Para D C R" e T € D quaisquer, o conjunto de diregdes viaveis Vp(T) sempre é um cone, ja
que se T+td € D para todo t € [0,¢] entdao T+t(ad) € D paratodo a > 0etodot € [0,¢/al.
Além disso, o cone Vp(T) sempre é nao-vazio (pelo menos, 0 € Vp(7)). Para T € int D,
temos que Vp(T) = R™.

1.2.2 Direcoes de descida
Em relacao ao comportamento da funcao objetivo, a seguinte nocao é fundamental.

Definicao 1.12. Dizemos que d € R™ é uma direcao de descida de f : R™ — R no ponto
T € R", se existe ¢ > 0 tal que

f@+td) < f(z) Vte(0,¢).

Denotamos por D(T) o conjunto de todas as diregoes de descida da funcao f no ponto 7 € R”™.

E claro que o conjunto Dy(Z) pode ser vazio (por exemplo, este o caso quando T é um
minimizador irrestrito de f, mesmo que seja local). Quando D;(T) é ndo-vazio, ele ndao é um
cone (porque 0 ¢ D¢(T)). No entanto, o conjunto D¢(Z) U0 é um cone nao-vazio.

Exemplo 1.13. Se Dy(%) = 0 entdo nada podemos falar sobre cl Dy(T). Se Dy(T) # 0
entio cl Dg(T) (o fecho do conjunto D¢(T)) € um cone que € nao vazio. Para provar isto,
basta mostrarmos que 0 € cl Dy(T), i. e., que existe {d} € Ds(T) tal que {dr} — 0. Se
Ds(x) # 0 entao eziste d € Dy(T) tal que para todo t € (0,¢), come >0, f(T +td) < f(T).
Tome t, = %, entao d, = tpd = %d € Dy(z). Fazendo t — 0+, temos limd;, = 0. Logo,
0ecl Df(f)

Lema 1.14. (Diregées de descida) Seja f : R™ — R uma fungdo diferencidvel no ponto
z € R". Entao:

(a) Para todo d € Dy(T), tem-se que (Vf(T),d) < 0.
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(b) Se d € R™ satisfaz (V f(T),d) <0 tem-se que d € D(T).
Demonstracao: Seja d € Dy(z). Para todo ¢ suficientemente pequeno,

f(@+td) = f(Z) + (Vf(T),d) + o(t)
= f(T+td) — f(ZT) =t((Vf(T),d) +o(t)/t) <0

Dividindo ambos os lados da desigualdade por t e passando ao limite quando ¢t — 07, obtemos

0>t((Vf(@),d)+o(t)/t) = 0> (V[f(T),d)+o(t)/t
= 0> lim (Vf(Z),d) + o(t)/t

t—0t

= 0= (V[f(T),d)
Isto prova o item (a).

Suponhamos agora que (V f(Z),d) < 0. Temos que

f@+td) = f(7) = t(Vf(T),d) + oft)/t).

Em particular, para todo ¢t > 0 suficientemente pequeno, temos

(VF(@).d) -+ ot)/t < (Y (7). d) < 0.

o que implica que f(T +td) — f(T) < 0, ou seja, d € Dy(T).

0J
Se T € D é um minimizador local do problema (5), entdo nao pode existir uma dire¢ao de
descida de f no ponto T que ao mesmo tempo seja viavel em relagao ao conjunto D. Temos
isso porque

e se T € D é um minimizador local, entdo D;(T) = () (ndo existem dire¢oes de descida).
Veja um exemplo na Figura 3.

e se T pertence ao contorno de D, entdo Dy(T) # 0, porém para qualquer ¢t € R, e
d € Dy(T) temos T+ td ¢ D, logo essas dire¢des nao serdo vidveis. Veja um exemplo
na Figura 4.

Isto implica, necessariamente, que D¢ (T) N Vp(T) = 0. Pelo Lema (1.14), temos entao que
(Vf(®),d) >0 VdeVp(T).

No entanto, esta condi¢ao(mesmo sendo matematicamente correta) nem sempre fornece in-
formagao til, pois o conjunto de diregoes vidveis Vp(T) pode conter apenas o vetor nulo em
muitas situagoes naturais (e nestes casos a condi¢ao dada vale trivialmente, ou seja, nao de-
pende da fungao f e da otimalidade ou ndo do ponto Z). Por exemplo, para a esfera unitéria
D = {z € R"; ||z|| = 1}, temos que Vp(Z) = 0 para qualquer T € D.



(, f(z))

(=, £ (z))
D = [1,10] d D = [5,10]
Figura 3: Minimizacao de f(z) = ‘%2—17—&—5 Figura 4: Minimizagao de f(x) = %—:c+5
em D = [1,10]. Observa-se que o conjunto em D = [5,10]. Observa-se que d ¢ uma
de direcoes de descida de f em relacdo ao direcao de descida em relagao ao ponto @,
ponto T é vazio. mas nao é uma dire¢ao viavel neste ponto.

]

T+ ed

D

Figura 5: Para a esfera D, quando T € D eT+ed € D, onde € > 0 e d # 0, tem-se que T + td ¢ D para
todo t € (0,¢). Logo, d =0 é a tinica direcao vidvel.

Isto mostra que considerando s6 as diregoes viaveis nao conseguiremos captar a estrutura
local de um conjunto ”com curvatura” (principalmente quando o interior do conjunto é vazio).
Para obter uma descrigao mais informativa, precisamos considerar as direcoes tangentes, que
introduziremos a seguir.

1.2.3 Direcoes tangentes

Definimos a distancia entre um ponto x € R™ e o conjunto D C R™ como
dist(xz, D) = inf ||y — z||.
(,D) = inf [}y — ]
Definicao 1.15. Dizemos que d € R™ € uma direcao tangente em relagdo ao conjunto D no

ponto T € D quando
dist(T +td, D) = o(t), t € R,.

A propriedade o(t) significa que quando ¢ — 0+, dist(T + td, D) é de ordem menor que t, o
comprimento do passo na direcao d a partir de 7.
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Figura 6: d é uma diregio tangente em relacdo a D em T. No desenho, ||d|| = 1 e, portanto, a distancia
entre os pontos T e T+td é igual a t. Quando t — 0+, dist(T+td, D) é de ordem menor que ¢, 0 comprimento
do passo na diregao d a partir de T.

Denotamos por Tp(T) o conjunto de todas as diregoes tangentes ao conjunto D no ponto
T € D. Assim, temos que

Vp(Z) C Tp(T),

isto é, todas as diregbes vidveis sdo tangentes, pois para d € Vp(T) temos dist(T +td, D) =0
para todo t > 0 suficientemente pequeno. Note que a reciproca nao vale, pois existem dire¢oes
que serao tangentes, mas que nao serao diregoes viaveis.

Além disso, o conjunto de todas as diregoes tangentes em relagao ao conjunto D no ponto
T € D é um cone, chamado cone tangente (em relacao ao conjunto D no ponto T € D).
Como 0 € Tp(T), segue-se que o cone tangente sempre é nao vazio.

Informalmente falando, o cone tangente pode ser pensado como a uniao de todas as diregoes
vidveis e diregoes “quase vidveis” (no sentido de que para um passo da diregao quase vidvel
a violagao de viabiliade é de ordem menor do que o comprimento do passo).

Se T € int D, tem-se que Vp(Z) = Tp(T) = R". Por exemplo:

Observamos que, de forma equivalente, o cone tangente também pode ser definido como

7—D(f) = {d e R" | V{tk} C Ry, {tk} — 0+, H{dk} C R, {dk} — d;T + tpd, € D,Vk € N}

11



T + trd.
T+ fg(l]g
T+ f[([|

Figura 7: Tlustracao da segunda definicdo de cone tangente: T + tidy € D, para todo k € N, {t;} — 0+ e
{dp} = d € Tp(T).

Para ver isto, notamos que para todo {t;} C Ry, {tx} — 0+, temos

dist(T + trdy, D) < |[(T + txd) — (T + tedy)|| = tr||dx — d|| = o(ty).

1.2.4 Cone de Bouligand

Outra nocao 1til (um pouco mais geral do que a do cone tangente) ¢ a do cone (tangente)
de Bouligand:

Bp(Z) ={d € R"|3{tx} C Ry, {tx} — 0+; dist(T + txd, D) = o(ty)},
ou, de forma equivalente
Bp(Z) ={d € R"|3H{tx} C Ry, {tx} — 0+, 3F{di} C R",{dx} — d,tais que T+txdy € D,Vk € N}.
Comparando as defini¢oes acima, temos que, em geral,
0€Vp(T) C Tp(T) C Bp(T). (6)
Observagao 1.16. No caso em que T € intD temos que Vp(T) = Tp(T) = Bp(T) = R".

Observagao 1.17. Quando T é wm ponto isolado do conjunto D, tem-se que Vp(T) =

Tp(7) = Bp(7) = {0}.

A importancia do cone de Bouligand deve-se ao fato de que é ele que aparece de maneira mais
natural no desenvolvimento de condi¢oes necessarias e suficientes de otimalidade de primeira
ordem. O resultado a seguir mostra o papel do cone Bp(Z) nas condigoes de otimalidade.

1.2.5 Condicgoes de otimalidade

Teorema 1.18. (Condicao necessdria em forma primal) Sejom D C R" e f : R* — R
uma funcao diferencidvel no pontox € D. SeT™ é uma solucao local do problema de minimizar
f em D, entdo

(VF(@),d) > 0, ¥d € Bp(7). (7)

Demonstracao: Para d =0 € Bp(T), teremos (f'(Z),d) = (f'(Z),0) = 0 e vale a condicao
(7). Fixemos d € Bp(T) — {0} arbitrério e as sequéncias associadas {t,} C Ry — {0} e
{di} C R" tais que {tx} — 0+, {dx} — d (k — o0) e T + txd, € D para todo k.
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Como T é um minimizador local de (5), temos que T + tydy, € D e {T + tydr} — T com
(k — o0), para todo k suficientemente grande temos que

0 < f(T + tedr) — f(T) = t(Vf(T), dr) + o(trl|dr]|)

Vamos tomar t;||dx|| = s e dividir ambos os lados da desigualdade acima por t; = —sz” :
k
Sk —
0< (VF(T),dr) + o(sk)
|||
o(s
=0 < (97(2),d) + | 22

Passando o limite quando k& — oo, obtemos

que é (7), que querfamos provar.
]
Observamos que se T é um minimizador local de f em D, entao (7) implica a condigao

(Vf(T),d) >0 Vde Tp(),

ja que Tp(T) C Bp(T). No entanto, esta condi¢ao é mais fraca, considerando que nem sempre
os dois cones sao iguais.

Teorema 1.19. (Condi¢oes de otimalidade de primeira ordem no caso de con-
junto vidvel convexo) Sejam D C R™ um conjunto convezo e fechado, e f : R" — R uma
fungao diferenciavel no ponto * € D. Se T é um minimizador local de f no conjunto D,
entao

(f(T),z—7) >0, Vx € D, (8)

ou, equivalentemente,
T = Pp(T — af'(T)), Va € R,. 9)

Se f é uma fung¢ao convexa, T € D e vale (8) (ou (9)), entao T é um minimizador de f em
D. Além disso, neste caso (8) e (9) sio equivalentes a sequinte condi¢Go:

T = Pp(T — af'(T)) para algum a > 0. (10)

Demonstragao: Note que {d € R"|d = x — T,x € D} é um conjunto de dire¢oes vidveis,

pois sempre ocorre x — T € D, entdo {d € R"|d = v — T,z € D} C Vp(T). Por (6) temos

também que {d € R"|d =x — 7,z € D} C Vp(T) C Bp(T). Além disso, pelo Teorema 1.18,
(f'(z),d) > 0 para todo d € Bp(T). Logo, vale

(Vf(T),z—7) >0, Vx € D. (11)

Para mostrarmos que (8) é equivalente a (9) utilizaremos também a hipétese de D ser um
conjunto fechado. Seja  um minimizador local de f no conjunto D. Fixemos a € R,
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qualquer. Pelo Teorema de Projecao, utilizando a rela¢do (3) com x =7 — aVf(T) e y =
T € D, temos

(T —aVf(@) — Pp(T—aVf@),T— Pp(T—aV(T))) <0
(T~ Pp(T — aV(@).T — Pp(T — aV (@) < —(~aV (). — Po(T — 0V (@)
De onde obtemos
7~ Po(F — aVf@)|> < a{V /@), T~ Po(T — aV f(T))). (12
Como Pp(T — aV f(Z)) € D, pela desigualdade (11) temos que

(Vf(@),Pp(—aVfT)—7)>0= (Vf(T),T— Pp(T—aVf(T))) <O.
Como a > 0, de (12) segue que

Iz = Pp(@ — aVf(@)|* <0
=T~ Pp(@ - aVf(@)|* =0
=7 = Pp(T = aVf(@)]| =0
—=Pp(T —aVf(T))="1.

Se T ¢ um minimizador (8) e (10) s@o satisfeitas por (12) e (9) respectivamente. Suponhamos
que valha (8). Usando o item (b) do Teorema 1.9, obtemos que para qualquer x € D,

f(x) = (@) +(V[(@),2 -7) > [(7T),

i. e., T é um minimizador global.
Suponhamos que (10), i. e., T é uma solugao do problema

min 1 (z) sujeito a x € D,
onde '
Y(@) = 5lle — (T - aVf(@)|* a> 0.
Por (11), Vo € D, tem-se que
0< (@), 2 —F) = @ — (T —aVf@),z—T) = a(Vf(T)x—T)

Como a > 0, vale (8). Como ja mostramos, isto implica que T é minimizador global.

2 Métodos do gradiente projetado

Nesta secao, trataremos de um método para problemas de otimizacao com restrigoes no
caso em que o conjunto viavel (o conjunto de todas as solugbes possiveis que satisfazem as
restrigoes do problema) tenha descricao abstrata, isto é, é definido por um conceito e nao
listado explicitadamente:

min f(x) sujeito a x € D, (13)

onde f:R"™ — R é uma fungao diferenciavel e D C R"™. Vamos considerar que o conjunto D
possui estrutura simples, isto é, D é pelo menos convexo e fechado.

14



2.1 Introducao

Com frequéncia, problemas com restrigoes simples aparecem como subproblemas em métodos
para resolucoes de problemas com restrigoes mais complexas. Notamos que quando o conjunto
D é convexo e fechado, para todo ponto z € R™ existe uma projegao Pp(x) de = sobre D que
¢ tnica (veja o Teorema 1.6).

Relembramos também que o ponto T € D é um ponto estacionério do problema (13) quando

(V(T),2 —T) > 0,Yz € D, (14)
ou, equivalentemente,
Pp(z —aVf(T) =T (15)

para algum « > 0. Mais ainda, a validade de (15) para algum « > 0 implica a validade desta
relacao para todo a > 0.

M¢étodos do gradiente projetado podem ser pensados como uma combinagao natural de Métodos
do Gradiente para otimizacao irrestrita com projecao de iterandos assim obtidos no conjunto
viavel do problema. Isso resulta no esquema seguinte:

Tpy1 = Pp(rp — apV (7)), k=0,1,... (16)

onde zy € D, e os parametros de comprimentos de passos «ay > 0 sao calculados utilizando
extensoes de técnicas de busca linear vistas no capitulo anterior para o caso com restrigoes.
Em particular, o valor de comprimento de passo é calculado para obter decréscimo da funcao

or Ry = R p(a) = f(r(a)),

onde

xp(a) = Pp(ap — aV f(xy)) (17)

é o arco da projecao (veja Figura 8).

Figura 8: O arco de projegao zy(«) para o caso da minimizagao unidimensional, com « € [0, &].
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2.2 Buscas lineares para o caso com restricoes

Discutiremos brevemente sobre duas buscas lineares aplicadas em problemas com restrigoes.

2.2.1 Busca da minimizacao unidimensional

No caso da minimizacao unidimensional, oy, é uma solucao do problema
min ¢ (a) sujeito a o € Ry, (18)

ou do problema
min @ (a) sujeito a a € [0, 4],

onde & > 0 é um parametro.

Observacao 2.1. No entanto, como no caso irrestrito, as regras de minimiza¢ao unidimen-
stonal nao sao muito atrativas do ponto de vista prdtico, pois a resolucao de um problema
unidimensional em cada iteracao de um método, mesmo que seja inexata, € relativamente
cara. Mais ainda, cabe frisar que o nosso objetivo eventual tem a ver com minimizag¢ao de
f no R™, e nao numa semireta (fira na itera¢ao k). Por isso, ndo vale “perder tempo”
insistindo em resolver o problema unidimensional (18) com precisio. Na prdtica, outras re-
gras de busca linear (desenvolvidas a segquir) sdo mais tteis e mais usadas. FEssencialmente,
elas buscam assequrar decréscimo suficiente da funcgao f em relagio ao valor f(xy), sem se
preocupar com a resolu¢do do problema (18) em si.

2.2.2 Busca de Armijo

Mais interessantes sao as extensoes da regra de Armijo. Isto pode ser feito, por exemplo, pelo
mesmo esquema que foi considerado anteriormente, substituindo a condicao de Armijo por

flap(a)) < flae) +n(V f(z), mrla) — o) (19)

f(Pp(zy —aV f(xr)) < floe) +n(V f(zr), Po(zr — aV f(xr)) — zp).

Relembramos que, para comegar o processo, devem ser escolhidos um parametro n € (0,1),
valor inicial do comprimento do passo & > 0 e o parametro de reducao do passo 6 € (0,1).
Em particular, oy é calculado como o maior entre todos os nimeros de forma a = a#,,
com s € N, satisfazendo a desigualdade (19). Como é fécil ver, no caso quando D = R", a
desigualdade (19) se reduz a condi¢ao de Armijo no caso irrestrito.

2.2.3 Outras buscas lineares

Existem também varias modificagoes da busca de Armijo, por exemplo, similares a busca de
Goldstein.

Poderiamos considerar também a busca de comprimento de passo fixo, onde «ap = @ para
todo k, com @ > 0 fixo.
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2.3 Algoritmos

Apresentamos, a seguir, o algoritmo do método do gradiente projetado e o algoritmo do
método do gradiente projetado espectral, baseado em [1].

Algoritmo 1: METODO DO GRADIENTE PROJETADO

1 Tome um ponto inicial xg € D e k := 0.

2 Escolha umas das trés buscas de calculo de comprimento do passo a ser utilizada, e
os parametros associados: no caso da minimizagao unidimensional, & > 0 (ou
& = +00); no caso da busca de Armijo, & > 0, 1,6 € (0,1); e no caso de
comprimento do passo fixo, a > 0.

3 Calcular oy, de acordo com a busca escolhida.

4 Calcular 244, utilizando a férmula (16).

5 Tomar k := k 4 1 e retornar ao passo 1.

Observamos que se para algum k o ponto z; é estaciondrio para o problema (13), entao o
método gera r = g1 = ..., para qualquer que seja comprimento do passo z, (na préatica,
o método para, é claro). Notemos também que para D = R", um método do gradiente
projetado se reduz ao método do gradiente (irrestrito) correspondente.

Algoritmo 2: METODO DO GRADIENTE PROJETADO ESPECTRAL

Tome um ponto inicial o € D, ¢ > 0 e faca k := 0.
Se ||Pp(xr — Vf(zr)) — xx]| < € entdo pare.
Calcule ay, por (19).

Thy1 = PD<£L‘k - oszf(xk))

Tomar k := k + 1 e retornar ao passo 2.

oUW N

2.4 Convergéncia

As propriedades de convergencia de métodos do gradiente projetado sao muito parecidas com
as propriedades de métodos do gradiente.

Na andlise a seguir, a seguinte desigualdade tem um papel importante:

(V (), 7)) < é”xk(a) _al? Ya>o. (20)

Para provar esta desigualdade, notamos que para todo a > 0,

(V1 (@), 2(a)) = Z(Vf (), 2il@))

— é(an(xk),xk(oz) + 2 — Tp).

Lema 2.2. Sejam D C R™ um conjunto fechado e convexo, e f : R" — R uma funcao

diferencidvel no R™, com derivada Lipschitz-continua no R™ com mddulo L > 0. Entdo para
qualquer x, € R™ a desigualdade (20) € satisfeita para todo o € (0,@), onde @ =2(1—mn)/L.
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2.5 Experimentos numéricos
2.5.1 Funcao Dixon-Price

A funcao Dixon-Price, de dimensao n, é definida por

fla) = (z1— 1)+ > i(22] — ;)% (21)

=2
O minimo global de (21) é dado por
f(@) =0, em a:’i:2_227;2,parai:1,27...,n. (22)
Nos testes numéricos, foi delimitado o conjunto vidavel D = {x € R*|(a,z) = 0}, onde
1
a € R" {0} de forma que a; = ———, ay =1 e a; =0, para i = 3,4, ..., n.

V2
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