PETIMAT

Programa de Educagéao Tutorial
Institucional de Matematica

Notas de estudo

Estudos teodricos sobre o Método do Gradiente

Maria Clara Brito dos Reis

Vitoria da Conquista, 2023




Conteudo

1 Nocoes introdutoérias 2
1.1 Definigoes preliminares . . . . . . . . . ... 2
1.1.1 Conjunto Compacto . . . . . . . . . . ... 2
1.1.2  Ponto de acumulacao . . . . . . . . .. ..o 2
1.1.3 Ponto estacionario . . . . . . . . . .. ..o 2
1.1.4 Produtointerno . . . . . . .. ..o 2
1.1.5 Matriz nao-singular . . . . . . .. ... Lo 2
1.2 Fungoes . . . . . . e 2
1.2.1  Fungoes diferenciaveis . . . . . . . . . ..o 2
1.2.2  Fungoes Lipschitziana . . . . . . . .. ... ... ... 3
1.2.3 Fungoes Convexas . . . . . . . . . . .o 3
1.3 Resultados Importantes . . . . . . . . . ... ... . 3
1.3.1 Teorema de Bolzano - Weierstrass . . . . . . .. ... .. ... .... 3
1.3.2 Teorema do Valor Médio . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 3
2 Introducao & Otimizacgao Irrestrita 4
2.0.1 Minimizador global . . . . . .. ... 0o 4
2.1 Condigoes de otimalidade para casos irrestritos . . . . . . . .. .. ... ... 4
2.1.1 Teorema (Welerstrass): . . . . . . . . .. v v vt 4
2.1.2 Teorema . . . . . . . .. 4
2.2 Métodos de descida . . . . . . ... 4
2.2.1 Direcao de descida . . . . . . . ..o 5
2.2.2  Teorema (Diregdes de descida) . . . . . . . ... ... 5
3 Taxas de convergéncia 5
4 Buscas Lineares 6
4.1 Armijo . . ... 6
4.1.1 Lema (A regra de Armijo estda bem definida) . . . . .. ... ... .. 6

4.1.2 Lema (Cota inferior para o valor do comprimento de passo dado pela
regra de Armijo) . . . ... 7
4.2 Goldstein . . . . . . 8
4.3 Wolfe . . . . . . 8
5 O Método do Gradiente 8
5.1 Algoritmo . . . . . ... 8
5.2 Convergéncia global do método do gradiente I . . . . . . ... .. ... ... 9
5.3 Convergéncia global do método do gradiente IT . . . . . . ... .. ... ... 9
5.4 Convergéncia global do método do gradiente no caso convexo . . . . . . . .. 10



1 Nocgoes introdutoérias

1.1 Definicoes preliminares
1.1.1 Conjunto Compacto

Dizemos que um conjunto X é compacto quando:
i) para todo x € X, temos a < z < b, fixados a,b € R
ii) toda sequéncia de pontos x,, € X converge para um ponto ¢ € X.

1.1.2 Ponto de acumulacgao

O ponto a € R é um ponto de acumula¢ao do conjunto X C R quando, para todo € > 0,
tem-se X N (a —€,a+ ¢€) # {a}.

1.1.3 Ponto estacionario

Seja f: R™ — R. O ponto x € R" é ponto estaciondrio de f se as derivadas parciais de f
nesse ponto sao nulas ou nao existem.

1.1.4 Produto interno

Um produto interno sobre o conjunto V' é uma funcao associa cada par de vetores vy, v, € V
um namero real, denotado (vq, v2), que satisfaz as seguintes condigoes para todo vy, va, v3 € V:
1) <U1,U1> Z 07

ii) (vy,v1) = 0 se, e somente se, v; = 0;

iii) (o, v9) = avy, v2), @ € R;

iV) <U1 + U2,1)3> = <U1, U3> + <U2,Ug>;

v) (v, v2) = (v2,v1);

1.1.5 Matriz nao-singular

Dada uma matriz A de ordem nxn. Dizemos que A é nao-singular se e somente se det(A) # 0,
onde det(A) denota o determinante de A. Em outras palavras, uma matriz nao-singular é
aquela que possui uma inversa multiplicativa, ou seja, pode ser invertida.

1.2 Funcoes

1.2.1 Funcgoes diferenciaveis

Uma fungao f : U — R, definida no aberto U C R", é diferencidvel em a € U quando para
todo v = (ay, ..., ) tal que a + v € U, tem-se

rlv) _
|

fla+v)=fla)+> 1, %(a) o +1(v), em que limpy 0 7 =0

|v



1.2.2 Funcoes Lipschitziana

Uma fungao f : X — R chama-se lipschitziana quando existe uma constante k > 0 (chamada
constante de Lipschitz da funcao f) tal que

[f(2) = f(y)| < klz =yl

sejam quais forem z,y € X. A fim de que f : X — R seja lipschitziana é necesséario e

suficiente que o quociente % <k.

1.2.3 Fungoes Convexas

Uma fungao f : R” — R ¢é considerada convexa se, para todos x,y no dominio da fungao e
para todo ¢ no intervalo [0, 1], a seguinte desigualdade é satisfeita:

flz+ 1 —t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y)

Isso significa que a funcao esta localizada abaixo do segmento de linha que conecta os pontos
f(x) e f(y) para todos os pontos x e y no dominio da fungao e para qualquer valor ¢ entre 0
el.

1.3 Resultados Importantes
1.3.1 Teorema de Bolzano - Weierstrass

Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia convergente.

1.3.2 Teorema do Valor Médio

Se para x,y € R uma fungao F : R® — R! ¢ continua no intervalo {z + ty|t € [0,1]} e
diferenciavel em {x + ty|t € (0,1)}, entdo:

|F(z +y) = F@)l| < supe [[F' (= + )] [yl



2 Introducao & Otimizacao Irrestrita

O conceito de Otimizagao refere-se ao processo de encontrar os pontos minimos e/ou maximos
globais de fungoes. Em termos formais, a Otimizacao I[rrestrita consiste em resolver problemas
do tipo

min f(x), sujeito a x € R", em que f: R" - R (1)

2.0.1 Minimizador global

Dizemos que o ponto = € ) é minimizador global de (1), se
f(@) < fle),Vze

Para encontrar o minimizador global de f, recorremos a diferentes métodos com o objetivo
de gerar uma sequéncia que convirja para . Esses métodos comegam com um ponto ini-
cial xg, frequentemente chamado de "chute", e, a partir de diferentes técnicas, obtém um
ponto melhor z1. As informacgoes derivadas dos pontos anteriores definem uma sequéncia que
gradualmente se aproxima da solucao 6tima do problema, isto é, do minimizador .

2.1 Condicoes de otimalidade para casos irrestritos
2.1.1 Teorema (Weierstrass):

Seja a fungao continua f : D — R, em que D C R" é um conjunto compacto nao-vazio.
Entao o problema (1) tem uma solu¢ao global. A implica¢do fundamental do teorema de
Weierstrass é que, sob as condigoes estabelecidas, sempre podemos encontrar uma solugao
global para problemas de minimizagao.

2.1.2 Teorema
Se f: R™ — R é diferenciavel em T € R™, em que 7 é solugao do problema (1). Entéo Z é

ponto estacionario de f.

Definicao: Um algoritmo é dito globalmente convergente quando para qualquer sequén-
cia (%) gerada pelo algoritmo e qualquer ponto de acumulagdo Z de (z*) temos que 7 é
estacionario.

2.2 Meétodos de descida

Para encontrar o minimizador de uma funcao f a partir de uma aproximacao z* da solucao
do problema, buscamos um ponto z*! tal que f(x**!) < f(2*). Para isso, tomamos uma
direcao d* e determinamos um comprimento de passo az > 0 de modo que

fla® + apd®) < f(2").

Essa estratégia de atualizacao dos pontos permite que nos movamos em dire¢ao as regioes
onde a funcao decresca, utilizando uma combinacgao apropriada de direcao e comprimento de
passo para guiar o processo de iterativo em direcao a solugao desejada.
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2.2.1 Direcao de descida

Dizemos que d € R" é uma direcao de descida da funcao f : R"™ — R no ponto v € R", se
existe € > 0 tal que
flx+1td) < f(z)Vt € (0, ¢] (2)

Denotamos por D¢(x) o conjunto de todas as dire¢oes de descida da funcéo f no ponto z.

2.2.2 Teorema (Diregoes de descida)

Seja f : R™ — R uma funcao diferencidvel no ponto x € R". Entao:
a) Para todo d € Dy(x), tem-se (f'(x),d) <O0.
b) Se d € R" satisfaz (f'(x),d) < 0, tem-se que d € Dy(z).

Demonstracao: Seja d € Dy(x). Para todo t > 0 suficientemente pequeno, pela dife-
renciabilidade de f em z,

0> f(x+td) — f(x) =t({f'(x),d) + o(t)/t.

Dividindo ambos lados da desigualdade por ¢ > 0 e passando o limite quando ¢t — 0+,
obtemos 0 > (f'(x),d). Supondo agora que (f'(x),d) < 0. Pela diferenciabilidade de f em
x, temos

f(x+td) = f(z) = t((f'(x),d) + o(t) /1).

Em particular, para t > 0 suficientemente pequeno, temos

(f'(),d) + o(t)/t < 5(f'(x),d) <0

o que implica que d € Dy(x).

3 Taxas de convergéncia

A taxa de convergéncia é essencial para avaliar a velocidade com que uma sequéncia de
aproximacoes converge para a solugao do problema.

A convergéncia linear ocorre quando a distancia entre as aproximacoes sucessivas di-
minui linearmente a cada iteracao. Isto é,

|2kt — 7| < Ok — 7|,

onde C' é uma constante positiva menor que 1 e T é a solugao do problema. Em outras
palavras, a cada iteragao, a aproximacao melhora em uma proporc¢ao constante em relagao a
sua distancia até a solucao. Embora a convergéncia linear represente uma melhoria gradual,
ela pode ser relativamente lenta quando comparada a outras taxas.



4 Buscas Lineares

4.1 Armijo

A regra de Armijo consiste em computar um comprimento de passo que resulta em um
decréscimo suficiente da fungao f em relagdo ao valor f(zy), que garanta convergéncia, isto
é

f@¥ + ad) < f(a*) + ool f/(aF), d")

em que f ¢ diferencidvel no ponto z*, a > 0 e o € (0,1).

4.1.1 Lema (A regra de Armijo esta bem definida)

Seja f : R® — R uma funcao diferenciavel no ponto ¥ € R™. Suponhamos que d* € R"
satisfaca

(f'(z*),d*) <0.

Entao a desigualdade
Fla* +ad¥) < f(*) + ool f/ (o), d

é satisfeita para todo « suficientemente pequeno. Em particular, a regra de Armijo esta bem
definida e termina com um «y, > 0.
Demonstracao: Como a funcio f ¢ diverenciavel no ponto z*, temos

fl@® +adh) — f(a*) =30, g—i(xk) -ad® + r(a) com lim|, 0 % =0
Além disso,
(f'(z"), adr) < 0.
Segue que
flah +ad®) — f(a*) = (f'(e"),ad") + r(a)
= oa(f'(a"),d*) + (1 = o)a(f'(z"),d") + r(a)
= oa(f'(a"),d") + a((1 — o)(f'(a"),d") + r(a)/a)

Note que
(f'(x%), ad®) < oa(f'(a*),d"), o € (0,1).
Logo,
fa* +ad") = f(a*) < oa(f'(a), d").

Interpretacao do Lema: A regra de Armijo produz uma valor a; > 0 aceitavel, apos um
ntmero finito de redugoes do valor inicial a.



4.1.2 Lema (Cota inferior para o valor do comprimento de passo dado pela regra
de Armijo)

Seja f : R” — R uma fungao diferenciavel no R", com derivada Lipschitz-continua no R"
com moédulo L > 0. Se 2, d* € R" satisfazem

(f'(a*),d*) <0,
entao a desigualdade
fa* + ad®) < f(@*) + oa(f'(a"), d)
é valida para todo « € (0, ay), onde

o— / xk k
e = 2o S

Demonstracao: Lema (1.5.7): Seja f : R™ — R uma fungao diferencidvel no R"™, com
derivada Lipschitz-continua no R"™ com mddulo L > 0.
Entao

F+9) — F(@) — {7'(@), )| < Lily|l?/2vz,y € R
Pelo Lema acima, para todo o € R, tem-se que
Pt +ad') — F(a*) < (F/(a¥), ad) + o]
= a({f(a*), d* + Zal|d|]).
Logo, para todo « € (0, ay],
Pt + ad) — F(a) < a((f/(a*), d%) + ol )

g - 1)<f’(xk)7dk>)
LI[d*][?

)+ (0 = D{f' ("), d")

)+ o (f(2"), d) — (f'(2%), d"))

onde a segunda igualdade segue de

& 2e=D(f'(z¥).d")

Interpretacao do lema: O comprimento de passo oy pode ser limitado inferiormente por
um @y > 0, quando a funcao f tem derivada Lipschitz-continua.



4.2 Goldstein

Dados um ponto z*, uma direcao de descida d* € R"{0} e os parametros 0 < <12 < 1, a
Busca de Goldstein consiste em obter um comprimento de passo «a; que satisfaca simultane-
amente as seguintes desigualdades:

f@h) + ora(f'(a"),d") = fa* + ad") (3)

f(@h) + ora(f'(a"), d") < fa* + ad") (4)

Na Regra de Goldstein é adicionada a condigao de Armijo, a desigualdade (4) com o intuito
de descartar comprimentos de passo excessivamente pequenos.

4.3 Wolfe

Adicionalmente, a Regra de Wolfe complementa a desigualdade de Armijo com uma condigao
de curvatura, estipulando que, além da reducao suficiente em f, para 0 < 07 < 09 < 1, 0
comprimento de passo o > 0 deve cumprir

f@* + akdb) < f(a¥) + o0k (f(aF), d*) (5)
(f'(a* + oFdF), d*) > oo(f'(2F), d¥).

5 0O Método do Gradiente

O Método do Gradiente (MG) ¢ um método de primeira ordem que utiliza a diregao do
anti-gradiente iterativamente, com o intuito de minimizar f(z). A atualizagao do ponto z*
para um novo ponto 2**1 ¢ descrita no seguinte esquema

f = 2% — , V f(2%),

onde oy, representa o tamanho do passo e Vf(z*) é o gradiente de f no ponto z*.

5.1 Algoritmo

Algoritmo 1: Método do Gradiente (MG)

1 Tome um ponto inicial 2° € R" e € > 0.
2 Defina k = 0.

3 Repita enquanto ||V f(z¥)|| > e.
Calcule d* = —V f(a¥)

Calcule o comprimento de passo ay.
Defina 2% = ¥ + o d*

Defina k < k + 1.

B IR, BN




5.2 Convergéncia global do método do gradiente 1

Seja f : R™ — R uma funcao diferenciével e com derivada Lipschitz-continua no R™ L > 0.
Entao se a sequéncia (z*) gerada pelo Algortimo 1 equipado com a regra de Armijo possui
um ponto de acumulacgao, tem-se que

(Vf(z") =0 (k— o0).

Demonstragao: Se V f(z*) # 0 para todo k, a sequéncia ( f(z"*)) ¢ decrescente. Suponhamos
que a sequéncia (z*) tenha um ponto de acumulacao a. Isso é, toda bola aberta de centro a
contém uma infinidade de pontos de (z*). Por definicao, Ve; > 0, deve existir z € (z*) tal
que 0 < |z — a| < ;. Pela continuidade de f, a sequéncia (f(z*)) também tem um ponto de
acumulagao.

Por definigao, temos que Ve > 0,35 > 0;z € (z%), |z — 2°| < § = |f(x) — f(2°)] < e
Como a & ponto de acumulacao da sequéncia (z¥) e f é continua, podemos escolher um € > 0
arbitrario, de modo que exista um ¢ > 0 tal que
|z —al <6 = |f(z) — f(a)] < e. Observe que, por definigao, a sequéncia (f(z*)) também
tem um ponto de acumulagao que corresponde ao valor de f(a). Se Vf(z*) # 0 para todo
k, a sequéncia (f(x*)) é decrescente. Suponhamos que a sequéncia (z¥) tenha um ponto de
acumulacdo a. Isso é, toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos de (x*).
Por definigao, Ve; > 0, deve existir z € (%) tal que 0 < |z — a| < ¢;. Pela continuidade de
f, a sequéncia (f(x*)) também tem um ponto de acumulagao.

Sabendo que aj > @ > 0, pela desigualdade de Armijo, para todo k£ temos que

f@*) = f(@*) > oor|[V £ (@)1 = oal[V £ ()]

Como f(z*) ¢ monotona decrescente e tem um ponto de acumulacio f(a), entdao existe

f(@h) = fla).
Suponha por absurdo que (f(z¥)) nao seja limitada inferiormente, ou seja, existe ¢ < f(a)
tal que f(z*) < ¢ < f(a). Como (f(x*)) & decrescente, tem-se

e < f(@F) < f@MY) < f@V) < e < fla),

ou seja, f(z") < ¢ < f(a) para todo n > k', o que contradiz f(x*) — f(a). Isso prova
que f(z¥) é limitada inferiormente e, como é monétona decrescente, é também limitada
superiormente, logo converge.

Como f(z*) — f(z**1) — 0 (k — 00), obtemos
(Vf(a*) =0 (k— o)
da desigualdade anterior. Logo, considerando a continuidade do gradiente, concluimos que

cada ponto de acumulacao de (z¥) é um ponto estacionario do problema de minimizar f.

5.3 Convergéncia global do método do gradiente II

Seja f : R” — R uma funcgao diferenciavel no R", com derivada continua. Suponhamos
que o Algortimo 1 utiliza a Regra de Armijo. Entao, cada ponto de acumulagao de qualquer
sequéncia {z¥} gerada pelo Algoritmo 1 é um ponto estacionério do problema de minimizar
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f.

Demonstragao: Suponhamos que a sequéncia (z*) tenha um ponto de acumulagao z € R™,
e que Vf(z¥) # 0 para todo k. Suponhamos também que (z%) — 7 (j — 00). O caso que
existe a > 0 tal que ag; > @ para todo j, pode ser analisado de maneira anéloga ao teorema
anterior. Em particular, a sequéncia mondtona f(z*) possui o ponto de acumulagao f(Z).
Portanto, a sequéncia f(2%) converge. Além disso, pela desigualdade de Armijo temos

flahin) < f(ah) — ooy, ||V f(@%)[]? < f(a") — oal [V f(2")]]?
Passando o limite quando 7 — oo, temos
f(@) < f(@) = allV@)I? = allV@)I <0=[[Vf(@)|F < 0= Vf(z)=0

Considerando o caso de nao existir & > 0 tal que « para todo j, tomando uma subsequéncia
se for necessario, podemos admitir que ay, — 0 (j — 00). Neste caso, para todo j suficien-
temente grande, o valor inicial do comprimento de passo & foi reduzido pelo menos uma vez,
ou seja, o valor a = 9_1akj nao satisfaz a desigualdade de Armijo. Isto é

flahs =67 V(") > f(ah) = o8~ ey, ||V ()|
flakt =07, V(b)) = f(ah) > =007 oy, ||V £ ()]
[t — 07, Vf(ah) - f(a*)

e_lOékj

> o[V f ()|

Passando o limite quando j — oo, obtemos

flah — 07 ay, V f(a")) — f(ah)

Jlg?o 0~ tau, ~ jh—>r£lo —0||Vf(xkj)]|2
L@ V@I TE)

-1
0 Oékj

= — V@) = o[V f(@)|]"

Como o € (0,1), a desigualdade acima s6 é possivel quando Vf(Z) = 0. Se (2*)ren € limi-
tada, existe uma subsequéncia (z*);cn que é convergente e, consequentemente,(z*) tem um
ponto de acumulagao.

Como cada ponto de acumulacao de qualquer sequéncia (z*) ¢ um ponto estacionario do

problema de minimizar f(x),z € R", concluimos que

(VF(*) =0 (k— o0).

5.4 Convergéncia global do método do gradiente no caso convexo

Seja f :"— uma fungao convexa, diferenciavel no R", com derivada continua. Suponhamos
que o Algoritmo 1 utiliza a regra de Armijo com & < 1. Se o conjunto de minimizadores
irrestritos de f é nao-vazio, entdo qualquer sequéncia (z*) gerada pelo Algoritmo 1 converge
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a uma solugao do problema min f(z), com x €".
Demonstracao: Seja ¥ €” uma solucao do problema. Como para todo k vale

f(@) < flax) e
Flaw) = fari) = nowl|V f ()7,

temos que
f(xo) = f(@) = f(z0) — f(z1)
= f(xo) — f(21) + f(21) — f(w2) + . + fzr2) — flwr—1) + f(zr1) — f(21)
= Z(f(ifz) - f($i+1))
k—1

>0y |V )]

7=

[en]

Passando o limite quando & — oo, obtemos que

S al il < LI $ oo < +oc.
i=0 1=0
Pela convexidade de f e pela otimalidade de 7, tem-se que

f(@) > flag) + (Vf(ag), T — 2p) = (Vf(21),T —ap) < f(T) — flag) <0.

Donde, usando também a estratégia de atualizacao de pontos usada no método do gradiente
(Tpy1 = 2 — aV f(21)), obtemos

[2p11 = T|* = |@psr — T+ 2p — a3
= |[(zx — ) + (Tp1 — 7%)

((zk = T) + (Ths1 — k), (26 — T) + (T — k)

= ((zx — @), (xx — 7)) + 2 (2 = T), (@pr1 — @) + ((@h1 — k), (@hr1 — @)

= ||z — Z|I° + 2 (@pp1 — Tk, Tk — T) + ||Tpp1 — 23]

= ||z —Z|* + 2 (xr — axVf(x) — 28, 28 — T) + |28 — .V f (2) — 21|

= |lag = T)* + 2 (~erV f(zx), 25 — T) + || — axV f )|

= llox = Z)* = 204 (V f (ar), o — T) + aZ ||V f () ]|

I

Veja que (Vf(xy), 2z, —Z) > 0. Logo o termo —2ay, (V f(xy), x), — T) sempre serd nega-
tivo. Além disso, af < ay, daf

lker = Z)* < llow — T + a1V f (@) 1®
<l = 7)* + ol V.f ()
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Seja k arbitrario porém fixo. Utilizando a ultima desigualdade em sequéncia, para qual-
quer j > k + 1, obtemos
lzj = 2| < [lajo1 = T + e[V f (50|
< lwjoo = TP + a2V (-2 II° + i [V f (-0

j—1
< lae =27+l Vf ()|
i=k
< lae =27+l Vf ().
i=0
Por
- J(xo) — f(T
> al i < L IE Za,nw P < +oo,
i=0
obtemos

lzj = )* < llae =2 + ) sl Vf(@o)* < +oo.
1=0

Concluimos que a sequéncia (zy) ¢ limitada. Portanto, (xj) tem um ponto de acumualagao
a. Pelas condi¢oes de otimalidade de primeira ordem no caso de conjunto viavel convexo,
temos que todo ponto de acumualagdo é um ponto estacionario, ou seja, V f(a) = 0 o que,
no caso convexo, significa que a é uma solucao do problema. Podemos entao tomar = = a na
analise acima, para concluir de

j—1
s =27 < [l = Z° + > |V f ()|,
i=k
que para todo j > k + 1, temos
lz; — all® < |z — all* + Y sl V£ (). (6)
i=k

Além disso, temos que

2 eVl = Zaluw I+ 3 el vl

:Zaznvf z)|* = Z%HVf ) |I” - Z%va )|

i=k
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= lim

k—o0

= lim
k—o0

= lim

k—o0

o0 00 k—1
Zaiuvm»w) = lim (Z%HW(%)HQ> ~ lim (Zaiuvmi)lﬁ)
i=k =0 =0

Zaillvf(%)HQ) =D allVE)l® =Y aill V()|
i=k 1=0 =0

ZO@HVJ“(%)HQ> =0.

Em particular, para todo § > 0 arbitrariamente pequeno, podemos escolher k suficiente-
mente grande, tal que

> il V().

i=k

N

Como a é um ponto de acumulagdo da sequéncia (xy), podemos também escolher um k tal

que

De

2
- > - .
9 ||xk a||

lzj = all* <l — all* + 35 |V f (i)[]7,

i=k

concluimos que para todo § > 0, existe k tal que

- o 9
I — all < llow — alP + S @il VAP < 5+ 5 =0 = lloy —alf <5, ¥j2k+1

i=k

Isso significa que (xy) converge a a.
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