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Apresentacao

O Programa de Educagdo Tutorial Institucional (PETI/UESB) tem como objetivo aprimorar os cursos regulares de
graduagdo na Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia (UESB), com o objetivo de proporcionar uma formagao
abrangente e de alta qualidade para os alunos envolvidos, mantendo a integracdo entre ensino, pesquisa e extensao
como um principio fundamental do ambiente universitario.

O Programa de Educacido Tutorial Institucional de Matematica (PETIMAT) se dedica a elevar o padrao da formagao
dos estudantes de graduag@o e promover o sucesso académico. Para alcancar esses objetivos, o grupo oferece, a cada
semestre, minicursos voltados principalmente para os alunos matriculados no curso de Licenciatura em Matematica da
UESB. Esses minicursos visam estimular a capacita¢ao de futuros profissionais e docentes, proporcionando-lhes uma
qualificagdo académica, cientifica, técnica e tecnoldgica.

Dentro desse contexto, o PETIMAT desenvolveu o minicurso “Introducdo aos Métodos Computacionais em
Otimizacao Continua”. O objetivo do minicurso é promover a compreensio de conceitos do Calculo e de Métodos Com-
putacionais vinculados a Otimizacdo Continua. Pretende-se implementar algoritmos na Linguagem de programagao
Julia para resolugdo de problemas de minimiza¢ao/maximizagdo de fungoes.

Este material corresponde as notas de aula e serve como um recurso de consulta para os participantes do minicurso.
Nesta apostila, estdo disponiveis os contetidos matematicos e os exercicios que serdo abordados nas aulas. Para ter
acesso aos cdodigos utilizados em cada aula e aos cédigos dos métodos computacionais ja implementados nas pesquisas
produzidas pelo PETIMAT, basta consultar o nosso repositério no GitHub:

https://github.com/petimatematica/minicurso_intro_otimizacao
Para conhecer mais sobre o trabalho e as publicagdes do PETIMAT, acesse 0 nosso site:
http://www2.uesb.br/programa/petimatematica/
e nossa conta oficial no Instagram:
https://www.instagram.com/petimatuesb/

onde estdo disponiveis informacgdes detalhadas sobre nossas atividades, projetos, eventos e conteidos relacionados ao
programa.
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Introducao

Este material foi elaborado pelo grupo do Programa de Educacgao Tutorial Institucional de Matematica (PETIMAT)
para o minicurso “Introducdo aos Métodos Computacionais em Otimizacdo Continua”, oferecido durante o periodo
letivo de 2024.1. A finalidade desta apostila € fornecer aos participantes do minicurso uma base tedrica sobre os
conceitos fundamentais da Otimizac¢do Continua.

Para abordar os conceitos de Otimizagao Continua, € necessario discutir sobre conceitos da Analise, que oferece
ferramentas essenciais para analisar o comportamento das funcdes e descrever suas variagdes. Através do estudo de
limites e derivadas, podemos identificar pontos criticos e compreender o comportamento de func¢des reais. Também
sao explorados os conceitos de continuidade e convergéncia de sequéncias por exemplo, fornecendo uma compreensao
mais profunda das propriedades das fungdes e suas relagdes. Assim, os conceitos e técnicas da Anédlise formam uma
base tedrica essencial para abordar os problemas da Otimiza¢do Continua.

A Otimizagao Continua desenvolve teorias que visam encontrar solu¢des 6timas para problemas nos quais se busca
maximizar ou minimizar uma fung@o. Tais problemas estdo presentes em diversos campos, como a Engenharia e
Economia, e a habilidade de resolvé-los de forma eficiente € crucial para o progresso dessas areas.

Como parte integrante do minicurso, recomendamos a utilizacdo da linguagem de programacdo Julia para a
implementacdo dos algoritmos discutidos e para a visualizag¢do grafica dos conceitos abordados.






Capitulo 1
Revisao sobre funcoes reais

Neste capitulo, abordaremos os fundamentos das fungdes reais, desde sua defini¢do até a compreensao dos conjuntos
de dominio, contradominio e imagem. Exploraremos os diferentes tipos de func¢des, como as constantes e afins,
incluindo andlises de seus graficos, zeros da func¢do e estudo de sinais. Ademais, serdao apresentados os conceitos de
sobrejetividade, injetividade, bijetividade, funcao inversa e composicao de fungdes.

1.1 Funcoes reais

Definicao 1.1.1. Uma funcdo é uma relacdo da forma

f:A—>B
a—b
em que A e B sdo dois conjuntos nao vazios e a — b é uma regra que nos permite associar a cada elemento a € A um

unico elemento b € B. O conjunto A é o dominio e B é o contradominio. O inico b € B associado ao elemento a € A
¢ indicado por f(a).

Em outras palavras, uma fung@o ¢ uma rela¢do definida por um conjunto de partida (dominio) e um conjunto de
chegada (contradominio).

Definicao 1.1.2. Chamamos de imagem da funcdo f o conjunto Im(f) dos elementos b € B para os quais existem
a € A tal que f(a) = b. Temos que Im(f) C B.

Definicao 1.1.3. Dizemos que uma fungdo é real se ela é do tipo f : A — R, onde A C R.

Definicao 1.1.4. Dada uma funcéo f : A — B o grifico de f é o conjunto {(x, f(x)) : x € A}.

1.2 Funcao constante

Definicao 1.2.1. Uma funcdo real f : A C R — R recebe o nome de funcdo constante quando qualquer elemento
X € A esta associado sempre o0 mesmo elemento ¢ € R.

Em outras palavras, uma funcio constante associa todos os elementos do dominio a um mesmo nimero no contra-
dominio, ou seja, f(x) = ¢,Vx € A. O grafico de uma funcdo constante é uma reta paralela ao eixo das abscissas e que
passa pelo ponto (0, ¢). Abaixo, apresentamos um exemplo de funcdo constante.
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f(x) =3

Eixo Y
o

_5 1 1 L 1 Il 1 1 1
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Eixo X

Figura 1.1: Funcao constante para ¢ = 3.

1.3 Funcao afim

Definicao 1.3.1. Uma funcdo f : X ¢ R — R recebe o nome de funcao afim quando cada elemento x € X estd
associado ao elemento (ax + b) € R, em que a # 0, ou seja, f(x) = ax + b.

O grafico de uma fung@o afim € uma reta que possui inclinagdo a em relagio ao eixo das abscissas e que passa pelos
pontos (0, b) e (—=b/a,0). O coeficiente a da fungdo f € denominado coeficiente angular, enquanto b € denominado
coeficiente linear. Abaixo, apresentamos um exemplo de funcao afim.

f(x) =2x +1

Eixo Y
i=]
L N

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Eixo X

Figura 1.2: Funcdo afimem quea =2e b = 1.

Exemplo 1.3.1. Na funcao

f:R—>R
x— 2x+1



1.3 Funcao afim 5
o coeficiente angular é igual a 2 e o coeficiente linear é igual a 1. Note que, quando x = 0, temos f(0) =2-0+1=1.
Portanto, 1 é a ordenada do ponto de intersecdo entre a reta e o eixo y.

Definicao 1.3.2. Chamamos de zero da funcdo f : X C R — R o niimero x € X tal que f(x) = 0. O conjunto dos
zeros da fungdo f é definido por Zy = {x € X; f(x) = 0}.

Observacao 1.3.3. Para determinar os zeros de uma funcdo afim f : R — R,x — ax + b, basta resolver a equacao
ax+b=0.

Exemplo 1.3.2. O zerodafuncioafim f : R — R, x — 2x—1édado porx = 1/2, pois f(1/2) =2-(1/2)-1=1-1=0.

f(x) = 2x -1

Eixo Y
o
L |

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Eixo X

Figura 1.3: Fun¢do afimemquea =2e b = —1.

Definicao 1.3.4 (Crescimento e descrescimento local). Uma funcio f : X ¢ R — R ¢é dita crescente no conjunto
X, C X quando, dados quaisquer x1,x; € X|, com x; < xp, tivermos f(x1) < f(xz). Por outro lado, f ¢ dita
decrescente no conjunto X| C X quando, dados xy,xy € X1, com x| < x3, tivermos f(x1) > f(x2).

Isso significa que a fungdo f € crescente no conjunto X se, a0 aumentarmos o valor de x, o valor de f(x) também
aumenta. Da mesma forma, a funcéo é decrescente no conjunto X; se, a0 aumentarmos o valor de x, o valor de f(x)
diminui.

Teorema 1.3.1. Seja f : X ¢ R — R a funcdo afim definida por f(x) = ax + b, com x € X. Valem as seguintes
afirmacoes:

(i) E crescente se, e somente se, o coeficiente angular for positivo.
(ii) E decrescente se, e somente se, o coeficiente angular for negativo.

Demonstracao: Tomemos x;,x, € X, com xp > x;. Entdo:

(1) Sexy > xjentdox;—x, < 0, por f sercrescente f(x2) > f(x1),queimplica f(x;)—f(x2) < 0,logo %
FaD-fx) | 0 laxitb)-(axntb) _ o alxi—x)
X1—X2 X]1—X2 X1 —X2

>

0. Portanto, se f € crescente, entao >0 < a>0.

(i) Se x; > xj entdo x; —xp < 0, por f ser decrescente f(x3) < f(x1), que implica f(x2) — f(x1) < 0, logo

M < 0. Portanto, se f é decrescente, entio L3102 o o o (laxitb)-(anth) _ g —y
1—X2 X|—X2 X1—X2
an) () = a <0,
X1 —X2
O

Considerando que x = —b/a € o valor de x tal que f(x) = 0, examinaremos os valores tais que f(x) > 0e f(x) < 0.
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(i) Parax > —b/a temos que, se a > 0 entdo f(x) =ax+b >0.Sea <0, entdo f(x) =ax+b < 0.
(if) Parax < —b/a temos que, se a > O entdo f(x) =ax+b <0.Sea <0, entdo f(x) =ax+b > 0.

Exemplo 1.3.3. A funcdo f : R — R ; x — 2x + 1 é crescente, pois seu coeficiente angular a =2 > 0

Exemplo 1.3.4. A funcdo f : R — R ; x — —2x + 1 é decrescente em R, pois seu coeficiente angular a = =2 < 0

flx) =-2x+1

Eixo Y
o
L

_5 I Y B LN
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Eixo X

Figura 1.4: Fun¢do afimem quea = -2e b = 1.

1.4 Composicao de funcoes

Definiciao 1.4.1. Sejam f : A — B, g : B — C funcoes tais que o contradominio de f é igual ao dominio de g. Entdo
a composicao de funcdo de f com g é a fungdo g o f : A — C, definida por (g o f)(x) = g(f(x))

Para calcular (g o f)(x) por exemplo, procedemos da seguinte forma:
1°) Aplica-se a fungdo f a x, obtendo-se f(x).
2°) Aplica-se a fungdo g a f(x), obtendo-se g( f(x)).

Exemplo 1.4.1. Sejan A ={-1,0, 1,2}, B={0, 1,2, 3,4} e C={1, 3, 5, 7, 9} e sejam as funcdes f : A — Be
g : B — C definidas por f(x) = x> e g(x) = 2x + 1.
Observe que f(2) =4, g(4) =9 e h(2) =9, isto é, h(2) = (go f)(2) = g(f(2)) = g(4) = 9. A lei de formagdo de
(g o f)(x) é dada por:

(gof)=g(f(x) =2f(x) +1=22"+1.



1.5 Fungdes inversas

Figura 1.5: Diagrama ilustrativo da fungdo compostago f: A — C.

1.5 Funcoes inversas

Definicao 1.5.1. Uma funcdo f : A — B se diz injetora quando para quaisquer x1,x, € A com x| # X3, tem-se
Fx) # f(x2)
Exemplo 1.5.1. A funcdo f de A ={0,1,2,3} em B ={1,3,5,7,9} definida pela lei f(x) =2x + 1 ¢ injetora.

A f B

Figura 1.6: Diagrama ilustrativo de uma funcdo f : A — B injetora.

Exemplo 1.5.2. A funcdo f : R — R definida por f(x) = x é injetora.

.
£ |
4 -2 2 4
X
2
—4

Figura 1.7: Exemplo de funcao real injetora.
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Definicao 1.5.2. Uma funcdo f : A — B é sobrejetora se, para para qualquer b € B, existe pelo um elemento a € A
tal que f(a) = b. Como consequéncia temos que B = Im( f)

Exemplo 1.5.3. A funcéo f de A = {~1,0,1,2} em B = {0, 1,4} definida pela lei f(x) = x> é sobrejetora.

A f B

——

Figura 1.8: Diagrama ilustrativo de uma funcio f : A — B sobrejetora.

Exemplo 1.5.4. A fungdo f : R — R definida por f(x) = x — 1 é sobrejetora.

—=r1l]

Figura 1.9: Exemplo de funcao real sobrejetora.

Definicao 1.5.3. Uma funcdo f : A — B é bijetora se, e somente se, é injetora e sobrejetora.

Exemplo 1.5.5. A funcdo f de A ={0,1,2,3} em B = {1,2, 3,4} definida por f(x) = x + 1 é bijetora.

A f B

Figura 1.10: Diagrama ilustrativo de uma funcdo f : A — B bijetora.

Exemplo 1.5.6. A funcdo f : R — R definida por f(x) = 2x é bijetora.
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J7
2 4
| X
-4 -2 2 4
aou|
4|

Figura 1.11: Exemplo de fun¢ao real bijetora.

Exemplo 1.5.7. (Exemplo preliminar de funcdo inversa) Dados A = {1, 2, 3,4}, B={1,3,57}ef:A —> B
definida por f(x) = 2x — 1, note que essa é uma fungdo bijetora.

Figura 1.12: Diagramas ilustrativos de uma fungiio f : A — Besuainversa f~' : B — A.

Definicao 1.5.4. Dado um conjunto X, chamamos de fungdo identidade em X a fungdo Idx : X — X tal que x — x.

Definicao 1.5.5. Dada a bijecdo f : A — B, afuncdo g : B — A éainversade f se, e somente se, (fog)(x) = Idp(x)
e (go f)x)=1da(x).

Exemplo 1.5.8. Dada a funcéo bijetora f : R — R definida por f(x) = 2x — 1, sua inversa f~' : R — R é dada por
1) = 254, pois (fog)(x) =x e (go f)(x) =x.
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1.6 Exercicios

Exercicio 1.6.1. Esboce o grdfico das funcées f : R — R dadas por:
a) f(x) =2x+1.

b) f(x) = 252,

c) f(x) ==-3x-4.

Exercicio 1.6.2. Obtenha as fungées do tipo afim que passam pelos pontos a seguir. Determine os zeros dessas funcoes
e analise os intervalos em que a fungdo é positiva, negativa ou nula. Por fim, esboce o grafico.

a) (2,3) e (3,5).

b) (1,-1) e (-1,2).

c) (3,-2) e (2,-3).

Exercicio 1.6.3. Obtenha as fungées do tipo afim tais que:

a) Passa pelo ponto (=2,4) e tem coeficiente angular igual a —3.

b) Tenha o coeficiente linear igual a =3 e passa pelo ponto (=3, =2).

¢) Passa pelo ponto (1,3) e tem coeficiente angular igual a 2.

Agora, ache os zeros dessas fungoes e faca o estudo de sinal delas. Por fim, faca a visualizagcdo grafica dessas fungoes.

Exercicio 1.6.4. Analise cada funcdo abaixo e veja se é injetora, sobrejetora ou bijetora. Se for bijetora, determine sua
inversa.

(a) f:R - Rtalque f(x) =2x+1;

(b) g:R — Rtal que g(x) = x*;

(¢) f:R—>Rrtalque f(x) =2x+7;

(d) g :R — R tal que g(x) = i1

(e) n:7Z — Ntal que n(x) = x> = 2x + 1;

(f) p:N — N tal que p(x) = |x|;

(8) q:(=00,-10) = (=00,0) al que q(x) = —|x +4;
(h) r: (=00,0) = (—00,0) tal que r(x) = —|x +4|.




Capitulo 2
Problemas da Otimizacao que envolvem funcoes quadraticas

Neste capitulo, abordaremos conceitos elementares de otimizacao através das fun¢oes quadréticas. Para isso, veremos
que tais fungdes, que serdo definidas a seguir, possuem um minimo ou um maximo global. Além disso, este ponto de
maximo ou minimo € unico. Por fim, veremos a resolu¢do de alguns problemas que podem ser modelados por uma
funcdo quadrética. Na parte de implementag¢ao em Julia, serdo apresentados exemplos que utilizam o pacote Plots, o
qual € capaz de esbogar graficos de fungdes. A dltima sec¢do destina-se a exercicios de fixacgdo.

2.1 Funcao Quadratica

Definicao 2.1.1. Uma funcdo f : X € R — R recebe o nome de fungdo quadrdtica quando associa a cada x € R o
elemento f(x) € R, tal que f(x) = ax® + bx + ¢ em que a, b e ¢ sdo niimeros reais fixados e a # 0.

Observacao 2.1.2. Se fosse a = 0 teriamos a funcdo afim f(x) = bx+c com b, ¢ € R. Como tal fungdo ja foi estudada,
consideraremos a restricdo a # 0, com o intuito de obter novos resultados.

Observe que a, b, ¢ podem assumir qualquer valor real, excetuando-se a restri¢cao no coeficiente a mencionada acima.
Logo, existe uma infinidade de func¢Oes quadraticas. Apresentaremos abaixo alguns exemplos:

Exemplos 2.1.3. Sejam f,g,h,i: X cR —>R

1. f(x)=x*=3x+2emquea= 1,b=-3ec= 2
2. g(x)=x>-4 emquea= 1,b= 0ec=-4
3. h(x)=-2x>+5x emquea=-2,b= Sec= 0
4. i(x) = —3x? emquea=-3,b= 0ec= 0

Observacio 2.1.4. Note que enfatizamos quais valores os coeficientes a, b e ¢ assumiram em cada regrax — ax>+bx+c.
A motivagdo para tal é que as formulas que deduziremos a seguir serdo escritas em termos dos coeficientes. Logo, tal
habilidade é desejavel uma vez que essas formulas sdo relativamente simples de serem memorizadas e nos ajudarao a
resolver rapidamente os problemas propostos.

2.2 Grifico de uma Funcao Quadratica

Vimos na Defini¢do 1.1.4 que o grafico de uma fungdo f : A — B é o conjunto {(x, f(x)) : x € A}. Em
particular, considerando a Defini¢do 2.1.1, o grafico de uma fungdo quadritica é o conjunto {(x, f(x)) : x € X},
como f(x) = ax? + bx + ¢ segue que {(x, ax*> + bx + ¢) : x € X}. Utilizando o plano cartesiano, podemos representar
graficamente este conjunto através do esboco de uma curva que passa pelas coordenadas da forma (x, ax? + bx + ¢).
Vejamos o esboco do gréfico das fungdes f, g, h e i apresentadas no exemplo anterior.

11
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100 ,,y 7f(x):x2—3x+2

— g)=x-4
— h(x) = -2x> +5x

1 | - _ Xo|l—  i(x)=-3x%

-10 -5 )
7
, ~100 |
/
-200 |
~300 N

Figura 2.1: Esbogo dos graficos das fungdes quadraticas definidas no Exemplo 2.1.3.

A Figura 2.1 pode nos sugerir similaridades nos esbogos dos gréaficos das fungdes A e i. Além disso, a mesma
similalidade ¢ notada no esbogo dos gréficos das fungdes f e g. Isso ndo € por acaso, visto que é sabido da Geometria
Analitica que a curva que representa o grafico da fung¢do quadritica € uma pardbola, para mais detalhes, veja [2].
Apesar de ser extremamente interessante, ndo justificaremos essa afirmacdo pois, € possivel otimizar uma fungao
quadritica algebricamente. Entretanto, essa informag¢do pode nos fornecer interpretagdes geométricas que podem ser
uteis a depender do problema. Por isso, daremos a defini¢ao de uma parédbola.

Definicao 2.2.1. Dado um ponto F (foco) e uma reta d (diretriz), pertencentes a um plano «, com F ¢ d, seja p a
distancia entre F e d. Uma pardbola é um conjunto de pontos de a que sao equidistantes de F e de d simultaneamente.

Fg

d(P,P') = 9,81

Figura 2.2: Pardbola definida pela reta diretriz d e foco F.

2.3 Propriedades da Funcao Quadratica

Comecaremos esta se¢io reescrevendo a equagio y = ax? + bx + ¢ com a # 0 de forma conveniente, com o intuito
de deduzir algumas propriedades da fun¢do quadrética. Para isso, note que:
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y:ax2+bx+c 2.1

,» b ¢
=alx+-—x+-
a a

a

, b > b*\ ¢
=alx*+—x+|—-—|+-
a 4a2  4a?) a
, b b? b* ¢
=allx+—x+-—|-|-—5-—-
a 4q? 4a2 a
b\ (b*-dac
=a((x+z) —(4—(12)) 2.2)
Tomando, A = b? — 4ac obtemos a igualdade:
e Y (A
YA\t 2a 4a?

A seguir, abordaremos as propriedades relacionadas as raizes da funcdo quadratica. Assim como a fun¢do afim, a
fungio quadratica possui uma férmula fechada para encontrar suas raizes. Fazendo f(x) = 0 temos:

:a(x2+éx+0+£)
a

. 2.3)

ax2+bx+c=0,

a((x+%)2— (%)) -0, 2.4)

1

usando (2.3) obteremos:

porque a # 0. Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por a~

(x+£)2=i

A
e somando os por v sucede em:
a

2a 4a?

. oA . . . A .
Considerando que A > 0, podemos afirmar a existéncia de um nimero real que seja a raiz quadrada de 2 dai
segue que: a
b VA

. 2a 2a (2:5)

-b
Por fim, ao somar 7 em ambos os membros da igualdade, obtemos uma das férmulas mais difundidas e lembradas

a

do ensino basico:
-b VA
oo hEVA (2.6)
2a

Caso A < 0, a equacdo (2.6) ndo possui solucdes reais pois, ndo existe um nimero real que seja raiz quadrada de
um ndmero negativo. Por isso, podemos explicitar as solu¢cdes complexas da seguinte maneira, seja ® = —A. Note que
A =-®e d > 0. Usando o fato de que V-1 =i verificamos a seguinte igualdade,

b+ VA b N-® b+ \Di
2a 2a B 2a
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Com isso, podemos concluir que uma fun¢io quadratica possui no maximo, duas raizes reais distintas. Dado o grafico
de uma fung¢ao, podemos identificar facilmente as raizes raizes reais verificando os elementos do dominio em que a sua
representacdo grafica intersecta o eixo das abscissas ou a existéncia de raizes complexas, caso nao haja intersecao.

De (2.6), podemos escrever as raizes da funcdo quadrdtica:

_—h-VA
B 2a

_—b+\/Z

X1
2a

X2

Logo, é possivel deduzir uma forma explicita para a soma das raizes:

—b-VA -b+VA _ b

X1 +xp =

2a 2a a’
E consequentemente do ponto médio das rdizes:
X1+ X2 b
=—— 2.7
2 2a @7

Observe que em (2.6) temos

—bi\/z_ b+\/K_X1+XQ+ﬂ

2a 2a = 2a 2 7 2a
isto €, caso a fungdo quadratica possua raizes reais, podemos interpretar (2.6) como a soma de duas parcelas, em que

. o A .
uma delas corresponde ao ponto médio das raizes. Dito isso, podemos nos perguntar se a parcela 12— possui algum
a

significado geométrico. A resposta para essa questdo € afirmativa e deixaremos para o leitor a tarefa de encontra-lo

. . . b
no terceiro exercicio proposto para este capitulo. Independentemente se as raizes sdo reais ou complexas, o valor ——

possui um outro significado nas fungdes quadraticas. Abordaremos esse tema na secio a seguir.

2.4 Maximo e minimo

Nesta secdo verificaremos que uma fungdo quadratica

f R—->R

x> ax® +bx+c

possui um ponto de maximo ou de minimo a depender do sinal de a. Para isso, consideraremos defini¢des provisorias
do que futuramente serdo chamados de maximo global e minimo global.

Definicao 2.4.1. Dado a funcdo f : A — B. Dizemos que o niimero M € Im(f) é o valor mdximo de f se, e somente
se, M > f(x) para todo f(x) € Im(f). Damos o nome ponto de mdaximo para o xp; € A tal que f(xp) = M.

Definicao 2.4.2. Dado a fungdo f : A — B. Dizemos que o niimero m € Im(f) é o valor minimo de f se, e somente
se, m < f(x) para todo f(x) € Im(f). Damos o nome ponto de minimo para o x,,, € A tal que f(x,,) = m.

Encontraremos a seguir, o ponto de maximo ou de minimo da fungdo quadritica f(x) = ax® + bx + c.
Proposicao 2.4.1. Se a < 0, a fungcdo quadratica
f R—>R
x> ax>+bx+c
b

. L A
admite o valor maximo M = —— para xy = ——.
4a 2a
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A
Demonstracdo: Suponha que exista um x € R tal que f(x) > 1L Usando a igualdade (2.3) temos que:
a

2
b A A
flo)=a (“z) - (4—) " da
Como a < 0 segue que a~! < 0. Ao multiplicarmos ambos os membros da desigualdade acima por a~', sucede-se:
b\ (A A
—| -|— -1—. 2.8
(x+2a) (4a2) = (4a2) 2:8)
Acarretando em:
b \2
(x + —) < 0. (2.9)
2a

b\ A
O que ndo pode acontecer, visto que (x + 2—) > 0 para todo x € R. Portanto, f(x) < 1 para qualquer x real.
a a

({212

Ou sei b Y, A

useja, xpy =|-——|eM=—-——.
12 xm 2a 4a

A proposic¢do a seguir demonstra-se de maneira andloga.

Além disso, repare que

Proposicao 2.4.2. Se a > 0, a fungdo quadratica

f R—>R

X ax’ +bx+c

. .. A b
admite o valor minimo M = —— para xp = ——.
4a 2a

As duas dltimas proposi¢des mostram a existéncia de pelo menos um ponto de maximo ou de minimo para fungdes
quadraticas. Para trabalharmos com problemas de otimiza¢do com fungdes quadraticas precisamos demonstrar a
unicidade desses pontos.

Proposicao 2.4.3. A funcdo quadratica
f R—>R
x> ax’+bx+c

admite um tnico valor minimo se a < 0 ou um unico valor maximo se a > 0.

A demonstracdo da proposi¢do acima serd deixada como exercicio para o leitor. Devido a unicidade, o ponto (M, xs)
€ denominado de vértice da fungio quadratica.

2.5 Problema de otimizacao envolvendo uma funcao quadratica

Utilizando as ferramentas matematicas desenvolvidas nas segdes anteriores, podemos rapidamente resolver pro-
blemas de otimizacdo modelados por fungdes quadraticas. A questdo principal € identificar em quais problemas tal
abordagem € vidvel. Como por exemplo:
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Questao 2.5.1. Dentre todos os retangulos de perimetro 20 cm, determine o de area maxima.

Modelagem: Sabemos que o retangulo é um quadrildtero plano convexo que possui os quatro dngulos congruentes e
lados opostos paralelos. Assim, para a fixagao de ideias vamos desenhar um retangulo arbitrdrio de comprimento y e
largura x:

Usando a figura acima, podemos afirmar que o perimetro (representado pela letra P) serd dado (em centimetros) por
P =2(x+y) e a area (em centimetros quadrados) por A = xy. Além disso, como o perimetro vale 20 cm, podemos
escrever P = 20 cm. Consequentemente, por transitividade 2(x + y) = 20, logo x + y = 10.

Observe que vamos determinar a drea maxima mediante a restri¢do x + y = 10. Uma estratégia utilizada neste caso
é reescrever A em termos de uma tdnica variavel, isto é, se notarmos que y = 10 — x temos que A = xy = x(10 — x) =

—x2 +10x, ou seja, a drea pode ser descrita como uma fungiio quadritica, repare ainda que a fungio —x? + 10x possui um
10

2(-1)
Portanto, o retangulo de perimetro 20 cm de drea méxima é o quadrado cujo lado mede 5 cm.

maximo, pois a = —1. Como xp; = ~g segue que xp; = — = 5. Sucede-se entdo que y = 5 porque x +y = 10.
a

2.6 Exercicios

Exercicio 2.6.1. Explique o motivo do uso de + em (2.5).

Exercicio 2.6.2. Mostre que o produto das raizes da uma funcéo f : R — R tal que f(x) = ax® + bx + ¢ é dado pela

c
formula —.
a

A

Exercicio 2.6.3. Qual é o significado geométrico da parcela 12£ em (2.6) quando a fungdo quadratica possui raizes
a

reais?

Exercicio 2.6.4. Explique porque as defini¢oes (2.4.1) e (2.4.2) sdo provisorias.

Exercicio 2.6.5. Determine o retdngulo de darea mdxima localizado no primeiro quadrante, com dois lados nos eixos
cartesianos e um vértice na reta’y = —4x + 5.

Exercicio 2.6.6. Determine o retangulo de maior area contido num triangulo equilatero de lado 4 cm, estando a base
do retangulo num lado do triangulo.

Exercicio 2.6.7. Num triangulo isosceles de base 6 cm e altura 4 cm estd inscrito um retangulo. Determine o retdngulo
de area maxima, sabendo que a base do retangulo esta sobre a base do triangulo.

Exercicio 2.6.8. Uma parede de tijolos sera usada como um dos lados de um curral retangular. Para os outros lados
iremos usar 400 metros de tela de arame, de modo a produzir area maxima. Qual é o quociente de um lado pelo outro?

Exercicio 2.6.9. Determine o retangulo com drea de 1000 m? cujo perimetro seja o menor possivel.

Exercicio 2.6.10. Considere o seguinte problema: um fazendeiro com 300 m de cerca quer cercar uma area retangular
e entdo dividi-la em quatro partes com cercas paralelas a um lado do retangulo. Qual é a maior area possivel das
quatro partes.



Capitulo 3
Derivadas e Otimizacao

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos fundamentais do Célculo Diferencial tendo em vista uma de suas
aplicacdes: encontrar valores maximos e minimos de uma funcio real. Veremos que a derivada, principal ideia do
Célculo Diferencial, ¢ um limite e por isso, discutiremos brevemente este conceito. Por fim, exibiremos a defini¢ao de
continuidade, condicdo indispensédvel para otimizar fungdes com os recursos da Otimiza¢ao Continua

3.1 Retas secantes e tangentes

Na geometria plana, sabemos que a reta € um conceito primitivo, isto é, o adotamos sem definicdo. Em contrapartida,
podemos definir circunferéncia.

Definicao 3.1.1. Circunferéncia é o conjunto dos pontos de um plano equidistantes a um ponto dado. O ponto dado é
o centro, e a distancia dada (ndo nula) é o raio da circunferéncia.

Figura 3.1: Circunferéncia de centro C e raio r = 6 unidades de medida.

Fixado um plano podemos classificar as posi¢des relativas entre uma reta e uma circunferéncia.

Definiciao 3.1.2. Uma reta secante a uma circunferéncia é uma reta que intercepta a circunferéncia em dois pontos
distintos.

Figura 3.2: Reta s secante a circunferéncia c.

17
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Definicao 3.1.3. Uma reta tangente a uma circunferéncia é uma reta que intercepta a circunferéncia num inico ponto.

Figura 3.3: Reta 7 secante a circunferéncia c.

Note que a reta tangente a uma circunferéncia tem apenas um ponto de intersecao com ela, sendo os demais pontos da
reta externos a circunferéncia. O ponto comum é o ponto de tangéncia. Além disso, dizemos que a reta e a circunferéncia
sdo tangentes.

Podemos estender os conceitos de reta secante e reta tangente a uma circunferéncia para fungdes. Vamos definir retas
secantes e tangentes ao grafico de uma fun¢do com o auxilio das defini¢cdes anteriores.

Definicdo 3.1.4. Seja f : A ¢ R — R. Uma reta t é tangente ao grafico de f quando, ao fixarmos um ponto
P = (x, f(x)) para algum x € A, existe uma circunferéncia tangente a t com ponto de tangéncia P de modo que a
intertersecdo entre a circunferéncia e o grafico de f seja o ponto P, isto é, o grifico de f e a circunferéncia possuem
apenas um unico ponto em comum.

Figura 3.4: Reta ¢ tangente ao grafico de f.

Definicao 3.1.5. Seja f : A C R — R. Umareta s é secante ao grafico de f quando, ao fixarmos um ponto P = (x, f(x))
para algum x € A, ndo existe uma circunferéncia tangente a t com ponto de tangéncia P de modo que a intersecdo
entre a circunferéncia e o grdfico de f seja o ponto P.
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Figura 3.5: Reta s secante ao grafico de f.

Observe que com a definicdo de reta tangente a uma circunferéncia, poderiamos ser tentados a definir uma reta
tangente ao grafico de uma funcdo como a reta que intercepta o grafico de f num Unico ponto. Mas note que com essa
defini¢do perderiamos generalidade em um certo grau, pois, na Figura 3.4 a reta ¢ ndo seria tangente ao gréifico de f
porque ¢ passa por A e P, ambos pertencem ao gréfico de f. Entretanto, com a Defini¢do 3.1.4, ¢ € uma reta tangente
ao grafico de f que passa por P. Assim, a tangé€ncia entre uma reta e uma fungao € considerada localmente e isso é
altamente desejado, ja que a maioria das fun¢des se comportam semelhante a retas em um intervalo suficientemente
pequeno e dentre todas as retas € justamente a reta tangente que mais se aproxima desse comportamento, no sentido de
que o grafico da funcido e a reta tornam-se indistinguiveis.

0.0 050
0.0 05 10 15 2.0 0.50 0.75 1.00 125 150

Figura 3.6: Comportamento localmente linear de uma funcao.

Antes de mostrarmos o motivo pelo qual determinar retas tangentes ao grafico de fung¢des € tdo importante, mostra-
remos como tal procedimento € realizado.

3.2 Retas tangentes a graficos de funcoes reais

Considere o problema de tentar determinar a reta tangente ¢ ao grafico de uma func¢io f, em um dado ponto P.
Uma vez que sabemos ser P um ponto sobre a reta tangente, podemos encontrar a equacao de ¢ se conhecermos o seu
coeficiente angular, ou seja, a sua inclinagdo m. O problema esta no fato de que, para calcular a inclinacdo, € necessario
conhecer dois pontos e, sobre ¢, temos somente o ponto P. Para contornar esse problema, determinamos primeiro uma
aproximag@o para m, tomando sobre o grafico um ponto préximo Q e calculando a inclinagdo mpo da reta secante.
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Figura 3.7: Aproximacdo da reta tangente.

Pela Figura 3.7 temos que

Ay f(x) - f(a)

Ax x-a

Imagine agora o ponto Q movendo-se ao longo do grifico em dire¢do a P, conforme a Figura 3.8.

mpo =

3.1)

[ P

Y S

Figura 3.8: Aproximacao dos pontos P e Q.

Podemos visualizar pela figura acima que a reta secante gira e aproxima-se da reta tangente como sua posicao limite.
Isso significa que a inclinag@o mp¢ da reta secante fica cada vez mais proxima da inclina¢do m da reta tangente. Isso é
eXpresso por

= lim
" QO—P ro
e dizemos que m € o limite de mpg quando Q tende a P ao longo do grafico. Pela equagio (3.1) podemos reescrever a

equacao acima como
m= lim mpp = lim S0 = fla)
O—P

Q—-P X —a

Lembre-se de que o ponto P = (a, f(a)) esta fixado, logo os nimeros reais a e f(a) sdo fixos. Por outro lado, o
ponto Q = (x, f(x)) esta variando quando se aproxima de P, assim os nimeros reais x e f(x) estdo variando. Como o
ndmero f(x) depende de x, podemos reescrever Q — P em termos de x somente. Observe que se Q aproxima de P ao
longo do grafico, o valor da primeira coordenada de P se aproxima do valor da primeira coordenada de Q portanto, x
se aproxima de a e consequentemente podemos escrever x — a. Dessa forma,

o T - f@
m = 11m .

x—a X —a

(3.2)
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O problema da reta tangente deu origem ao ramo do célculo chamado célculo diferencial, que possui inimeras
aplicacdes, dentre elas a determinagdo da velocidade instantdnea de um corpo, mesmo quando a aceleracdo ndo é
constante, o esbogo de curvas definidas por fungdes e a resolucdo de problemas de otimizacdo. Podemos dizer que
muitos problemas praticos e tedricos que apresentam taxas de variagdo em relagdo ao tempo ou alguma outra varidvel
foram resolvidos através do Célculo Diferencial.

Vamos agora entender com mais detalhes o conceito matematico de limite, do qual utilizamos para o calculo da
inclina¢do m da reta tangente. Com isso, poderemos definir o que € a derivada de uma funcdo e a funcdo derivada,
que associa a inclinacio da reta tangente a cada ponto de uma determinada funcdo previamente fixada. Dessa forma,
resolveremos o mesmo problema porém de maneira algébrica. Gragas a isso, serd possivel encontrar a derivada de
fungdes sofisticadas atraves das regras de derivagdo.

3.3 Limite de uma funcao

Seja f : A ¢ R — R. Fixado um ponto a € A, nosso objeivo é estudar o comportamento da funcao para valores
proximos de a, mas nio iguais a a.

Exemplos 3.3.1. Vamos analisar o comportamento da fungdo f : R — R definida por f(x) = x> —x + 2. A Tabela 3.1
fornece os valores de f(x) para valores de x proximos de 2, mas ndo iguais a 2.

L x [ J& || x | fO) |
1 2,000000| 3 [8,000000
1,5 |2,750000|| 2,5 |5,750000
1,8 |3,440000|| 2,2 |4,640000
1,9 |3,710000|| 2,1 |4,310000
1,95 |3,852500]| 2,05 |4,152500
1,99 13,970100j| 2,01 |4,030100
1,995(3,9850251|2,005(4,015025
1,999(3,997001|2,001(4,003001

Tabela 3.1: Valores de f(x) para valores de x proximos de 2.

Apresentamos abaixo a representacdo grafica da fungao f.

Figura 3.9: Comportamento da funcdo f para valores proximos a 2.
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Da tabela e do grdfico de f, vemos que quanto mais proximo x estiver de 2 (seja por valores menores ou maiores
do que 2), mais proximo de f(x) estara de 4. De fato, parece que podemos tornar os valores f(x) tdo proximos de
4 quanto quisermos, ao tornar x suficientemente proximos de 2. Expressamos isso dizendo que “o limite da funcdo
f(x) = x> —x + 2 quando x tende a 2 é igual a 4”. A notacdo para isso é

limz(x2 —x+2)=4.

Exemplos 3.3.2. Vamos calcular o limite das funcées g : R — R e h: R\ {2} — R dadas pelas regras

2_x+2 2
g(x) = oA sex? e h(x)=x>—x+2
1,5 sex =2

(a) (b

Figura 3.10: Gréfico da funcdo g (a) e grafico da funcao & (b).

Apesar de g(2) = 1.5 e h ndo estar definida em 2, observa-se que podemos tornar os valores g(x) e h(x) tdo
proximos de 4 quanto quisermos ao tornar x suficientemente proximo de 2. Portanto,

lim g(x) = lim A(x) = 4.
x—2 x—2

O exemplo acima nos mostra uma caracteristica fundamental do limite de uma fungdo, ao procurar o limite de f(x)
quando x tende a a, nunca consideramos x = a. Na verdade, f(x) ndo precisa sequer estar definida quando x = a. A
Unica coisa que importa é como f estd definida préximo de a.

Com o que vimos até entdo, poderiamos tentar definir ingenuamente o limite de uma fungado da seguinte forma:
suponha que f esteja definida em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo
escrevemos

lim f(x) =L

e dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, € igual a L” se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente
proximos de L ao tomar x suficientementemente proximo de a, mas nio iguais a a. Entretanto, daremos um exemplo
de uma funcdo em que a definicdo dada acima falha.
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Exemplos 3.3.3. Analise o limite lim sin ~.

23

xX— X
Solugdo: A funcdo f(x) = sin(x/x) ndo estd definida em 0. Calculando a fungdo para valores pequenos de x, temos

[S—

1/2

1/3

1/4

1/10

1/100

1/1000

1/10000

X
f(x)

0

0

0

0

0

0

0

Tabela 3.2: Valores de f(x) para valores de x préximos de 0.

Com base nessa informagdo, “ficariamos tentados” a conjecturar que

. . T
lim sin — = 0.
X

x—0

Dessa vez, no entanto, nossa conjectura estd errada! Observe que, embora f(1/n) = sinnrx = 0 para todo niimero
inteiro n, é também verdadeiro que f(x) = 1 para infinitos valores de x (tais como 2[5 ou 2/10) que tendem a 0.
Podemos ver isso a partir do grdfico de f.

S

Ll

Figura 3.11: Grafico da fungdo f(x) = sin T.

O comportamento do grdfico da funcdo proximo ao eixo das ordenadas indica que os valores de sin(r /x) oscilam entre
1 e —1 infinitas vezes quando x tende a 0. Uma vez que os valores f(x) ndo tendem a um niimero fixo quando x tende a
0 portanto,
lim sin = ndo existe.
x—0 X
O exemplo acima ilustra algumas da armadilhas na conjectura sobre o valor de um limite. E ficil conjecturar um
valor falso se usarmos valores nio apropriados de x e, além disso, € dificil saber quando parar de calcular valores. Por
isso, uma defini¢@o rigorosa é necessaria para obtermos um método eficaz no célculo de limites.
O principal motivo para que a defini¢do de limite de uma funcio dada seja falha esta no fato de que frases como “x
estd proximo de 2” e “f(x) aproxima-se cada vez mais de L” sdo vagas. Para se chegar a definicdo precisa de limite,
consideremos a fungao

sex #3
sex =3

2x —1
f(x)={6

E intuitivamente claro que quando x estd préximo de 3, mas x # 3, entdo f(x) estd préximo de 5 e, sendo assim,
lim f(x) =5.
x—3
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Para obter informagdes mais detalhadas sobre como f(x) varia quando x estd préximo de 3, faremos a seguinte
pergunta: o quio proximo de 3 devera estar x para que a diferenca entre f(x) e 5 seja menor que 0, 1? A distincia de x
a3 é|x — 3| eadistinciade f(x) a5 € |f(x) — 5|, logo nosso problema é achar um niimero § tal que

|f(x) —5] <0,1se|x—3| <6masx #3.
Se |x — 3| > 0, entdo x # 3; portanto uma formulagio equivalente de nosso problema € achar um nimero ¢ tal que
|f(x) =5 <0,1se0<|x—3| <.
Observe que, se 0 < |x — 3| < (0, 1)/2 = 0,05, entdo
£(x) = 5] = (2= 1) = 5| = |20 = 6] = 2}x - 3| < 2(0,05) = 0, 1,
isto €,
|f(x)-5]<0,1se0 < |x-3| <0,05.

Assim, uma resposta para o problema € dada por 6 = 0,05. Isso significa que se x estiver a uma distancia de no
maximo 0, 05 de 3, entdo f(x) estara a uma distdncia de no maximo 0, 1 de 5. Se mudarmos o nimero 0, 1 em nosso
problema para o nimero menor 0, 01, entdo, usando o mesmo método, achamos que f(x) diferira de 5 por menos que
0,01, desde que x difira de 3 por menos que (0,01)/2 = 0, 005. De forma anéloga,

|£(x) = 5] < 0,001 se 0 < |x — 3| <0,0005.

Os ntimeros 0, 1, 0,01 e 0,001, anteriormente considerados, podem ser interpretadas como tolerancias de erro que
podemos admitir. Devemos agora ser capazes de resolver esse problema para qualquer tolerancia de erro estritamente
positiva! Se chamamos de & (1€-se: épsilon) a um nimero positivo arbitrario, entdo, encontramos

e

|f(x) =5 <ese0<|x-3|<d= >

Se a afirmagfo acima vale para qualquer & > 0, temos que f(x) estd préximo de 5 quando x esta proximo de 3, pois

podemos fazer os valores de f(x) ficarem dentro de uma distincia arbitraria & de 5 restringindo os valores de x a uma
distincia £/2 de 3 (sendo x # 3).

Figura 3.12: Valores de f(x) possiveis para 0 < |x — 3| < 6.
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Com isso, podemos definir precisamente o limite de uma fungao.

Definicao 3.3.4. Seja f uma fungdo definida em algum intervalo aberto que contenha o niimero a, exceto possivelmente
a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L, e escrevemos

lim f(x) =L
xX—a
se para todo niimero € > 0 houver um niimero 6 > 0 tal que

0 < |x —al| <6 implique |f(x) — L| < &.

3.4 Derivadas

A equagdo (3.2) ocorre sempre que calculamos uma taxa de variacdo. Uma vez que esse tipo de limite ocorre
amplamente, ele recebe nome e notacdo especiais.

Definicao 3.4.1. A derivada de uma funcao f em um niimero a, denotada por f'(a), é definida por
@) - fim T T @
x—a XxX—a
se o limite existir.

Se considerarmos & = x — a podemos reescrever f’(a) como um limite em 4 da seguinte forma. Se & = x — a, entdo
x = a + h além disso, quanto x — a temos que 7 — 0. Dai, segue que

fO) =@ _ | flath) = f(a)
X—a

f (a) - )%l—% h—0 h

se o limite existir. Uma das vantagens dessa mudanca de varfavel no limite acima é que poderemos definir a funcio
derivada, como veremos a seguir. Antes, apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 3.4.1. Encontre a derivada da fungéo f(x) = x> — 8x + 9 em um niimero a.

Solugdo:
) = tim L =@

x—a  XxX-—a

~ lim (x2—8x+9) — (a®>-8a+9)
x—a X—a

- lim (x*-d®) -8(x—a)
x—a X—a

_ lim (x+a)(x—a)—-8(x—a)
x—a X—a

lim (x +a — 8)
X—a
=2a-8.

Definimos a reta tangente ao grafico de uma fungido f no ponto P = (a, f(a)) como a reta que passa em P e
tem inclinacdo m dada pela Equacdo (3.2). Uma vez que, pela Defini¢do 3.4.1, isso é o mesmo que a derivada f’(a),
podemos agora dizer o seguinte: A reta tangente ao grafico de uma fung¢do f em (a, f(a)) é a reta que passa em
(a, f(a)), cuja inclinacdo é igual a f’(a), a derivada de f em a.

Se usarmos a forma ponto-inclinacdo da equacao de uma reta, poderemos escrever uma equacao da reta tangente ao
grifico de f no ponto (a, f(a)),

y—=fla)=f(a)(x-a).
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Exemplo 3.4.2. Encontre uma equacdo da reta tangente a pardbola y = x*> — 8x + 9 no ponto (3, =6).

Solugdo: Do exemplo anterior, sabemos que a derivada de f(x) = x> —8x +9 no niimero a é f'(a) = 2a — 8. Portanto,
a inclinacao da reta tangente em (3,—6) é f'(3) = 2(3) — 8 = =2. Dessa forma, uma equacdo da reta tangente, é

y=—(-6) =(-2)(x —3) ouy = -2x.

(3, -6)

Figura 3.13: Reta tangente a pardbola no ponto (3, —6).

Até entdo, consideramos a derivada de uma funcéo f : A ¢ R — R em um ndmero fixo a:

fla+h) = (@)

fla) = Jim h

Se substituirmos a por uma variavel x, podemos definir uma fungio f’ : B ¢ A — R de modo que

, . fx+h) - f(x)
=1 B .

f(x) = lim A ; (3.3)
onde B = {x : f’(x) existe}.
Exemplo 3.4.3. Se f(x) = x* — x, encontre uma férmula para f’(x). Em seguida, esboge os gréficos de f e f'.
Solucgdo:

0 i LD =10

x—0 h

((x+h)? = (x+h) - (x> —x)
m

=1

x—0 h
i (3 +3x2h+3xh>+ 1) — (x+ h) — (X3 —x)
- x—0 h
O 3x*h+3xh*P+ W —h
= lim
x—0 h

= lim (3x> + 3xh+ h> - 1)
x—0

=3x% - 1.
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Abaixo mostramos o esbogo dos graficos:

-15 A1

fla) = 2 E

Figura 3.14: Gréfico das fungées f e f’.

Observe que f decresce sempre que o grafico de f” estd abaixo do eixo das abscissas além disso, f cresce quando o
grifico de f” estd acima do eixo das abscissas, ou seja, se f’(x) < 0 em um intervalo, entdo f é decrescente nele, caso
f"(x) > 0 temos que f € crecente no intervalo.

Com o exemplo acima, podemos observar que dada uma funcdo real, um problema natural seria determinar qual
€ a sua funcdo derivada. Usamos (3.3) para calcular as derivadas de fun¢des definidas por férmulas. Mas seria muito
trabalhoso se sempre usdssemos a definicao. Por isso, mostraremos as regras de derivacio, que nos permitirdo calcular
com mais praticidade as derivadas de fung¢des polinomiais e de outros tipos.

3.5 Regras de derivacao

Inicialmente, vamos considerar a func¢do constante f : R — R definida por f(x) = c.

J@)=c

-4 -3 -2 10 1. 2 3 4
-1

Figura 3.15: Fung¢ao constante.

Observe que o grifico de uma funcdo constante tem inclinag@o igual a 0, pois os valores das ordenadas nao variam.
Logo, é plausivel supor que f’(x) = 0. De fato,

fx+h) - f(x)
h

RN T e P
)= jim, - Jim 25 - fimo=o.

Isso prova o seguinte resultado:

Proposicao 3.5.1. Seja f : R — R definida por f(x) = ¢, para algum c € R. A funcdo derivada f’ : R — R serd dada
por f'(x) =0.
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A seguir, apresentaremos outras regras de derivacio igualmente tteis, das quais faremos uso sem a necessidade de

prova, uma vez que estas podem ser consultadas em [6].

Proposicao 3.5.2 (Regra da Poténcia). Seja f : A € R — R definida por f(x) = x", para algum n € R\ {0}. A funcdo

derivada f' : B € A — R serd dada por f’(x) = nx*~! se n > 0. Caso n < 0, o dominio da f' serd B\ {0}.

Exemplos 3.5.1. Derive as funcoes f : R\ {0} > Reg:R — R, onde f(x) = ﬁ eg(x)= V2.
Solugd@o: Em cada caso, reescreveremos a fungcdo como uma poténcia de x. Uma vez que f(x) = x~
da Poténcia com n = -2. Logo,

2, usamos a Regra

2
f@) = (2x = =
X
Analogamente, como g(x) = x%, podemos derivar g usando a regra da poténcia para n = % Dessa forma,

() (2) 2.4 2 ! 2 2
xX)=1|—-1]x3 = —Xx 3 = = .
§ 3 3 3wh 3
Proposicao 3.5.3 (Regra da Multiplicagdo por Constante). Seja f : A € R — R wuma funcdo derivavel, isto é, a
derivada de f existe, e seja g : A — R tal que g(x) = cf(x) para algum ¢ € R. A funcdo derivada g’ : BC A - R
serd dada pela regra g’ (x) = cf’(x).

Exemplo 3.5.1. Derive a funcio g : R — R definida por g(x) = 3x*.
Solucéo: Note que se definirmos f(x) = x* para todo x pertencente ao dominio de g, podemos escrever g(x) = 3 f(x).
Assim, pela regra da multiplicacdo por constante, g'(x) = 3f'(x). Como f’(x) = 4x3, pela regra da poténcia,
concluimos que

g (x) =3f"(x) =3(4x%) = 12x°.
Proposicao 3.5.4 (Regra da Soma e da Diferenga). Sejam f,g : A C R — R funcgoes derivaveis e F : A — R tal que
F(x) = f(x) £ g(x). A funcdo derivada F’ : B C A — R serd dada pela regra F'(x) = f'(x) + g’ (x).

Combinando todas as regras de derivagdo dadas acima, podemos derivar qualquer polindmio.

Exemplo 3.5.2. Derive a funcéo f : R — R definida por f(x) = x8 + 12x° — 4x* + 10x> — 6x + 5.
Solugdo:

F1(x) = (B +12x° —4x* +10x3 — 6x + 5)

= (%) + (12x°) + (4x™) + (10x)" = (6x)" + (5) (Regra da Soma e da Diferenca)
= (3 + (127°) + (4x*) + (10x3) = (6x)" +0 (Regra da Fungdo constante)
= () +12(x°) + 4 +10(x) - 6(x1) (Regra da Multiplicacao por Constante)
=831+ 12057 ) +4(4x* ) + 103371 — 6(1x' 1) (Regra da Poténcia)

= 8x7 + 60x* + 16x° +30x* - 6.
Proposicao 3.5.5 (Regra do Produto). Sejam f,g : A C R — R fungées derivaveis e F : A — R tal que F(x) =
f(x)g(x). A funcao derivada F’' : B C A — R serd dada pela regra F'(x) = f(x)g’(x) + f'(x)g(x).
Exemplo 3.5.3. Derive a funcio F(x) = (3x% + 5x) (x* + 2x + 1).
Solugdo: Considerando f(x) = 3x> +5 e g(x) = x> + 2x + 1, obtemos que f'(x) = 6x e g’(x) = 2x + 2. Assim, pela
regra do produto,
F'(x) = f(x)g' (x) + ' (x)g(x)

= (B3x2+5)(2x +2) +6x(x> + 2x + 1)

= (6x° + 6x% + 10x + 10) + (6x° + 12x% + 6x)

= 12x% + 18x% + 16x + 10.
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Proposicao 3.5.6 (Regra do Quociente). Sejam f,g : A € R — R funcées derivaveis e F : A — R tal que
F(x) = f(x)/g(x) com g(x) # 0. A fungdo derivada F' : B C A — R serd dada pela regra

gx) [ (x) = f(x)g' (x)
(8(x))? .
Exemplos 3.5.2. Derive a funcdo F(x) = (x> +x —2) /(x> +6).

Solucdo: Considerando f(x) = x> +x -2 e g(x) = x> +6, obtemos que f'(x) = 2x+1 e g’ (x) = 3x>. Assim, pela regra
do quociente,

F'(x) =

8 f'(x) — f(x)g"(x)

PO = oy
B @ +6)2x+1) = (x> +2-2)(3x?)
B (x3 +6)2
B (2x* +x3 +12x + 6) — (3x* +3x% — 6x2)
B (x3 +6)2
_ Xt -2 46X’ +12x + 6
(x3+6)2

Proposicao 3.5.7 (Regra da Cadeia). Se f for derivavel em x e f for derivavel em g(x), entdo a funcdo composta
F = f o g definida por F(x) = f(g(x)) é derivavel em x, e F’ é dada pelo produto

F'(x) = f'(g(x)) - 8" (x).

Exemplos 3.5.3. Encontre F’(x) com F(x) = Vx%2 + 1.

Solugdo: Primeiro, vamos encontrar duas funcoes f e g tais que F = f o g. Para isso, note que se f(x) = \x e
g(x) =x%+ 1, temos (f o g)(x) = f(g(x)) = m =Vx2+1=F(x). Como f'(x) = ﬁ (pela regra da poténcia) e
g’ (x) = 2x, pela regra da cadeia, temos

1 X
2x) = .
2\/g(x)( %) VxZ + 1

F'(x) = f(g(x)g" (x) =

3.6 Valores de maximo e de minimo de funcoes reais

Uma das aplicagdes mais importantes do Célculo estd na resolucao de problemas da Otimizacdo, nos quais buscamos
encontrar a maneira mais eficiente (ou uma solu¢do 6tima) de realizar uma determinada tarefa. Esses problemas
sao frequentemente reduzidos ao problema de encontrar os valores maximos ou minimos de uma fungdo. Antes de
prosseguirmos, ¢ fundamental esclarecer o que significam os termos “valor maximo” e “valor minimo” locais. Para
isso, vamos considerar o grifico de uma funcao dado pela Figura 3.16.

1

10
9 D

A

-1 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

8
7
6
5
4
3
2
f
0
-1

Figura 3.16: Grafico de uma funcao.
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Observe que o valor mais alto da fungdo mostrado na figura 3.16 € o ponto B. Da mesma forma, o menor valor é a
ordenada do ponto A. Em geral, usamos a seguinte defini¢do que é andloga a Defini¢ao 2.4.1.

Definicao 3.6.1. Seja ¢ um elemento do dominio D de uma funcdo f. Entdo f(c) é o valor maximo absoluto de D em
fse f(c) = f(x) para todo x em D.

Analogamente, podemos definir o que é o minimo global de uma fungfo.

Definicao 3.6.2. Seja ¢ um elemento do dominio D de uma funcdo f. Entdo f(c) é o valor minimo absoluto de D em
fse f(c) £ f(x) para todo x em D.

Exemplo 3.6.1. Analisando a Figura 3.16, observamos que a ordenada do ponto A corresponde ao minimo absoluto,
enquanto a ordenada do ponto B representa o maximo absoluto.

Um méaximo ou minimo absoluto também é chamado de maximo ou minimo global. Os valores maximos e minimos
de f sdo chamados de valores extremos de f.

Observe que os pontos C e D da Figura 3.16 ndo sao necessariamente os valores extremos da fun¢do. Entretanto,
note que no intervalo (9, 13), C é o ponto mais abaixo do grafico, enquanto no intervalo (13, 15), D é o ponto mais
acima do grafico. Para destarcarmos esta observagdo definiremos o seguinte:

Definicao 3.6.3. Seja ¢ um elemento do dominio D de uma funcdo f. Entdo f(c) é o valor minimo local de D em f
se existe um C C D tal que f(c) < f(x) para todo x em C.

Definicao 3.6.4. Seja ¢ um elemento do dominio D de uma funcdo f. Entdo f(c) é o valor mdximo local de D em f
se existe um C C D tal que f(c) > f(x) para todo x em C.

Note que, pelas defini¢des acima, todo minimo global também é um minimo local, pois tal valor é o menor valor
assumido pela funcdo em quaisquer subconjuntos de seu dominio. O mesmo argumento pode ser usado para mostrar
que todo maximo global também € um méximo local.

Vale ressaltar que os pontos A, B, C e D presentes na Figura 3.16 possuem algo em comum. Para isso, vamos tragar
retas tangentes a fun¢do em pontos proximos de A e D.

~

Now J:-‘,G)‘\'G)

—10’/’1 2 "3\ 4 5 6,7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
-1, A g

Figura 3.17: Retas tangentes ao grafico da funcao.

Perceba que na Figura 3.17, as retas tangentes (retas tracejadas) a fung@o que passam pelos pontos E e F possuem
inclinagdes positiva e negativa, respectivamente. A medida que esses pontos se aproximam de A, a inclinagdo das retas
tangentes desses pontos se aproxima da inclinag@o da reta tangente a fun¢@o que passa por A, a qual € nula. O mesmo
ocorre em relagdo aos pontos D, G e H, com a inclinagdo da reta tangente a fun¢do que passa pelo ponto D sendo nula.
Por fim, 0 mesmo ocorre com os pontos B e C. Portanto, a inclinagdo da reta tangente nula é o fator comum aos pontos
de maximo ou minimo. Isso € garantido pelo seguinte teorema, do qual admitiremos sua veracidade.
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Teorema 3.6.1 (Teorema de Fermat). Se uma funcdo f tiver um mdximo ou minimo local em c e se f'(c) existir, entdo
f'(e) =0.

Se existir um ¢ tal que f’(c) ndo exista, isso ndo implica necessariamente que f(c¢) ndo seja um valor extremo. Por
exemplo, na fun¢do f : R — R definida como f(x) = |x|, f'(0) ndo existe; entretanto, f(0) = 0 € minimo global.

4
3
2

1

4 3 2 10| 1 2 3 4
-1

Figura 3.18: Representagio grafica da fungdo modular f(x) = |x|.

Assim, dada uma funcdo f : A C R — R, os elementos de A que s@o candidatos a valores extremos sdo aqueles que
possuem derivadas nulas ou os pontos nos quais as fungdes derivadas ndo existem. Dessa forma, o Teorema de Fermat
sugere que devemos, pelo menos, comegar procurando por valores extremos de f nos nimeros ¢ onde f’(c) = 0 ou
onde f’(c¢) ndo existe. Esses nimeros recebem um nome especial, como veremos a seguir.

Definicao 3.6.5. Um niimero critico de uma fungdo f é um niimero ¢ no dominio de f tal que ou f'(c) =0 ou f'(c)
ndo existe.

Com isso, podemos encontrar os valores de maximo e de minimo absolutos de qualquer fun¢@o f continua (veja a
Secdo 3.8) em um intervalo fechado através do seguinte procedimento:

1. Encontre os valores de f nos nimeros criticos de f em (a, b);

2. Encontre os valores de f nas extremidades do intervalo;

3. O maior valor entre as etapas 1 e 2 € o valor maximo absoluto. Por outro lado, o menor desses valores € o valor
minimo absoluto.

Exemplo 3.6.2. Encontre os valores maximo e minimo absolutos da funcao

fx)=x*-3x*+1, -=<x<4

| —

Solugdo: Vamos encontrar os pontos criticos de f. Note que

F1(x) = (x> =3x% + 1) = 3x? — 6x = 3x(x — 2).
Fazendo f'(x) =0, temos a equagdo 3x(x —2) = 0, que possui solucdo x = 0 ou x = 2. Estes sdo os niimeros criticos
de f. Osvalores de f nestes nimeros criticos sdao (0) = 1 e f(2) = =3. Os valores de f nas extremidades do intervalo
sao f (—%) = % e f(4) = 17. Comparando esses quatro niimeros, vemos que o valor maximo absoluto é f(4) =17 e o
valor minimo absoluto é f(2) = =3.

Observe que neste exemplo, 0 maximo absoluto ocorre em uma extremidade, enquanto o minimo absoluto acontece
em um nimero critico.

3.7 Problemas de Otimizacao

Problemas que envolvem encontrar pontos extremos de funcdes t€ém muitas aplicacoes préticas. Por exemplo, um
empresario pode desejar minimizar os custos e maximizar os lucros, enquanto um viajante pode buscar minimizar o
tempo de transporte, entre outros problemas.
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Os problemas de otimizagdo apresentados no Capitulo 2, nos quais procuramos determinar extremos de fungoes,
foram resolvidos facilmente utilizando as coordenadas do vértice da pardbola. Entretanto, esse método se restringe
a funcdes quadraticas e nem sempre serd simples, dependendo da fungdo que se pretende minimizar. Os conceitos
apresentados neste capitulo podem ser utilizados para encontrar valores extremos de funcdes de qualquer tipo. Nesta
se¢do, mostraremos um problema de minimizag¢do e uma proposta de resolug@o que envolve o uso de derivadas.

Exemplo 3.7.1. Uma lata cilindrica é feita para receber um litro de 6leo. Encontre as dimensoes que minimizardo o
custo do metal para produzir a lata.

Resolucio: A figura a seguir ilustra a lata cilindrica do problema, onde r € o raio da base e & ¢ a altura da lata.

Figura 3.19: Cilindro de raio r e altura h.

A fim de minimizar o custo do metal, minimizamos a area da superficie total do cilindro (tampa, base e lado). A
superficie lateral € uma folha retangular com dimensdes 27 € h e drea 2xrh e cada uma das bases possui raio r e drea
ar?. Logo, a drea da superficie é

A =2nr* + 27rh.

Gostariamos de expressar A em termos da varidvel r apenas. Para eliminarmos %, usamos o fato de que o volume é

de 1L = 1000cm?>. Logo
1000

ar*h = 1000 = h —.
nr

Substituindo na expressao da drea A da superficie da lata, temos

1 2
A =2nr? + 217 ( 000) =27 + 000

r2 r

A tnica restri¢cdo é que r > 0 (pois as solugdes com r < 0 ndo possuem significado geométrico na aplicacao).
Portanto, a fungdo que gostariamos de minimizar é

2000

A(r)=2nr*+ ==, r>0.
r

Para encontrarmos os niimeros criticos, calculamos a derivada da fungao A :

2000 4(zr3 - 500
Al(r)=dnr - —— = A'(r) = Hrr” — 300) > ).
r r
Fazendo A’(r) = 0, obtemos
4(nr3 - 500 500 500
A =0= X0 s s00=0— 2= 20 2 20

r2 m s
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Podemos observar que A’ (r) < O parar < /500/m e A’(r) > O parar > 4/500/n. Portanto, A est4 decrescendo para
todo r 2 esquerda do nimero critico € crescendo para todo r a direita. Assim, r = 4/500/7 deve originar um minimo
absoluto. O valor de /& correspondente a r = v/500/7 é

b= IOOO: 1000 :23[@:2}"
nr?2  m(500/m)2/3 n

Dessa forma, para minimizar o custo da lata, o raio deve ser v/500/7 c¢m e a altura igual a duas vezes o raio, ou seja,

h =2+500/7 cm.

3.8 Continuidade de funcoes reais

Nesta secdlo, apresentaremos uma propriedade crucial para o campo da Otimizag¢ao Continua: a continuidade de uma
funcdo. Considere a funcdo f : R — R dada por

f(x)={x+1 sex #2

1 sex =2

Considere a sua representacdo grafica dada na Figura 3.20
6
5
4
3
2

1 L]

210 1 2 3 4 5 6
-1

Figura 3.20: Gréafico da f.

Vamos analisar o comportamento da distancia entre valores que a funcdo assume, isto &, | f(x) — f(y)| para x # y.
Fixando x = 2 e tomando y = 1, temos |f(x) — f(y)| = |f(2) = f(1)] = |1 = 2| = 1, ou seja, uma mudanca em
uma unidade em x produziu uma alteragdo de uma unidade em f(x). Analogamente, fazendo y = 1,9 observamos que
|f(x) = f(y)] = 1,9 além disso, considerando y = 1,99 segue que |f(x) — f(¥)| = 1,99. Com essas informacdes,
podemos criar a seguinte tabela:

y k= yllF ) = FO LR

1 1 1 1
1,91 0,1 1,9 19
1,99| 0,01 1,99 199

Tabela 3.3: Comparagao das distancias considerando x = 2.
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Usando a Tabela 3.3, podemos verificar que pequenas variagdes em x produzem grandes variagoes em f(x). Essa
variagdo de f(x) pode ser mantida tdo grande quanto desejarmos, mantendo-se a variagdo em x suficientemente pequena.
Agora, iremos reanalisar o problema. Vamos considerar x = 1 e, assim, obter as seguintes informacdes:

y =yl ) = F o)l HEEE

0 | 1 1
09 0,1 0,1 1
0,99| 0,01 0,01 1

Tabela 3.4: Comparagao das distancias considerando x = 1.

Usando a Tabela 3.4, podemos verificar que pequenas variagdes em x produzem pequenas varia¢cdes em f(x). Essa
variacdo de f(x) pode ser mantida tdo pequena quanto desejarmos, mantendo-se a variagdo em x suficientemente
pequena.

Observe que, ao analisarmos a variagdo de f(x) em funcdo da variacdo de x em dois pontos, conseguimos verificar
dois comportamentos distintos. Em particular, quando uma fun¢ao se comporta como no segundo caso em um certo
ponto, digamos a, dizemos que a funcdo f é continua em a. Em termos de limites, podemos definir a continuidade de
uma fun¢do em um ponto da seguinte forma:

Definicao 3.8.1. Uma funcdo f : A C R — R é continua em a € A se
lim £(x) = f(a).
X—a

Quando uma fungdo se comporta como no primeiro caso em um determinado ponto, dizemos que a funcdo é
descontinua neste ponto. H4 uma grande variedade de fungdes que sdo continuas em todos os pontos de seu dominio,
dentre elas, as fun¢des polinomiais, racionais, trigonométricas e exponenciais.

Muitos resultados importantes do Calculo levam em considerac¢do a continuidade da fun¢do como hipétese, como
por exemplo o Teorema do Valor Intermedidrio, o Teorema do Valor Médio e o préprio Teorema Fundamental do
Célculo. Dentre todos esses resultados, segue o enunciado de um resultado extremamente importante na Otimizagao
Continua:

Teorema 3.8.1 (Teorema de Weierstrass). Se f for continua em um intervalo fechado [a, b], entdo existem c,d € [a, b]
tais que f(c) < f(x) e f(d) = f(x) para todo x € [a, b].

Observemos que o teorema acima garante a existéncia de valores extremos em func¢des continuas definidas em
intervalos fechados. Por fim, o teorema acima € uma versao particular da que é usada em Otimizacido Continua do qual
considera fungdes f : A ¢ R” — R com n € N, tais fungdes serdo abordadas no préximo capitulo.
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3.9 Exercicios

Exercicio 3.9.1. Encontre a derivada da fungdo f(x) = x*> — 8x +9 em um niimero a usando

fla+h) - f(a)
- .

f'(a) = lim
Exercicio 3.9.2. Encontre uma equagdo da reta tangente a pardbola y = 4x —3x? no ponto (2, —4). Em seguida, esboce
a reta e o grdfico no mesmo plano cartesiano.
Exercicio 3.9.3. Seja f : R — R tal que f(x) = 5x + 4x, encontre f'(x).
Exercicio 3.9.4. Seja f : R — R tal que f(x) = Vx2 + 4, encontre [ (x).

Exercicio 3.9.5. Para cada um dos pontos indicados A, B, C, D e E diga se este ponto é de mdaximo ou minimo
absoluto, maximo ou minimo local, ou nem maximo nem minimo de acordo com a figura abaixo.

Exercicio 3.9.6. Encontre os niimeros criticos da funcdo f : R — R dada por f(x) = 2x> — 3x* — 36x.

Exercicio 3.9.7. Encontre os valores mdximo e minimo absolutos da funcdo f : R — R cuja regra é f(x)
2x3 = 3x% — 12x + 1 no intervalo [-2,3].

Exercicio 3.9.8. Encontre os valores maximo e minimo absolutos da funcdo f : R — R cuja regra é f(x)
3x* —4x3 — 12x% + 1 no intervalo [-2,3].

Exercicio 3.9.9. A taxa (em mg de carbono/m>|h) na qual a fotossintese ocorre para uma espécie de fitoplancton é

modelada pela fun¢do
1001

e
em que I é a intensidade da luz (medida em milhares de candelas). Para qual intensidade de luz P é maximo.

Exercicio 3.9.10. Encontre o ponto sobre a reta 'y = 2x + 3 que esta mais proximo da origem.






Capitulo 4
Calculo Diferencial com Duas Variaveis reais

Neste capitulo, abordaremos topicos relacionados a funcdes de vdrias varidveis, expandindo os conceitos e resultados
do Cilculo Diferencial estudados no capitulo anterior.

4.1 Funcoes de duas variaveis reais

Funcdes matematicas sdo utilizadas para modelar diversos fenomenos do cotidiano. Estes problemas podem ser
complexos e necessitarem de modelagem com func¢des que dependem de mais de uma varidvel. Um exemplo disso é
a producdo de uma loja de roupas (P), que depende tanto da quantidade de trabalhadores x quanto da quantidade de
maquinas y que a empresa dispde. Assim, a producdo pode ser representada pela funcdo P = f(x,y) = 3x + 4y, de
modo que para avaliar a producio dessa loja, € necessario considerar ambas as varidveis. Outro exemplo € o célculo da
area de um retngulo de largura [ e comprimento c¢. Podemos representar sua area pela fungdo A(l,c) =1 -c.Paral =2
ec=3teremos A(2,3) =2-3=6u.a..

Formalmente, uma func¢do de duas varidveis reais pode ser definida como segue.

Definiciio 4.1.1. Uma funcdo de duas varidveis f : D € R* — R é uma regra que associa a cada par ordenado de
niimeros reais (x,y) € D um tnico valor real f(x,y) € R.

Escrevemos z = f(x,y), em que x e y sdo as vdariaveis independentes e z a variavel dependente. A seguir, veremos
como uma funcao de vdrias varidveis pode ser representada pelo diagrama de flechas.

Yy z

o f(z,y)

o
(z,v)
o o
5 40
(a,b)
e
o f(a,b)

Figura 4.1: Representag@o de uma funcdo de duas varidveis pelo diagrama de flechas.

4.2 Grafico de funcoes

O grafico é uma forma de representarmos a imagem de funcdes. E definido como segue.
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Definicio 4.2.1. O grdfico da funcdo f : D C R*> — R é o conjunto G de todos os pontos (x,y,z) € R? tal que
z= f(x,y) com (x,y) € D, istoé, G ={(x,y,2) ER:z=f(x,y)}.

A representagdo grafica das funcdes de duas varidveis reais € o esbogo de uma superficie, que nos permite entender
como a fungdo se comporta conforme variamos os valores das varidveis independentes. A Figura 4.2 apresenta um
exemplo.

N

Figura 4.2: Representagao grafica da superficie S.(Fonte:STEWART, James. Célculo volume 2. 2013, 2013.)

Exemplo 4.2.1. Seja f : R? — R, definida como f(x,y) = x* + y*> + 3. A representacio grdfica dessa fungéo é a
superficie apresentada na Figura 4.3.

-0.5

-1.0

-15

=2.0

Figura 4.3: Superficie de f.

Exemplo 4.2.2. Seja g : R*> — R, definida como g(x,y) = sin(x) + cos(x).A representacdo grifica dessa fungdo é a
superficie apresentada na Figura 4.4.
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-0.5

-1.0

-15

Figura 4.4: Superficie de g.

4.3 Curvas de nivel

O grifico de uma funcdo de duas varidveis reais é representado por uma superficie contida no R3. Se quisermos
representar o comportamento da fung¢ao em duas dimensdes, podemos tragar um conjunto de curvas chamado de curvas
de nivel. Uma area onde as curvas de nivel sdo muito utilizadas é na Cartografia, como por exemplo no mapeamento
do relevo de uma area, veja a Figura 4.5. A defini¢ao é dada como segue.

N

Figura 4.5: Representagdo das curvas de nivel na Cartografia. (Fonte:https://eandreoli.blogspot.com/2011/10/curva-de-
nivel.html.)

As curvas de nivel de uma fungdo f(x, y) de duas varidveis reais sdo conjuntos de pontos no plano xy que satisfazem
a equacdo f(x,y) = k, onde k é uma constante pertencente ao dominio de f.

Exemplo 4.3.1. Seja f : R?> — R definida por f(x,y) = x> + y?, a curva de nivel para k = 4 pode ser representada
da seguinte maneira
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Figura 4.6: Curva de nivel de f.

Exemplo 4.3.2. Retomando o Exemplo 4.2.1, as curvas de nivel da fungdo f sao dadas por:

-20.0
F17.5
15.0

125

75

5.0

Figura 4.7: Curvas de nivel de f.

Exemplo 4.3.3. Retomando o Exemplo 4.2.2, as curvas de nivel da fungdo g sao dadas por:
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Figura 4.8: Curvas de nivel de g.

4.4 Derivadas Parciais

Nesta secdo, iremos estender os conceitos de derivadas abordados no Capitulo 3 para o caso de funcdes de duas
vdriaveis reais. Veremos que, neste caso, basta derivar cada uma das varidveis, considerando a outra varidvel como
constante. A seguir apresentamos a defini¢do.

. , ~ L . . ~ )
Definiciio 4.4.1. Se f : R?> — R é uma funcdo de duas variaveis, suas derivadas parcias em (a, b) sdo as funcdes a_f:
of .
€y definidas por

of . flathb)=flab) 8f . fla,b+h) - f(ab)
ox Am h ¢ Gy " A n '

As derivadas parciais das fun¢des elementares sdo calculadas usando as regras de deriva¢do do célculo de uma
variavel.

No célculo da derivada fy, olhamos y temporariamente como constante e derivamos a funcdo f como se ela
dependesse apenas da varidvel x.

Exemplo 4.4.1. Vamos calcular as derivadas parciais da funcdo f : R?> — R definida por f(x,y) = 3x% + Sxy — 4y?
no ponto P(1,3). Para isso, calculemos f:

fi=6x+5y= f,(1,3) =6-1+5-3=6+15=21.
Agora, iremos calcular f:
fy=5%-8y= f4(1,3)=5-1-8-3=5-24=-19.

As derivadas parciais fx(a, b) e fy(a, b) representam as inclinagdes das retas tangentes a superficie S em P(a, b, c),
com ¢ = f(a, b), com interseccio dos planos y = b e x = a, respectivamente.
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(a, b, 0)

Figura 4.9: Interpretacdo geométrica das derivadas parciais.(Fonte: STEWART, James. Célculo, Volume 2. 2013.)

4.5 Derivadas Direcionais e Vetor gradiente

As derivadas direcionais e o vetor gradiente s@o conceitos fundamentais na anélise de funcdes com vdrias varidveis.
Enquanto as derivadas parciais nos dao informagdes sobre a taxa de variacdo em relacdo a cada varidvel, as derivadas
direcionais expandem essa andlise para qualquer direc@o especifica. O vetor gradiente é intensivamente utilizado na
area da Otimizacdo, pois pode ser empregado para identificar os pontos criticos de uma fungao e determinar as dire¢des
de maior crescimento e decrescimento. Nesta secdo, vamos explorar esses conceitos e, em capitulos posteriores,
discutiremos como aplicd-los em problemas da Otimizacao Continua.

4.5.1 Derivada Direcional

A derivada direcional nos permite encontrar a taxa de variacdo de uma fun¢do de duas ou mais varidveis reais em
qualquer dire¢ao. Formalmente, ela é definida como segue.

Definicao 4.5.1. A derivada direcional de f em (xo, yo) na direcdo do vetor u = (a, b) é

f(xo+ ha,yo+bh) — f(xo,y0)
h

Dy, f(x0,y0) = %lg})

se esse limite existir.
Para calcularmos as derivadas direcionais utilizamos o seguinte teorema:

Teorema 4.5.1. Se f : R> — R é uma funcdo diferencidvel, entio f tem derivada direcional na direcio de qualquer
vetoru = (a,b) e
D, f(x,y) = fx(x,y)a+ fy(x’ y)b.

Exemplo 4.5.1. Seja f : R*> — R definida por f(x,y) = x>y%. Iremos calcular a derivada direcional de f no ponto
P(-1,2) na direcdo do vetor u = (4,-3).
Queremos determinar D, f(—1,2) na direcdo de a. Como fc(x,y) = 3x%y* e fr(x,y) = 2x3y. Logo, em P(-1,2),
temos

D, f(-1,2)=3-(=1)?-2% - 4+2-(=1)>-2-(=3) = -36.
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4.5.2 Vetor Gradiente

O vetor gradiente indica a direcao de maior crescimento da fun¢do e na otimizacao essa informagao € importantissima,
visto que para minimizagao a dire¢ao de maior decréscimento serd o —V f.

Definico 4.5.2. Se f : R> — R é uma funcdo de duas varidveis reais, entdo o gradiente de f é a fungéo vetorial,

denotada por V f, definida por
Vf(xy) = (fe(x,p), fy(x, ).

Exemplo 4.5.2. Seja f : R" — R definida por f(x,y) = x> + xy + y? e tomamos o vetor gradiente Af(5,2) = (12,9).

V£(5,2) = (12.9)

Figura 4.10: Vetor Gradiente da fungdo f no ponto P(5,2).

4.6 Maximos e minimos de func¢oes de duas variaveis

Na Otimizag¢do Continua, o foco dos estudos é encontrar maximos ou minimos de funcdes. Para funcdes de mais de
uma variavel, faz-se necessdrio o uso de estrategias do Célculo Diferencial para encontrar estes valores.

Definicao 4.6.1. Uma funcdo de duas variaveis reais tem o ponto de mdaximo local em (a,b) se f(x,y) < f(a,b)
quando (x,y) esta proximo de (a,b). O valor f(a,b) é chamado de valor de maximo local. Se f(x,y) > f(a,b)
quando (x, y) esta proximo de (a, b), entdo f tem um minimo local em (a, b) e f(a, b) é um valor de minimo local.

Exemplo 4.6.1. Note que a funcio f : R> — Rdefinida por f(x,y) = sin(x)sin(y) possui pontos de maximo e minimo.

Figura 4.11: Esbogo de f.
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As derivadas parciais e os pontos de minimo ou maximo estao estritamente ligados, € o que podemos observar no
teorema abaixo.

Teorema 4.6.1. Se f : R — R tem um mdaximo ou minimo local em (a, b) e as derivadas parciais de primeira ordem
de f existem nesses pontos, entio fx(a,b) =0e f,(a,b) =0.

Além disso, (a, b) é chamado ponto critico ou ponto estaciondrio de f se fy(a,b) = 0 e f,(a,b) = 0, ou quando
uma das derivadas parciais ndo existir. Para que um ponto (a, b) seja de maximo ou de minimo de f, ele deve ser um
ponto critico, mas a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 4.6.2. Seja f : R?> — R definida por f(x,y) = x> + y> = 2x — 6y + 14. O ponto critico de f é dado a partir
do calculo das derivadas parciais:
fe(x,y)=2x—=2e fy(x,y) =2y - 6. 4.1

Logo, (1,3) é o iinico ponto critico.

4.7 Exercicios

Exercicio 4.7.1. Seja F : D ¢ R?> — R definida por F(x,y) = 1 + 4 — y2.

(a) Calcule F(3,1).
(b) Determine e esboce o dominio D de F.
(¢) Determine a imagem de F.

Exercicio 4.7.2. Seja g : D ¢ R* — R definida por g(x,y) = cos(x +2y).

(a) Calcule g(2,-1).
(b) Determine e esboce o dominio D de g.
(¢) Determine a imagem de g.

Exercicio 4.7.3. Determine as derivadas parciais de primeira ordem das seguintes funcées f : D ¢ R?> — R.

(a) f(x,y)=y>=3xy
(b) f(x,1) =+xInt

(0) Flx.y) =%

(d) f(u,v) = (u?v—0%)?°

Exercicio 4.7.4. Determine a derivada direcional das funcées f : D C R?> — R no ponto dado na direcéo do vetor v.

(Cl) f(x,)’) = eXSin(y)’ (0’ ”/3)’ V=(—6, 8)
(b) f(x.y) = =57 (1,2), v=(3,5)

Exercicio 4.7.5. Determine a derivada direcional de f : D € R?> — R definida por f(x,y) = Xy em P(2,8) na
direcdo de Q(5,4).
Exercicio 4.7.6. Determine os valores mdaximos e minimos locais das seguintes funcées f : R?> — R, definidas por:

(a) f(x,y) = 9—2x+4y—x2 —4y2
(b) f(x,y)=x3y+12x> -8y
(€) flx,y) = +yHer



Capitulo 5
Sequéncias Numéricas

Na abordagem dos problemas de Otimizacao Continua, € frequente a necessidade de encontrar mdximos ou minimos
de fungdes em um conjunto. Para solucionar esses problemas, recorremos a métodos iterativos que geram sequéncias
numéricas. Por exemplo, para determinar o valor minimo de uma fun¢do em um intervalo dado, escolhemos um ponto
inicial nesse intervalo e, a partir dele, geramos novos pontos que avancam em dire¢cdo ao minimo da funcdo. Esse
processo iterativo resulta em uma sequéncia. Assim, € evidente que as sequéncias desempenham um papel fundamental
na resolugdo de problemas de Otimiza¢do Continua, fornecendo uma estrutura para analisar e compreender o processo
de convergéncia em dire¢ao a solucio Stima.

Neste capitulo, iremos explorar os conceitos fundamentais das sequéncias, incluindo subsequéncias, monotonicidade
e limitacdo. Apresentaremos também a nogao intuitiva de limite de uma sequéncia, sua definicao formal e exemplos de
sequéncias convergentes e divergentes.

5.1 Sequéncias Numéricas

Sequéncias numéricas sdo utilizadas na modelagem e resolucdo de problemas de diversas dreas. Considere, por
exemplo, uma particula em movimento em que registramos sua posicdo em intervalos regulares de tempo. Essas
posi¢des, ordenadas conforme o tempo avanca, formam uma sequéncia de nimeros que descreve o movimento da
particula ao longo do tempo. Na Figura abaixo, podemos perceber uma sequéncia ordenada de diferentes alturas para a
bola ao longo de intervalos de tempo.

Figura 5.1: Sequéncia de fotografia em ag¢ao que registra o movimento da bola em intervalos.
(Fonte: Mathigon.)

A seguir, apresentamos formalmente a definicao de sequéncias numéricas.

Definicao 5.1.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcdo x : N — R, isto é, uma funcdo que associa a cada
niimero natural n um niimero real x,, que é chamado de n-ésimo termo da sequéncia. Podemos denotar uma sequéncia
das seguintes maneiras:

(xl, e Xy e ') ou (xn)HEN ou (xn)'

As sequéncias sao frequentemente definidas fornecendo-se uma férmula para o n-ésimo termo x,,. Também pode-se
listar os termos de uma sequéncia em ordem, parando quando a regra de formacao parecer evidente. Outra maneira de
definir uma sequéncia € especificar o valor de x; e criar uma férmula para obter x,.; (n > 1) em termos de x;. As
sequéncias definidas desta maneira sdo chamadas de recursivas.
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Exemplo 5.1.1. Seja b € R, a sequéncia (x,) = (b,b,b,...), cujos termos sdo iguais a b, é chamada de sequéncia
constante. Na Figura 5.4, podemos visualizar graficamente uma sequéncia constante em que x, = 3, para todo n € N.

@ Termodexn=3

3le o0 0000000000000 O0CO0CO0COCEEOS® O S

Figura 5.2: Sequéncia constante.

Exemplo 5.1.2. A sequéncia de Fibonacci (f,,) = (1,1,2,3,5,8,13,...) é dada pela seguinte definicdo recursiva:

fi=1, =1, fus1 = fum1 + fuparan > 2.

Assim, apos o segundo termo, cada termo é a soma de seus dois antecessores.

60

@ Termos da Sequéncia de Fibonacci ®

50

40

Figura 5.3: Sequéncia de Fibonacci.

Definicao 5.1.2. Uma sequéncia de niimeros reais (x,) diz-se crescente quando x; < x, < x3 < ..., ou seja, quando,
para todo n € N, temos x, < Xn+1. No caso da desigualdade nao ser estrita, isto é, quando para todo n € N temos
Xn < Xp41, a Sequéncia diz-se ndo-descescente. Analogalmente, se para todo n € N temos x,, > Xp+1 a sequéncia é
descrescente, e no caso a desigualdade nao ser estrita, ou seja, x, > Xp4+1, diz-se ndo-crescente. Em todos os casos,
dizemos que a sequéncia é monotona.

Exemplo 5.1.3. A sequéncia x,, = n, para todo n € N, é uma sequéncia estritamente crescente.
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Figura 5.4: Sequéncia crescente.

Exemplo 5.1.4. A sequéncia de Fibonacci que vimos no Exemplo 5.3 é uma sequéncia ndo-decrescente.

Definicao 5.1.3. Uma subsequéncia de (x,)nen € a restricdo desta sequéncia a um subconjunto infinito N’ = {n| <
ny <...<ny<...}CN, eéindicada pela notagdo (x,)nenv.

Exemplo 5.1.5. Considere a sequéncia dada por x, = (—1)". Note que essa sequéncia possui duas subsequéncias:

e Tomando N, = {n € N : n = 2k para algum k € N}, temos a subsequéncia dos termos com indices pares
(xn)neNI, =(1,1,1,...).

o Tomando N; = {n € N : n = 2k + 1 para algum k € N}, temos a subsequéncia dos termos com indices impares
(xn)neNi = (_1, -1,-1,.. )

@ Termode x_n=(-1)~n

x_n
o
.

Figura 5.5: Exemplos de subsequéncias.

Definicao 5.1.4. Uma sequéncia (x,) de niimeros reais é limitada superiormente se houver um niimero M € R tal que
Xn < M para todo n € N. Da mesma forma, a sequéncia é dita limitada inferiormente se existir um niimero P € R tal
que x, > P para todon € N.

Definicao 5.1.5. Uma sequéncia (x,,) de niimeros reais é dita limitada se existe um niimero real M > 0 tal que |x,| < M
para todo n € N.

Exemplo 5.1.6. Considere a sequéncia dada por x,, = 2"*. Temos que essa sequéncia é limitada inferiormente por 2 e
ndo é limitada superiormente.
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1000
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CI e
= 500

Figura 5.6: Sequéncia limitada apenas inferiormente.

Exemplo 5.1.7. A sequéncia dada por x, = 2 + (1/n) é limitada inferiormente por 2 e superiormente por 3.

35

°
e o
e o
© © e 0000 0 0 0 o

@ xn=1+1n
5 10 15 20
n

15

Figura 5.7: Sequéncia limitada.

Definicao 5.1.6. Seja X C R. Dizemos que X é limitado superiormente quando existe algum s € R tal que, para cada
x € X ocorre x < s. Neste caso, diz-se que s é uma cota superior de X. Da mesma forma, diz-se que o conjunto X é
limitado inferiormente quando existe algum p € R tal que, para cada x € X ocorre x > p. O niimero p chama-se entao
uma cota inferior de X. Se X é limitado superior e inferiormente, dizemos que X é um conjunto limitado.

Exemplo 5.1.8. Seja X = {1,1/2,1/3,1/4,...}. Note que este conjunto é limitado. Temos, por exemplo, que 1 é uma
cota superior e 0 é uma cota inferior de X.

Definicao 5.1.7. Seja X C R limitado superiormente e ndo-vazio. Um nitmero b € R chama-se supremo do conjunto
X quando b é a menor das cotas superiores de X. Escreveremos sup X para indica-lo. As condigoes que caracterizam
o supremo podem, portanto, ser escritas assim:

Sl.xe X = x <supX;
S2.b > x paratodox € X = b > sup X;
S2’.Se b < sup X entdo existe x € X tal que b < x.

Portanto, o supremo de um conjunto, quando existe, é tinico.

Definicao 5.1.8. Seja X c R limitado inferiormente e ndo-vazio. Um nimero a € R chama-se infimo do conjunto X,
quando a é a maior das cotas inferiores de X. Para que a seja o infimo de X, é necessario e suficiente que as condigcoes
abaixo sejam satisfeitas:
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11. Para todo x € X tem-se a < x;
I12.Se c e R é tal que ¢ < x para todo x € X, entdo c < a.

O infimo de X, quando existe, é inico e escreve-se a = inf X.
Exemplo 5.1.9. Vamos determinar o supremo e o infimo do conjunto A = {1/n : n € N}

e Primeiro, vamos determinar o infimo de A. Note que todos os elementos de A sdo positivos e, portanto, 0 é uma cota
inferior. Por defini¢do, sabemos que o infimo é a maior das cotas inferiores do conjunto. Assim, temos inf A > 0.
Suponha, por absurdo, que inf A > 0. Entdo, existiria ¢ > 0 tal que inf A > ¢ > 0. Porém, pela propriedade
arquimediana, existe ng > 0 tal que noc > 1 que implica ¢ > 1/ny € A. Assim, teriamos um elemento de A que é
menor que o infimo de A, o que é um absurdo. Como esse aburso surgiu quando supomos que inf A > 0, segue-se
que devemos ter inf A = 0.

inf A

=)
S|~e
[¢]

Figura 5.8: Construc¢do geométrica do que ocorre se tivermos inf A > 0.

e Agora, vamos determinar o supremo de A. Note que 1/n < 1, para todo n € N, o que significa que 1 é uma cota
superior para o conjunto A. Em particular, devemos ter sup A < 1, pois por definicdo o supremo é a menor das
cotas superiores. Como 1 € A, temos que sup A > 1. Logo, sup A = 1.

5.2 Nocao intuitiva do limite de sequéncias

Intuitivamente, uma sequéncia (x,,),en possui limite L se, a medida que o indice n cresce, o elemento x,, vai se
tornando arbitrariamente préximo de L.

_n_
T AL

Wi
EN[9S)

Exemplo 5.2.1. Seja (x,)en = (#) = (%, , ) Vamos analisar a representagdo grdfica da sequéncia

com a variagdo de n:

4000000°°
o
0®'

n/(n+1)

@ Limite da sequéncia n/(n+1)

n/(n+1)
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02

0.0

7

@ Limite da sequéncia n/(n+1)

n/(n+1)

r

@ Limite da sequéncia n/{n+1)

10 20 30 40 50
n

(a) n variando de 0 a 50.

25 50 75 100
n

(b) n variando de 0 a 100.

o 100 200 300 400 500
n

(c) n variando de 0 a 500.

Figura 5.9: Grifico da sequéncia (x,)nen = (557) com a variagio de n.

n

Observacdes 5.2.1. A sequéncia (x,)nen = (72 é crescente e limitada (limitada inferiormente por 1/2 e superior-

n+l

mente por 1); Dizer que 1 é o limite de tal sequiicia, significa que para valores muito grandes de n, os termos de xp,
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ficam tao proximos de 1 quanto quisermos, Nenhum termo da sequéncia sera igual a 1, pois nao existe n € N tal que

Sy =1L
Exemplo 5.2.2. Seja (x,)nen = (%) = (1, %, %, - ﬁ, ) Vamos analisar o grafico da sequéncia com a variacdo de
n:

@ Limite da sequéncia 1/n @ Limite da sequéncia 1in

08 08
06 06
04 04

02 ° 02

"'--...-.... \_

0.0 1 - 0.0
0 10 20 30 0 50 o 25 50 75 100

n n

(a) n variando de 0 a 50. (b) n variando de 0 a 100.

Figura 5.10: Representagio grafica da sequéncia (x,),en = (%) com a variagdo de n.

Observacoes 5.2.2. A sequéncia (x,)en = (,11) ¢é decrescente e limitada (limitada inferiormente por 0 e superiormente
por 1); O limite dessa sequéncia é 0, mas ndo existe n € N tal que % = 0. Logo, 0 ndo é um termo de (x,)nen.

Exemplo 5.2.3. Seja a sequéncia constante (x,)nen = (1,1,1,...). Vamos analisar o grdfico da sequéncia com a
variagdo de n:

20

15

0.5 |

0.0

Figura 5.11: Limite de sequéncia constante

Observacao 5.2.3. Neste caso, o limite é um termo da sequéncia e é igual a 1.

Portanto, dizer que um ntiimero € o limite de uma sequéncia nos leva a pensar que quanto maior a posicao do termo,
mais ele se aproxima desse nimero, arbitrariamente.
5.3 Limite de uma Sequéncia

Trazendo mais precisio a no¢ao de limite apresentada na se¢do anterior, se for estipulado um “erro” por meio de um
nimero real &€ > 0, entdo existe um indice ng tal que todos os termos x,, da sequéncia que tém indice n maior do que
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ng sdo valores aproximados de a com erro inferior a €. O indice ng depende de €, sendo de se esperar que, para valores
cada vez menores de &, necessite-se tomar nq cada vez maior. Isto nos leva a seguinte defini¢ao.

Definicao 5.3.1. Diz-se que o niimero real a é limite da sequéncia (x,) de niimeros reais, e escreve-se a = limx,,
quando para cada nimero real € > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um ny € N tal que |x,, — a| < &, sempre
que n > ny.

Figura 5.12: Ilustrag@o da defini¢do de limite de uma sequéncia.

Observe a relagdo com a defini¢do de limites de fun¢des apresentada no Capitulo 3.

Observacao 5.3.2. Se limx, = a entdo qualquer intervalo (a — €,a + €), de centro a e raio € > 0, contém todos
os termos x, da sequéncia, com excecdo no maximo de um niimero finito de indices n, que sdo justamente os termos
X1,X2,...,Xn,. Reciprocamente, se qualquer intervalo de centro a contém todos os x,, salvo talvez para um niimero
finito de indices n, entdo limx, = a.

Quando limx, = a, dizemos que a sequéncia (x,) converge para a. Uma sequéncia que possui limite chama-se
convergente. Do contrdrio, ela chama-se divergente.

Ao analisarmos o limite de uma sequéncia, usualmente emprega-se desigualdades que sdo de grande valia para
limitar superiormente o termo geral de uma sequéncia por &, por exemplo. Como vimos anteriormente, cada termo da
sequéncia (x,)en €m nosso contexto € um ndmero real. Dentre as propriedades referentes aos nimeros reais, vale
destacar que R é um corpo arquimediano, isto €, as seguintes condi¢des equivalentes sao satisfeitas:

(i) N c R ¢ ilimitado superiormente (isto é, para todo nimero real x, existe um nimero natural n tal que x < n);
(i) Dados a,b € R, com a > 0, existe n € Ntal que n - a > b;

(iii) Dado qualquer a > 0 em R, existe n € N tal que 0 < - <a.

No exemplo a seguir, ja comecaremos a utilizar a propriedade arquimediana em R.
Exemplo 5.3.1. Retomando o Exemplo 5.2.2, em que (x,)nen = % podemos mostrar que limx,, = 0. De fato, dado
& > 0 arbitrario, pela propriedade arquimediana existe ny € N tal que no > é Entdon > np = - < % <& ou

<é&.

. 1
seja, n > ng = ‘— -0
n

Exemplo 5.3.2. Seja a sequéncia (x,)nen = n°. Na figura abaixo, temos a representagdo grdfica dessa sequéncia:

Observacao 5.3.3. Neste caso, a sequéncia é divergente, ou seja, dado qualquer niimero a real, existe um & > 0 tal
que, seja qual for ng € N, teremos |x, — a| > & sempre que n > ny.
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Sequéncia x_n = n3
1.00x1¢° °
: ¢
...
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< s L
o) 5.00%10

2.50x10°

Figura 5.13: Representagio grifica da sequéncia x,, = n>.

Definicao 5.3.4. Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo subconjunto ndo-vazio, limitado superior-
mente, X C K, possui supremo em K.

Resulta da defini¢do que, num corpo ordenado completo, todo conjunto ndo-vazio, limitado inferiormente, ¥ C K,
possui um infimo. Com efeito, dado Y, seja X = -Y, isto é, X = {y;y € Y}. Entdo X é nfo-vazio e limitado
superiormente; logo existe a = supX. Como se vé facilmente, tem-se —a = infY.

Axioma da Completude. Todo conjunto ndo vazio e limitado superiormente de niimeros reais possui um supremo que
também é um niitmero real.

Demonstraremos, agora, alguns resultados simples sobre limites, a fim de podermos analisar de modo inteligente os
exemplos futuros.

Teorema 5.3.1. (Unicidade do limite) Se limx,, = a e limx,, = b entdo a = b.

Demonstracao: Sejalimx, = a. Dado qualquer nimero real b # a, mostraremos que nao pode ocorrer limx,, = b. Para

b —al

880, tomemos € = — Vemos que € > 0 e notamos ainda que os intervalos (a—g, a+¢) e (b—¢g, b+¢) sdo disjuntos.
(Seexistissex € (a—e,a+e)N(b—¢g, b+¢) teriamos |a—x| < ee|x—b| < g,donde |a—b| < |a—x|+|x—b| < 2& = |a—b|,
um absurdo.) Como, lim x,, = a, existe ng € N tal que n > np = x,, € (a — &,a + €) e, portanto, x, ¢ (b —&,b +¢)
para todo n > ng. Logo, ndo ocorre limx,, = b. 0

Teorema 5.3.2. Se limx,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite a.

Demonstraciao: Seja (xp,,Xp,,-..,Xy,, . ..) uma subsequéncia de (x,). Dado & > 0, existe ng € N tal que n > np =
|x, — a| < &. Como os indices da subsequéncia formam um conjunto infinito, existe entre eles um n;, > ng. Entdo
n; > nj, = n; > ng = |x,, — a| < . Logo, limx,, = a. O

Teorema 5.3.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao: Sejalimx, = a. Entdo, tomando & = 1, vemos que existe ng € Ntalquen > ng = x, € (a—1,a+1).
Consideremos o conjunto finito definido por F = {x1,x2,...,%,,,a — 1,a + 1}. Sejam c o menor e d o maior elemento
de F. Entdo todos os termos x,, da sequéncia estdo contidos no intervalo [c, d]; logo a sequéncia € limitada. g

Observacao 5.3.5. A proposicdao que acabamos de demonstrar nos diz que basta verificar que uma sequéncia nao é
limitada para concluir que ela ndo converge. A proposicdo a seguir nos fornece um “critério de convergéncia”, ou
seja, nos permite concluir que uma sequéncia (x,) converge, mesmo sem conhecermos, a principio, seu limite.

Teorema 5.3.4. Toda sequéncia monétona limitada é convergente.

Demonstracio: Sem perda de generalidade, seja (x| < x < ... < x, <...) umasequéncia ndo decrescente limitada.
Pelo Axioma da Completude, podemos tomar a = sup{x,;n = 1,2,...}. Afirmamos que lim x,, = a. Com efeito, dado
qualquer € > 0, como a — € < a, 0 nimero a — € nao € cota superior do conjunto dos x,. Logo, existe um ng € N tal
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que a — & < x, paran > ng. Como a sequéncia € monétona, n > ny = x,, < x, e, portanto, a — & < x,. Comox, < a
para todo n, vemos que n > ng = a — & < X, < a + &. Assim, temos de fato limx,, = a, como queriamos demonstrar.
O

Exemplo 5.3.3. A sequéncia (1,0,2,0,3,0,...) ndo é convergente porque é ilimitada superiormente. Nota-se que ela
possui uma subsequéncia convergente, que é a subsequéncia constante dos indices pares onde os termos sdo todos
iguais a 0.

Exemplo 5.3.4. Seja 0 < a < 1. Entdo a sequéncia x, = a”" é mondtona decrescente limitada; logo, converge. O

grafico a seguir mostra os 50 primeiros termos dessa sequéncia quando a = 5

05fre
@ Termos de (x_n)=(1/2)"n

0.2

0.1

n
Figura 5.14: Representacao grafica da sequéncia x,, = (E) .

. Lo -1t P
Exemplo 5.3.5. Considere a sequéncia x,, = L Todos os elementos desta sequéncia sdo diferentes de zero,

n
sendo positivos os termos de ordem impar e negativos os termos de ordem par. Intuitivamente, percebe-se que os termos
da sequéncia se aproximam cada vez mais de zero, positiva e negativamente, o que é reforcado ao vermos o grafico
com os 200 primeiros termos da sequéncia:

0o | @ Termos de (x_n)=((-1)~(n+1))/n

0.6 [

-0.3

[ 50 100 150 200

-1 n+l
Figura 5.15: Representacéo grafica da sequéncia (x,)nen = i

Vamos mostrar que, de fato, limx, = 0. Com efeito, seja & um niimero real positivo qualquer, pela propriedade

1 (_1)n0+l (_1)n0+1 1
arquimediana existe um natural ny tal que — < . Entdo ——— € (—¢, &), pois |————| = —. Além disso, se
no no no no
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(_1)n+1

n

1

= — < — < &. Acabamos de verificar que
n no

(_1)n+1
n > ng, entao

< & para todo n > ny. Isso implica que
limx, = 0.

Observamos que as propriedades aritméticas dos limites de fungdes, apresentadas no Capitulo 4 deste material,
sao vélidas também para limites de sequéncias de niimeros reais, o que nos permite calcular o limite da sequéncia do
exemplo a seguir.

Exemplo 5.3.6. Considere a sequéncia x,, = {/n que é decrescente a partir do seu terceiro termo. Segue-se que existe
lim {/n = a. O grdfico abaixo representa os 300 primeiros termos desta sequéncia.

@ Termos de (x_n)=n"(1/n)

n

Figura 5.16: Representagdo gréfica da sequéncia (x,)nen = X, = /0.

s

Mostremos agora que lim {/n = 1. Escrevendo [ = limn'/", vemos que ! = inf{n'/";n € N}. Como n'/" > 1 para
todo n € N, temos que / > 1. Em particular, / > 0. Considerando a subsequéncia (21)'/?", temos

2 = 1im[(2n)"/*")? = lim[(2n) /"] = im[2Y" - o] = lim2"/" lim a7 = 1. (5.1)

Como [ # 0, de [? = [ concluimos que [ = 1.

5.4 Exercicios

Exercicio 5.4.1. Encontre a formula fechada para cada uma das sequéncias a seguir. Assuma que o primeiro termo
dado seja a;.

(a) (2,5,10,17,26,...)
(b) (0,2,5,9,14,20,...)
(¢) (1,5,23,119,719,...)

Exercicio 5.4.2. Dé um exemplo de:

(a) Uma sequéncia estritamente crescente.
(b) Uma sequéncia ndo-decrescente.

(c¢) Uma sequéncia estritamente decrescente.
(d) Uma sequéncia ndo-crescente.

n

Exercicio 5.4.3. Prove que (x,)nen = ( 1 ) é uma sequéncia estritamente decrescente.

Exercicio 5.4.4. Determine o supremo e o infimo do conjunto B = {;°5 : n € N}.
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Exercicio 5.4.5. Dé um exemplo de:

(a) Uma sequéncia limitada superiormente que ndo seja limitada.
(b) Uma sequéncia limitada inferiormente que ndo seja limitada.
(c¢) Uma sequéncia limitada.

(d) Uma sequéncia ilimitada.

Exercicio 5.4.6. Considerando os exemplos usados para responder os exercicios 5.4.2 e 5.4.5;

(a) Encontre um intervalo X C R tal que x,, € X,Vn € N para cada exemplo;
(b) Se possivel, dé tres cotas superiores e trés cotas inferiores distintas para cada intervalo obtido no item a);
(c) Se possivel, encontre inf X e sup X para cada intervalo obtido no item a).

Exercicio 5.4.7. Prove que limx,, = 0 no Exemplo 5.3.4.

Exercicio 5.4.8. Se limx,, = a, prove que lim |x,,| = |a|.

2
s . . A n-— . .
Exercicio 5.4.9. Considere a sequéncia x,, = il Determine lim x,,.
n+
. . . 3n? +2 .
Exercicio 5.4.10. Considere a sequéncia x,, = a5 Determine lim x,,.
n® +

Exercicio 5.4.11. Represente graficamente as sequéncias dos dois exercicios anteriores utilizando a linguagem de
programacgao Julia com 10, 100 e 1000 termos.






Capitulo 6
Introducao a Otimizacao

Otimizar € um dos conceitos matemadticos que poderfamos perguntar a qualquer pessoa e ela, com uma alta probabi-
lidade, nos daria uma boa no¢do do que se trata. Isso porque, segundo o Diciondrio Aurélio “otimizar é um verbo que
significa criar condi¢des mais favoraveis para; tirar o melhor partido possivel de algo”. Ao passo que, matematicamente,
poderiamos dizer que otimizar € um processo que permite encontrar a melhor maneira de realizar algo, desde que esse
‘melhor’ tenha uma defini¢cdo matematica bem determinada.

Neste capitulo, serdo abordadas no¢des fundamentais da teoria de Otimiza¢do Continua, incluindo o problema de
otimizagdo, condi¢des de otimalidade, introducdo aos métodos e elementos essenciais para algoritmos de otimizagao.
O objetivo € formalizar e aprofundar os conhecimentos previamente adquiridos neste material, visando a compreensao
dos conceitos apresentados até o momento.

6.1 Nocoes Introdutérias

Considerando que os proximos conceitos estao ligadas ao estudo de algumas nogdes iniciais de conjuntos e vetores,
abordaremos de forma sucinta alguns fundamentos dessa teoria.

6.1.1 Conjunto Aberto

Definicao 6.1.1. Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um niimero € > 0 tal que o intervalo
aberto (a + €,a — €) estd contido em X. Denotamos o conjunto de pontos interioes ao conjunto X como int X. Neste
caso, a € int X.

Definicao 6.1.2. O conjunto X C R chama-se aberto quando todos os pontos de X sao interiores a X, isto é, X = int X.

Exemplo 6.1.1. Todo intervalo aberto é um conjunto aberto. Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [a, b]
ndo sdo interiores a [a, b]. O int [a, b] = (a, b). Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a, b) é um ponto interior a (a, b).

Definicao 6.1.3. Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a é limite de alguma sequéncia de
pontos x, € X.

Definicdo 6.1.4. Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os pontos aderentes a X.

Definicao 6.1.5. Um conjunto X diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto aderente a X pertence a X.

Exemplo 6.1.2. O fecho dos intervalos (a, b), [a, ) e (a, b] é o intervalo [a, b].

6.1.2 Revisao sobre vetores

Neste material, vamos considerar vetores do R". Isto é, uma lista ordenada de n elementos aqui representado por
letras mimisculas. O vetor v € R" é dado por v = (vy, v2, ..., U,). A fim de evitar ambiguidades ao longo deste capitulo,
estabelecemos as seguintes convencoes: letras mintsculas serdo utilizadas para denotar vetores, enquanto letras com
indices indicardo as coordenadas correspondentes deste vetor. Além disso, letras gregas, como « e 3, serdo reservadas
para representar nimeros reais, que também chamamos de escalares.

57
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Inicialmente, abordaremos a adi¢do de vetores. Seja u = (uy, uy, ..., ), v = (v1, 02, ..., v,) € R"™. Definimos o vetor
u + v da seguinte forma:

u+v=(uy+v,ur+ 02, ..., Uy +0y,).

u+v

Figura 6.1: Representagdo geométrica da adi¢c@o entre os vetores u e v.

Exemplo 6.1.3. Seja u,v € R* em que u = (1,4) ev = (1, 1). O vetor u + v é dado por:

u+v=(1,49)+(1,1)=(1+1,4+1)=(2,5).

u+v

Figura 6.2: Representacdo geométrica do vetor u + v.

Propriedades 6.1.1. A soma de vetores satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Associatividade: (u+v) +w = u+ (v+w);
(b) Comutatividade: u+v =v+u;
(¢) Elemento neutro: u+0 = u.
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(d) Inverso aditivo: Para cada vetor u, existe o vetor —u € R", chamado de vetor oposto do vetor u, tal que u+(—u) = 0.

Com isso, u — v é, por defini¢do, a soma do vetor u com o vetor oposto do vetor v, isto é, u — v = u + (—v).

Figura 6.3: Representagdo geométrica do vetor oposto ao vetor u.

6.1.2.1 Norma

A norma de um vetor v = (vy, v, ..., Uy ), denotada por ||v||, é definida como a medida do vetor v e é calculada pela

raiz quadrada da soma dos quadrados das suas coordenadas. Isto é,

[[v]| =,/v%+v§+...+v,2,.

Exemplo 6.1.4. Considere o vetor v = (3, —4) no plano cartesiano. Para calcular ||v||, temos

ol =32+ (-4)2=Vo+16=V25=5

Portanto, a norma do vetor v é ||v|| = 5. Isso significa que o comprimento do vetor v é de 5 unidades.

6.1.2.2 Multiplicacio de vetor por um nimero real (escalar)

Sejav = (v1,02,...,0,) € R" e @ € R. Definimos o vetor av da seguinte forma:
)
av = a(vy, vz, ..., Up) = (Ui, avy, ..., aUy).

Geometricamente, temos que

* O vetor av é paralelo a v;
¢ O vetor av e v tem mesmo sentido se @ > 0, e sentido contratrio se @ < 0;
¢ O comprimento de av é |a| vezes o comprimento de v, isto é, ||av|| = |a|||v]|.

Propriedades 6.1.2. A multiplicacdo de um vetor por um escalar satisfaz as seguintes propriedades:

(a) a(u+v) =au+av;
(b) (a+pB)v=av+ P,
(¢c) 1-v=v;

(d) a(pv) = (ap)v.
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N =

Figura 6.4: Representagao geométrica da multiplicagao do vetor v por escalares.

Q.U+ Qv

Figura 6.5: Representacdo geométrica da propriedade (a).

6.1.2.3 Produto interno
Definicao 6.1.6. Um produto interno é uma funcdo que associa cada par de vetores u = (uy,uy,...,uy,), v =
(v1, 02, ..., Uy) € R™ um niimero real, denotado {(u,v), que satisfaz as seguintes condi¢oes:

(i) {v,v) 20, Yo e R" e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0;
(it) {au,v) = a{u,v), @ € R;
(iit) (u+v,w) = (u,w) + (v, w), em que w € R";

(iv) (u,v) = {v,u).
Ao longo deste material, consideraremos o produto interno usual, definido da seguinte forma:
(u,0) = ((ur, U2, .oy ttp), (01,02, 005 0)) = UL~ VL + U - V2 + .+ Uy - U

Exemplo 6.1.5. Considere a funcio f : R — R, em que f(x,y,z) = x> +2y + 3z. O gradiente de f no ponto (2,3, 8)
¢ ovetor (4,2,3). Ao calcular o produto interno {(4,2,3), (1, 1,0)), obtemos

((4,2,3),(1,1,0))=4-14+2-1+3-0=6.

Observacao: Seja v = (vy,v2, ..., U,) € R, temos que
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||U||2=(\/v%+v§+...+v%)2 vi+us+. .+l

Vv 0y + ...+ 00,

(v, v).

6.2 O Problema de Otimizacao

O conceito de Otimizagao refere-se ao processo de encontrar os pontos minimos e/ou maximos de func¢des. Em
termos formais, consideremos um conjunto aberto  C R" e uma fungdo f : Q — R. O problema de encontrar x tal
que f assuma seu menor valor nesse ponto pode ser descrito como:

minimizar f(x) sujeito a x € Q,

onde f é denominada func¢io objetivo.
Em particular, trabalharemos ao longo dos préximos capitulos com a Otimizacao Irrestrita, isto é, Q = R". Neste
caso, podemos escrever
minimizar f(x) sujeito ax € R". 6.1)

Isto é, queremos encontrar o minimizador global de f corresponde ao ponto em que a fungdo assume seu menor valor
em todo dominio. Formalmente, ele é apresentado como segue.

Definicao 6.2.1. Dizemos que o ponto x € Q é minimizador global de f, se
f(X) < f(x),YxeQ
O Teorema a seguir fornece condi¢des sob as quais podemos afirmar a existéncia de um minimizador global.

Teorema 6.2.1 (Weierstrass). Sejam f : R" — R continua e Q C R" um conjunto ndo vazio, limitado e fechado.
Entao o problema de minimizar f tem solugdo global em Q.

Confira a demonstragio do teorema acima em [5].
A implicacdo fundamental do Teorema de Weierstrass € que, sob as condigdes estabelecidas, sempre podemos
encontrar uma solugdo global para problemas de minimizagao.

6.3 Condicoes de Otimalidade

Os principios fundamentais que norteiam a busca por solugdes Gtimas em problemas de otimizagdo envolvem a
compreensdo das condigdes que os pontos criticos de uma funcao devem satisfazer. Essas condi¢des sdo importantes
ao examinar se um determinado ponto € um minimizador da fun¢do, isto é, a solugdo 6tima do problema.

Teorema 6.3.1. Seja f : R — R diferenciavel no ponto X. Se X for um minimizador local de f, entdo
Vf(x)=0. (6.2)

A demonstra¢do do teorema acima estd fora do escopo deste material e pode ser vista em [5]. Em esséncia, o
teorema em questao garante que, em torno de X, a fungdo f nao varia significativamente na dire¢ao do vetor gradiente,
indicando que X é um ponto onde f atinge um minimo local. Em termos praticos, essa interpretacao sugere que, ao
buscar minimizadores de uma func¢do, podemos procurar pontos onde o gradiente se anula.

Cabe ressaltar que esta condicao refere-se ao caso irrestrito e é denominada condigdo necessaria de primeira ordem
para o problema (6.1). Os pontos que satisfazem essa condi¢do sdo chamados de pontos estacionarios do problema.
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6.4 Métodos

Resolver problemas de otimizagao nem sempre € uma tarefa simples devido a complexidade das func¢des envolvidas
e das restri¢gdes impostas ao dominio da fung@o. Por esse motivo, recorremos a diferentes métodos com o objetivo
de gerar uma sequéncia que convirja para a solugdo do problema. Esses métodos comecam com um ponto inicial xg,
frequentemente chamado de “chute” e, a partir de diferentes técnicas, obtemos um ponto melhor x;. As informagdes
derivadas dos pontos anteriores definem uma sequéncia que gradualmente se aproxima da solug@o 6tima do problema.
Durante este processo, é gerada uma sequéncia (xg) de pontos do R”, onde k representa a iteragao. Neste caso, para um
k suficientemente grande, x; deve ser uma boa aproximacao da soluc¢io X do problema de minimizar f. Isto €,

(xx) = % (k = ).

Uma estratégia muito usual nos métodos de otimizagao € escolher, a partir de cada ponto obtido, uma dire¢do dy € R"
e calcular um comprimento de passo @y > 0, que resulta em um valor menor de f em xz;; do que no ponto x, ou seja,

fxx + ardy) < f(xp). (6.3)

Dessa forma, obtemos o préximo iterando xz4+; = Xx + @xdy, repetindo o processo para 0 novo ponto xx.. Essa
estratégia de atualizacdo dos pontos permite que nos movamos em direcdo as regides onde a funcdo objetivo €
minimizada, utilizando uma combinag¢@o apropriada de direcao e tamanho de passo para guiar o processo de iterativo
em direcdo a solugdo desejada.

Definicao 6.4.1. Dizemos que d € R" é uma direcdo de descida da funcio f : R — R no ponto x € R", se existe
e > 0 tal que

fx+ad) < f(x), Ya € (0, ].
Denotamos por D ¢(x) o conjunto de todas as dire¢des de descida da fun¢do f no ponto x.

Teorema 6.4.1 (Direcoes de descida). Seja f : R" — R uma funcdo diferenciavel no ponto x € R". Entdo:
(i) Para todo d € D ¢(x), tem-se (V f(x),d) < 0.
(ii) Se d € R" satisfaz (V f (x),d) < 0, tem-se que d € D r(x).

Confira a demonstracio em [3].

6.5 Condicoes de parada

Ao implementar métodos computacionais de Otimizagdo, utilizamos condi¢des de parada que garantam que o
algoritmo alcance uma boa aproximagao da solu¢do do problema. Na pratica computacional, sdo empregadas regras de
parada baseadas em informacdes obtidas no ponto x;. Em casos irrestritos com a fun¢ao objetivo f diferencidvel, uma
condi¢do de parada frequentemente utilizada é dada por:

VS ()l < &,

onde & é um numero pequeno. Essa condi¢@o de parada reflete a ideia de que, em torno de um ponto de minimo local,
o gradiente da funcio se aproxima de zero. Portanto, se a norma do gradiente se torna menor do que &, isso indica que
estamos em uma regido préxima do minimizador local. Em geral, quanto menor o valor de &, maior serd a precisao da
solugdo obtida, mas isso também implica em um custo computacional mais elevado.

6.6 Algoritmos

Ja sabemos que ao implementar um método em Otimizagdo, o processo comecga com a escolha de um ponto inicial
xo € R". Este ponto pode ser determinado aleatoriamente, com base em conhecimento prévio do problema. Apds isso,
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o0 algoritmo passa a gerar uma sequéncia de pontos (xi). Durante cada iteracéo, o algoritmo avalia a fungao objetivo f
no ponto atual x; para determinar o valor da fungdo nesse ponto.

Além disso, em cada iterac@o, o algoritmo procura uma direcao que ajuste o ponto atual x; com o objetivo de reduzir
o valor da funcdo objetivo. Essa direcdo é importante para guiar o algoritmo na direcdo da solu¢do do problema e é
escolhida com base no método selecionado.

Posteriormente, estudaremos o Método do Gradiente, que utiliza o anti-gradiente da fungdo —V f (xx) como direcio
de descida. O objetivo é encontrar uma direcdo na qual a fun¢do decresga, permitindo que o algoritmo se aproxime do
minimo desejado. Apds identificar essa direcdo, o algoritmo determina o comprimento do passo @y a ser dado nessa
direcdo. Esse comprimento de passo € escolhido de forma a garantir que o proximo ponto, X1, esteja mais préoximo
do minimo da fung@o.

O processo de atualizagdo dos pontos € repetido até que uma condi¢do de parada seja alcancada. Neste material,
essa condi¢do serd baseada no comportamento da norma do gradiente da fun¢do. Quando essa condicdo ¢ satisfeita, o
algoritmo termina e retorna o ultimo ponto x; como uma aproximagdo da soluciao do problema de minimizar f.

6.7 Exercicios

Exemplo 6.7.1. Seja u,v,w € R". Prove queu+v=u+w = v =uw.

Exemplo 6.7.2. Seja v € R" e a um nitmero real. Prove as seguintes regras de sinais: a) (—a) -v=—-(a-v) b)
a-(-v)=—(a-v) c¢)—-a-v=a-v

Exemplo 6.7.3. Considerando o R, com o produto interno usual, calcule (u, v nos seguintes casos: — a)u = (%, 2,1)
ev=(4,1,-3). bu=2,1,00ev=(4,0,2). cJu=(1,0,1)ev=(1, d)

Exercicio 6.7.1. Seja f : R?> — R dada por f(x,y) = sen x seny + X Mostre que x = (0, 0) é ponto estacionario
de f.

Exercicio 6.7.2. Seja f : R* — R dada por f(x,y) = x* —xy +2y% — 2x + %y +e* +y. Mostre que X = % ( ! ) éum

ponto estaciondrio de f;
Exercicio 6.7.3. Considere o problema irrestrito
minimizar f(x,y) = x> = xy +2y> = 32x + e* + y, sujeito a x € R>.

(a) Verifique que o ponto X = (0, 0) ndo é otimo; B
(b)Minimize a funcdo a partir de X na direcdo d = =V f(x)).

Exercicio 6.7.4. Considere f : R> — R dada por f(x,y) = %(x -2+ (y-12ex= ((1)) Mostre que d = ((1)

)éuma

direcdo de descida para f.

Exercicio 6.7.5. Sejam f : R* — R dada por f(x,y) = 5(x* +y%), ¥ = ((1)

) ed= (Zl) Mostre que se d; < 0, entdo
2

d é uma direcdo de descida para f, a partir de X. Estude o caso d; = 0.






Capitulo 7
Aplicacoes e Algoritmos

Neste capitulo, apresentamos os principios bdsicos que envolvem a estruturacdo de um algoritmo. Além disso,
apresentaremos um método utilizado para encontrar o minimo d uma fung¢io. Este método é chamado Método da
Bissecao.

7.1 Estrutura de um algoritmo

Um algoritmo pode ser definido como uma sequéncia fnita de instrugdes para resolver determinado problema. Para
que um algoritmo seja bem formulado € preciso:

* Definir a¢gdes simples e sem ambiguidade.
* Organizar as acoes de forma ordenada.
» Estabelecer as acdes dentro de uma sequéncia finita de passos.

Além do mais, os algoritmos sdo capazes de:

* Avaliar expressoes algébricas, relacionais e ldgicas.
* Tomar decisdes com base nos resultados das expressoes avaliadas.
¢ Repetir um conjunto de a¢des de acordo com uma condicio.

Veja no Algoritmo 1 um exemplo pratico de como funciona um algoritmo.

Algoritmo 1: TROCA DE PNEU DO CARRO

Puxe o freio de mao

Desligue o carro

Ligue o pisca alerta

Pegue as ferramentas

Pegue o estepe

Suspenda o carro com 0 macaco
Desenrosque os parafusos do pneu
Coloque o estepe

Enrosque os parafusos

Abaixe o carro com 0 macaco
Guarde as ferramentas

e %X N AN R W N -

_—
-

No exemplo acima, podemos perceber que o algoritmo apresentado tem como fung¢ao instruir a forma de trocar um
pneu em um ndmero finito de passos. Na linha 1, por exemplo € do o primeiro comando para puxar o freio de mao e em
seguida as demais informacdes sdo dadas de forma ordenada visando chegar ao fim que € a troca do pneu.

A estrutura dos algoritmos ¢ feita de forma organizada logicamente. A estrutura basica de um algoritmo inclui vérias
partes essenciais que ajudam a garantir que ele funcione de forma eficiente e correta.

7.1.0.1 Entrada

Na entrada serdo fornecidos dados ao algoritmo para que ele possa realizar suas operagdes, esses dados, neste caso,
sao o ponto de partida para q o processo seja iniciado. Exemplo desses dados sdo : lista de nimeros, um conjunto de
coordenadas, valores de tolerancia, entre outros.

65
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7.1.0.2 Saida

Serao os resultados que sdo fornecidos ap6s o processamento das entradas. Assim, é preciso que na saida esteja a
resolugcdo do problema ou a realizacdo do que foi pedido. Exemplos de sddas pode ser: soma de uma lista de nimeros,
ordenagdo de um conjunto de valores, o minimo de uma fungao, entre outros.

7.1.0.3 Laco

Um lago € uma estrutura de controle que faz com que um bloco do cddigo seja executado repetidamente um bloco
de c6digo enquanto uma condicao especifica for verdadeira. Exemplo de laco € o while.

O while é uma estrutura de controle de repeticdo que executa um bloco de c6digo enquanto uma condig¢io especifica
for verdadeira.

while (condicdo)
// cbédigo a ser executado
end

7.1.0.4 For

O for é uma estrutura de controle de repeticao que executa um bloco de cddigo um nimero especifico de vezes.

for (inicializacdo; condicdo; incremento/decremento) faca
// cbédigo a ser executado
end

7.1.0.5 If

O if é uma estrutura de controle condicional que executa um bloco de cédigo de uma condicio especifica for
verdadeira. Pode ser seguido, se for o caso de um else para executar um bloco de codigo se a condicao for falsa.

if (condicdo) then

// codigo a ser executado se a condicao for verdadeira
else

// cbédigo a ser executado se a condicdo for falsa
end

Essas estrututuras sdo de fundamental importancia para a construcdo e implementacao dos c6digos.
Com o intuito de nos aprofundarmos nos métodos da Otimizac¢ao Continua, apresentaremos o Método da Bisse¢ao
na préxima secao.

7.2 Método da Bissecao

Nesta secao, apresentaremos o Método da Bissecdo, que é uma técnica utilizada para encontrar o ponto onde uma
funcdo continua atinge seu minimo em um intervalo fechado. As fungdes que serdo utilizadas possuem um unico
minimo local no intervalo dado e devem ser continuas.

Intuitivamente, imagine duas criangas brincando de encontrar nimeros inteiros entre 1 e 100. A brincadeira consiste
em o menino pensar em um determinado niimero e a menina precisa descobrir. De inicio a menina chuta o ntimero 50
e 0 menino responde que o niimero ¢ maior. A menina chuta agora o nimero 75, e o menino responde que o nimero
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€ menor do que 75. Agora a menina chuta o nimero 67, mas o menino responde que o nimero ¢ menor do que 67.
Podemos observar que a medida que a menina chuta ela se aproxima do ponto médio dos intervalos possiveis. E com
esse procedimento, a menina em algum momento ird achar o nimero pensado pelo menino. O Método da Bisse¢ao
consiste nessa ideia para encontrar minino de fungdes de apenas uma varidvel.

O método fara os valores de uma fun¢éo f : [a, b] — R em dois pontos de [a, b] se aproximarem do minimizador
global em intervalos de comprimentos cada vez menores. Repetindo esse procedimento, podemos diminuir cada vez
mais o intervalo que contém a solucio.

Tomamos um intervalo [a1, b1 ], sejacy = (a; + b1)/2, e calcula-se f(cy). Definimos y; = (ax + c)/2 e calcula-se
f(yr). Assim teremos:

* Se f(yk) £ f(ck), definir agyy = ag, brs1 = Ck, Cks1 = Yk
e Se f(yx) > f(ck), definir zx = (¢ + by)/2 e calcular f(zx).

Nota-se que descartamos o intervalo [cg, br]. Vamos considerar o caso em que descartamos o intervalo [ag, ci]-
Temos:

s Se f(ck) < f(zk), definir ag4
* Se f(ck) > f(zk), definir ag4

Assim, repetimos o processo iterativo até que seja possivel encontrar a aproximacao desejada. A seguir, apresentamos
dois exemplos geométricos de iteragdes do Método da Bissegao.

Vs bis1 = Zi, Chal = Ck.
Ck> bis1 = bi, cre1 = 2k

1
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(a) (b

Figura 7.1: Uma iteracao do Método da Bisse¢cao

O descarte de um dos intervalos € pelo fato de que o intervalo descartado os valores sdo maiores, logo ndo ird
convergir para o minimo.

Como todo método numérico, o Método da Bisse¢do possui pontos positivos e negativos. Uma vantagem que podemos
citar é que esse método possui um algoritmo simples e direto, de facil compreensdo e ndo exige a diferenciabilidade
da fun¢do. Além disso, possui convergéncia definida, garantindo que uma solugao serd encontrada se ela estiver dentro
de um determinado intervalo. Entretanto, esse método pode ser relativamente lento, especialmente quando comparado
com outros métodos numéricos e também requer que a fung@o seja continua no intervalo de interesse, e isso pode nao
ocorrer. Por fim, enfatizamos que o Método da Bissecdo fornece uma solu¢ao aproximada e multiplas iteragcdes sao
necessdrias para uma maior precisao.

7.2.1 Algoritmo

Agora, iremos apresentar o algoritmo do Método da Bisse¢ao.
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Algoritmo 2: Método da Bissecdo para Encontrar o Minimo

1: Defina a fungdo f

2: Defina os extremos a e b do intervalo inicial
3: Defina a tolerdncia € > 0

4: while (b —a)/2 > edo

Calcule os pontos: ¢ = “—erb,d =c—€,e=c+e

5

6: Avalie a fungio nos pontos: f(c), f(d), f(e)
7: if f(d) < f(c) then

8: Atualize b = ¢

9: else if f(e) < f(c) then

10: Atualize a = ¢

11: else
12: Atualizea=deb=c¢
13: end if

14: end while=0

7.2.2 Aplicacoes

Exemplo 7.2.1. Uma empresa esta estudando o comportamento de suas despesas em fungdo do custo de seu produto.

A despesa D (em milhares de dolares) em fungdo do custo x (em reais) é dada pela fungdo:

D(x) =x*+4x° —6x> + 4x + 14

A empresa deseja encontrar o custo ¢ que minimiza suas despesas. Vamos utilizar o método da bissecao para

encontrar este custo com uma precisio de € = 1 x 1075,
Passos do Método da Bissegcdo

1. Definir a Fungdo e o Intervalo Inicial:

o Funcdo de despesas: D(x) = x* +4x> — 6x + 4x + 14

e [ntervalo inicial: [-5,5]

2. Calcular o Ponto Médio Inicial:

e Ponto médio: c; = ’52+5 =0
e Avaliar a funcdo: D(cy) = D(0) = 14
3. Primeira Divisao:

e Novo ponto médio: y| = # =-25
o Avaliar a funcao: D(y1) = D(-2.5) = —=56.9375

4. Comparacdo e Reducdo do Intervalo:

e Como D(yy) < D(cy):
e Novo intervalo: [az, by] = [-5,0]
o Atualizar o ponto médio: ¢y = y|

Repetindo esse processo no intervalo [-5, 0]

1. Calcular o Ponto Médio Inicial:

e Ponto médio: cy = -2.5
o Avaliar a func¢do: D(cy) = D(=2.5) = =56.9375

2. Segunda Divisdo:
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o Novo ponto médio: y; = w =-3.75
® Avaliar a funcdo: D(y,) = D(-3.75) = —98.55859375

3. Comparagdo e Redugdo do Intervalo:

e Como D(y3) < D(c):
e Novo intervalo: (a3, bs] = [-5,-2.5]
o Atualizar o ponto médio: c¢3 = y;

Continuamos esse processo até que a largura do intervalo seja menor que a precisdo desejada. Fazendo isso temos
que x ~ —3.8473221054300666.

Exercicio 7.2.1. Utilize o método da bissecdo para minimizar as seguintes funcéoes:

(a) fi(x) =e ™ +cos(x) nointervalo [2,5]

(b) fo(x) =10xe™ =1 no intervalo [—1,1]

(c) f3(x) =x>=2x+2 nointervalo [-3,3]

(d) fi(x) =x>—e* =3x+2 nointervalo [-2,2]
(e) fs(x) =sin(x) -5 no intervalo [-3,5]

(f) fs(x) = sin(x) — x> +x> — 1 no intervalo [-5,2]






Capitulo 8
Buscas lineares

As buscas lineares desempenham o papel de capacitar os algoritmos a discernir o comprimento de passo mais
apropriado a cada nova iteracdo, em direcao ao minimizador da fungdo objetivo. Neste capitulo, discutiremos como o
comprimento de passo influencia na escolha dos pontos da sequéncia gerada, abordando dois tipos de buscas comuns
em Otimizacdo Continua: comprimento de passo fixo e Armijo.

8.1 Interpretacao geométrica das direcoes de descida

Nas se¢des anteriores, discutimos sobre direcdes de descida e sua importancia na determinagdo do caminho em
busca do minimizador de f a partir de um determinado ponto. Agora, vamos explorar a interpretacdo geométrica dessas
diregdes.

Quando definimos uma direcao de descida, estamos essencialmente escolhendo um vetor que nos leva em dire¢do
ao ponto onde a funcdo objetivo f decresce. Matematicamente, isso € expresso pelo Teorema 6.4.1. Considere a fungao
f :R — R, definida por f(x) = (x — 3)2, cujo esbogo esta representado na figura a seguir.

Figura 8.1: Representacio geométrica da funco f(x) = (x — 3)?

Para esta fungdo, o vetor gradiente é calculado como segue:

71
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VF(x) = (x—3)?=2(x = 3).

Em x = 0, temos:

V£(0) =2(0-3) = —6.

O vetor gradiente V f calculado no ponto x = 0 aponta na dire¢do de maior crescimento da funcao f em x = 0. Na
imagem, observamos o vetor d representando uma possivel dire¢ao a partir do ponto x = 0.
Na imagem, o Angulo «@ entre o vetor gradiente V f(0) e a dire¢do d € 180°. Como cos(180°) = —1, temos:

(Vf(0),d) =|Vf(0)|-|d|-cos(e) =6-5-(-1) =-30 < 0.
O resultado negativo nos diz que d € uma dire¢do de descida.

Exemplo 8.1.1. Vamos mostrar que dy = (=2xy + 6) é direcdo de descida da funcéo f(x) = (x — 3)%.
Primeiro, vamos calcular o gradiente da funcdo

f(x):Vf(x) = z—ﬁ =2(x - 3).
Agora, verifiquemos se o produto escalar entre o gradiente e a direcdo dy é negativo:
Vf(x)-dry =2(x—3) - (—2xx +6).
Expandindo o produto escalar: V f (x) - dy = =4x(x — 3) + 12(x — 3). Simplificando:
Vf(x) di = —dxxp +12x + 12 = 36V f(x) - dy = —dxxy + 12x — 24.

Para que dy seja uma direcao de descida, precisamos que V f(x) - dy < 0 : —4xx; +12x - 24 < 0.
Dividindo todos os termos por 4:
—xxp+3x -6 <0.

Reorganizando:

Xg >3- —.
X

Portanto, a direcdo dy, = —=2xy + 6 é uma direcéo de descida para a fungdo f(x) = (x —3)%. 0

Na Equacao (6.3), faz-se necessario nao apenas o calculo da direcdo de descida d, mas também de um comprimento
de passo @. O comprimento de passo determina o quanto iremos avangar ao longo dessa direcdo a partir de um
determinado ponto. Quando este comprimento de passo é apropriado, ele pode auxiliar no desempenho do algoritmo.
Veremos nas préximas se¢des que a escolha de um comprimento de passo muito longo pode fazer com que o algoritmo
ultrapasse a solucdo do problema. Por outro lado, um comprimento de passo muito curto pode levar a um processo
de convergéncia extremamente lento, aumentando o tempo computacional necessario para alcangar uma aproximagao
satisfatoria da solugdo. Neste contexto, existem alternativas para ajustar o comprimento do passo de maneira mais
eficaz.

8.2 Busca do comprimento de passo fixo

Ao escolher a busca do comprimento de passo fixo, um nimero real @ > 0 pré-determinado, que ndo depende de k,
€ mantido constante ao longo das iteragdes. A atualizagdo dos pontos da sequéncia (xx) ao longo da dire¢do de descida
dy é dada por:

Xk+1 = X + adk,

O algoritmo da busca do comprimento de passo fixo é facil de implementar, pois ndo requer calculos adicionais ou
complexos para determinar o comprimento do passo em cada iteragdo. Além disso, como o comprimento do passo
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¢ constante, o tempo computacional por iteracdo é reduzido, uma vez que nio ha necessidade de avaliagdo adicional
da funcdo objetivo para ajustar o passo. No entanto, existem algumas limitacdes ao se utilizar essa busca. A eficicia
do passo fixo depende fortemente da escolha do valor de @. Se @ for muito grande, o algoritmo pode ultrapassar o
minimizador da funcdo objetivo. Caso, a seja muito pequeno, a convergéncia se torna extremamente lenta, exigindo
muitas iteragdes para alcancar uma solugdo satisfatdria, o que aumenta o custo computacional total.

Exemplo 8.2.1. Suponha que queremos minimizar a fungdo quadrdtica f : R — R, definida por f(x) = (x — 3)%. Ao
escolhemos um ponto inicial xy = 0, definimos @ = 0.1 e considerarmos o vetor dy = (=2x; + 6) como direcdo de
descida para cada iteragdo, obtemos a seguinte atualizacdo de pontos da sequéncia:

Xkl =Xk +0.1- (—2x; +6)
Para a primeira iteragcdo, tome xo = 0 e dy = (=2 - 0+ 6) = 6. Pelo esquema iterativo:
x1=0+0.1-6=0+0.6 = x; =0.6.
Na segunda iteracdo, dy = (=2 - 0.6 + 6) = 4.8. Assim:
x2=0.6+0.1-(-4.8) =0.6 +0.48 = x, = 1.08.
Na terceira iteracdo, temos dy = (=2 - 1.08 + 6) = 3.84:
x3=1.08+0.1-(3.84) =1.08 +0.384 = x3 = 1.464.

Veja que £(0) =9 > £(0.6) = 5.76 > £(1.08) = 3.6864.

Repetindo este processo, podemos ver que o valor de x vai se aproximando lentamente de 3, o minimizador da
funcdo f. Neste exemplo, escolhemos @ = 0.1. Se tivéssemos escolhido um valor maior, como @ = 1.5, o algoritmo
poderia ultrapassar o ponto 6timo, resultando em oscilagdes. Se tivéssemos escolhido um valor menor, como a = 0.01,
a convergéncia seria ainda mais lenta. Embora a simplicidade do passo fixo seja uma vantagem, a falta de adaptabilidade
pode ser significativa em problemas mais complexos. Deixaremos como exercicio para o leitor realizar algumas iteragoes,
seguindo o exemplo anterior, com os valores de @ sugeridos, a fim de observar o comportamento da sequéncia gerada.

8.3 Busca de Armijo

A busca de Armijo, em contraste com a busca do comprimento de passo fixo, onde o comprimento do passo
permanece constante em todas as iteracdes, ajusta o comprimento do passo a cada nova iteragcdo. Em esséncia, essa
busca consiste em computar um comprimento de passo que resulta em um decréscimo suficiente da fun¢do f em relagdo
ao valor f(xg), isto €, determinar « tal que

SO +adi) < fxp) +oalVf(xp), di), 8.1

em que f € diferencidvel no ponto x;, @ > 0e o € (0,1).

Se a busca de Armijo nao for atendida para um determinado comprimento de passo «, entdo ele é multiplicado
por um parametro 6 € (0, 1), até que a desigualdade (8.1) seja satisfeita. Formalmente, essa busca é apresentada pelo
resultado a seguir.

Teorema 8.3.1. Seja f : R — R uma fungdo diferenciavel no ponto x; € R". Suponhamos que dy € R" seja direcdo
de descida. Entao, a desigualdade

fxx +adi) < f(xp) + oV f(xp),di)

¢ satisfeita para todo « suficientemente pequeno. Em particular, a busca de Armijo esta bem definida e termina com
um ay > 0.



74 8 Buscas lineares
Confira a demonstra¢ao em [3, Capitulo 3, Lema 3.1.4]. O Teorema acima garante, se a direcdo dj for de descida em
relagdo a fungdo objetivo f no ponto xi, entdo a busca de Armijo é bem definida, pois garante a existéncia de um
comprimento de passo adequado oy > 0 que satisfaz a desigualdade (8.2).

8.3.1 Interpretacao geométrica

A Imagem abaixo representa uma interpretagdo geométrica da busca de Armijo.
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Figura 8.2: Valores de « que satisfazem a desigualdade de Armijo.

Note que a desigualdade (8.1) é satisfeita quando o grafico de f (x;+ady)— f (xi) esta abaixo dareta ca(V f (xx), di),
isto &,
S+ adi) = f(xi) < oV fxk), dic)
J ek + adi) < fxx) +oa(Vf(xe), di).

Quando a desigualdade nio € satisfeita, o valor do comprimento de passo « ¢é ajustado até que « caia dentro do intervalo
de valores de que satisfazem a desigualdade de Armijo.

Exemplo 8.3.1. Considere f : R — R dada por f(x1,x3) = %(xl -22+(x-1)2%x=(1,0),d=(3,1)ec =0,8.

Faga uma busca de Armijo a partir de xg, na direcdo d. Temos que d é uma direcdo de descida, pois
(Vf(x0),d) =((-1,-2),(3,1)) = -5 < 0.
Comecando com a = 1, teremos o passo recusado, pois
f(xo+ad) > f(xo) + ca(Vf(x0),d).

Entdo fazemos a = 0,8 - 1, que também é recusado. Enfim, fazendo a = 0,8 - 0,8 = 0, 64, teremos o passo aceito.

Assim,
a=0,64 e xp+ad=(2,920,64).



Capitulo 9
Método do Gradiente equipado com Busca Linear

9.1 Introducao

Como anunciado na segunda se¢ao do Capitulo 6, trabalharemos com um método de Otimizacao Irrestrita, ou
seja, dada uma funcdo f : Q c R" — R, Q serd o maior conjunto do qual o valor f(x), x € Q faga sentido.

Exemplo 9.1.1. Seja f : Q € R — R dada por f(x) = x*. Como todo niimero real pode ser elevado ao quadrado,
concluimos que Q = R e, assim, o problema irrestrito pode ser enunciado da seguinte forma:

minimizar f(x) sujeito a x € Q =R.

Exemplo 9.1.2. Seja g : Q ¢ R> — R tal que g(x,y) = x>\/y — 1. Observe que y — 1 > 0, isto é, y > 1 para que
x%+[y — 1 faga sentido. Portanto, o problema de otimizagdo irrestrita de g é formalmente descrito como:

minimizar g(x) sujeito ax € Q= {(x,y) e R? 1 y > 1}.

Observe que Q é um semiplano, como vemos na Figura 9.1.

7
6
5
4
3
2

7 6 5 4 3 2 10| 1 2 3 4 5 6 7
-1

Figura 9.1: Semiplano Q.

Para minimizarmos uma funcio f, € necessdrio encontrarmos os seus pontos criticos, por isso utilizaremos um
método iterativo que ird gerar uma sequéncia que converge para um ponto critico. Com esse intuito, a partir do chute
xo € Q queremos um ponto x; € Q de tal forma que f(x9) > f(x;). Como podemos obté-lo? Pela soma do ponto
com um vetor temos que x; é da forma x; = xo + adyp com @ > 0, sendo o pardmetro de comprimento de passo e dy
uma direcdo de descida. Para ilustrar a importincia de uma boa escolha de @ e dj, considere a fungdo f : R? — R
definida por f(x,y) = x*> + y>. Evidentemente, o min f(x), com x € R?, é (0,0), ja que x> + y> > O paratodo x,y € R
e £(0,0) = 0. As curvas de nivel de f sdo apresentadas na Figura 9.2.
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Figura 9.2: Curvas de nivel da funcao f.

Considerando xo = (3,2), observe que ndo podemos tomar dy = (0, 1) e @ = 2, pois terifamos x| = xo + ady =
(3,2)+2-(0,1) = (3,4), 10 < f(3,2) < 15¢€ f(3,4) =25, isto é, f(xg) < f(x1). Assim, obteriamos um resultado
contrario ao que gostariamos que acontecesse. Isso pode ser visto na Figura 9.3
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Figura 9.3: Exemplo de direcdo que ndo fornece decrescimento para o valor da funcéo.

Por outro lado, sempre podemos utilizar a dire¢do do anti-gradiente como uma direcio de descida (veja a Definicdo
em 6.4.1). Isto segue do fato que se d = —V f(x) com x € R? sendo ndo estaciondrio, isto &, | V.f(x)|| # 0, entdo

(V). d) = (VFf(x), =V f(x)) = ~(Vf(x), V() = =IVF@)* <O.

Portanto, pelo Teorema 6.4.1, concluimos que a dire¢ao do anti-gradiente € uma direcdo de descida em um ponto
nao estaciondrio. Formalmente, o que acabamos de mostrar € enunciado pelo seguinte resultado:

Proposicao 9.1.1. Seja f: Q c R" — R diferenciavel em x € Q. Se x ndo for estacionario, entdo d = =V f(x) é uma
direcdo de descida no ponto x.

Observacao 9.1.1. Se x for ponto estacionario, entdo x é um candidato a minimizador de f. O que justifica a afirmagao
de que “sempre podemos utilizar a dire¢do do anti-gradiente como direcdo de descida (desde que f seja diferenciavel)”.



9.1 Introdugao

71

Em relag@o ao comprimento do passo, como ja obtivemos uma direcdo de descida, podemos agora encontrar um «

que garanta a condi¢do de decrescimento f(xg) > f(x;) usando a Busca de Armijo.

Assim, usando a direcio do anti-gradiente e calculando « pela Busca de Armijo com n = 0,7, obtemos o seguinte
resultado: 10 < f(xp) < 15e 3 < f(x1) < 5, ou seja, f(xg) > f(x;) como gostariamos. A Figura 9.4 ilustra este

resultado.
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Figura 9.4: Direcao de descida com comprimento de passo aceitavel.
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Por fim, cabe salientar que o valor de o adequado é muito importante, pois se a fosse o quintuplo do calculado
pela Busca de Armijo obteriamos a seguinte situagdo: 10 < f(xg) < 15e 25 < f(x1) < 30, ou seja, f(xg) < f(x1)
obtendo uma situacao indesejada novamente. Observe na Figura 9.5 que o novo ponto estaria mais distante da solugao

do problema que o ponto inicial.
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Figura 9.5: Dire¢do de descida correta com comprimento de passo ndo aceitavel.

De forma geral, dado um chute x¢ € Q podemos definir o restante dos termos da sequéncia de pontos {xi }xen € Q

recursivamente por
Xksl = Xk + apdy, comk > 1.

0.1



78 9 Meétodo do Gradiente equipado com Busca Linear

Se tomarmos dy = —Vf(xr) para todo k > 1, entdo dizemos que a sequéncia {xi}ren gerada foi obtida pelo
Método do Gradiente. Caso ay seja calculado pela Busca de Armijo para todo k € N, trata-se do Método do
Gradiente equipado com a Busca de Armijo. Por fim, se a; = @ > 0 paratodo k € N temos o Método do Gradiente
equipado com a busca de comprimento de passo fixo.

Nosso objetivo é que a sequéncia {xy }xen gerada pelo método convirja para um ponto estacionario de f, digamos x,
satisfazendo algum critério de parada. Infelizmente, a fung@o objetivo ndo pode ser arbitraria, ou seja, precisamos que
tal fung@o satisfaca algumas condi¢des para que a convergéncia seja garantida. Além disso, a escolha do chute inicial
pode manter ou revogar essa garantia. Veremos o desdobramento dessas questdes na proxima se¢do. Prosseguindo, nas
préximas secdes apresentaremos e discutiremos os algoritmos em pseudolinguagem do Método do Gradiente equipado
com a Busca de Armijo e com passo fixo. Por fim, estudaremos o comportamento da sequéncia gerado pelo Método do
Gradiente.

9.2 Funcao objetivo

Para que o Método do Gradiente com passo fixo seja eficiente e garanta convergéncia da sequéncia gerada, a fungao
objetivo f : Q c R" — R deve satisfazer certas condi¢des. Fungdes interessantes para esse método geralmente possuem
as caracteristicas enunciadas no Teorema 9.2.1 de convergéncia. Mas antes, vejamos as defini¢des:

Definicao 9.2.1. Uma funcdo f : Q c R" — R ¢é limitada inferiormente se existir um m € R tal que f(x) > m para
todo x € Q

Definicao 9.2.2. Uma fungdo f : Q ¢ R" — R possui derivada Lipschitz-continua em Q com modulo L > 0 se
IVF(x) = VFf) < L|lx — y|| para todo x, y € Q.

Teorema 9.2.1. Seja f : Q Cc R" — R limitada inferiormente e derivada Lipschitz-continua em € com modulo L > 0.
Se a sequéncia {xy }ren for gerada pelo Método do Gradiente com passo fixo ay = & > 0, para todo k € N, de modo
que @ < 2/ L, entdo

lim Vf(xg) =0.

k—o00
Isto é, a sequéncia {xy }ren converge para um ponto estaciondrio.

Observacao 9.2.3. A prova do teorema acima encontra-se em [3].

Exemplo 9.2.1. A funcdo f : R> — R dada por f(x,y) = x*> + y> é limitada inferiormente, pois como jd vimos
f(x,y) > 0 para todo (x,y) € R2.

Exemplo 9.2.2. A funcéo f dada no Exemplo 9.2.1 possui derivada Lipschitz-continua em R> com médulo L = 2, pois

Lo =2re =
Assim,
Ve = (Lo, %(x, | = @629) =26, ).
Portanto,

IVf(x1,y1) = Vf(x2, y2) Il = [12(x1, y1) = 2(x2, y2) I
=112 ((x1,31) = (x2, y2)) |l
= 12[|I(x1, y1) = (x2, )l
= 2| (x1, y1) = (x2, y2)ll
< 2|[(x1, y1) = (x2, y2)II-
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Dessa forma, pelo Teorema 9.2.1, segue que a sequéncia {x }ren gerada pelo Método do Gradiente com passo fixo,
onde 0 < @ < 2/L =2/2 =1, converge para um ponto estacionario do problema. Basta tomar, nesse caso, 0 < @ < 1.
Observe ainda que tomar o maior valor possivel de @ ndo garantird uma convergéncia mais rapida (no sentido que
veremos na proxima secdo) em relacio aos valores menores de @.

Outro detalhe importante € que para a maioria das fun¢des ndo € uma tarefa facil encontrar o valor de L. Por isso uma
estratégia que pode ser adotada é tomar um @ suficientemente pequeno. Entretanto, isso pode impactar negativamente
a velocidade de convergéncia da sequéncia {xy } ren a0 ponto estaciondrio.

Por fim, para que o Método do Gradiente equipado com a Busca de Armijo seja eficiente e garanta convergéncia da
sequéncia gerada, a fungdo objetivo f : Q c R" — R deve satisfazer certas condi¢des. Funcdes interessantes para esse
método geralmente possuem as seguintes caracteristicas enunciadas no Teorema 9.2.2 de convergéncia.

Teorema 9.2.2. Seja f : Q c R" — R uma fungdo diferenciavel em € com derivada continua. Se a sequéncia {xy }ren
gerada pelo Método do Gradiente equipado com a Busca de Armijo for limitada, entdo

lim Vf (xe) = 0.

Isto é, a sequéncia {xy }xen converge para um ponto estaciondrio.

Observacao 9.2.4. A prova do teorema acima pode ser consultada em [3]

Para uma funcdo f : Q C R" — R seja diferencidvel em Q basta que, para todo (x,xz,...,x,) € Q, as suas
derivadas parciais
af aof af
Ox1 Oxy" " "7 Oxp

existam e sejam continuas no ponto. Ou seja, para todo a € Q temos que

. Of of
Iim —(x) = —
Jim o (x) o (a)
paracadai =1,2,...,n. A defini¢cdo de sequéncia limitada encontra-se no Teorema 5.1.5.

Exemplo 9.2.3. A funcio g : R?> — R tal que g(x,y) = 100(y — x*)? + (x — 1)? é diferenciavel em R?, pois
0 0
—g(x, y) = —400x(y —x?) +2(x = 1) e —g(x, y) =200(y — x%)
0x ay

existem para quaisquer (x,y) € R2. Além disso, as derivadas parciais da fungdo g sdo fungées polinomiais, logo
continuas. Portanto, se a sequéncia (xy)ren C Im(g) gerada pelo Método do Gradiente equipado com Busca de
Armijo for limitada, entdo ela converge para um ponto estacionario da funcdo g.

Observacao 9.2.5. A funcdo g apresentada no exemplo anterior trata-se de uma versdo particular da funcdo Rosen-
brock. Tal fungdo é usada com interesses académicos para testar algoritmos da Otimizacdo Continua.

Considerando a fungdo g do exemplo anterior, note que a sequéncia {x; }ren gerada pelo Método do Gradiente
equipado com a Busca de Armijo é tal que g(xg) > g(x1) > --- > g(xx) > ..., isto é, a sequéncia {g(xx)}ren €
decrescente. Ademais, de acordo com o Exercicio 9.5.1 a funcao g é limitada inferiormente. Portanto, pelo Teorema
9.2.2, temos que {xg }ren converge para um ponto estaciondrio de g.

Tendo em vista os exemplos e as observagdes j4 feitas, é teoricamente garantido encontrar os pontos estaciondrios
das funcdes f e g pelo Método do Gradiente com passo fixo ou com a Busca de Armijo, respectivamente. Na proxima
secdo apresentaremos em pseudolinguagem o algoritmo que implementa o Método do Gradiente com busca linear.
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9.3 Algoritmo do Método do Gradiente

Nesta secdo, apresentaremos o algoritmo do Método do Gradiente equipado com uma busca linear. Este algoritmo
¢é baseado na ideia de usar a dire¢ao oposta ao gradiente da fung@o objetivo no ponto para encontrar um minimo local
ou global. A busca linear é incorporada para determinar o comprimento do passo em cada iteragdo, garantindo que o
método decres¢a o valor da fun¢do em dire¢do ao minimo.

A seguir, detalhamos o algoritmo do Método do Gradiente equipado com uma busca linear, descrevendo cada passo
e discutindo suas propriedades.

Algoritmo 3: METODO DO GRADIENTE EQUIPADO COM BUSCA LINEAR

Tome um ponto inicial xo € R" e € > 0.

Faca k = 0.

Defina dy = =V f(xy).

Se ||dk|| > €, obtenha ay > 0 tal que f(xx + ardy) < f(xg).
Defina xp41 = xx + axdy.

Faca k = k + 1 e retorne para o passo 3.

A N R W N =

O passo 4 nos mostra que o critério de parada utilizado no algoritmo é baseado na norma do gradiente da funcdo f
no ponto x. Como vimos no Capitulo 6, esse critério ¢ comum em métodos de otimizagao, pois quando essa norma é
pequena, isso sugere que estamos proximos de um ponto de minimo (local ou global) da fung¢@o, ja que o gradiente €
Zero em um ponto critico.

Além disso, a obtencao de @y garante que o método decresce o valor da funcao em cada iteracao. Existem vdrias
técnicas para a busca linear, como as apresentadas no capitulo anterior, que podem ser implementadas para encontrar
um ¢y adequado.

O Meétodo do Gradiente possui uma taxa de convergéncia linear. Essa taxa ocorre quando a distancia entre as
aproximagoes sucessivas diminui linearmente a cada iteracao. Isto é,

ek = X < clloex — %],

onde 0 < ¢ < 1 e X é a solugdo do problema. Em outras palavras, a cada iteragdo, a aproximag¢do melhora em uma
proporcdo constante em relagao a sua distincia até a solucao.

Outra propriedade importante € que o Método do Gradiente possui convergéncia global. Isso significa que, comegando
0 processo iterativo com qualquer ponto no dominio da funcdo (desde que a fungdo satisfaga as hipéteses do Teorema
9.2.1 ou 9.2.2), 0 Algoritmo 3 encontrard uma aproximag¢ao do ponto de minimo da fungdo.

O Método do Gradiente pode ser aplicado a uma vasta gama de problemas de otimizacao irrestrita, especialmente
quando o gradiente da funcio é de facil célculo. Entretanto, sua eficiéncia pode ser limitada por escolha inadequada de
ay ou pela complexidade da fungdo objetivo.

9.4 Visualizacio grafica do Método do Gradiente

A visualizagdo gréfica pode auxiliar na andlise e avalia¢ao de algoritmos de otimizacdo. Nesta se¢do, exploraremos
algumas ferramentas de visualizagdo grafica e discutiremos como elas podem ajudar a compreender o comportamento
dos algoritmos em diferentes cendrios. Vamos explorar as representacdes graficas das funcdes objetivo apresentadas na
Se¢do 9.2 e a construcdo da sequéncia gerada pelo Método do Gradiente.

As representagdes graficas das funcdes objetivo sdo importantes para compreendermos o comportamento das
superficies a serem otimizadas. Elas nos permitem analisar pontos criticos, como minimos locais e globais, e entender
as caracteristicas da funcdo em diferentes regides do dominio. Além disso, as curvas de nivel sdo utilizadas para
visualizar o comportamento da funcdo objetivo no espaco bidimensional. Vale ressaltar que essa segunda andlise sé €
possivel para fun¢des com vdrias varidveis. Elas nos permitem identificar padroes, como vales e outros.
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Exemplo 9.4.1. Retomando o Exemplo 9.2.1 podemos analisar a representagdo grdafica e observar o ponto de minimo
dessa fungao.

fix,y) =x? + y?

® Ponto de minimo (0,0)

fix,y)

Figura 9.6: Representacdo grafica da func¢do do Exemplo 9.2.1.

Exemplo 9.4.2. Retomando a fungdo de Rosenbrock do Exemplo 9.2.3, temos que essa funcdo tem um comportamento
mais complexo de ser analisado que a fungdo anterior.

g(x,y) =100(y — x?)? + (x = 1)?

@® Ponto de minimo (1,1)

2500
2000
1500 >
=
1000 &
500
— 0
0
x 2 a2 o 1 2 3

Figura 9.7: Representagdo grafica da fung¢do de Rosenbrock.

Proximo ao minimo global, as curvas de nivel desta fungdo formam uma estrutura de vale estreito e curvo semelhante
a uma parabola, veja na Figura 9.8. Esta caracteristica pode dificultar a convergéncia das sequéncias geradas pelos
algoritmos de otimizacdo para o ponto de minimo. Se uma sequéncia se afastar do minimo e o algoritmo ndo
possuir garantia de decrescimento, o valor da fungdo pode aumentar gradualmente, dificultando a determinagdo da
aproximagdo do minimo. Por outro lado, devido a natureza estreita e curva do vale, os algoritmos de descida do
gradiente podem oscilar ou progredir lentamente quando a sequéncia esta proxima do minimo, uma vez que a norma do
gradiente se tornara pequena. Ademais, eles podem exigir comprimentos de passo muito pequenos para permanecerem
estaveis, o que pode ocasionar em muitas iteragoes para a determinagdo de boas aproximagoes.
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Figura 9.8: Curvas de nivel da funcao de Rosenbrock.

A sequéncia gerada pelo algoritmo de otimizagdo ao longo de suas iteragdes nos permite analisar a trajetéria em
direcdo ao minimo e identificar padrdes de convergéncia ou divergéncia.

Exemplo 9.4.3. Aplicando o Método do Gradiente equipado com a Busca de Armijo na fun¢do de Rosenbrock (Exemplo
9.2.1), teremos que considerar alguns paramentros. Vamos tomar o comprimento de passo inicial da Busca de Armijo
como agy = 1.0, o fator de reducdo do comprimento de passo como 68 = 0.5, o = 0.0001, nitmero maximo de iteragcoes
igual a 5000 e tolerancia para a norma do gradiente como & = 0.01. Podemos analisar o comportamento da sequéncia
gerada pelo método variando esse parametros ou variando o ponto inicial. Como vimos anteriormente, o Método do
Gradiente possui convergéncia global, isso significa que podemos tomar xo € R? qualquer.

Por exemplo, se tomarmos xo = (3/2,—-1/2), o comportamento da sequéncia serd o mostrado na Figura 9.9. Neste
caso, foram necessarias 2838 iteradas.

(3500
3000
(2500
2000
1500
1000

500

Figura 9.9: Sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 quando xo = (3/2,-1/2).

Agora, vamos alterar o ponto inicial tomando um ponto mais distante da solugcdo x* = (1, 1), como xp, = (0,—-1/2).
Para verificar que este ponto inicial é mais distante que o primeiro ponto xo, = (3/2, —1/2) apresentado anteriormente,
basta fazermos

2 2 2
3 1 5 1 13
||.x0I —x*”: (5—1) +(—§—1) =\/;z1.586||x02—x*||= (0—1)2+(—§—1) = Zz183

Portanto, para o segundo ponto inicial a norma é maior, indicando que ele esta mais distante do ponto de minimo.




9.4 Visualizagao grafica do Método do Gradiente 83

O comportamento da sequéncia e das curvas de nivel podem ser vistas na Figura 9.10. Neste caso, foram necessarias
3514 iteradas.

1000

750

500

-05 . 230

Figura 9.10: Sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 quando xo = (0, —1/2).

Note que o fato do ponto inicial ser mais distante do ponto de minimo implicou que o niimero de iteradas foi maior,
o0 que discutiremos mais intensivamente na proxima seg¢ao.

Da mesma forma que alteramos o ponto inicial, podemos variar os outros parametros. Por exemplo, podemos
tornar a tolerancia da norma do gradiente mais estrita. Para o segundo caso que fizemos anteriormente, se tomarmos
£ = 0.00000001 = 1 x 1073 teriamos que alterar o nitmero maximo de iteradas para 20515 para que o algoritmo
atingisse convergéncia. Assim, nos estudos computacionais da Otimizacdo Continua, a variacdo destes parametros
constituem uma importante andlise numérica uma vez que a escolha dos pardametros apropriados pode diminuir o
niimero de iteradas, tempo de CPU gasto para resolver o problema e outros fatores.

9.4.1 Comportamento gerado pelo Método do Gradiente

Para compreendermos o comportamento da sequéncia gerada pelo Método do Gradiente, é necessdrio relembrar
alguns conceitos do Capitulo 6 e entender os conceitos apresentados a seguir.

Definiciao 9.4.1. Dois vetores u,v € R" sdo ortogonais se {u,v) = 0. Denotamos essa relacdo como u L v.
Geometricamente, isso significa que o dngulo entre u e v é de 90°, ou seja, eles formam um angulo reto.

Exemplo 9.4.4. Considere os vetores do R? dados por u = (1,2) e v = (2,—1). Note que eles sdo ortogonais, pois
(u,v) =1-2+2-(-1)=2-2=0.

Propriedades 9.4.1. Dados u,v,w € R", temos as seguintes propriedades:

(/) O L u, para todo u € R";
(if) u L vimplica que v L u;
(iit) Se u L v para todo v € R", entdo u = 0;
(iv) Seu Lvew L v, entdo (u+w) L v;
(v) Seu Lved eR, entdo Au L v.

A dire¢ao do gradiente no sentido oposto pode oscilar rapidamente ou ziguezaguear durante o processo de des-
crescimento do valor da fungdo. Este comportamento de zig-zag pode levar um tempo considerdvel para atingir um
ponto préximo ao minimo. Além disso, quando a sequéncia gerada pelo método se aproxima de pontos estaciondrios,
o vetor de dire¢do de descida pode ter medida pequena, fazendo com que o método rasteje lentamente para pontos
de minimo. Estes dois problemas - embora nao estejam presentes ao minimizar todas as funcoes - apresentam-se no
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90°

Figura 9.11: Iustracdo do Exemplo 9.4.4.

processo iterativo, pois algumas fun¢des que pretendemos minimizar podem ter vales longos e estreitos, e as curvas de
nivel podem se tornar cada vez mais paralelas.

O que justifica a trajetéria de zig-zag do Método do Gradiente para a busca linear exata (que explicaremos a seguir)
¢ a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 9.4.1. Seja (xi) uma sequéncia gerada pelo Algoritmo Método do Gradiente equipado com a busca exata.
Entao, quaisquer duas diregoes de descida consecutivas sdo ortogonais.

Demonstracao: Para a sequéncia (x;) gerada pelo Método do Gradiente equipado com a busca exata, a dire¢do
de descida no passo i é dada por d; = =V f(x;). A atualizagfo da iterada é dada por x;4; = x; — @;Vf(x;), onde o
comprimento do passo «; é escolhido de modo a minimizar a funcdo f ao longo da dire¢ao d;. Ou seja, a; € a solugao
do problema unidimensional:

a; = argmin f(x; + ad;) = argmin f(x; — aVf(x;)).
a>0 a>0

Queremos mostrar que V f (x;) "V f(x;+1) = 0. Para isso, definimos a fun¢ido g(a) = f(x; — aVf(x;)). O ponto com
a = 0 é onde comegamos, e a = @; € o passo que escolhemos. A derivada de g (@) em relagdo a a é dada por:

q'(@) =Vf(xi —aVf(x) (=Vf(x:).

No ponto @ = @;, que minimiza ¢ (), a derivada ¢’ («) deve ser zero:

q'(ar) = Vf (xi = iV f (xi) T (=Vf(x:)) = Vf (xin1) " (=V f (x1)) = 0.

Assim, o gradiente no ponto x;,; € ortogonal ao gradiente no sentido oposto no ponto x;. Portanto, quaisquer duas
direcdes de descida consecutivas no Método do Gradiente com busca exata sdo ortogonais.

A Figura 9.12 mostra 3 iteracdes do algoritmo com busca exata aplicado para minimizar uma func¢io quadratica,
onde as curvas de nivel desta funcdo sdo elipses.

Note que provamos a Proposicao 9.4.1 para a busca exata. Entretanto, essa propriedade vale para qualquer busca
linear que o Método do Gradiente esteja equipado, uma vez que a direcdo se mantém a mesma e variamos apenas a
forma de obten¢@o do comprimento de passo, que influencia apenas na medida do vetor gradiente. Assim, vale a mesma
propriedade para a busca de passo fixo e para a Busca de Armijo.
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Figura 9.12: Ilustragdo da Proposicéo 9.4.1.

9.5 Exercicios

Exercicio 9.5.1. Mostre que a fungio g : R* — R tal que g(x,y) = 100(y — x*)? + (x — 1)? é limitada inferiormente.
Exercicio 9.5.2. Mostre que a fungio h : R?> — R dada por h(x,y) = 3x* + 3y satisfaz as hipéteses do Teorema 9.2.1.

Exercicio 9.5.3. Mostre que a funcdo Dixon-Price dada por d : R?> — R dada por d(x,y) = (x = 1)? +2(2y? — x)?
satisfaz as hipoteses do Teorema 9.2.2.

Exercicio 9.5.4. Considere a fungdo X, que tem o gradiente Y. Implemente esta funcdo e encontre seu minimo global
utilizando o Método do Gradiente.
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