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1 Introducao

1.1 O problema
Nestas notas, a discussao sera realizada acerca do seguinte problema
min f(x) sujeito a z € C, (1)

onde f:R™ — R é uma funcao diferenciavel e D C R™ é um conjunto de estrutura simples,
isto é, convexo e fechado.

1.2 Meétodo e estratégias

Nestas notas de aula, trataremos de duas estratégias baseadas na busca de Armijo, veja [?].

1.2.1 Estratégia GPA1

A primeira estratégia utilizada, que vamos chamar de GPA1, trata-se do emprego da busca
de Armijo ao longo de diregoes viaveis do conjunto C. Neste caso, a construcao da sequéncia
{z1} é feita considerando-se

Trp1 = T + (2 — 7)), (2)

onde o parametro 7, é determinado por

com
{(k) = min {j €l flag — 279 (2 — 1)) < flag) — 027V f(ap) (2 — zk.)} ) (4)
Além disso, tomamos
zr = Po(zr — BV f(21)) (5)

e a sequéncia {3} C [B, B] para algum 0 < 3 < 3, onde cada B, é calculado por meio de
interpolagao quadratica nesse intervalo.

1.2.2 Estratégia GPA2

A segunda estratégia serd chamada de GPA2 e consiste em utilizar a busca de Armijo para
determinar termos da sequéncia ao longo da fronteira do conjunto C'. Neste caso, a deter-
minagao dos termos é dada por

Trp1 = Pol(zy — BV f(ar)), (6)
onde [ é dado por
B = p271", (7)
com
(k) =min{j € Zy : f(z;) < flax) — oV f(zn) (2 — 205) (8)
e
25 = Po(eg — B277V f(a)), (9)

para algum 3 > 0e o € (0,1).



1.2.3 Estratégia GPA3

Nesta estratégia, o comprimento de passo é determinado de maneira externa ao algoritmo e
antes de ser realizada a projecao do ponto no conjunto viavel. Nesse caso, [, ¢ dado por

P = 7ol (10)

onde

o o
E Qp =00 € E ozi < 00.
k=0 k=0

2 Resultados e definicoes iniciais

Teorema 2.1. (Teorema do Valor Médio) Vale o sequinte

(a) Se para x,y € R™ uma funcio F : R™ — R! é continuamente diferencidvel no intervalo
{z+ty |t €]0,1]}, entao

F(x+y) = F(x) +/0 F'(z + ty)y dt.

(b) Se f:R™— R € continuamente diferencidvel num conjunto convexo e aberto Q C R™,
entao para todo x,y €  eziste t € [0, 1] tal que

fy) = flx) =(Vf(tz + (1 -t)y),y — ).

Demonstragao:

Lema 2.2. Seja f : R" — R uma fun¢ao diferencidvel no R™, com gradiente Lipschitz-
continuo no R™ com modulo L > 0. Entao

o +9) — £2) - Ty < I vy e e

Demonstracao: Pelo Teorema 2.1 (a), temos que f(z +vy) = f(z) + fol Vf(x+ty)Tydt.
Assim,

@ +y) — f@) = V@) y] = |f@) + / Vi@ ty)Tydt — f(2) - Vi)Y
oy / Vi@ + ty)Tydt — Vi) Ty
~| / (Vf(x+ ty) — V() Ty di]

< / (V£ + ty) — Vf(2)) Tyl dr.
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Pela Desigualdade de Cauchy-Schawrz, temos que

/0 (Vi +ty) — Vf()Tyldi < / IV +ty) — VE@)lyll .

Além disso, temos (por hipétese) que V f é Lipschitz-continuo no R, ou seja, |V f(x +ty) —
V@)l < Ll[(z + ty) — x|l = Llityl| = Lt[ly||, logo

1 1
/ IV +ty) — V@) Iyl df < / Lty dt
0 0

t2
= |L—|ly|]?
[ Iy }

_ Lily|?
ER

1

0

O

Definigao 2.3. (Conjunto convexo) Um conjunto C' € R"™ é chamado conjunto convero
se para quaisquer x,y € C' e o € [0, 1], tem-se que ax + (1 —a)y € C. O ponto ax + (1 — )
onde o € [0, 1] chama-se combinagdo convera de x ey com pardametro «.

Definigao 2.4. (Fung¢do convexa) Se C C R™ é um conjunto convero, diz-se que a fung¢do
f:C =R é convera em C quando para quaisquer x,y € C e o € [0, 1] tem-se

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y).

Vejamos uma interpretacao geométrica para a desigualdade que define uma fungao con-
vexa. Considere na figura abaixo a fun¢ao f, os pontos (z, f(z)) e (v, f(y)) e a fungao ¢
que corresponde a equagao da reta secante a esses pontos. Seja z = az + (1 — a)y uma
combinacao convexa de x e y com parametro a.

FY)p-mmmmmmmmm e

(2)f=-mmmmmm s
0] /

FIC)) [E——

wh-mmmm e N -
o

Figura 1: Exemplo de funcao convexa



Pela Figura 1, vemos que f(z) < ¢(z). Exibindo ¢(z) pela forma ponto-inclinacao da

reta, temos:
o) = (P2=LE) oy st

y—x
_ (fly) = f@)(z —2) + f(2)(y — @)
Yy—x
_ (fy) = f@)( —a)(y — ) + f2)(y — 2)
y—x

= (f(y) = f(@))(1 =) + f(z)
= (1 —a)f(y) —af(x),

Donde concluimos que de fato é vélida a desigualdade f(az+(1—a)y) < af(x)+(1—a)f(y)
da definic¢ao.

Teorema 2.5. (Teorema da projecao)

(a) Seja D C R™ um conjunto fechado. Entao para todo ponto x € R"™, uma proje¢ao de x
sobre D existe.

(b) Se, além de ser fechado, o conjunto D é convexo, entdo para todo x € R™ a projecdo
de x sobre D, denotada por Pp(x), € inica. Além disso, T = Pp(z) se, e somente se,

TeD,(x—7,y—7) <0, Vy € D. (11)

Demonstragao:

(a) Fixemos z € R™ arbitrario. Seja
[AR" =Ry, fz) =y —=|.
Evidentemente, f é continua no R" e
L¢p(c) =DnNB(z,c),

onde
Bz, c) ={y e R"|ly —z|| < ¢} = {z € R*; f(z) < c},

ou seja, o conjunto de nivel Ly p(c) é a intersecao do conjunto fechado D com o conjunto
compacto B(xz,c). Portanto, L p(c) é compacto. Além disso, para ¢ > 0 suficiente-
mente grande, é 6bvio que a bola B(z, ¢) contém pontos de D. Logo, Ly p(c) # @. Pelo
Coroléario 7?7 temos que o problema de minimizar f em D possui uma solucao global.
Assim, a projecao de x sobre D existe (pela defini¢ao de projecao de x sobre D).



(b) Sejam T uma solugao do problema (??) e y € D qualquer. Como T € D e D é convexo,
temos pela defini¢do de combinagao convexa que (1 — a)T + ay = z(«a) € D para todo
€ (0,1]. Temos, entao, que ||z — Z|| < [z — z(a)|| = ||z — (1 — )T + ay)|| =

le =T+ aZ+ayl e llz —2()]| = |z - 7| = [lz — z(a)|]* = ||z — T Assim,

02> [z —z[* — [lz — z()||”

=llz =7 — |z -7+ 7 — 2(a)||"

=z —7|* = (= =) + @ — z(a)|”

= [z = 7|” = (lz = Z|* + 2((z - 2), @ — 2(a))) + |7 — 2(e)[|*)
=—2((z - 7),(@ - z(a))) — |7 — 2(a)

=2((z = 7), (2(a) = 7)) — ||2(e) — 7|

=2((z-7), (1 - )T+ ay - 7)) — [|(1 - )T+ ay — 7*
=2((x —7),(—

=2a((z = 7),(y — 7)) — llaly —D)|”

=2a((z — ), (y — 7)) — o’lly — 7|

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por 2« > 0, temos

af +ay)) — || — aT + ay|?

0> (@ —Ty—7) - Sy —7|°
Passando ao limite quando o« — 0+, obtemos
0> (x—7,y—7),
sendo que y € D era arbitrario.
Suponhamos agora que um certo T satisfaca (11). Entao, para todo y € D,
0>(x—7,y—7)

= (x,y) = (T,y) - (&,7) + (T, 7)
1

= 5(2(z.9) - 2(T,y) — 2(2,7) + 2(7.7))

:;@@_@@_@@+@@+ww—w@
— @ —y) + (T,T) — (&, 2) + (z,9) + (y, ) — (y, 1))

:%«x_ix—ﬂ+wyiy—f%%$—%f—w>

= (e =7+ ly ~ 7P ~ 1z — 911

> (e =7l ~ llr = yI?).



Agora, vamos mostrar que a projecdo ¢ unica. Seja Z alguma outra solucao de (77?).
Usando (11) para T com y = & € D e para & com y =T € D, temos

(x—7,2—-7)<0e(x—2,7—2)<0= —(z—2,2—7) <0.

Somando, obtemos que

Logo, z =T.

Teorema 2.6. (Condicoes de otimalidade de primeira ordem no caso de conjunto
vidvel convexo) Sejam D C R™ um conjunto convezxo e fechado, e f : R"™ — R uma fun¢ao
diferencidvel no ponto® € D. Se T é um minimizador local de f no conjunto D, entao

(Vf(@),z—T) >0 VaeD, (12)

ou seja, T € um ponto estaciondrio do problema min f(x) sujeito a x € D. Equivalentemente,
temos

T = Pp(T —aVf(T)) VaeR,. (13)

Se f € uma funcao convexa, T € D e vale (12) ou (13), entao T é um minimizador global de
femD.

Demonstragao:

Definicao 2.7. Um conjunto C' C R™ é chamado conjunto convexo se para quaisquer x,y € C
e a € 0,1] tem-se que ax+ (1 —a)y € C. O ponto ax+ (1 —a)y, onde a € [0, 1] € chamado
de combinac¢ao convexa de x ey com parametro c.

Definicao 2.8. Se C' C R" € um conjunto convezo, diz-se que a funcao f : C'— R € convexa
em C' quando para quaisquer x,y € C' e a € [0, 1] tem-se

flox + (1 —a)y) < af(@) + (1 —a)f(y).

Teorema 2.9. (Caracterizacoes de fungdes converxas diferencidveis) - Sejam Q C
R™ um conjunto convero e aberto e f : Q — R uma funcdo diferencidvel em 2. Se f €
convexra em w, entdo, para quaiquer T,y € §2,

fly) = f(@) +(Vf(z),y — ).

Demonstragao: Seja f convexa. Dados x,y € Qe a € (0, 1] quaisquer, definindo d = y—=,
temos que

flz+ad) = flay+ (1 —a)z) <af(y) + (1 —a)f(x) = alfly) = f(x) + f(z),
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isto é,

a(f(y) — f(x) = flz+ ad) — f(z).
Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por a > 0 e passando ao limite quando
a — 0T, obtemos

F) = F) > tim LEF a? — f(x)

a—0t

=(Vf(@),d) = (Vf(z),y — ),

ou seja,

fly) = f(2) +(Vf(z),y — ).

3 Convergéncia

3.1 Resultados preliminares

Definig¢ao 3.1. Uma sequéncia {a,} C R™ é quasi-Fejér convergente a um conjunto T C R"
se para todo z € T existe uma sequéncia {ex} C Ry tal que Y oo ex < 00 e ocorre

laksr = 2)1* < llax — 2[1* + ex (14)
para todo k.
Exemplo 3.2.

Proposicao 3.3. Seja T'C R™ um conjunto nao-vazio e e {ax} C R™ uma sequéncia quasi-
Fejér convergente. Entao:

(i) {ar} € limitada.

(ii) Se um ponto de acumulagdo @ de {ay} pertence a T, entdo a sequéncia completa {ay}
converge para a.

Demonstragao:
(i) Fixando z € T e aplicando (14) iterativamente, temos:
lax — 2 |1 < llag-1 — 2I|* + ex-s
< lag—2 — 2||* + x—1 + €42

k-1
< llaog —2I> +> e
§=0

[o¢]
< lao — z|* + Zej.
=0



(ii)

o0 o0

Como Y ¢; < 0o, podemos tomar M = |jag — z||* + >_ ;. Daf:

j=0 7=0
lax — 2> < M = |lax — 2|| < VM

e segue que
lakll = llax — 2z + 2l < flax — 2[] + [|2]] < VM + [|z]]
Logo, {ax} é limitada.

Sejam @ € T um ponto de acumulagao de {ax} e 6 > 0 arbitrdrio. Seja {a, } uma
subsequéncia de {ax} que converge para a. Uma vez que {&} é somével, existe kg tal
oo
que Y g; < 3@ existe ky tal que €y, > ko e |la,, —al|* < 5 bara todo k > kp, uma vez
Jj=ko
que @ ¢ o limite de {ay, }. Entao, para qualquer k > ¢y, temos

lar, —a ||* < [lak—1 — @l|* + e

< |lar—2 —@||* + ex_1 + x_2

< ...
k—1
<llae, —al*+ > ¢
J=lk,
o0
< llae, —al*+ > ¢
J=lky
o 0
<-4+-=90
2 + 2
Concluimos que lim ay = a. O

k—o00

A seguir, vamos mostrar que a busca linear definida pela estratégia GPA1 sempre é bem
sucedida. Iniciaremos com um fato imediato sobre direcoes de descida.



Proposicao 3.4. Sejam o € (0,1), x € C e v € R” tais que (Vf(z),v) < 0. Entdo eziste
7 <1 tal que f(z+yv) < f(z) + oy(Vf(x),v) para todo v € (0,7].

Demonstracao: Pela diferenciabilidade de f, para todo 7 suficientemente pequeno, temos
que f(x +v) = f(z) +v(v, Vf(x)) + o(v). Entao,

f@+v) = f(z) =v(V[f(z),v) +0o(7)

=0V f(x),v) = ov(V[(z),0) + 1V f(2),v) + o(7)
o (Vf(z),v) + (1 = o)y (V[(z),v) +o(y)

YV (@), v) +[(1 = o) (V[f(z),v) + o(7)/7];

Porém, temos que para todo v suficientemente pequeno, pela condigao (V f(x),v) < 0, vale

Il
Q

(1 - 0)(Vf(z),v) + % <290 <o,

donde
[z +v) < f(z) + o9 (V[(z),v).

Tomando 7 < 1 como o maior valor (suficientemente pequeno) que satisfaz a desigualdade
acima, ela serd vélida também para todo v € (0,7], pois se é vélida para 7, tomando 0 <
v <7, o lado direito da desigualdade fica ainda maior devido a condigao (V f(z),v) < 0. O

Lema 3.5. (Cota inferior para o valor do comprimento de passo dado pela regra
de Armijo) Seja f : R" — R uma funcgdo diferencidvel R, com derivada Lipschitz-continua
em R™ com mddulo L > 0. Se xy,dy € R" satisfazem a condigcio V f(x) vy < 0, entdo a
desigualdade f(xp +yvi) < f(xr) + oYV {(f(xr),vx) € vdlida para todo v € (0,7,], onde

20— )(V () )
T Lul?

> 0. (15)
Demonstracao: Pelo Lema 2.2, para todo a € R, tem-se que

f(@r 4+ yve) = flzr) = Vf(e) (yor) < [f(ze +yor) — f(@e) = VF(zR)" (yor)| < gHWkHZ-
Dai, segue que
Flax + o) = Fla) = Vi) orue) < o2l
s Flag o) — Flan) < V)T (o) + 2o

2

— o+ o) = Flar) <7 (V) o+ Sl
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Logo, para todo v € (0,7,],

Fan-t ) = fan) < (V@ on+ 5Tl

i)

a0 = Sax) < 7 |V Ll (X
— f(xr +yoe) — flae) <YV () e+ (0 = 1)(V () or)

—> [z +yvr) — fzr) <AV () ve + oV f (ar) or — V f(22) vr)
= f(z + o) — flzr) < voV f () v,

onde a segunda desigualdade segue de (15). O

No préximo resultado, vamos mostrar que a direcao z, — xj € uma direcao de descida.
Proposicao 3.6. Sejam xy, e z;, definidos em (2)-(5). Entao
(i) vx € C, para todo k.
(ii) Se V f(xy) #0, entao (V f(xy), zx — xx) < 0.
Demonstragao:

(i) Aplicando indugao sobre k, temos que vale para k = 0, pois 2y € C pela inicializagao

do algoritmo. Vamos assumir que vale para um k arbitrario, ou seja, xj E C Ja que

= Po(zp — BV f(xg)), entdo z, € C. Como vale (??), entdo v, = 27% € [0, 1].
Assim, ja que x4 = xp + Ye(2k — x1), concluimos que x5, 1 € C.

(ii) Para demonstrar este item, vamos utilizar o item (b) do Teorema 2.1, segundo o qual se
Pe(u) é uma projecao de u em C, entao vale (u— P (u), v—Pe(u)) < 0, para todou € R
e v € C. Pelo item (i), temos que z;, € C para todo k. Como z, = Po(xp — BV f(xy)),
tomamos u = x — B,V f(xy), donde

(wp — BV far) — Polar — BV (@), o — Po(ze — BV f (@) <0
—(xy — BV f(zk) — 2kt — 2) <0
= (=B f(zr) + (2 — 2), 26 — 2) <0
= — Bi(V f(zg), 2 — 2k) + (T — 2k, 2 — 2) <0
= — B(Vf(xr), zp — 21) <0
== (Vf(@k), 2k — 21) = 0
= (V f(zk), zx — x) < 0.
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Corolario 3.7. Se Vf(xy) # 0, entao vy estd bem definido para as equagoes (2) - (5).

Demonstracgao: Considere a Proposi¢do 2.4 com x = xy € v = 2, — xp. Pelo item (i) da
Proposicao 2.5, temos que (V f(z),v) < 0. Assim, a suposi¢do da Proposicao 2.4 ¢é valida,
e existe o ¥ mencionado. Entao, a desigualdade

Uk)=min{j € Zy : fzr — 277 (21, — ) < flaw) — 0279V f ()" (x — 2) }
—0(k)

é valida para todo j tal que 277 < 7, porque ¢ valida no intervalo (0,7] e 7, = 2 . Segue-se
que tanto ¢(k) quanto 7 estdo bem definidos. O

Finalmente, vamos mostrar que os pontos de acumulacao de {zy}, se existirem, sdo esta-
ciondrios.

Definigao 3.8. Um ponto z € C € estaciondrio para o problema (1) se, e somente se, for
vdlido

(Vf(z),2—2)=>0 (16)
para todo x € C.
Proposicao 3.9. Seja {xy} a sequéncia definida pelas equagoes (2) - (5). Se {xx} € infinita,
T € um ponto de acumulagdo de {x} e o problema (1) tem solugao, entdo T € estaciondrio
para o problema (1).

Demonstracao: Uma vez que C é fechado, como z, € C para todo k, pela Proposicao
3.6(i), isso significa que T € C, pois é ponto de acumulagao de C. Seja N; C N tal que
limg o 74 = 7, para k € N;. Observa-se que {7y} C [0, 1], pois 73 = 2~ k) ¢ pelo Coroldrio
3.7. Além disso, {fr} C [5 5] onde 0 < B < 3. Assim, podemos assumir, sem perda
de generahdade que existe Ny C N tal que se k € Ny entdo limg ooy = 7 € [0,1] €
limy, 00 B = B > B > 0. Considerando as equacdes (2) - (4), isto é,
Tp1 = Tk + e(zk — Tp)
v = 274K
((k)y=min{j € Zy : f(zx — 277 (2 — 1)) < flay) — o279 f ()T (zp — ) }
temos que
fl@r+ v (ze — 2i) < flan) — on NV f (@) (2 — 2)
= f(ap1) < flxr) = onV fap) (ar — 2)
— f(xr) — flzrs) > =0V f(z)" (2 — x3) > 0.

Segue que {f(zx)} é uma sequéncia decrescente. Uma vez que {x;} C C pela Proposi¢ao
3.6(i) e o problema (1) tem solugdes, temos que {f(zx)} é limitada inferiormente, logo é
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convergente, donde limg_,oo[f(zx) — f(2k41)] = 0. Passando ao limite quando k — oo e
considerando z; = Po(x, — BpV f(2x)) e a continuidade de V f e de Pe, temos

flan) = f(@rg1) = —onV f (@) (2 — 2x) > 0
:]}i_{glo[f(xk) — f(@rg1)] 2 ]}LIEO[—UVka(ﬁk)T(PC(% — BV f(wg)) —a1)] >0
—0> oAV f (@) (Po(z — BVf(T)) —T) > 0
— — oV f(@) " (Po(T - BV f(T)) —T) = 0.

Agora, consideremos dois Casos. Primeiro, vamos supor que ¥ > 0. Sejau =7 — BV f(@).
Entao, considerando @ =7 — SV f(T)), segue que

~oAV (@) (Pe(t) — 7) = 0 =V (@) (Pe() — 7) = 0
=B (@ -7+ BVF@) (Pe(m) —7) =0
—B (@~ (- BV (@) (Pe(@) —7) =0
=B (70" (Po(@) —7) =0
— (7~ W)" (Pe(u) —7) = 0
—(u— 7, Po(u) — T) = 0.

Como ¥ € C, pelo Teorema da Projegao, temos que:

0> (u— Po(u),= — Po(u))
= (Pc(u) —u, Pc(u) — =) + (u — 7, Po(u) — @)
= (Pc(u) —u+u—7, Po(u) —T)
= (Pc(u) — 7, Fo(u) — @)

donde T = Po(@). Como 3 > 0, novamente pelo Teorema da Projecdo, segue que

W—7,2-7) <0=(7T - BVf@T) —T,2-7)<0
= — B(Vf(T),2~7) <0
—(Vf(ZT),z —T) >0 paratodo z € C.

Isto significa que T é um ponto estacionario para o problema (1).

Vamos considerar agora o caso em que limy , v = 4 = 0. Vamos fixar ¢ € N.
Uma vez que v, = 270 existe um k tal que £(k) > ¢. Portanto, considerando £(k) =
min {j € Zy : f(xp — 277 (2 — 1)) < flag) — 0279V f(zi)" (21, — 2¢) }, temos

flze +272 — ) > flop) — 027V f(z2)T (2 — 21).
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Passando ao limite quando k — oo e definindo Z = P (Z — SV f(Z), temos, para algum ¢ € N
arbitrario,

f@-27z - 7)) > f(7) + 027"V (@) (- T)

Pela contrapositiva da Proposigao 3.4, se 0 € (0,1), z € C' e v € R" e nao existe 7 < 1 tal
que f(x +yv) < f(x) + oyV{(f(z),v) para todo v € (0,7], entao (Vf(z),v) > 0. Assim, no
resultado acima, obtemos que V f(Z)T(z —Z) > 0. Porém, provamos na Proposicio 3.6 que
Vf(zr)T (21— z1) < 0, ou seja, passando ao limite quando k — oo, temos V f(7)T(z—7%) < 0.
Assim, deve ocorrer que 0 = Vf(7)'(z — %) = Vf(T)"(Po(u) — 7). Entdo, a igualdade
do caso anterior também é valida para este caso e concluimos que T é estacionario para o
problema (1) pelos mesmos argumentos. O

Ressaltamos que nenhum dos resultados demonstrados até o momento requerem a conve-
xidade de f. A seguir, mostraremos as propriedades de convergéncia no caso convexo.

3.2 Convergéncia no caso convexo para a estratégia GPA1

Nesta secao, vamos mostrar que quando f é convexa entao a sequéncia gerada pela estratégia
GPA1 converge para a soluc¢ao do problema (1), sob a tunica hip6tese de existéncia da solugao.

Teorema 3.10. Assuma que o problema (1) tenha solugdes. Entdo ou o algoritmo que gera
a sequéncia {xy}, dado pelas equagdes (2) - (5), para em alguma iterada k, no caso em que
xy € uma solugao do problema (1), ou entdo gera uma sequéncia {xy} infinita que converge
a uma solucao x* do problema.

Demonstragao: No caso em que o algoritmo para em alguma iterada k, a condicao
de parada do algoritmo garante que x; é estacionario. Uma vez que f é convexa, pontos
estacionérios sao solugdes para o problema (1). Nos préximos passos vamos assumir que o
algoritmo gera uma sequéncia {xy} infinita.

Seja & qualquer solugao do problema (1). Considerando xp1 = xx + Y (2x — xk), temos que

w51 — 2l + [log — 2|7 = |l — 2]
=(Tpy1 — Tk, Tpy1 — Tk) + (T — T, 2 — &) — (Tpg1 — T, Tpy1 — L)
=(@Tkt1, Th1) = 2@Thi1, Tu) + 2(xh, ) — 2(Tp, B) + (2, 8) — (@pr1, Tpr1) + 2(Tpr1, ) — (2, 3)
=2((zk, 1) — (Tk, B) = (Tpr1, T) + (Tas1, 2))
=2(x}, — Tpy1, T — T)
=2(z — (2 + (2k — xk)), Tk — T)
= — 2 {2z — Tg, T — )
=27k (2K — T, T — T},).

Utilizando novamente o teorema da projecao, isto ¢é, (Po(u) — u,v — Po(u)) > 0 para todo
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u € R™ e todo v € C' e considerando z, = Po(x, — BV f(z)), temos que como & € C,

0 <(zx — (zr — BV (1)), T — 21)

2k — T + BV f(zk), (T — zx) + (2 — 2x))

2p — T + BV f(2r), & — 2p) + (26 — 2 + BV f(21), 21 — 21)

=(2zx — Tk, T — xg) — BV f(zr), xk — ) + (21 — 2% + BV f (2k), T — 2),

(
{
{
(

donde segue que

(z — xp, T — xp) >PK(V f(Tr), 2 — &) — (2 — xp + BV f(xk), T — 21)
>0l f (zr) — (@) + (26 — 2 + BV f (Th), 21 — 1)
>(zp, — o + BpV f (1), 21 — Tp)
=(2 — Tp, 2 — Tk) + Be(V f(2r), 21 — )
=2k — axll® + B(V f (21), 26 — 21),

onde utilizamos o Teorema (2.9) e o fato de que z, € C pela Proposigao (3.6)(i) na segunda
desigualdade e a otimalidade de Z e a positividade de B, na terceira desigualdade. Além
disso, de (2) obtemos

2
Lh+1 —

Te ze—as||? = Lhtl — Tk

T+l = xk-Wk(Zk—xk) = 2Tk = = 7/;2||$k+1—1‘k||2-

Combinando os trés resultados obtidos anteriormente, isto é,
lzen = @pll* + ok — 21 = onen — 201> = 29z — 23, & — 2)
(2 — mp, & — a1) > |2k — 28] + Br(V f (1), 21 — 1)
Iz = 2il® = 7 2 nn — a]?
segue que
ki1 — @ll” + [loe — 21 = lleers — 217 > 2% [lze — 2l + B(V f (21), 21 — 1))
= 2%k [ 2 wnrr — 2ell® + Be(V f (k) 26 — h)]
= 2% kg — 2kl|” 4+ 2%k (V f (), 20 — 1)
Rearranjando a desigualdade acima, obtemos
lzrer = @pl® + llox — 217 = lleern — 20 = 29 lwwrn — 2ell® + 2986V f (21), 26 — 21)
= lJep — 2P < fowrn — il + llae — 202 = 29 e — 2ill® = 208V f (20), 21 — 1)
= [|zper — 217 < flow — 2[° + (1 = 29 )llwrer — @ll* — 2mBu(V f (), 21 — )

= ||lzper — 2 < |2k — 2))° — 2Bk (V f(z1), 21 — 1), (10)
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onde utilizamos o fato de que v, € [0, 1] na dltima desigualdade.
Agora, vamos considerar especificamente a forma que os pardmetros de comprimento de passo
~'s sdo determinados. Por (3) e (4), temos que, para todo p,

(zp —2p)) < flzp) — C’vaf(xp)T(xp — 2p)
- U’vaf@p) (2p — p) < f(wp) = flap +7p(2p — 7))
- U'vaf(xp) (zp — 2p) < f(xp) — f(@p11)

Multiplicando a desigualdade anterior por 23,/0, obtemos

f(@p + (2

20
_QBprvf@p)T(Zp —1p) < Tp[f(xp) — f(@ps1)]-
Seja g, = =287,V f(x,)" (2, —x,) > 0, uma vez que z, —x, é dire¢io de descida e 3, e 7, sdo

positivos. Considerando que {f(z,)} é decrescente pela Proposicao (3.9) e que {3,} < [3, ],
obtemos
20,

ep <~ f(2p) = flapr)] < —[f(2p) = fl@pr)].

Somando a desigualdade acima com p entre 0 e k e levando em conta que & é solucao do
problema (1),

Q|8

Passando ao limite quando k& — oo, obtemos que > ¢, < co. Levando em conta (10) e
que £, = —28,%,V f(z,)" (2, — ,), chegamos em

et — 2 < lla — 211 + . (18)

Seja S* o conjunto de solugoes do problema (1). Uma vez que & é um elemento arbitrario
de S*e ) 7 ey, < 00, (18) implica que {x;} é quasi-Fejér convergente para S*. J4 que S* é
nao vazio por hipétese, segue da Proposicao (3.3)(i) que {zx} ¢ limitada e, portanto, possui
pontos de acumulacao. Pela Proposi¢ao (3.9), todos os pontos de acumulagao de {x;} sao
estaciondrios. Pela convexidade de f, esses pontos sdo solugoes para o problema (1), ou seja,
pertencem a S*. Pela Proposigao (3.3)(ii), a sequéncia completa {x)} converge para uma
solugao do problema (1). O

3.3 Convergéncia para a estratégia GPA2

Nesta secao, sera feita a andlise correspondente a estratégia GPA2, que seguem diretamente
dos resultados para a estratégia GPA1, desenvolvidos nas duas se¢oes anteriores. Sem assumir
a convexidade de f, os resultados a seguir sao validos.

Proposicao 3.11. Para todo z € C' e z € R", a fungao ¢ : (0,+00) — R definida por

[P + B2) — x|

o(B) = 3

é mondtona nao crescente.
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Demonstracao: Vamos tomar dois escalares 1 e 5 com 57 > 0 e 53 > (31 e mostrar que
[Po(z + Boz) — || _ [|Po(z + fiz) — «f

B2 N Io
Para isso, vamos fazer algumas mudancas de variaveis estratégicas. Considere y = (2,

v=Ps/P1,a=x+yeb=x+yy. Assim, (19) pode ser reescrita como
[Po(x + Boz) — || _ ||[Po(z + Biz) — 2

(19)

P - B
‘ ( s ) Ba
— [P |+ 551z | — || < —=||Pe(z + Biz) — ||
B Io
= || Po(b) — z|| < || Po(a) — || (17)

Vamos analisar separadamente os possiveis casos. Se Po(a) = x, temos ||Po(b) — 2| = 0 =
Pc(b) = z e a desigualdade (17) é valida. Se a € C, entdo Po(a) = a = x + y, de modo
que (17) se torna || Po(b) — z|| < v|ly|| = ||b — z||, que também é vélido para uma projecao
ortogonal. Finalmente, se Po(a) = Pco(b), entao (17) também é vélida, pois v > 1. Portanto,
¢ suficiente mostrar que (17) é valida no caso em que Po(a) # Po(b), Po(a) # x, Po(b) # ©
ead¢C.

Sejam H, e Hy, os dois hiperplanos que sao ortogonais a Po(b) — Po(a) e passam por Po(a) e
Pc(b), respectivamente. Uma vez que, pelo Teorema da Projecao (Pe(b)— Pe(a), b—Po(b)) >
0 e (Po(b) — Po(a),a — Po(a)) < 0, temos que nem a e nem b se encontram estritamente
entre os dois hiperplanos H, e H;,. Além disso, x se encontra do mesmo lado de H, que a
estd, entdo x ¢ H,. Sejam s, e s, as intersegoes da reta {x + a(b — x);a € R} com H, Hy,
respectivamente. Seja w a intersecao da reta {x + a(Pr(a) — z);« € R} com H,. A Figura
(2) representa o caso que estd sendo analisado.

Conjunto viavel C

Figura 2: Interpretacdo geométrica para a Proposicao (3.11)
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Note que os triangulos As,zPo(a) e Asyzw sao semelhantes, de modo que

lso =l _  [lw -]

Isa = 1Pe(a) — 2|

Além disso, os segmentos wPc(b) e Po(b) Po(a) sdo ortogonais, ou seja, o triangulo A Pe(a)Po(b)w
¢ retangulo, donde
lw = Pe(a)|| = [[Po(b) — Pe(a)]]-

Assim, considerando os fatos acima e desde que y # 0, temos

el _ ol _ o=l ls—all _ Jw—al
Iyl Myl e ==l ~ llsa =2l |[Po(a) — |
_ Nlw = Pe(a)ll + | Pola) — =]
|Pe(a) — =]
[P (b) = Pola)|| + [[Po(a) — «|
- [Pe(a) ==
1Pe(b) — ]
~ Pe(a) — |’
donde obtemos (17), o que conclui a prova. O

Proposicao 3.12. Seja {zx} a sequéncia gerada por (6) - (9) Entdo:
(i) {zx} C C.

(ii) Se Vf(xy) # 0, entio (V f(xr),vx(Br) — k) < 0, onde xx(Br) = wp11 = Polxy —
BV f (k).

Demonstracio:
(i) Como 2y € C e wper = Po(wr — BV f(2x)), ¢ imediato que {a} C C.
(ii) Como z) € C' do item anterior, pelo Teorema da Projecao, temos que

(xr — 2x(Br), (xr — BV [ (2x)) — 21(Br)) <0
= (v — x(Br), Tk — 2k(Br)) < BV f(2r), Tp — 21(Br))
_ 2
< Nz ;:(&)H
—=(Vf k), 2e(Br) — zx) <0,

onde assumimos que zy nao é estacionario, ou seja, ||xx — xx(Bx)|| # 0.

=0

< (Vf(zr), rx — 2%(Bk)) (18)

Proposicao 3.13. (i estd bem definido por (6) - (9), isto é, dado o € (0,1), para todo
x € C, emiste f* > 0 tal que

fx(8)) < f(z) = oV f(x) (z — 2(B)), (19)
para todo B € (0, 5*].
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Demonstracao: Se x é estaciondrio, entao ||z — z(8)|| = 0 = x = x(f), teremos
f(x) < f(x) — oV f(x)T(x —2) = 0 < 0 e a conclusao vale com 3* sendo qualquer escalar
positivo. Vamos assumir entdo que x nao é estaciondrio, ou seja, ||z — x(/5)|| # 0 para todo
£ > 0. Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

f(@) = f(2(B) =(V[(&s), x — x(B))
=(Vf (&) = Vf(x) + Vf(x),z —x(B))
=(Vf(@),x —2(B)) + (Vf (&) = Vf(2),x — z()),

onde &5 pertence ao segmento de extremidades x e x(5). Portanto, podemos reescrever a
equagao (19) da seguinte forma:

(Vf(x),x —x(B8) + (V) = V[(x), 2 —x(P)) = o(Vf(x),z —2(F))
(1—o) 2(B)) =2 =(Vf(§) = V[(z),x — 2(F))
(L =o)(Vf(z),z —z(B)) = (Vf(z) = V(§),z—z(B)) (20)

Da equagao (18) e da Proposigao (3.11), temos que, para todo g € (0, 1], vale

[a—
<
—
—
=
8

Il

|W > iz — 2(8)la — =)

Portanto, a equacao (20) serd satisfeita para todo 5 € (0, 1] que satisfizer

1-o)z—=(1)| > <Vf( ) = V&), %>

(Vf(x),2 —z(B)) = [lx — 2(8)]

Para um f suficientemente pequeno, temos que x(5) — z e, portanto, {5 — x, donde o lado
direito da desigualdade acima tende a zero, de modo que existe algum [£* que a satisfaz.
Portanto, as equagoes (20) e (19) serao satisfeitas para todo /5 € (0, 5*].

Proposicao 3.14. Se o problema (1) possui solugées e T € um ponto de acumulag¢ao de {xy},
entao T € um ponto estaciondrio para o problema.

Demonstragao: A proposicao anterior garante que [ estd bem definido como um niimero
positivo para todo k. Seja T um ponto de acumulagao de {xy} e seja N; C N com Nj infinito
tal que limy_,, xx = T para k € N;. Considerando as equagoes (6) - (9) e a Proposicao
(3.12)(ii), temos que

Flan(Br)) < flxx) — oV f(ax)" (x1 — 2x(5))
— [ () = f(xr(Br)) = oV faw) (2 — 2(Br)) > 0
= f(zx) = fr1) >0,
donde {f(xx)} 6 monétona decrescente e, portanto, f(zy) — f(Z) para k € Ny. Sem perda

de generalidade, podemos supor que lim;_,, fx = 8 > 0, para k € Ny C N com Ny infinito.
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Vamos considerar dois casos possiveis.

Se ocorrer que limy_oo B = 3 para algum 8 > 0, entdao da equacio (18) e da Proposigao
(3.11) segue que, para todo k suficientemente grande

flan) = f(@r41) = oV f (@) (@1 — T4
ollry — 2|
Br
_ oBllzx — 2 (B)|1?
B
o ||z —ﬂﬁk(B)HQ‘

B

>

v

Passando ao limite quando £ — oo, temos

of|z —z(B)|
—2

B

Portanto, T é estacionario.

<0= |7 -7z(B)| =0 =7 =7(D).

Vejamos agora o caso em que limy_o B = 0. Fixando ¢ € N, como 8, = £27/*) existe
algum k € N, suficientemente grande tal que ¢(k) > ¢, de modo que o teste de Armijo falha
para ((k) = ¢, ou seja, 7 > 1 em (8) e

Flaw) = f(zng) < oV flaze) (2h — 2hg)- (23)

Além disso, para todo k € Ny, x5, nao pode ser estacionario. De fato, se fosse x;, estacionério,
terfamos z, = Po(xy — BV f(2k)) = 2k0 pelo Teorema 77 e a desigualdade de Armijo seria
satisfeita para j = 0, pois

flar) = f(zro) = oV f(2r)" (25 — 200) = f2x) = f(2r0), (24)
o que implicaria que S, = /3, absurdo. Portanto, deve ocorrer
HZEk — Zk7q|| > 0. (25)

Pelo Teorema do Valor Médio, temos
fxr) = fzrg) = V(&) (21 — 214)
= (Vf(&) = Vo) + V() (26— 214)
= V(@) (2r = 2zkg) + (V&) = V()" (2 = 214),

onde & pertence ao segmento de extremidades zj e z;,. Combinando a equagao acima com
(23), obtemos

V(i) (zk — 20q) + (V (&) = V(@) (@1 = 21g) < oV f (@) (21 — 204)
—= (1= 0)Vf(xr) (zr — 2rg) < (VF(2r) = VF(E) (@ — 204)- (26)
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Utilizando (18) e a Proposicao (3.11), obtemos

lzx — zeall® _ ll2x = 2kl
B2~ p2-a
Combinando (25), (26) e (27) e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

2k — 210l

V(@) (@ — 25q) = lzr — 2rqll >

= Zkgll- (27)

(1-0) (”;#HII - zk,qu) < (V(wx) — VIE) (@ — 1)

1—0
= 3 2k — zrollllzr — zrgll < IV (@) = V(&) |7e — 20|l

1—0

=3 2k = zroll < IV (zx) = V(&I (28)

Uma vez que B — 0, 2,4 — o) € v — T quando k — oo, segue que §; — T quando k — oo.
Portanto, passando ao limite quando k — oo em (28), obtemos

o = Z(B)I| < 0 =7 =T(B),
donde segue que T ¢é estacionario. ([l

Teorema 3.15. Assuma que o problema (1) tenha solu¢ao. Entao ou o algoritmo que gera
a sequéncia {xy}, dado pelas equagdes (6) - (9), para em alguma iterada k, no caso em que
xy € uma solugao do problema (1), ou entdo gera uma sequéncia {xy} infinita que converge
a uma solucao x* do problema.

Demonstragao: O resultado para o caso em que a sequéncia € finita segue do critério
de parada e da convexidade de f. Para o caso de uma sequéncia infinita, primeiramente
observamos que os célculos feitos na demonstragdo do Teorema (3.10) até a desigualdade
(10) nao utilizam a maneira especifica pela qual f;’s e v,’s sdo definidos, entao eles sao
validos para a sequéncia que estamos considerando aqui, onde agora 7, = 1 para todo k e [y
é dado por (7) - (9). Portanto, para toda solugao & do problema (1), nés temos

lwkr — 2l1* < llow — 21| + e, (29)

onde

er = 28:V f(xi) [wr — Po(an — BeV f(2))]. (30)
Note que ¢ > 0 para todo k pela Proposicao (3.12)(ii) e pela positividade de ;. A seguir,
vamos mostrar que Y .- e, < oco. Considerando as equagoes (6) - (9), particularmente o
critério de busca no arco, e a definicao de ¢, temos

flari) < flaw) — oV f (@) (@ — T4)
=0V f (k)" [z, — Po(ze — BV f(xr)] < f(xk) — f(2h41)

=20,V f (k)" [wx — Po(zr — BV f ()] < (27&) (f (@e) = f(@rs1))
—a < (2 (0w - fawn) < (2) (7601) = fone) @)
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Somando (31) com k entre 0 e j, e considerando a otimalidade de &, obtemos

gek < (?) (f(zo) = f(zh41)) < (?) (f(zo) — f(2)).
Passando ao limite quando £ — oo, obtemos
;5k < (?) (f(zo) = f(2)) < o0

Considerando (29), segue que, assim como no Teorema (3.10), a sequéncia {z} é quasi-Fejér
convergente para para o conjunto de solugoes, e entdo a Proposicao (3.3)(i) implica que {xy}
é limitada, entao possui pontos de acumulacao. Pela Proposicao (3.14) e pela convexidade de
f, todos esses pontos de acumulagao sao estacionarios e, portanto, solucoes para o problema
(1). Finalmente, a Proposigao (3.3)(ii) implica que toda a sequéncia {xy} converge para uma
solucao. O
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