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1 Resultados preliminares

Teorema 1.1. (Caracterizagdes de funcgoes convexas diferencidveis) Sejam 2 C
R™ um conjunto convexo e aberto e f : Q2 — R uma funcao diferencidvel em ). Entao, as
propriedades sequintes sao equivalentes:

(a) A funcgdo f é convera em §);

(b) para quaisquer z,y € S,
fy) = f(@) +(Vf(zr),y — ).

Demonstracao: Veja a demonstragao em [5, Teorema 3.4.30].

Teorema 1.2. (Teorema do Valor Médio (TVM)) Se f : R" — R ¢é continuamente
diferencidvel num conjunto convezo e aberto Q@ C R™, entdo para todo x,y € Q) existet € [0, 1]
tal que

fy) = f(z) = (Vfltx + (1 =t)y),y —x). (1)
1.1 Projecao e Convexidade

Teorema 1.3. (Teorema de Weierstrass) Sejam D C R™ um conjunto compacto nao-
vazio e f : D — R uma funcdo continua. Entao os problemas de minimizar e maximizar f
em D tém solugoes globais.

Demonstragao: Sabemos que qualquer problema de maximizacao
max f(z) sujeito a x € D,

pode ser transformado em um problema de minimizacao equivalente:
min — f(z) sujeito a x € D.

Assim, é suficiente provar a existéncia de um minimizador ou de um maximizador. Mostra-
remos a existéncia de um minimizador.

Como a imagem de um conjunto compacto por uma funcao continua é compacta, {v € R;v =
f(x) para algum x € D} é compacto. Em particular, este conjunto é limitado inferiormente,
ou seja,

—00 <V = ;g)f(x)

Pela definicao de infimo, para todo k € N existe um z, € D tal que
v < f(ar) <v+1/k.

Passando ao limite quando £ — oo, concluimos que

lim f(z) =7. (2)



Como {zr} C D e D é compacto, segue-se que {z;} é um sequéncia limitada. Logo, ela
possui uma subsequéncia {ry,} que converge a um ponto de D:

lim x,, =7 € D.
J]—00

Pela continuidade de f,

lim f(zy;) = f(2).

J]—00

Usando (2), temos que f(Z) =7, i. e., f assume o valor minimo em D no ponto T € D. Em
outras palavras, T é um minimizador global do problema de min f(x) sujeito a = € D.

Definicao 1.4. O conjunto de nivel da funcao f: D — R associado a ¢ € R, é o conjunto
dado por L¢p(c) ={z € D; f(z) < c}.

Corolario 1.5. Sejam D C R™ e f : D — R continua no conjunto D. Suponhamos que
existe ¢ € R tal que o congunto de nivel Ly p(c) seja nao-vazio e compacto. Entao o problema
de minimizar f em D possui uma solugao global.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.3, o problema min f(x) sujeito a x € L p(c) tem uma
solucao global, digamos Z. Para todo ponto x € D \ Ly p(c), temos que f(z) > ¢ > f(T), o
que mostra que T ¢ um minimizador global de f ndo s6 em Ly p(c), mas também em D.

Defini¢ao 1.6. Dados conjunto D C R™ e ponto x € R"™, uma proje¢ao (ortogonal) de x
sobre D € uma solugao global do problema

min ||y — x|| sujeito ay € D. (3)

Em outras palavras, a projecao de x sobre D € um dos pontos de D que é mais prorimo de
x. Dependendo das hipoteses sobre o conjunto D, pode haver mais de um ponto com esta
propriedade, um unico ponto ou nenhum.

Exemplo 1.7. Casos de existéncia da projecao:
e Todo ponto da esfera D = {y € R™; ||ly|| = 1} € uma projecdao da origem x = 0 sobre D.
e A projecio de x =1 sobre D = [—1,0) ndo existe.
e A projecio de x =1 sobre D = [—1,0] € o unico ponto T = 0.

Teorema 1.8. (Teorema da projecao)

(a) Seja D C R™ um conjunto fechado. Entao para todo ponto x € R"™, uma proje¢ao de x
sobre D existe.

(b) Se, além de ser fechado, o conjunto D é convexo, entdo para todo x € R™ a projecdo
de x sobre D, denotada por Pp(x), € inica. Além disso, T = Pp(z) se, e somente se,

€D (r—7,y—7) <0, Vye D. (4)
Também tem-se que

|Po(x) = Po@)l < lle — yll, Vo € R", Wy € R™. (5)
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Demonstragao:

(a) Fixemos z € R™ arbitrario. Seja
fR" =Ry, fz) =y —=|.
Evidentemente, f é continua no R" e
Lsp(c) =DNB(z,c),

onde
B(z,c) ={y e R";|ly —z|| < c} ={z e R"; f(x) < ¢},

ou seja, o conjunto de nivel L p(c) é a intersegao do conjunto fechado D com o conjunto
compacto B(xz,c). Portanto, Ly p(c) é compacto. Além disso, para ¢ > 0 suficiente-
mente grande, é 6bvio que a bola B(x, ¢) contém pontos de D. Logo, L p(c) # &. Pelo
Corolario 1.5 temos que o problema de minimizar f em D possui uma solugao global.
Assim, a projegao de x sobre D existe (pela defini¢cao de projecao de = sobre D).

(b) Sejam T uma solucao do problema (3) e y € D qualquer. Como T € D e D ¢ convexo,
temos pela definigdo de combinagao convexa que (1 — a)T + ay = x(a) € D para todo
a € (0,1]. Temos, entao, que ||z —Z|| < ||lz — z(a)]| = ||r — (1 — )T + ay)|| =
|z =%+ aZ + ayl e [l — 2(e)]| = |z = 7| = [lz — 2(a)|]* > ||z — Z[|*. Assim,

0> [z —7|* - [lz — 2()|?
=z —Z|* - |z —T+7T — 2(a)
= |lz = 7|* — |(z = 7) + (T — 2(a))||?
= |lo = 7* = (o = 7[]* + 2((z = 2), (T — 2(a))) + |7 — 2()|]?)
= —2((z = 7), (T — z(a))) — |7 — z(a)||?
=2((z - 7), (z(a) = 7)) — ||lz(a) — 7|
=2((z—7),(1 -a)T+ay —7)) = |(1 = )7 + ay — 7|*
(

I

=2a((z —7),(y - 7)) — [laly — )|
=20((z — @), (y = 7)) — *[ly — 7

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por 2a > 0, temos
02 (x—F,y-) - Sy -7
Passando ao limite quando o — 0+, obtemos
0> (xr—7,y—7),

sendo que y € D era arbitrario.



Suponhamos agora que um certo T satisfaca (4). Entao, para todo y € D,

0>(z—7,y—7)
<x7y> (:v,y) - <£E,f> + <f7f>
= 5 (2(e,p) — 27.0) — 20, 7) + 207, 7))
= (o)~ (0.7) — (7.2 + (77 + ) — .7
— (T —y) +{T7) = (2, 2) + (2, 9) + (v, 2) = (¥, 9))
= S =Tr =T+ Ty =) — o=y =)
= e =7 + lly I~} — y1)
> (e~ 7P~ 1z~ o)

Agora, vamos mostrar que a projecao é unica. Seja Z alguma outra solugao de (3).
Usando (4) para T com y = & € D e para & com y =T € D, temos

(x—7,20—7)<0e(z—2,7—2)<0= —(v—2,2—7) <0.

Somando, obtemos que

0> —-7,2—-7)—(x— 2,2 —T)
=(r—-7T—(x—2),2—T)
=(T -7, —7)
=z 7|

Logo, z = 7.

Por fim, vamos provar (5). Como Pp(z) € D e Pp(y) € D, usando (4) duas vezes (para
x e y respectivamente), obtemos

(x — Pp(x), Pp(y) — Pp(x)) < 0= —(x — Pp(y), Po(z) — Pp(y)) <0,
(y — Pp(y), Pp(x) — Pp(y)) < 0.

Somando as duas desigualdades, temos que

0> (y = Poly), Po(x) = Pp(y)) — (z = Pp(y)

(r = Pp(x) = (y - PD( ), Po(y) — Po(

=(ly—2)+ (PD(I) - ( )) () — PD(y)>
( y)

@

)
Entdo temos 0 > ||Pp(z) — Pp(y)|*> + (y — x,PD(x) —
Pp(y)) = [|1Pp(x) = Po(y)II* = (& —y, Pp(z) = Pp(y))



Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

| Pp(z) — Po()lllly — || > {z —y, Pp(x) — Pp(y))]
> (z —y, Pp(r) — Pp(y))
> || Pp(z) — Pp(y)|*.

Se Pp(x) = Pp(y), (5) vale trivialmente. Caso contrério, obtemos (5) dividindo os dois
lados da desigualdade acima por ||Pp(xz) — Pp(y)|| > 0.

Teorema 1.9. Vale o sequinte
(a) Se para x,y € R™ uma funcio F : R* — R! ¢ continuamente diferencidvel no intervalo
{z+ty |t €]0,1]}, entao

F(z+vy) = F(x) —i—/o F'(x + ty)y dt.

(b) Se f:R™ — R € continuamente diferencidvel num conjunto convezo e aberto D C R™,
entdo para todo x,y € D existe t € [0,1] tal que

fly) = flz) =(Vf(ter + (1 - t)y),y — ).

Lema 1.10. Seja f : R"™ — R uma funcao diferenciavel no R™, com gradiente Lipschitz-
continuo no R™ com modulo L > 0. Entao

Lily|*
2 )

|f(z+y)— flz) = Vf(z)yl < Va,y € R™.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.9 (a), temos que f(z +y) = f(z) + fol Vf(x+ty)Tydt.
Assim,

1

o +3) = @) = V@)™l = 11@)+ | Ve )Tyt = fa) = V(@)
=1 [ Vi - Vi)
= | /Ol(Vf(:v +ty) — Vf(x) ydt|
< [ 197 + ) = V)l

Pela Desigualdade de Cauchy-Schawrz, temos que

/0 (Vi +ty) — Vf()Tyldi < / IV +ty) — V@)l .



Além disso, temos (por hipétese) que V f é Lipschitz-continuo no R, ou seja, |V f(x +ty) —

V@)l < Li[(x +ty) — xl| = Lllty[| = Lt[|y[], logo

1 1
/ IV +ty) — V@) Iyl df < / Lty dt
0 0

t2
= | L=lyl?
[ 2”@,”

Lyl
2

1.2 Condicoes de otimalidade

1

0

Teorema 1.11. (Condi¢do necessdria em forma primal) Sejam D C R" e f : R" — R

uma fungao diferencidvel no pontox € D. SeT é uma solugao local do problema de minimizar

(6)

f em D, entao

(Vf(T),d) >0, Vd € Bp().

Demonstragao: Para d =0 € Bp(T), teremos (f'(Z),d) = (f'(Z),0) = 0 e vale a condigao
(6). Fixemos d € Bp(Z) — {0} arbitrario e as sequéncias associadas {tx} C Ry — {0} e

{di} C R" tais que {tx} = 0+, {dx} = d (kK — 00) e T+ txd), € D para todo k.

Como T é um minimizador local, temos que T + txdy € D e {T + tdy} — T com (k — o0),

para todo k suficientemente grande temos que

0 < f(@+ tudr) — f(T) = t{V [ (Z), di) + oltel|di])

Vamos tomar t;||dx|| = s e dividir ambos os lados da desigualdade acima por t; =

Sk
0<
]|

(Vf(@), di) + o(sk)

=50 < (V@) + | 2

S

Passando o limite quando k& — oo, obtemos

que é (6), que queriamos provar.

Observamos que se T é um minimizador local de f em D, entao (6) implica a condigao

(Vf(Z),d) >0,Vd € 7p(T),

ja que 7p(T) C Bp(T). No entanto, esta condigao é mais fraca, considerando que nem sempre

os dois cones sao iguais.
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Teorema 1.12. (Condi¢oes de otimalidade de primeira ordem no caso de con-
junto vidvel convexo) Sejam D C R"™ um conjunto convezo e fechado, e f : R" — R uma
funcao diferencidvel no ponto T € D. Se T é um minimizador local de f no conjunto D,
entao

(f'(x),x —x) >0, Vo € D, (7)

ou, equivalentemente,
T = Pp(T — af'(T)), Va € R,. (8)

Se f é uma fungao convexa, T € D e vale (7) (ou (8)), entio T é um minimizador de f em
D. Além disso, neste caso (7) e (8) sao equivalentes a sequinte condi¢ao:

T = Pp(T — af'(T)) para algum o > 0. 9)

Demonstracao: Note que {d € R"|d = x — T,z € D} é um conjunto de dire¢bes vidveis,
pois sempre ocorre © — T € D, entao {d € R"|d =z — 7,2 € D} C vp(T). Por CITAR temos
também que {d € R"|d =z — T,z € D} C vp(T) C Bp(T). Além disso, pelo Teorema 1.11,
(f'(z),d) > 0 para todo d € Bp(T). Logo, vale

(f'(z),z—x) >0, Vx € D. (10)

Para mostrarmos que (7) é equivalente a (8) utilizaremos também a hipétese de D ser um
conjunto fechado. Seja T um minimizador local de f no conjunto D. Fixemos a € R,
qualquer. Pelo Teorema de Projecao, utilizando a relacao (4) com x =7 — aVf(T) e y =
T € D, temos

(T —aV (@) - Pp(T - aV[(T)),T - Pp(T — aV(T))) <0
(T = Pp(T — aVf(7)),T — Pp(T — aVf(7))) < —(=aVf(7),T — Pp(T — aV f(T)))

De onde obtemos
17— Pp(@ — aVf(@)|* < (Vf(@),T - Po(T — aV[(@))). (11)
Como Pp(T — aV f(Z)) € D, pela desigualdade (10) temos que

(VI@),Pp(T—aVf@)—7)>0= (Vf(T),T— Pp(T—aVf@)) <O0.
Como «a > 0, de (11) segue que

|Z — Pp(@ — aVf(@)|* <0 = || — Pp(T —aV
= ||T — Pp(T — aV
— Pp(T— aVf(T)) =T.

= =

Se T é um minimizador (7) e (9) sao satisfeitas por (11) e (8) respectivamente. Suponhamos
que valha (7). Usando o item (b) do Teorema 1.1, obtemos que para qualquer x € D,

f(@) 2 (@) +(Vf(@),z —T) > f(T),

8



i. e., T é um minimizador global.
Suponhamos que (9), i. e., T é uma solugao do problema

min 1 (z) sujeito a x € D,
onde )
V(@) = 5lle = @ —af @)|F o> 0.
Por (10), Vz € D, tem-se que
0< (W@ 7-7) = {7~ (- af 7)),z ) = alf (@), o~ 7).

Como «a > 0, vale (7). Como ja mostramos, isto implica que T é minimizador global.



2 Buscas lineares

2.1 Buscas lineares para o caso com restricoes

Busca da minimizagao unidimensional. No caso da minimizagcao unidimensional, oy, é
uma solucao do problema
min () sujeito a a € Ry, (12)

ou do problema
min ¢ («) sujeito a « € [0, &/,

onde & > 0 é um parametro.

Observacao 2.1. No entanto, como no caso irrestrito, as regras de minimizacao unidimen-
stonal nao sao muito atrativas do ponto de vista prdtico, pois a resolucao de um problema
unidimensional em cada iteracao de um método, mesmo que seja inexata, € relativamente
cara. Mais ainda, cabe frisar que o nosso objetivo eventual tem a ver com minimizacao de
f no R", e nao numa semireta (fiza na iteragio k). Por isso, ndo vale “perder tempo”
insistindo em resolver o problema unidimensional (12) com precisio. Na prdtica, outras re-
gras de busca linear (desenvolvidas a sequir) sao mais iteis e mais usadas. Essencialmente,
elas buscam assequrar decréscimo suficiente da funcgao f em relagio ao valor f(zy), sem se
preocupar com a resolug¢ao do problema (12) em si.

Busca de Armijo. Mais interessantes sao as extensoes da regra de Armijo. Isto pode ser
feito, por exemplo, pelo mesmo esquema que foi considerado anteriormente, substituindo a
condi¢ao de Armijo por

flzr(a)) < flog) +n(V fzr), 2e(e) — 24) (13)

f(Pp(zr —aV f(xr)) < floe) +n(V f(zr), Po(zr — aV f(xr)) — zp).

Relembramos que, para comegar o processo, devem ser escolhidos um parametro n € (0,1),
valor inicial do comprimento do passo & > 0 e o parametro de reducao do passo 6 € (0,1).
Em particular, oy é calculado como o maior entre todos os nimeros de forma o = a#b,,
com s € N, satisfazendo a desigualdade (13). Como é fécil ver, no caso quando D = R", a
desigualdade (13) se reduz a condi¢ao de Armijo no caso irrestrito.

Outras buscas lineares. Existem também varias modificagoes da busca de Armijo, por
exemplo, similares a busca de Goldstein.

Poderiamos considerar também a busca de comprimento de passo fixo, onde «ap = @ para
todo k, com @ > 0 fixo.

2.2 Busca linear nao monétona de Grippo-Lampariello-Lucidi

O estudo feito nessa segao se baseia em [4]. Neste artigo, é abordado uma generalizagao da
Regra de Armijo ([1]) que é um novo critério para admissao de comprimentos de passo. Em
particular, é mostrado que a condigdo que implica o decrescimento monotonico de f(z) pode
ser relaxado e ainda ter convergéncia global estabelecida.
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Essa busca linear depende de um parametro inteiro M > 1 e impoe um decréscimo no
valor da fungao a cada M iteragdes (se M = 1 entdo esta busca linear reduz-se a uma busca
linear monétona). Considere o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Seja f: R" — R uma funcdo continuamente diferencidvel (f € de classe C')
e {zx} uma sequéncia definida por

Tpa1 = T + apdy, di # 0.
Seja a >0, o,n € (0,1) e M um nidmero inteiro nao negativo (M > 0). Suponha que:
(i) o congunto de nivel Dy = {x € R"; f(x) < f(xo)} € compacto;
(ii) existem mumeros positivos ¢y, cy tais que:
V() dy < =iV f ()|, (14)
ldi|| < 2|V f ()]s (15)
(ii1) oy = o™a, onde hy, € o primeiro mimero inteiro nao negativo h para o qual vale

f(rp +oady) < max [f(zr_;)] +noaV f(z) dy, (16)

0<j<m(k)
onde m(0) =0 e 0 <m(k) <min{m(k—1)+1, M}, k> 1.
Entao:
(a) a sequéncia {x} permanece em Dy e todo ponto de limite T satisfaz V f(T) = 0;
(b) menhum ponto limite de de {x}} € um mdzximo local de f;
(c) se o nimero de pontos estaciondrios de f em Dy for finito, a sequéncia {zy} converge.

Demonstracao: Dado k& € N, definamos um indice inteiro I(k) € [k — m(k),k] (ou
k—m(k) <Il(k) < k) tal que

flowy) = max [f(zy;)]. (17)

0<j<m(k)
Segue, desta defini¢do e de (16), que

flar) = flon+o"ady) < max [f(zpj)] +n0"aV f(2r)" di = f(2iw) +no*aV f(ax) " dy

0<j<m(k)
Por (14), temos que f(zp)) + no™aV f(zx)"d, < f(zi)), logo

f(@eg1) < (i) (18)

11



Como m(k + 1) < min{m((k+1) —1)+1, M} = min{m(k) + 1, M} < m(k)+1 (se M >
m(k)+1, m(k)+1 > min{m(k)+ 1, M}; se M < m(k)+1, m(k)+1> min{m(k)+ 1, M}),
podemos escrever que, para todo k € N,
— N < )
flagen) = | _max  [f(zgen-g)] < max  [f(g-;)]

N 0SZ’+I1I;%1X(I<;)+1[f(x(k"‘l)—(i-i-l))]

- 0§i+]§rgz{(k)+1[f(xk_i)]

= o8 )

= max {f(ﬂl?k i), f(Tre1)}

= max[f(ml(k))a f(@rg1)]
= f(ziw)),
i. e., temos que
f(@ige4n) < flaig)- (19)

Logo, a sequéncia { f(zx))} é nao crescente. Assim, segue de (17) e de (19) que, para todo

keN,
flrp) £ max [f(oe—y)] = flmiw) < f200)) = f(20)

0<j<m(k)

Portanto, {x;} C Dy, o que demonstra a primeira afirmagao do item (a).

Agora, vamos provar a segunda afirmagao do item (a). Pela compacidade de Dy e pela
continuidade e monotonicidade de f, temos que { f(z;))} admite um limite £ quando k — ooc.
Assim, obtemos de (17) e da defini¢ao da sequéncia {z\} que, para k > M,

flowy) = f(@igy—1 + gy —1di)—1)
< .
< Oﬁjég%é)*l)[f<x(l(k)_1)_])] + nougy—1V f (@i —1) digy -1
= f(mam)-1)) + noug -1V f (@igy-1)" diry—1

Tomando o limite quando k£ — oo na desigualdade anterior, obtemos

C<l+n l}grolo )1V f (@y-1) dyry—1 = kILITOlO )1V f (@y—1) " dygy -1 > 0.

Por outro lado, como ay > 0 e V f(x,)Tdy <0, Vk € N, segue que

lim -1V f (@i)-1)" diry—1 < 0.

k—o00

Portanto, sé pode ocorrer

kll_)ff)lo ()-1V f (@ygy—1) dygy—1 = 0. (20)

12



Pela hipétese (15), temos, para todo k € N,
ldill < el V f (i)l = [ldil® < IV f ()|

1
—2||dk||2 < IV F(z))?

:C—O%HdkH2 —cra ||V f ()]
2

Utilizando a hipdtese (14), temos que, para todo k,

V() de < —a1||[V(@)|)* = anV () de < —craw||Vf(a)||” < —ak||dkH2~

€
Logo,
—c
161V f (@i -1) T digy—1 < 6—210&1(1@4||dl(lc)71||2 <0.
2
Tomando o limite quando k — oo e utilizando (20), obtemos
: 2
- 1|7 =0. 21
Jim gy [ldigy -1 [|" =0 (21)
Suponhamos, por absurdo, que klim k)1 || diy—1|| # 0. Entao, como visto em (21), temos
—00
que klim | diky-1]] = 0, e logo, como a; < a, temos que klim aky—1l|digy-1ll = 0, o que
—00 —00

contradiz a hipotese. Portanto,

li _ 1| =0. 22
Jim gy [|digy - || = 0 (22)
Vamos provar agora que klim agl|di]| = 0. Seja

—00

I(k) == I(k + M +2),Vk € N.

Primeiro vamos provar, por indugao em j, que

131_{20 iy -l digy 1l = 0 e (23)
Jim f(zj ;) = lm f(ag), j=1,2,3,- (24)

Aqui e na sequéncia assumimos, sem perda de generalidade, que o indice de iteracao k é
suficientemente grande para evitar a ocorréncia de indices negativos, ou seja, k > j — 1 (ou

i(k) > j).

e Se j =1, como {I(k)} C {l(k)}, (23) segue de (22). Como Dy é compacto, f &
uniformemente continua em Dy, entao dado € > 0, existe § > 0 tal que ||z — y|| < o
implica | f(z) — f(y)| < e, com z,y € Do. Além disso, por (23), temos que ||z;;, —
xi(k)q” = |’05Z(k)—1df(k)—1H = alA(k)fl”dlA(k)fl” — 0. Portanto, temos klg{}o Litky — Lik)—1
0. Assim, dado ¢ > 0, existe kg € N tal que k > ko implica [|z;;) — ;4[| < J. Donde
existe ko € N tal que | f(zj,)) — f(zj4)_,)| < e. Portanto, klim f(@i) = f@jgy 1) =0

—00
e (24) também é valida.
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3 Métodos do Gradiente Espectral Projetado

Neste secao, nosso objeto de estudo é o Método do Gradiente Espectral Projetado (SPG)
para a minimizacao de funcgoes diferenciaveis em conjuntos nao vazios, fechados e convexos
(“conjuntos com estrutura simples”). Neste método, estamos interessados na propriedade de
manter a viabilidade das iteragoes projetando frequentemente os pontos de teste no conjunto
convexo viavel.
Os algoritmos de projecao do gradiente espectral nao mondtono se aplicam a problemas
da forma
minimizar f(z) sujeito a x € €, (25)

onde §2 é um conjunto convexo fechado em R" e f é uma funcao definida que possui derivadas
parciais continuas em um conjunto aberto que contém 2.

O método do Gradiente Espectral Projetado, proposto por [3], representa uma variante
do método do Gradiente Projetado. Ele incorpora duas adaptagdes em relagao a este método:
a utilizacao do passo espectral proposto por [2] e uma busca linear ndo mondtona.

3.1 Passo espectral de Barzilai e Borwein

Um artigo pioneiro por Barzilai e Borwein (1988) propoe um método do gradiente para
minimizacgao irrestrita de fungoes diferenciaveis f : R™ — R que usa uma estratégia nova e
fora do padrao para escolha do comprimento de passo.

Dado zy € R, a iteragdo Barzilai-Borwein (BB) é dada por

Tyl = T — )\ka(ZL'k), (26)
onde o comprimento de passo inicial Ay > 0 é arbitrario e, para todo k= 1,2,---,

Sh_15k-1 (2k — xp—1)" (z1 — Tp—1)

M e (o me )V () — Vi (5e))

(27)

onde sy =xp — 1 e Y1 = Vf(xx) — Vf(zp_1).

Quando f(x) = %a:TAx + bz + ¢ é uma funcdo quadréatica e A é uma matriz simétrica
definida positiva (A = AT e zT Az > 0,Vx # 0), temos que Vf(x) = Az + b, Vf(xp) —
Vf(xg—1) = Az +b— Axgy — b = A(xp — xp-1) = Asp_1 € Sp_1 = Tp — 1 = (Tp_1 —
M1 Vf(xr_1)) — 1 = =M1V f(xk_1). Assim, o comprimento de passo (27) se torna

(=M1 VI (@1) (=M1 Vf (23-1))
(=M1 V f (2k-1))TA(=Xea V f (2-1))
_ Vf(ae1)"V f(@p-1)

V f(zp-1)TAV fzg-1)

Por isso, o método BB calcula, a cada iteragao, o comprimento de passo que minimiza a
funcao quadratica objetivo ao longo da direcao negativa do gradiente, mas em vez de usar
este comprimento de passo na k—ésima iteracao, salva o comprimento de passo para ser
usado na proxima iteracao. A estratégia proposta por BB para a escolha de um escalar A

A =

(28)

(29)
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consiste na busca por “corrigir” a escala da direcao do gradiente no sentido oposto. Essa
estratégia foi originalmente desenvolvida para o caso de uma fungao quadratica irrestrita, ao
observarem a importancia que os tamanhos de passo proximos aos autovalores associados a
matriz Hessiana exercem sobre a redugao das componentes do gradiente.
No Método do Gradiente Espectral, os coeficientes A\ sao devidamente limitados, ou seja,
o método usa parametros de salvaguarda 0 < A < Amax < 00 € define, a cada iterecao
T
A = max{Apgy, min{ £ A 43 (30)
Sk k
Observagao: A ideia principal por tras da escolha espectral de comprimento de passo é que
o método de descida mais ingreme é muito lento, mas pode ser acelerado tomando, em vez do
tamanho do passo que resulta da minimizacao da fungao ao longo do gradiente da iteragao
atual, aquele que vem da minimizacao unidimensional no passo anterior.

3.2 Algoritmos dos Métodos do Gradiente Espectral Projetado

No primeiro método do Gradiente Espectral Projetado, que chamaremos de SPG1, utiliza-
remos a primeira estratégia, proposta por [4], que é realizada ao longo do arco de projecao.
Neste caso, dados n € (0,1) e um inteiro M > 0, busca-se determinar um comprimento de
passo oy > 0 tal que

flar(ar)) < max F(@r—y) + 0V f () T dy, (31)

T 0<j<min{k,M—1}

onde dy = xp(ag) — k.

Nota-se que, em (31), o calculo do produto Vf(z)" (zx(ag) — zx) é feito para cada
ponto teste zx(ay). Segundo Birgin et al. [3], este emprego sucessivo de projegoes causa um
aumento no esforco computacional, o que os levou a formulacao de uma nova busca linear
nao monotona que é empregada em um novo método do Gradiente Espectral Projetado. Essa
busca consiste em, dados n € (0,1) e um inteiro M > 0, determinar oy, > 0 tal que

< : T
Py +apdy) < max - f (@) +nawV [ dy, (32)

com dy = xk(A\p) — zx, onde g, é 0 passo espectral. Nessa busca, ao rejeitar o primeiro ponto
teste, os proximos sao calculados ao longo da mesma direcao viavel. Isso resulta em um tnico
calculo da direcao di e uma tunica operagao de projegao por iteracao. Denominaremos essa

outra estratégia de SPG2.
O Algoritmo 1 a seguir apresenta formalmente os métodos SPG1 e SPG2.

15



Algoritmo 1: METODO DO GRADIENTE ESPECTRAL PROJETADO (SPG)

1 Considere g € 2, ¢ >0,n7€ (0,1), 1 > 09 > 07 > 0, um inteiro M > 0,
Amax > Amin > 0, Ao € [)\min, )\max] ek=0.
Se [|z(1) — x|l < €, entdo pare e declare que z;, é estacionério.
3 Comece com ay = A, calcule ay, que satisfaga (31) e faga x4 = x(ay) para o
SPG1; ou comece com oy, = 1, calcule ay, que satisfaga (32) e faga
Tpy1 = T + ap(rp(Ax) — zx) para o SPG2.
4 Se (31) nao for valida ou (32) nao for véalida, tome ey € (o104, 0201, faga
(), = Qpew € Tetorne para o passo 3.
Calcule s, = xgp11 — 2 e Yy = V(1) — Vf(zg).
Se S,ka < 0, entao faga A\py1 = Amax. Caso contrario, faga

N

S o

M1 = max{ Apin, min{s; sx/5] Yi, Amax } }- Faca k = k + 1 e retorne para o passo 2.

3.3 Resultados de convergéncia

Serd util em nossa andlise tedrica definir o gradiente projetado em escala V fi(z) como

Vii(z) = [Pa(z =tV f(z)) — ],

para todo z € Q et > 0.

e Se x for uma iteragdo do SPG1 ou do SPG2 e t = )\ (passo espectral BB), entao o
valor do gradiente projetado em escala é o gradiente espectral projetado (SPG).

e Set =1, o gradiente projetado em escala é o gradiente projetado continuo cuja norma

infinito ||V f1(2)]|« ¢ usada para o critério de parada dos algoritmos.

Na verdade, zerar V f,(r) é equivalente & satisfacao de condigoes estacionarias de pri-
meira ordem. Esta propriedade é enunciada no seguinte lema, cuja prova é consequéncia da

convexidade de 2.

Lema 3.1. Para todo x € Q et € (0, \az|, vale:

(4)
1

V@)V fi(x) < —%HVft(af)H2 < = —IVA@)IPF

max

(17) O wvetor V fi(T) € nulo se, e somente se, T for um ponto estaciondrio restrito.

(i) Demonstragdo. Pelo Teorema da Projecao (1.8) e considerando z =z —tV f(z),y =z e

T = Po(x) = Po(z — tV f(z)), temos
[Pa(z =tV f(2)) — (z = tV f(2))]" [Palz — tV f(2)) — 2] < 0.

Como Vfi(z) = Po(x — tV f(x)) — z, a desigualdade anterior se torna

(Pa(z =tV f(z)) = 2) + tV f(2))]" V filz) < 0= [V fi(2) +tV f(2))]"V fi(z) < 0.
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Pela linearidade do produto interno, temos
Vfi(@)"V filx) +tV f(2)"V fi(2) 0= (tf(2))" Vi) < =V fi(2)"V fi(2)
— [V i) <~V VA

— (@) Vhilr) < IV

Como t € (0, \paz); t < Apax = —Amax < —1 = —% < —+1— ¢ temos a seguinte

>\max
desigualdade:
1
IV fu()]>-

Vi)' Vii(r) < _%vat(ZE)Hz < -

)\max
(12) Demonstragao.

(=) Se V(%) ¢ nulo, entdo Po(T —tVf(T)) —T =0 = Po(T -tV f(Z)) = . Dal, vale a
condicio de ponto estaciondrio V f(Z)? (Po(Z — tVf(Z)) — T) < 0.

(<=) Se T é um estaciondrio restrito, entao pelo Teorema de condi¢ao necessaria de primeira

ordem, Po(Z — tVf(Z)) =T => Po(Z —tVf(T)) —T =0 = V /() = 0. N

Lema 3.2. (i) Para todo x € Q e z € R", a fungdo h : [0,00) — R dado por

_ | Po(x + sz) — z||
s

h(s)

, para todo s > 0,

é mondtona nao crescente.

(17) Para todo x € Q existe s, > 0 tal que para todo t € [0, s,] € satisfeito

f(Pa(z =tV f(2))) = f(z) <0V f(2)"V fi(z) (33)

(1) Demonstragao. Tomemos dois escalares s; e so com s1 > 0 e sy > $1, e vamos mostrar
que

P, — P, —
ey = WP+ 509) —al] _Paetsin) =l 5
So S1
Definindo s
y=s1z,9=—",a=v+yb=1z+9y,
1
a desigualdade anterior é escrita como
16— || < vlla -], (35)

onde @ e b sao as projecoes de a e b em D, respectivamente. Vamos dividir em casos e provar
que a desigualdade anterior vale para qualquer caso.

1. Sea ==, temos ||b—z|| <v-0= |b—z| <0 = b=z, entdo a Equacao (35) ¢
valida.

2. Sea € Q, temos @ = a = v+, entdo da Equagdo (35) se torna |[b—z|| < 7||(z+y)—z| =
YNyl = [[(x + ~vy) — z|| = ||]b — x|, 0 que é vélido porque a projegao é nao expansiva.
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3. Se @ = b, entdo a Equacio (35) também vale.
4. Portanto, basta provar para o caso em que @ # b, @ # x, b # x, a ¢ Q.

Para provar o item 4, faremos primeiro uma construcao geométrica. Sejam H, e H, dois
hiperplanos ortogonais para b — @ e que passam por a e b, respectivamente.

Note que, como o angulo formado entre os vetores b — @ e a — @ é obtuso, temos que [b —
al’la —a) <0.

Além disso, tomando um vetor equipolente a E — @ (devido ao sentido do vet_or)7 temos que
o angulo formado entre os vetores b — @ e b — b é agudo. Assim, [b—a]’[b —b] > 0.

18



Logo, como [b—a]T[b—b] > 0 e [b—a]’[a—a] < 0, temos que nem a nem b ficam estritamente
entre os dois hiperplanos H, e H,. Além disso, x estd no mesmo lado de H, que a, entao
r¢ H,.

Agora, denote as intersecoes da reta {xr + a(b — z);o € R} com H, e H, por s, € sp,
respectivamente.

Denote a interse¢ao da reta {z + a(a — x); o € R} com H,, por w.




Temos que

o=l llse—xf| _ flw— 2|
Y= = = 1=
la —zf| = flsa =2l lla—z|
Pela semelhanca de triangulos
Jw =zl _ |lw—al +a—z|
@ — x| @ — ]

Como [w — b]"[b — @] = 0, temos

lw —all +la — | _ [Ib—al +la— x|

Ja — ]| Ja—z|
Por fim, pela desigualdade triangular, temos
M=l =l | [—a+a—al _ =]
@ — ] la— = Ja—z|
Dai, obtemos
v2 Bt o < -l

(1) Demonstracao. Pelo Teorema da Projegao, para todo x € Q e s > 0, temos

[ = sV f(z) = Ple = sV [f(2))]"[v = P(x — sV f(2))] <0
=[~sVf(2) + (z = Ple = sV f(2)))]"[& — P(x — sV f(2))] <
= [-sVf(2)]"[x — P(z — sVf(2))] + [z — P(z — sV f(x))]" [ (fﬁ-sz( )] <0
=[5V f(@)]' [z = Pz — sVf(2)] + |z — P(z — sV f(2))]* <

— —Vf(@) [z - P(x — sVf(z))] < — e = Pz - Svf(x””Q

lz = Pz = sVf(@))]*

S

=V /(@) [z = Pz — sV [(2))] 2

Se z ¢é estaciondrio, por (9), temos T = P(T — sV f(T)) para algum s > 0. Assim,
|z — P(x — sV f(z))| =0 e a desigualdade é valida com s, sendo qualquer escalar positivo.

Entao, suponha que x nao é estacionario e, portanto, ||v — P(x — sV f(z))|| # 0, para
todo s > 0. Pelo Teorema do Valor Médio, temos que para todo x € 2 e s > 0,

f@)=f(P(x=sV f(2))) = Vf(2) [o—P(2—sV f(2))]+[V f(as) =V f(2)] [e—P(z=sV f(2))],

onde ¢5 estd no segmento de reta definido por z e P(z — sV f(z)).
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Portanto, (33) pode ser escrito como

f(P(x =tV f(x))) = f(z) < nVf(2)'V fi(z)
= f(x) = f(P(z =tV f(z))) = nV f(x)" (- st( )
=V/f(@)'[r = Pz — sV f(2)] + [Vf(g:) = VI(2)]' [z — Ple = sV [(x))]
>V () [r = Pz — sV [f(x))]

=[Vf(g,) = V(@) & = Ple = sV [(2)] 29V f(z) [x - Pl — sV f(z))]
= Vf(@)'[z = Pz — sVf(x))]
= [Vf(z) = Vf(g,)] [x — Ple = sV [f(2))] < Vf(2) [z — P(z — sV f(x))]
—nVf(x) [z — Pz - sVf(z))]
= [Vf(x) = Vf(g,)] [z = Pz = sVf(x))] < =V f(z) [z — P(x — sV f(x))].
Assim, temos

|z~ Ple = sT5 @)

S

V@) v = P(z = sV f(2))] =

_ llz=P@=sVi(@)|

S

Para s € (0, 1] e como, por (i), temos h(s) = nao crescente:

|P(x — sV ()]

Vi@) [z = P(z - sV f(2))] =

S

h(s) - [lo = Pz = sV f(2)]]
h(1) - llz = Pz = sV f(2))]|
[ = Pz =V @)z = Pz = sV f(2))]

I I\/ ||

Disto, segue que

—Vf(2) [z = Plz = sV[(2))] < ~[lz = P(z = Vf(2))llllx — P(z — sV f(2))].

Retomando o que tinhamos anteriormente:

[Vf(z) = V)] [r = P(z = sVf(2))] £ =nV f(2) [o = Pz = sV f(z))]

—nllz = P(z = Vf(@))llllx = Pz — sV f(x))
—nllz = P(x = Vf(@))lllle = Pz — sV f(x))
+llz = Pz = Vf(@)lllle = Ple = sV f(2))]

|
= (I =nlle =Pz = Vf@)|llz - Ple—sVf@))l.

VANVANRVA

Portanto,

o= Ple—sVf@)] _
le—Pa—svi@y) = I

[Vf(2) = Vflg)]" Pz =V f(x))l]

Assim, existe s, > 0 tal que a relacao acima ocorre e, portanto, as outras equacoes sao
satisfeitas para s € (0, s,).
0
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Teorema 3.3. O Algoritmo SPG1 estd bem definido e qualquer ponto de acumulacdo da
sequéncia gerada por ele € wm ponto estaciondrio restrito.

Demonstragao. Pelo Lema 3.2 (ii), temos que para todo a € [0, min{s,, , Amin }|, vale

FP(ay —aVflze)) — max  flzi;) < f(Plae — aVF(aw)) = flax)
<AV (k) TV fulzy)
=V f(xx) " [Pax — aV f(zy)) — 4] -
Portanto, um comprimento de passo que satisfaca a busca GLL serd encontrado apds um
numero finito de tentativas, e o Algoritmo SPG1 esta bem definido.

Seja T € 2 um ponto de acumulagao de {x}} e uma subsequéncia {xy, } convergente para
7. Vamos considerar dois casos:

Caso 1. Seja {ax} a sequéncia dos comprimentos de passo gerada pela Busca GLL. Se
inf ap, = 0, entao existe uma subsequéncia {xy}x tal que in}ré ar = 0 (isto ocorre quando
€

{ax} é limitada inferiormente e decrescente).

Neste caso, como oy, é escolhido pela Busca GLL (31), entdo existe um indice &k suficien-
temente grande tal que para todo k > k, k € K, existe p;, de forma que 0 < oy < p < 09
para qual

Qg—101 < Q1P < 1072,
que implica ap = ap_1pr = a1 = % =1 > 0. Temos que 1 nao satisfaz a Busca GLL,

i. e,

F(P(xr — pV f(2)) > max  flze;) +yVf(an) " [Plzx — 0V f(2r) — 2]

0<j<M-1

> f(wr) + YV f(z) " [Plze — eV f(21) — 2] -

Portanto, segue disso que

F(P(ay =iV f(ax)) — fan) > AV fa) " [Plar — ¢V fan) — ] = va(wk)Tme(Efk))-
36
Pelo Teorema do Valor Médio (1), obtemos

F(P(ar — eV () — flzr) = V(ze) TV fy, (20) + [V (&) = V()] TV fy, (z),  (37)

onde & estd no segmento de reta definido por x; e P(x; — ¢V f(z1)). Combinando (36) e
(37), obtemos que para todo k € K suficientemente grande ocorre

V() TV fy, (@) + [V (&) = Vf (@0)] TV fy, (2) > 7V f (@) "V fy, (zk)
VI (@r) "V fo (wr) = YV f (@) TV fy (@) > [V f (@) = V()] TV fi, (1)
(L =NV f(z) 'V (@r) > [V f(xr) = V()] V fy(z).  (38)

Pelo Lema 3.1 (i), temos

IV ()

V)9 fa () < =9 o ()P = Lyv o (39)
k Vi
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Note que A; > 1, onde A\ é o comprimento de passo inicial da iterada k. Assim, pelo Lema
2 (i), temos

_ Vs )l o VAol VSl IV ()]
W) = Ui, = Ak = hw) = (o = A
Dai e de (39), temos
V(@) "'V (@) < —ﬁHVfwk(kaW < —%kHVfAk(ﬂﬁk)HHVfwk(xk)H- (40)

Agora, combinando (38) e (40), temos

NI Nyg ,, ()

[V (k) =V TV fy (ax) < L=7)V (@) TV f (1) < —(1=7) "
isto é,
D19 @l 1 - fa)]”
" e (Zk o (@)l <[V (&) = V)]V fy,(zr).
Usando a Desigualdade de Schwarz, temos
L9 o (I S ()| < (9560 = 9 £ @]9 fo )
< V(&) = V(@) TV fy, (21)]
<|NIVF(E&) = V@)V fo (@)
Como ||V fy, (zx)]] # 0, temos
N9 ol < 195(66) = Vi@l (41)

Como v, = % — 0 e 2, — 7 quando k£ — 0o, com k € K, temos & — T quando k — oo,
com k € K.

Tomando uma subsequéncia K C K tal que {)\} seja convergente para A € [Amin, Amax] €
passando o limite em (41) quando k — oo, com k € K, temos que ||V fx(7)|| < 0. Portanto,
V fx(T) =0, e T é um ponto estaciondrio restrito.

Caso 2. Assuma que inf o > p > 0. Suponhamos, por absurdo, que T nao é um ponto
estaciondrio restrito. Portanto, |V fo(Z)|| > 0 para todo a € (0, Apaz). Pela continuidade e
compacidade, temos que existe § > 0 tal que ||V f,(Z)|| > § > 0 para todo a € [p, Aax)-
Dado k € N, definamos um indice inteiro k — m(k) < (k) < k (ou l(k) € [k — m(k), k])
tal que
fy) = max [f(zr—;)]. (42)

0<j<m(k)
Pela hip6tese (i7i) do teorema da Busca GLL, temos oy = 0%a, com a > 0 e 6 € (0,1), onde
t, € o primeiro inteiro nao negativo t tal que

f(xr) = f(or +0'ady) < max  [f(zp_j)] +90'aV f(zy) dy, = f(@imwy) + v0'aV f(xy) " dy.

0<j<m(k)
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Além disso, V f(zy) dr <0, entao f(zix)) +v0'aV f(xg) " dy < f(zis)). Logo,

f(@p1) < f(@iw))- (43)

Como m(k + 1) < min{m((k+1) — 1)+ 1, M} = min{m(k) + 1, M} < m(k)+1 (se M >
m(k)+1, m(k)+1 > min{m(k)+1, M}; se M < m(k)+1, m(k)+1 > min{m(k)+ 1, M}),
podemos escrever que, para todo k € N,

f@n) Ogjrgnrg(}]i+1)[f(x(k+1)—3)] > ogjgln?(}fc)ﬂ[f(x(k“)_])]
B ogi+@%}ik)+1[f(x(’“rl)—(iﬂ))]
- max  [f(zg—)]

0<i+1<m(k)+1

= o, L )]

= HlaX {f(wk z) f(karl)}

= max[f(xz(k))a f(@hs1)]
= flzuw),

isto é, temos que
F(@iesny) < faiw)- (44)

Logo, a sequéncia { f(xyx))} € nao crescente. De (31), segue que, para k > M — 1, temos
F@wy) < floamw-1)) + ’va(xl(k)—1>—rvfal(k)_1(xl(k)—1>-

Pela continuidade, para k > k suficientemente grande, |V f,(Z))| > 6/2. Assim, usando o
Lema 1, nés obtemos

76
4)\max '

f)/
IV fargo o @iy D) IP < Fziam-1) —

)\max

f@w) < flmaw-1) —

Quando k — oo, temos f(x;x)) — —00, 0 que é uma contradi¢ao. De fato, f é uma funcao
continua e, entdo, f(xy) converge para f(T).

3.4 Interpolacao quadratica

Ideia principal: aproximar a fungao f por um polinémio, utilizando os valores de f (ou
de suas derivadas) num certo nimero de pontos. O minimizador deste polindémio serve como
aproximacao do minimizador de f.

e Vantagem: sao algoritmos de determinacao do comprimento de passo mais eficientes
em termos de nimeros de iteracoes.

e Desvantagens: sao algoritmos computacionais mais caros e necessitam de parametros
de salvaguarda baseados em outras buscas.
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Estamos interessados em uma busca linear para otimizacao irrestrita uni-dimensional,
isto é, queremos resolver o problema

min f(z) sujeito a = € [a, b], (45)

onde a,b e R, a<be f:[a,b — R.
Considerando o problema (45), vamos trabalhar com trés pontos: ay, by, cx € [a,b], tais
que
ar < by <cp, flar) > f(bx) e fcx) > f(br). (46)

Teorema do Valor Extremo. Se f for continua em um intervalo fechado [a,b], entdo f
assume um valor maximo f(c) e um valor de minimo f(d) em certos nimeros ¢ e d em |a, b].
Considerando o problema (45), vamos trabalhar com trés pontos: ay, by, cx € [a,b], tais

que
ap < b < Ck, f(ak) > f(bk) e f(Ck) > f(bk) (47)

O minimizador de f pertence ao intervalo [ag, c].

A interpolagao quadrética vai aproximar a fungao f por um polinémio quadrético (fazendo
interpolagao a partir dos valores de f nos trés pontos) e substituir um destes pontos pelo
minimizador do polinémio. Apresentaremos a seguir um exemplo de interpolacao quadratica
abordada em [6].

Algoritmo 2: INTERPOLACAO QUADRATICA

1 Escolher aq, by e ¢; satisfazendo as condigoes (47) escritas com k& = 1. Tomar k := 1.
2 Calcular

oL fla)(G = B) + f(bi)(a} — ) + Fle) (b — a})
’ Flar)(

ck — bi) + f(bi)(ax — cx) + fen) (b — ax)

3 Cond.1: Se zy > by e f(xr) < f(by), entdo defina a1 = by, bpr1 = Tg € Cpyr1 = Ck.
Cond.2: Se zj, > by e f(xg) > f(br), entao defina ag 1 = ag, bxr1 = by € 1 = k.
Cond.3: Se zy, < by e f(xg) < f(by), entao defina a1 = ag, b1 = T € Cpy1 = bg.
Cond.4: Se xy, < by e f(xg) > f(by), entao defina a1 = g, bpr1 = b € Cry1 = Ck-

4 Tomar k :=k + 1 e voltar para o Passo 1.

k

Apresentaremos a seguir outro exemplo de interpolagao quadratica apresentada em [7].
Este é um procedimento de busca linear baseado na interpolacao de fungoes conhecidas e
valores da funcao ¢. O objetivo é encontrar um valor de a que satisfaga a condigao de
diminuigao suficiente (armijo ou primeira desigualdade de Wolfe), sem ser “muito pequeno”.
Consequentemente, sera gerada uma sequéncia decrescente de valores a;, de modo que cada
valor a; nao seja muito menor que seu antecessor ;1.

Consideramos agora técnicas para encontrar o minimo da func¢ao unidimensional

p(a) = f(zp + ady)

ou simplesmente para encontrar um comprimento de passo oy que satisfaca as condigoes de
buscas lineares. Assumimos que dj, é uma dire¢ao de descida. Observe que podemos escrever
a condicao de diminuicao suficiente como

e(ar) < ¢(0) + o' (0)" dy,
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onde a constante n é um parametro pequeno.
Suponha que seja dado o comprimento de passo inicial g, entao

p(ag) < (0) + naee'(0)" dy.

Se o comprimento do passo «q satisfaz a condicao, encerramos a busca. Caso contrario,
sabemos que o intervalo [0, o] contém comprimentos de passo aceitaveis (resultado obtido
através da condi¢ao de Armijo ou de Wolfe).

Faremos entdo a aproximacao quadratica y,(«) para ¢ interpolando as trés informacoes
disponiveis — ¢(0), ¢’(0) e ¢(ag) — para obter

oofa) = (w(ao) - w(OZ)) - aow’(o)) o? + #(0)a + 9(0).

ap

O novo valor experimental a; é definido como o minimizador desta funcao quadratica, ou
seja, obtemos

ag'(0)
2[p(cn) — ¢(0) — a0’ (0)]
Se a condicao de diminuicao suficiente for satisfeita em «;, encerramos a busca. Caso
contrario, construimos uma fungao cibica que interpola as quatro informagoes ¢(0), ¢'(0),
p(ao) e (o).

No método SPG1, vamos considerar a busca GLL (31). Vale ressaltar que, se oy = A
nao satisfizer essa desigualdade para algum k € N, sera feito um ajuste em «ay por meio de
uma interpolagdo quadratica. J& no método SPG2, vamos considerar a busca BMR (32).
Vale ressaltar que, se ap = 1 nao satisfizer essa busca para algum k € N serd feito um ajuste
em «y por meio de uma interpolacao quadratica.

Observe o passo 4 do Algoritmo 1: Se (31) néo for vélida ou (32) nao for valida, tome
Onew € 0104, 020y], faga ap = apew. Como garantir que apew € [o104, 02;]? Através da
seguinte interpolacao quadratica: Calcule

o (V f(xx), di)
2(f(wpr1) — flan) — an((V f(2r), di)))

Se ay € [01,090k], faga ey = ;. Se ndo, ou seja, se ap < 01 ou oy > Ty, entdo faca
ar = )2 € Qpew = 4.

] = —

oy — —

4 Experimentos numéricos

O critério de diminuicao suficiente nao monétona, usado no método SPG, depende de uma
relacao de parametro geral M > 1 e impoe uma diminui¢cao no valor da fun¢ao a cada M
iteragoes (se M = 1 entdo a busca linear GLL reduz-se a uma busca linear monétona). A
busca linear baseia-se numa interpolacao quadratica para salvaguarda e visa satisfazer um
critério do tipo Armijo com uma diminuigao suficiente a partir de um parametro n € (0, 1).

Valores sugeridos para os parametros: um pequeno parametro o, > 0, um parametro
grande ez > Opin (60 amin = 1.e — 30 e apax = l.e + 30), € = l.e — 6, parametro de
decrescimento suficiente n € (0,1) (ex: n = l.e — 4), parametros de “salvaguarda” 0 < o7 <
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09 <1 (ex: 01 =0.1 e 09 =0.9). Além disso, um inteiro M > 1, sendo que se M = 1 entdo
a busca linear GLL reduz-se a uma busca linear monétona.

Uma situacao importante na qual a projecao é trivial ocorre quando D é uma caixa
n-dimensional, possivelmente com alguns limites infinitos. Assim, foram implementados os
Métodos do Gradiente Espectral Projetado para este tipo de problema. No total, foram
resolvidos 50 problemas. Os problemas CUTE sao divididos em 8 classes de acordo com
o tipo de fungao objetivo (quadrética, soma de quadrados, outros) e interesse do problema
(académico, modelagem, aplicagao real). Todos os problemas tém apenas restrigoes de limite,
sao duas vezes continuamente diferenciaveis e possuem mais de 50 varidveis.

Classificacao dos problemas:
1. Seis problemas de interesse académico;
2. Dois problemas de modelagem:;
3. Um problema de aplicacao real;

4. Seis problemas de interesse académico e tipo de funcao objetivo sendo soma de qua-
drados;

5. Um problema de interesse da modelagem e tipo de funcao objetivo sendo soma de
quadrados;

6. Vinte e um problemas de interesse académico e tipo de fungao objetivo sendo quadratica;
7. Doze problemas de interesse da modelagem e tipo de fungao objetivo sendo quadratica;

8. Um problema de aplicagao real e tipo de fungao objetivo sendo quadratica.

CUTESst function Dim SPG1 SPG2
BDEXP 5000 15 15
EXPLIN 120 1836 1345
EXPLIN2 120 2159 1891
EXPQUAD 120 2164 2160
MCCORMCK 10000 Méx. iteradas
PROBPENL 500 2 | 2
QRTQUAD 120 NULL lib. handle
S368 100 2 2
HADAMALS 1024 21 21
CHEBYQAD 50 Max. iteradas
HS110 50 Méx. iteradas
LINVERSE 1999 400 515
NONSCOMP 10000 57 60
QR3DLS 610 Méx. iteradas
SCONDILS 1002 Max. iteradas
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DECONVB 61 2298 2764
BIGGSB1 1000 4378 7376
BQPGABIM 50 49 47
BQPGASIM 50 49 47
BQPGAUSS 2003 Maéx. iteradas
CHENHARK 1000 NULL lib. handle
CVXBQP1 10000 Max. iteradas
HARKERP2 100 Méx. iteradas
JNLBRNGI1 15625 793 1163
JNLBRNG2 15625 5756 3936
JNLBRNGA 15625 1370 1404
JNLBRNGB 15625 Maéx. iteradas
NCVXBQP1 10000 597 591
NCVXBQP2 10000 3253 1952
NCVXBQP3 10000 2566 5396
NOBNDTOR 14884 715 792
OBSTCLAE 15625 7420 Maéx. iteradas
OBSTCLAL 15625 6523 6122
OBSTCLBL 15625 3559 6933
OBSTCLBM 15625 3126 3925
OBSTCLBU 15625 | Max. iteradas 3611
PENTDI 1000 13 13
TORSION1 14884 715 792
TORSION2 14884 1611 6446
TORSION3 14884 691 330
TORSION4 14884 370 310
TORSIONS 14884 446 418
TORSIONG 14884 68 806
TORSIONA 14884 998 922
TORSIONB 14884 3223 457
TORSIONC 14884 751 268
TORSIOND 14884 1165 269
TORSIONE 14884 663 635
TORSIONF 14884 667 1015
ODNAMUR 11130 Méx. iteradas
Resumo 37 resolvidos ‘ 37 resolvidos
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