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“A coisa mais bela que podemos vivenciar é
o mistério. Ele é fonte fundamental de toda
verdadeira arte e de toda ciéncia."
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma analise numérica de métodos do Gradiente Projetado
ao longo de diregoes viaveis e de arcos de projecao. Abordamos uma breve revisao de
literatura sobre esses métodos e discutimos suas principais caracteristicas. Apresentamos
uma comparagao do desempenho de diferentes estratégias de métodos do Gradiente Pro-
jetado na minimizacdo de uma funcao nao linear em diferentes conjuntos de restri¢oes.
Isso permite identificar as estratégias que apresentam maior eficiéncia e robustez para
esse problema. Em relagao aos resultados numéricos, evidenciamos resultados existentes
na teoria, como a ineficiéncia de métodos do Gradiente Projetado ao longo de arcos de
projecao em relagao ao uso de projecoes. Por outro lado, esses mesmos métodos apresen-
tam melhor desempenho nos casos em que o ponto critico da func¢ao objetivo pertencia
a fronteira do conjunto de restrigoes. Além disso, comparamos o desempenho de buscas

lineares mondtonas e nao mondtonas em cada caso estudado.

Palavras-chave: Métodos do Gradiente Projetado; Dire¢oes viaveis; Arcos de projecao;

Buscas lineares nao monotonas.



ABSTRACT

In this work, we present a numerical analysis of Projected Gradient methods along the
feasible directions and projection arcs. We provide a brief literature review on these
methods and discuss their main characteristics. We performed a comparison of the per-
formance of different strategies of Projected Gradient methods for minimizing a nonlinear
function under some constraint sets. This allow to identify the strategies that exhibit
greater efficiency and robustness for this problem. Concerning the numerical results, it
was possible to highlight existing theoretical results, such as the inefficiency of Projected
Gradient methods along the projection arcs in terms of projections. On the other hand,
these same methods showed better performance in the cases in which the critical point
of the objective function belongs to the boundary of the constraint sets. In addition, we
compared the performance of monotone and non-monotone linear searches in each case
studied.

Keywords: Projected Gradient methods; Feasible directions; Projection arcs; Non-

monotone line searches.
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Introducao

A otimizacao é uma ferramenta essencial na ciéncia da tomada de decisao. Empresas
aéreas buscam minimizar custos e distancias, investidores minimizam riscos enquanto
maximizam os lucros, industrias otimizam a eficiéncia na operacao dos seus processos de
producao. A natureza otimiza: sistemas fisicos tendem a um estado de energia minima,
raios de luz seguem caminhos que minimizam o tempo de viagem, abelhas otimizam a
construcao dos favos de mel.

Um problema de otimizag¢ao que possui importantes aplicagoes é o de determinar os
autovalores de uma matriz. O sistema de pesquisa da empresa Google, por exemplo,
é baseado em um algoritmo denominado PageRank, que estd associado ao calculo de
autovalores de uma matriz. Esse algoritmo classifica a importancia de cada pagina na web,
permitindo ao Google ordenar as paginas e apresentar ao usuario as mais importantes
primeiro, veja [7]. Outro problema que envolve a determinacao de autovalores é o de
processamento de sinais, pois a esse problema estao associadas matrizes cujos autovalores
e autovetores representam aspectos importantes dos sinais processados, veja [8].

A utilizacao de técnicas de otimizacao envolve um modelo matematico de um problema
que depende de caracteristicas expressas por variaveis, onde busca-se encontrar valores
para essas variaveis que otimizem o modelo, isto é, que maximizem ou minimizem deter-
minada funcao associada a ele. Muitas vezes, as variaveis sao restritas ou limitadas de
alguma forma. Por exemplo, quantidades como a densidade eletronica em uma molécula
ou a taxa de juros em um empréstimo nao podem ser negativas, [20].

Em geral, o problema de otimizacao pode ser descrito como minimizar f(x) sujeito a
x € CR" onde f: R" — R é denominada fungao objetivo e {2 é o conjunto de restrigdes
do problema, denominado conjunto viavel. Problemas de otimizacao nessa forma geral
podem ser classificados de acordo com a natureza da fungdo objetivo e das restrigoes:
lineares, nao lineares, convexas, nao convexas; quanto ao niimero de variaveis ou a quanto
diferenciabilidade das fungoes, entre outros aspectos. Uma classificacdo muito importante
é a de problemas de otimizacao irrestrita e problemas de otimizagao restrita.

Problemas de otimizacao irrestrita sao um caso particular do problema geral de oti-
mizacao, quando €2 = R™. Esses problemas surgem diretamente em muitas aplicagoes
praticas e também como reformulacoes de problemas de otimizacao com restri¢des. Con-

forme Ribeiro e Karas [23], o estudo das propriedades de problemas irrestritos, bem como
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dos métodos que os resolvem, é de fundamental importancia na otimizagao, uma vez que
muitos métodos para resolver problemas mais gerais de otimizacao fazem uso de algumas
ferramentas presentes em métodos que resolvem o caso irrestrito.

Por outro lado, os problemas de otimizacao restrita surgem de modelos que incluem
restricoes nas variaveis. O conjunto {2, mencionado anteriormente, define essas restri¢oes
e, em geral, elas sao restricoes de igualdade ou de desigualdade e podem ser restri¢oes
lineares simples ou mais gerais, ou também desigualdades nao lineares. Quando tanto a
fungao objetivo quanto todas as restri¢oes sao fungoes lineares, o problema ¢é de otimizagao
linear. J4 os problemas de otimizagao nao linear sao caracterizados pela existéncia de pelo
menos uma restrigdo nao linear ou pela nao linearidade da propria fungao objetivo.

Neste trabalho, consideraremos o problema
minimizar f(z) sujeito a x € Q C R", (1)

onde f : R® — R ¢ uma funcdo continuamente diferencidvel, isto é, f é de classe C!.
Além disso, consideramos €2 um conjunto convexo e fechado. A convexidade de €2 torna
possivel a utilizacao de um operador de projecao ortogonal P : R™ — (), que permite
calcular, de modo tnico, o ponto de ) mais proximo de um ponto x € R™ arbitrario.
Em otimizagao restrita, a utilizagdo de uma projecao ortogonal desempenha um papel
fundamental ao garantir que as iteragoes geradas pelo algoritmo permanecam no interior
do conjunto viavel.

Além do emprego de uma projecao, a escolha de uma estratégia de busca linear para
encontrar o parametro de comprimento de passo no processo iterativo possui grande in-
fluéncia na eficiéncia do método. Uma busca linear, no processo de otimizacao, trata-se
do processo de calcular um valor adequado para o parametro de comprimento de passo em
cada iteracao. Esse parametro define o quanto o algoritmo avanca em direcao a solugao
a cada etapa do processo, e seu ajuste permite balancear o progresso. Utilizar passos
maiores pode acelerar o processo, mas com o risco de ultrapassar o ponto ideal, enquanto
que utilizar passos menores proporciona mais precisao, porém pode tornar o processo mais
lento.

Tradicionalmente, buscas lineares monoétonas sao amplamente utilizadas e, nessa abor-
dagem, o valor da funcao objetivo deve diminuir a cada iteragao do algoritmo. A utilizagao
dessa estratégia assegura uma convergéncia estavel e permite uma maior previsibilidade do
algoritmo, uma vez que impde-se um decrescimento da fun¢ao objetivo em cada iteracao.
No entanto, essa abordagem pode gerar parametros de comprimento de passo excessi-
vamente pequenos, resultando em convergéncia lenta do método em certos casos. Para
contornar essa dificuldade, surgiram as buscas lineares ndo mondétonas, que nao impoem
a condi¢ao de decrescimento da funcao objetivo a cada iteracao. O emprego dessas estra-
tégias pode melhorar a convergéncia em casos onde uma busca mondtona seria obrigada a

avancar lentamente ao longo do fundo de um “vale estreito e curvo”, uma situa¢ao comum
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em problemas de otimizagao nao linear de larga escala, [9]. Nesses casos, o gradiente da
funcao pode ter grandes oscilagoes em algumas dire¢oes, mas quase nao variar em outras,
e a monotonicidade forga as iteragoes a seguirem nessa regiao, o que pode causar passos
muito curtos ou até mesmo oscilagoes indesejadas, conforme [1].

A utilizacdo do operador de projecao ortogonal e das estratégias de busca de um
parametro de comprimento de passo desempenham um papel fundamental nos métodos
para otimizacao restrita. Métodos importantes para a resolucao de problemas restritos
da otimizacao sao os métodos do Gradiente Projetado. Eles sdao caracterizados como
uma combinacao de métodos do Gradiente, para otimizagao irrestrita, com a projecao dos
termos obtidos no processo iterativo no conjunto viavel. Neste trabalho, trataremos desses
métodos, abordando seu surgimento e suas principais caracteristicas, além de analisar
numericamente seu desempenho em um problema de otimizacao nao linear.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, além das conclusdes. No Capitulo
1, discutimos os métodos do Gradiente Projetado de maneira geral, apresentando, inicial-
mente, uma breve revisao da literatura sobre esses métodos. Em seguida, sdo discutidas
duas abordagens de métodos do Gradiente Projetado, isto é, ao longo de arcos de proje-
¢ao e ao longo de diregoes viaveis. Apresentamos também uma estratégia de busca linear
amplamente utilizada, que é a busca de Armijo.

O Capitulo 2 retine resultados bésicos e preliminares que servirao de base para o
desenvolvimento e para a andlise de convergéncia das estratégias discutidas ao longo
do texto. Em seguida, no Capitulo 3, detalhamos os métodos do Gradiente Projetado
empregados neste trabalho com diferentes estratégias de busca linear, mondtonas e nao
mondétonas.

No Capitulo 4, apresentamos uma analise da convergéncia dos algoritmos implemen-
tados. Para um caso particular de Método do Gradiente Projetado, apresentamos uma
adaptacao de resultados contidos nos trabalhos de Iusem [16] e Ferreira [14]. Fornecemos
uma prova alternativa desses resultados, considerando as especificidades deste trabalho.

No Capitulo 5, sdo apresentados os resultados numéricos obtidos da implementacao dos
métodos estudados, incluindo a comparacao entre diferentes estratégias de busca linear
em diferentes conjuntos viaveis. Por fim, nas conclusoes, discutimos os pontos principais
deste trabalho.



Capitulo 1

Métodos do Gradiente Projetado

1.1 Contexto histéorico e ideia inicial

O desenvolvimento de métodos computacionais para a minimizacao de fungoes com res-
tricoes é fundamental, tanto na teoria matematica quanto nas aplicagoes da Otimizacao.
Isso ocorre porque muitos problemas praticos, ao serem modelados matematicamente, po-
dem ser descritos por funcoes definidas em conjuntos com restrigoes e solucionados através
de processos de minimizagao.

No processo de minimizacao de funcoes com restrigoes, é fundamental a utilizacao
de direcoes viaveis, que sao direcoes que respeitam as restrigoes impostas pelo conjunto
viavel 2 do problema. Tomar a direcao do gradiente de uma funcao é uma estratégia
natural na resolucao de problemas de otimizacao. No entanto, essa abordagem pode nao
funcionar para problemas com restrigdes, uma vez que a direcdo do gradiente pode nao
ser uma direcao viavel. Nesse contexto, surgiram os métodos do Gradiente Projetado.

Uma estratégia basica de método do Gradiente Projetado foi inicialmente proposta em
1960 por Rosen, [25]. Nessa estratégia, os termos obtidos no processo iterativo utilizando
a direcao do gradiente sao projetados no conjunto de restrigdo. Isso é feito com o objetivo
de se obter uma direcao viavel para se realizar a busca de um parametro de comprimento
de passo que forneca um decrescimento da fungao objetivo ao longo dessa direcao. Rosen
propds e analisou um método para problemas de otimiza¢ao nao linear considerando o
caso em que as restrigoes sao lineares, [25], e o caso de restrigdes nao lineares, [24]. Além
disso, foram apresentados resultados de convergéncia para o método proposto e possiveis
aprimoramentos do algoritmo, a fim de aumentar sua utilidade préatica e melhorar a
convergencia.

O trabalho de Rosen, apds sua publicagao, recebeu muita atencao na literatura. Isso
ocorreu, em particular, porque uma prova de convergéncia global do método, isto ¢, a
partir de qualquer ponto no conjunto viavel, estava contida no artigo original de Rosen,

mas sua demonstracao estava incorreta, [11]. Esse se tornou um importante problema
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tedrico que permaneceu em aberto por vinte e cinco anos, e foi resolvido em 1986 por Du
e Zhang, [12]. O problema ficou bem conhecido depois que vérios livros o divulgaram.
Desde entao, novas técnicas foram criadas para provar a convergéncia global, e foi feita
extensa pesquisa com essa finalidade. A importancia deste método na literatura de otimi-
zagao nao linear também decorre do fato de que muitos algoritmos mais eficientes foram
desenvolvidos posteriormente incorporando as ideias bésicas propostas por Rosen (como
por exemplo, por Murtagh e Sargent [19]).

Em 1964, Goldstein [15] propos outra estratégia para método do Gradiente Projetado.
A ideia consiste num esquema iterativo para minimizar fun¢des duas vezes diferencidveis
em subconjuntos convexos e fechados do R", assumindo a possibilidade de se projetar, no
conjunto viavel, pontos que sao calculados fora dele. No método proposto por Goldstein,
ao contrario do proposto por Rosen, a direcao viavel em cada iteragao depende do para-
metro de comprimento de passo, o que caracteriza a busca ao longo de arcos de projecao,
a qual discutiremos mais a frente. O mesmo método foi proposto, de forma independente,
em 1966 por Levitin e Polyak [22]. Além disso, Goldstein [15] apresentou resultados
de convergéncia global para o método proposto, que sao extensoes de resultados para
métodos do Gradiente para o caso irrestrito.

No método proposto por Goldstein, utiliza-se uma dire¢ao vidvel para cada parametro
de comprimento de passo testado em uma iteracao, o que implica no calculo de uma
projecdo para cada ponto teste. O método de Rosen, por outro lado, fixa uma diregao
viavel e realiza o calculo do parametro ao longo dessa mesma dire¢do, o que demanda
apenas uma projecao a cada iteragao.

De modo geral, cada iteracao de um método do Gradiente Projetado requer o calculo
de uma ou mais projegoes no conjunto viavel 2. Isso significa que esses métodos so
podem ser eficientes quando o calculo da proje¢ao tem custo computacional relativamente
baixo. Quando €2 é um conjunto poliedral, por exemplo, a projecao necessaria no processo
iterativo requer a solucao de um problema de programacao quadratica, o que é considerado
aceitavel. No entanto, quando se trata do caso mais geral, isto é, com restri¢bes nao
lineares, dificilmente técnicas de projecao serao viaveis computacionalmente. Assim, os
métodos do Gradiente Projetado sdo limitados a problemas envolvendo conjuntos com
restrigdes simples. As vezes, o cdlculo de projecdes nio requer resolucio numeérica porque
existem formulas explicitas. Os conjuntos viaveis analisados nos experimentos numéricos
deste trabalho correspondem a esse caso.

Conforme Bertsekas [3], o algoritmo do método do Gradiente Projetado proposto por
[15] e [22] tem uma caracteristica interessante que o torna atrativo para problemas de larga
escala com muitas restrigoes simples. Ao contrario de outros algoritmos para minimizagao
restrita, que mantém a viabilidade das direcoes e realizam a busca ao longo de segmentos
de reta, como o proposto por Rosen [25], ele prossegue ao longo de uma trajetéria curva,

conhecida como arco de proje¢ao, em direcao ao conjunto viavel.
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Por outro lado, um ponto fraco da implementacao proposta em [15] e [22], de acordo
com Bertsekas [3], é que nao se sabe, a principio, o quao pequeno deve ser o tamanho do
parametro de comprimento de passo para garantir a convergéncia do método, o que na
pratica pode impor dificuldades, como a convergéncia lenta do algoritmo. Uma possivel
estratégia de escolha para esse parametro, que é frequentemente sugerida na literatura,
consiste em comecar com uma estimativa inicial para o parametro e entao, se o valor da
funcao objetivo no ponto resultante nao for diminuido, reduzir esse parametro sucessiva-
mente até que ocorra um decréscimo no valor da fungdo. Na Se¢do 1.3, serd discutida
uma busca que funciona dessa maneira e é amplamente utilizada: a busca de Armijo.

A Figura 1.1 ilustra o esquema iterativo de um método do Gradiente Projetado na
minimizacao restrita de uma funcao f : R? — R. As curvas de nivel de f estdo repre-
sentadas em cinza e o conjunto viavel €2, delimitado em preto, esta contido no dominio
de f. Os pontos em preto representam a sequéncia de iteragdes geradas pelo método,
que sao calculadas no interior do conjunto viavel ou em sua fronteira. A partir do ponto
xo, 0 método calcula o ponto 2y, que fornece um vetor na dire¢ao do gradiente, mas que
nao considera o conjunto de restrigoes a principio, ou seja, trata-se do caminho que o
algoritmo seguiria caso nao houvesse restricoes. O ponto zy é entdao projetado em € e,
considerando-se a direcao definida por essa projecao e xg, calcula-se o proximo termo da
sequéncia, xp, que, nesse caso, resultou na propria projecao de zy. De maneira andloga,
a partir de 1, o método calcula o ponto z; e o projeta no conjunto, resultando no ponto
Pqo(z1). Considerando a diregao definida por x; e Py(21), calcula-se o termo seguinte 5.

E assim sucessivamente.

Figura 1.1: Exemplo de esquema iterativo de um método do Gradiente Projetado.

O processo iterativo de um método do Gradiente Projetado consiste, entao, em calcular
a direcao de descida a partir do gradiente da fungao objetivo e projetar essa dire¢ao no

conjunto viavel, ajustando o passo para assegurar que a proxima iteracdo também esteja
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no interior do conjunto. O algoritmo produz uma sequéncia de pontos a qual espera-se
que convirja para um ponto estacionario do problema, conceito este que sera discutido
mais a frente. A sequéncia pode convergir para um ponto onde o gradiente da fungao
objetivo se anula ou entao para um ponto onde a direcao do gradiente nao permite mais
um movimento de descida viavel, isto é, que fornega um decrescimento da funcao e respeite
as restricoes do problema.

A importancia tedrica de métodos do Gradiente Projetado consiste, sobretudo, no fato
de que vérios outros métodos que geram iteragoes que respeitam o conjunto de restrigoes
do problema e que sao métodos de descida, podem ser vistos como versoes inexatas ou

modificadas de algum método do Gradiente Projetado, conforme [18].

1.2 Meétodos do Gradiente Projetado ao longo de ar-
cos de projecao e ao longo de direcoes viaveis

Métodos do Gradiente Projetado podem ser vistos como uma combinacao natural de
métodos do Gradiente para otimizacao irrestrita com a projecao dos termos obtidos na
construcao da sequéncia gerada pelo algoritmo, como mencionado. O esquema iterativo

geral de um método do Gradiente Projetado pode ser descrito como

T = T + Ye(2e(Br) — i), (L.1)

onde z(8x) = Po(zr — BkV f(xk)), Vf denota o gradiente da fun¢ao f e os parametros
Bk e Y sdo positivos e denominados parametros de comprimento de passo.

O parametro de comprimento de passo é fundamental no esquema iterativo de um al-
goritmo de otimizacdo, pois define o quanto o algoritmo avancga a cada iteracao. Utilizar
estratégias de buscas lineares para o calculo desse parametro torna mais eficiente o pro-
cesso de otimizacao, pois considera as particularidades da funcao objetivo e do conjunto
viavel para se obter o decréscimo da funcao objetivo. Diversas escolhas sdo possiveis para
esses parametros, e as estratégias que geralmente sao utilizadas impdem alguma condicao
de decrescimento para a func@o objetivo e ajustam o parametro, caso necessario, para
satisfazer essa condigao.

Se tomarmos 7, = 1 em (1.1) para todo k£ € N, obtemos o esquema de método do

Gradiente Projetado proposto por Goldstein [15], que consiste em

Tr1 = Pa(zr — BV f(xr)). (1.2)
Nesse caso, o pardmetro [ é o maior numero real positivo que garante um decréscimo
suficiente da funcao ¢ : RT™ — R, onde ¢ (8) = f(xr(B)) e z1(8) = Paolxr — BV f(xy)).
A Figura 1.2 ilustra o processo de busca do parametro de comprimento de passo dessa
estratégia. Na iteracao k, o algoritmo calcula, a partir do ponto xj, utilizando um pa-

rametro inicial #, o ponto zxo = zx — BV f(zk), que pode nado estar no interior e nem



Capitulo 1. Métodos do Gradiente Projetado 14

na fronteira do conjunto viavel 2. Nesse caso, esse ponto é projetado em 2, obtendo-se

Po(zk0) = zx(). Se esse ponto projetado satisfizer a condigdo de decrescimento da fun-
¢do objetivo, imposta pela estratégia de busca, tomamos 1 = zx(3). Caso contrério,
o parametro de comprimento de passo é reduzido e, a partir de x; novamente, o processo
é repetido, calculando-se os pontos zj ; e Po(2k,;), com j =0,1,2,..., até que seja obtido
um z(B:) adequado, para 3, € [0,5]. A trajetéria em preto, na Figura 1.2, representa o
arco de projecao x(f) do conjunto Q na iteragao k. O arco de projegao pode ser visto
como um caminho que segue no interior e na fronteira do conjunto de restrigoes €2, for-
mado por projecoes de pontos calculados fora do conjunto para diferentes parametros de

comprimento de passo.

Figura 1.2: Célculo do pardmetro 5y ao longo do arco de projegdo zx(3), com 3 € [0, 3.

Nota-se que cada iteracao de um método do Gradiente Projetado ao longo de arcos
de projegao requer o calculo da projecao sobre o conjunto viavel {2 uma vez ou mais. Por
isso, a utilizagao dessa estratégia sé ¢é viavel quando o calculo de projecoes possui custo
computacional relativamente baixo.

Existem outras estratégias de método do Gradiente Projetado, como a que foi proposta
por Rosen ([25], [24]), que requerem, em cada iteracao, o célculo de uma projegao apenas.
Nesse caso, considerando-se o esquema iterativo (1.1), escolhe-se o pardmetro 3 € [/, B],
com 0 < 3 < B, e calcula-se o parametro 7 por meio de alguma estratégia de busca.
O pardmetro v, é calculado para se obter o decréscimo da funcao ¢y, : [0,1] — R, onde
Ye(y) = fze()) e xr(y) = 2 + y(2k(Br) — x1). Se z € Q e Q é um conjunto convexo,
podemos considerar a dire¢do dr = zx(Sk) — x, de modo que xy + vd, € Q para todo
~v € [0,1]. Isso significa que as restrigoes do conjunto sdo respeitadas nesse intervalo e
essa é uma direcao viavel.

A Figura 1.3 ilustra o processo de busca do parametro de comprimento de passo v
dessa estratégia. Na iteracao k, o algoritmo calcula, a partir do ponto zy, utilizando

um parametro 3 dado, o ponto z — 5V f(xx), que pode ndo estar no interior e nem
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na fronteira do conjunto viavel (2. Neste caso, esse ponto é projetado em 2, obtendo-se
Po(zr — BxVf(xr)) = xp + di.. Se esse ponto projetado satisfizer a condi¢ao imposta
pela estratégia de busca, tomamos v, = 1 e x5 = x; + dg em (1.1). Caso contrario,
o pardmetro de comprimento de passo v é reduzido até que seja obtido um -, € [0, 1]
adequado. Entao, tomamos zy.; = xp + ydi. A linha em destaque, na Figura 1.3,

representa o segmento (7).

Figura 1.3: Célculo do pardmetro v ao longo do segmento (), com ~ € [0, 1].

Observa-se que, neste caso, o esquema iterativo exige o calculo de apenas uma projecao
a cada iteracdo, o que pode resultar num custo computacional mais baixo que o método
anterior. A principal diferenca entre os esquemas iterativos ao longo de diregoes vidveis
e ao longo de arcos de projecao ¢ que as iteragoes produzidas pelo ultimo método pos-
suem maior probabilidade de estar na fronteira do conjunto de viavel do que as iteracoes

produzidas pelo primeiro, conforme Bertsekas [4].

1.3 Busca de Armijo

Em geral, no processo de minimizagao de uma funcao, ao se escolher um método, as
estratégias de busca para encontrar parametros de comprimentos de passo eficientes sao
fundamentais para garantir boas propriedades de convergéncia do algoritmo. Métodos
que utilizam buscas no processo iterativo testam uma sequéncia de valores candidatos
para o parametro de comprimento de passo, até encontrar um parametro que atenda a
certas condigoes.

Uma possivel maneira de se empregar uma estratégia de busca, que é frequentemente
sugerida na literatura, consiste em comegar com uma estimativa inicial para o compri-
mento do passo e entdo, se o valor da funcao resultante nao for diminuido o suficiente,
reduz-se o tamanho do parametro sucessivamente pela multiplicacdo com um escalar cons-

tante até se obter um decréscimo suficiente da funcao objetivo.



Capitulo 1. Métodos do Gradiente Projetado 16

Um tipo de busca linear amplamente empregado trata-se da busca de Armijo [2], que
impoe uma condi¢ao de decréscimo suficiente da funcao objetivo. Dada uma funcao f
diferenciavel no ponto xp, uma direcao de descida d, e fixados os parametros @ > 0,
0,0 € (0,1), essa busca consiste em, escolhermos aj, como o maior entre todos os niimeros

da forma af?, para i = 0,1,2,..., que satisfaz a desigualdade

[l + apdy) < fan) + oar(Vf(x), di)- (1.3)

A Figura 1.4 apresenta uma interpretacao geométrica para a busca de Armijo, onde
sdo mostrados valores de o que satisfazem e que ndo satisfazem a desigualdade (1.3). O
valor ay(V f(zg),dr) no lado direito em (1.3) representa o valor de redugao da funcao
f, previsto pela sua aproximagao linear para o passo de comprimento oy na direcao dy.
Portanto, a desigualdade (1.3) implica que o decréscimo de f deve ser pelo menos a fragao,
determinada por o, do previsto. No Capitulo 4, apresentaremos um resultado que mostra
que, sob certas condigoes, a busca de Armijo estd bem definida, ou seja, ela produz um
parametro de comprimento de passo ay > 0 aceitavel, apés um ntmero finito de redugoes

do parametro inicial @.

Figura 1.4: Interpretagdo geométrica da busca de Armijo.

No proximo capitulo, discutiremos sobre os resultados béasicos e preliminares necessa-
rios para a analise de convergéncia das estratégias para métodos do Gradiente Projetado

empregadas neste trabalho.



Capitulo 2
Resultados basicos e preliminares

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes e os resultados basicos que sao fundamentais
para o desenvolvimento deste trabalho. Eles estabelecem as bases tedricas necessarias e

serao utilizados ao longo do texto.

2.1 Definic¢oes iniciais

Sejam um conjunto 2 C R" e uma funcao f : R® — R. Considerando o problema
(1), chamaremos o conjunto {2 de conjunto vidvel do problema e f serd chamada fungao
objetivo. Neste trabalho, denotaremos a norma euclidiana de € R" por ||z| = \/{(x, x),
onde (-, -) é o produto interno canénico do R™.

Uma definicdo essencial que serd utilizada, é a de diferenciabilidade de uma fung¢ao
f:R* = R.

Definigao 2.1.1. (Diferenciabilidade) Dada uma fungio real f : Q — R, com 2 C R™,
e a € 8, dizemos que a funcao [ é diferencidvel no ponto a quando, para todo vetor

td = (a1,...,a,) €ER™ com a+td € Q, se tenha

fla+td) = f(a) + (Vf(a),td) + o(t),
onde %1_{% ng) =0.

Defini¢ao 2.1.2. (Minimizador) Dizemos que um ponto T € ) é

(a) minimizador (ou solugao) global do problema (1), se
f(@) < f(z), Ve e Q (2.1)

(b) minimizador (ou solugdo) local do problema (1), se existe uma vizinhanga U de T

tal que
f(@) < f(z), Ve e QNU. (2.2)
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Defini¢ao 2.1.3. (Valor étimo) O valor étimo do problema (1), 7 € R é definido por
v = inf{f(z);z € Q},

caso este infimo exista.

Uma func¢ao pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo do problema
sempre ¢ o mesmo. Nos casos em que {2 = & ou a funcao f é ilimitada inferiormente no
conjunto Q2 # &, o problema (1) nao possui valor 6timo. A seguir, apresentamos algumas
condigbes que garantem a existéncia de solucao global para o problema (1). Ao longo
do texto, utilizaremos a notacao {z;} para indicar uma sequéncia {xg,x1,...,Tx,...} de

pontos em R”.

Teorema 2.1.4. (Teorema de Weierstrass) Sejam 2 C R" um conjunto compacto
nao-vazio e f : 0 — R wuma fun¢ao continua. FEntao, os problemas de minimizar e

mazimizar f em € tém solucoes globais.

Demonstracao: Sabe-se que qualquer problema de maximizacao pode ser transformado
em um problema de minimizagao equivalente. Assim, é suficiente provar a existéncia de
um minimizador ou de um maximizador. Mostraremos a existéncia de um minimizador.
Como a imagem de um conjunto compacto por uma func¢ao continua é compacta, o con-
junto ¥V = {v € R;v = f(x) para algum x € 2} é compacto em R. Em particular, este

conjunto ¢ limitado inferiormente, ou seja,
—00 < T =inf V.
Pela definicao de infimo, para todo k£ € N existe um z; €  tal que
v < frg) <0+ 1/k.

Passando ao limite quando k& — 0o, concluimos que

lim f(z,) =7. (2.3)
k—o00
Como a sequéncia {x;} C Q e Q é compacto, segue-se que {x} é um sequéncia limitada.

Logo, ela possui uma subsequéncia {x, } que converge para algum ponto Z de €2, ou seja,

lim z;,. =7 € Q.
j—oo 7

Pela continuidade de f,
lim f(z,) = f(@).

j—00
Usando (2.3), temos que f(T) = 7, ou seja, f assume o valor minimo em 2 no ponto

T € Q. Em outras palavras, T ¢ um minimizador global do problema (1). O

Defini¢ao 2.1.5. (Conjunto de mivel) O conjunto de nivel da fung¢io f : Q@ — R,
associado a ¢ € R, € o conjunto dado por Lyqo(c) ={z € Q; f(x) < c}.
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Corolario 2.1.6. Sejam 2 C R* e f : @ — R continua no conjunto 2. Suponhamos
que eziste ¢ € R tal que o conjunto de nivel Lyq(c) seja ndo-vazio e compacto. Entdo o

problema de minimizar f em Q possui uma solugdo global.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1.4, o problema
minimizar f(z) sujeito a z € Lyq(c)

tem uma solugdo global, digamos T € L. Para todo ponto z € Q\ Ly q(c), temos que
f(x) > ¢ > f(T), o que mostra que T é um minimizador global de f nao sé em Ljq(c),

mas também em ). O

2.2 Convexidade

Definigao 2.2.1. (Conjunto convexo) Um conjunto Q0 C R" é chamado conjunto
convezo se, para quaisquer ,y € Q e o € [0,1], tem-se que ax + (1 — )y € Q. O ponto

azr + (1 — a)y chama-se combinagao convexa de x ey com pardmetro .

Figura 2.1: Exemplo de conjunto  convexo com ax + (1 — a)y € Q, a € [0, 1].

Definigao 2.2.2. (Projegdo ortogonal) Dados um conjunto Q2 C R™ e o ponto z € R,

uma projecao ortogonal de x sobre ) é uma solugdo global do problema
min ||y — z|| sujeito a y € Q. (2.4)

Em outras palavras, uma projecao ortogonal de um ponto € R™ sobre um conjunto
2 C R™ é um ponto de 2 que esta mais proximo de x. Dependendo das hipdteses sobre
o conjunto {2, pode haver mais de um ponto com esta propriedade, um tnico ponto ou
nenhum. A seguir, mostraremos que a projecao sempre existe quando {2 é nao-vazio e

fechado e que essa projecao é tnica se () é também convexo.
Teorema 2.2.3. (Teorema da projegio)

(a) Seja Q C R™ um conjunto fechado. Entao para todo ponto x € R", uma projecao de

x sobre ) existe.
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(b)

Se, além de ser fechado, o conjunto €2 é convexo, entdo para todo x € R™ a projecao
de x sobre €, denotada por Po(x), € inica. Além disso, T = Po(x) se, e somente

se, T € Q) e vale a desigualdade

(x—T,y—7T) <0, Yy € Q. (2.5)

Demonstracao:

(a)

Fixemos x € R" arbitrario. Seja R™ o conjunto dos ntimeros reais nao negativos e
seja f : R" — R definida por f(x) = ||y — z||. Evidentemente, f é continua em R"
e Lia(c) = QN B(x,c), onde

B(z,0) = {y € R"; |y — al| < c} = {w € R f(x) < c},

ou seja, o conjunto de nivel L;q(c) é a intersecao do conjunto fechado €2 com o con-
junto compacto B(x,c). Portanto, Lsq(c) é compacto. Além disso, se escolhermos
¢ > 0 suficientemente grande, entdo o conjunto B(x,c) contém pontos de 2. Logo,
Liq(c) # @. Pelo Corolério 2.1.6, temos que o problema de minimizar f em €

possui uma solugao global. Assim, a projecao de x sobre () existe.

Sejam T uma solu¢ao do problema (2.4) e y € Q qualquer. Como T € Qe Q é
convexo, pela defini¢ado de combinagao convexa temos que (1 —a)ZT+ay = z(«a) € Q

para todo « € (0, 1]. Assim, temos que
le =z < [z = z(a)]]
Elevando a desigualdade acima ao quadrado e reorganizando, obtemos
0> flo =" — [lz — z ().
Somando T — T no segundo termo,
0> flz —z|* = (z — @) + (T — ()"

Expandindo o segundo termo e considerando que ||a + b||* = ||a||* + 2(a, b) + ||b]|?,

vale
02> [z =z = (lz = 2* + 2((z — 7), (@ — 2(a))) + |7 — 2()]*).
Eliminando o parénteses e cancelando os termos simétricos, temos,
0> —2((z —7), (@ — () — ||z — z(e)|*.
Multiplicando o termo T — z(«) por —1, obtemos
0> 2{(z — 7), (z(a) — 7)) — [|lo(a) — 7|
Utilizando o fato de que (1 — «)T + ay = z(a) na desigualdade acima,

0>2((z-7),(1-a)T+ay—7)) - ||(1 —a)T +ay —7|*.
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Fazendo a distribuicao e cancelando os termos simétricos,

0> 2((z —17),a(y — 7)) — [laly - 2)|*.
Utilizando a linearidade do produto interno no primeiro termo e isolando a? no

segundo, obtemos
0> 20{(z —7),(y — 7)) — *[ly — 7|°.
Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por 2« > 0, temos
_ _ « _
0> (r =7,y —7) 5y~ 7
Passando ao limite quando o — 0%, obtemos
0> <]}—T,y—f>7

sendo que y € () é arbitrario. Reciprocamente, suponhamos agora que algum =

satisfaca (2.5). Entéao, para todo y € Q, vale
0> (zx—7,y—7).
Utilizando a linearidade do produto interno,
0> (z,y) = (T,y) — (z,7) + (T, 7).
Colocando % em evidéncia no segundo membro,
0> S(2ay) — 2T,9) ~ 2 T) + 2T, 7).

Separando os termos na desigualdade acima e somando (x,z)—(z,z) e (y,y) — (y, y),
obtemos .

Considerando que (v,v) = [|v]|?

e multiplicando ambos os lados por 2,
0> [lo = 2| + ly = z|* — [z — y|I*.

Subtraindo o termo ||y — Z||* > 0 do segundo membro,

0> [lz —z|* — [z — yII*
Reorganizando a desigualdade e aplicando a raiz quadrada em ambos os lados,

lz =7 < [lz —yll.

Temos entao que ||z — Z|| < ||z — y|| para todo y € Q, ou seja, T é uma projecao de
x sobre 2, conforme a Definigao 2.2.2. Finalmente, vamos mostrar que a projecao

é tnica. Seja T alguma outra solucao de (2.4). Aplicando (2.5) para T = Po(x),

considerando y = 7 € (), temos

(x —7,2—7) <0. (2.6)
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Aplicando (2.5) agora para T = Py(x), considerando y =7 € €,
—(z—2,2—7) <0. (2.7)
Somando (2.6) e (2.7), obtemos
0>(x—-—7,2—-7)— (x —2,T —7T).
Pela linearidade do produto interno, vale
0>(x—-—7T—(x—2),T—7T).

Cancelando os termos simétricos e utilizando a definicao de produto interno,

0> |z -z
Removendo a desigualdade e calculando a raiz quadrada,

0=z -z
Logo, x = =. 0

Definigao 2.2.4. (Fung¢do convexa) Se ) C R" é um conjunto convezo, diz-se que a

fungao f:Q — R € convexa em Q quando, para quaisquer x,y € Q e o € [0, 1], tem-se
flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Uma interpretagao geométrica para a desigualdade da definicao acima pode ser vista
na Figura 2.2. No grafico da fungdo f : R — R, considerando os pontos (z, f(x)) e
(y, f(y)), definimos a fungao afim ¢ : R — R, cujo gréfico corresponde a reta secante a
esses dois pontos. Considerando z = ax + (1 — )y uma combinagdo convexa de x e y com
parametro « € [0, 1], temos que ¢(z) = (1 — a) f(y) + af(x) pela forma ponto-inclinagao
de uma reta. Vemos que f(z) < p(2).

Figura 2.2: Exemplo de funcio convexa.

Teorema 2.2.5. (Caracterizacdo de fungées converxas diferencidveis) Sejam

Q C R™ um conjunto convexo e f : & — R uma funcdo diferencidvel em ). Se f €
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convexa em ), entao, para quaiquer x,y € €,

fy) = f(z) +(Vf(x),y —x).
Demonstracao: Pela convexidade de f, dados z,y € Q e a € (0, 1] quaisquer, definindo
d =1y — x, temos que
flz+ad) = flay+ (1 —a)r) <af(y) + (1 —a)f(z) = a(f(y) = f(2)) + f(2),
isto é,
a(f(y) — f(z)) = f(z + ad) — f(z).
Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por a > 0 e passando ao limite quando

a — 0T, obtemos

F) — f() > lim BT oD = /(@)

a—0t [0

= (Vf(z),d) =(Vf(x),y — z),
ou seja,
fy) = f(x) +(Vf(z),y — ).
0

Em relacao a viabilidade de uma direcao num conjunto de restricbes e ao comporta-
mento da funcao objetivo no problema de minimizacao, as definicbes e a proposicao a

seguir sao fundamentais.

Definicao 2.2.6. (Diregdo vidvel) Dizemos que d € R"™ é uma dire¢ao vidvel em relagao

ao conjunto 2 C R", no ponto T € €2, quando existe € > 0 tal que
T+ td € Q, para todo t € [0, ¢].

A Figura 2.3 ilustra a definicao de diregoes viaveis num conjunto. As diregoes d; e ds
sao viaveis em relagao ao conjunto €2 no ponto T € (2, enquanto a direcdo d3 nao ¢é viavel
nesse ponto. Por exemplo, tem-se que T + td; € Q para todo t € [0, ], mas T + tds ¢ 2

para nenhum ¢ > 0.

Figura 2.3: Exemplo de dire¢oes viaveis e ndo vidveis num conjunto §2.

Observacao 2.2.7. O numero real positivo t, na definicao anterior, é denominado para-

metro de comprimento de passo.
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Definigao 2.2.8. (Diregdo de descida) Dizemos que d € R"™ é uma dire¢io de descida
de f:R" — R no ponto T € R", se existe ¢ > 0 tal que

f(@+td) < f(7), Vt € (0,¢].

Denotamos por Df(T) o conjunto de todas as dire¢oes de descida da funcdo f no ponto
7 € R™. Podemos dizer entao que d € Ds(T) se, e somente se, todo comprimento de passo
suficientemente pequeno a partir do ponto 7, na dire¢ao d, resulta em algum decréscimo da
funcao f. Nesse contexto, o comprimento de passo é um parametro positivo que controla

o deslocamento na direcao d a partir do ponto 7.

Proposigao 2.2.9. Seja f : R" — R uma fungdo diferenciavel no ponto T € R™. Entdo:

(a) Para todo d € D¢(T), tem-se que (Vf(T),d) <O0.

(b) Se d e R™ satisfaz (V f(T),d) <0, tem-se que d € Dy(T).

Demonstracao: Seja d € Dy(z). Para todo t suficientemente pequeno, a diferenciabi-

lidade de f implica em
0> f(T+td) — f() =tV f(T),d) + ot).
Colocando t em evidéncia do lado direito, temos
0>t((Vf(T),d)+o(t)/t).

Dividindo ambos os lados da desigualdade por ¢t e passando ao limite quando ¢t — 0%,

obtemos

0>(Vf(T),d),

o que prova o item (a). Agora, vamos mostrar o item (b). Suponhamos que (V f(z),d) < 0.

Temos que
f(@+td) = f(7) = t((V[(7),d) + o(t)/1).
Em particular, para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos
(VI(@).d) +olt) /1 < 5(V(E).d) <0,
o que implica que f(Z +td) — f(Z) < 0, ou seja, d € Dy(T). d

A Figura 2.4 ilustra a Proposi¢ao 2.2.9. Como (Vf(Z),d) < 0, segue-se que d é
uma dire¢ao de descida da fungao f no ponto Z, ou seja, f(T+td) < f(z) para todo t > 0

suficientemente pequeno.
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Figura 2.4: Tlustracdo da Proposigao 2.2.9.

O resultado a seguir define condigoes de otimalidade de primeira ordem quando o
conjunto viavel 2 é convexo, que deve ser satisfeita quando T € 2 dado é minimizador

local do problema (1). Sua demonstra¢ao pode ser vista em [17].

Proposicao 2.2.10. (Condig¢des de otimalidade de primeira ordem no caso do
conjunto vidvel convexo) Sejam Q C R™ um conjunto convexo e fechado, e f : R™ — R
uma fungdo diferencidvel no ponto T € ). Se T é um minimizador local de f no conjunto
Q, entao

(Vf(T),z—7) >0, Vo €, (2.8)

ou, equivalentemente,

Po(T —aVf(T)) =7, Ya € R;. (2.9)

Além disso, se f é uma fungio convexa, T € 0 e vale (2.8) ou (2.9), entao T é um

minimizador local de f em €.

Defini¢ao 2.2.11. (Ponto estaciondrio) Dizemos que um ponto T € R™ é um ponto
estaciondrio do problema (1) se T € Q) e vale (2.8) ou (2.9).

A definicao de ponto estacionario é fundamental e sera utilizada na andlise de conver-
géncia no préximo capitulo. A Proposicao 2.2.10 mostra que, para um ponto ser uma
solucao local do problema (1), ele tem que ser estaciondrio. Por meio desse resultado,
podemos estabelecer critérios de parada para métodos do Gradiente Projetado que se

baseiam na distancia entre os termos obtidos do algoritmo no processo iterativo.

2.3 Convergéncia

Introduziremos a nogao de sequéncia quasi-Fejér, [13], e apresentaremos um resultado
que utilizaremos no préximo capitulo, especificamente na analise de convergéncia para o

caso convexo.
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Definigao 2.3.1. (Sequéncia quasi-Fejér) Seja T C R"™ um conjunto ndo vazio. Di-
zemos que uma sequéncia {ay} C R™ é quasi-Fejér com relagio a T se, para todo z € T,

existe uma sequéncia {e} C Ry tal que a série Y32 e € convergente e ocorre
larss — 217 < llax — 2] + e, (2.10)

para todo k.

Proposicao 2.3.2. Seja T C R"™ um conjunto ndo-vazio e {ar} C R™ uma sequéncia

quasi-Fejér convergente. Entdo:
(a) {ax} € limitada.

(b) Se um ponto de acumula¢io a de {ax} pertence a T, entdao a sequéncia completa

{ax} converge para @.
Demonstracgao:

(a) Fixando z € T e aplicando (2.10) iterativamente, temos:
lax — 2 |I* < llax-1 — 2I|* + ex—s

< |lar—2 — 2||* + ex_1 + €x—2

k-1

< llaog—z*+ X<
=0
o0
S ||CLO — ZH2 + Zgj‘
=0
Como Y52 ¢; é convergente, podemos tomar M = [jag — z[|* + 3232 &;. Dat:

lax — 2> < M = |lax — 2|| < VM,
e segue que

lar]l = llax = 2 + 2] < flax = 2l + [|2]| < VM + |[].
Logo, {ay} ¢é limitada.

(b) Sejam @ € T um ponto de acumulagao de {ax} e § > 0 arbitrario. Seja {ay, } uma
subsequéncia de {ay} que converge paraa. Como Y 32, ) é convergente, entdo existe
ko € N tal que 352, &; < 6/2 e existe k1 € N tal que £, > ko e |lag, —al]* < 0/2
para todo k > ki, uma vez que @ ¢é o limite de {a,, }. Entdo, para qualquer k > 0y,

temos
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lax =@ |* < llag—s —al* + e

< |lar—o —a@l||* + cp_1 + p_2

k—1
< llag, —al*+ > &

jzékl

(e e}
< llae, —al*+ >_ ¢
J=Li,

Concluimos que lim a; = a@. O
k—o0

No préximo capitulo, apresentaremos os métodos do Gradiente Projetado empregados

neste trabalho, equipados com buscas lineares monétonas e nao mondétonas.



Capitulo 3

Buscas mondotonas e nao monotonas

em métodos do Gradiente Projetado

Diversas escolhas sdo possiveis em métodos do Gradiente Projetado para os parametros

de comprimento de passo do esquema iterativo

Th1 = T + V(e (Br) — k). (3.1)

Neste capitulo, introduziremos as estratégias analisadas neste trabalho para a escolha
desses parametros de comprimento de passo. No caso do método do Gradiente Projetado
ao longo de dire¢oes viaveis, empregamos buscas lineares mondtonas e nao monotonas,
baseadas na busca de Armijo, [14]. J4 para o método do Gradiente Projetado ao longo

de arcos de projegao, empregamos a busca de Armijo mondtona, [16].

3.1 Buscas lineares ao longo de direcoes viaveis

De forma geral, buscas lineares para métodos computacionais buscam assegurar um
decréscimo suficiente da fungdo f em um ponto xy; em relagdo ao valor de f(xy). Uma
estratégia possivel para o esquema iterativo (3.1) de método do Gradiente Projetado
consiste em utilizar a busca de Armijo ao longo das dire¢oes viaveis do conjunto () para
a escolha do parametro 7.

Inicialmente, considerando o esquema iterativo (3.1), para todo k € N, escolhemos
Br € [5, B] para 0 < B < B Fixados os escalares 0,0 € (0, 1), escolhemos 7, = 6™+ onde

my, € o menor inteiro nao negativo satisfazendo a desigualdade

far + 0™ (2 (Br) — 1)) < flaw) + 0™V f(ax), 2x(Br) — k) + Vi (3.2)

(
O pardmetro v, em (3.2), introduz a nao-monotonicidade da busca linear e satisfaz o

seguinte: dado 6, € [0, 1), temos que 011 € [dmin, 1] € Vi1 € R satisfaz a condigao

0 < vy < (1= 6pp)[f(wr) + vk — f@p41)]- (3.3)

Gostariamos de observar que, desde que xi () — =% seja uma diregao de descida, (3.2)
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implica que f(zx) + vk — f(2x4+1) > 0. Embora a condigao (3.3) nao seja utilizada direta-
mente na implementacao do método, ela desempenha um papel fundamental nos resulta-
dos teoricos que serao discutidos. Em particular, essa condi¢ao garante que a sequéncia
{f(zx) + vx} é mondétona nao crescente, o que serd explorado na andalise de convergéncia.

A seguir, apresentamos trés casos particulares para a escolha do parametro v, > 0,

baseadas em [14].

1. Busca de Armijo mondétona
Tomando v, = 0, a busca linear em (3.2) é a conhecida busca de Armijo moné-
tona. Essa busca é amplamente utilizada em problemas de otimizacao. Neste caso,

podemos tomar d; = 1 e a condigao (3.3) serd satisfeita para todo k.

2. Busca nao mondtona do tipo Maximo
Seja M > 0 um parametro inteiro. Nessa estratégia, toma-se, a cada iteracao k, o
maximo entre os valores f(xy) nas M iteragoes anteriores. Essa busca requer um

comprimento de passo 7, > 0 satisfazendo

Fon+m(@n(Be) —2e)) < max = f(2rj) + oV (@k), 24 (Br) = 2). (3.4)

Para simplificar as notacoes, definimos f(z¢x)) = maxo<j<min{e,m—1} f(Tr—;). A fim
de identificar (3.4) como um caso particular de (3.2), tomamos v, = f(xx)) — f(xk)

e dmin = 0. Note que vy = f(z9) — f(xg) = 0. Assim, reescrevendo (3.3), obtemos

Optrf (@) + vk — flars1)] < (f(wr) + o) — (f (pg1) + Vig1).

Considerando que v, = f(2yx)) — f(2r), temos que

Ok [f (o)) — f(are)] < Flwawy) = F(@eprn))-
Dividindo ambos os lados por f(zex)) — f(2k+1), obtemos

f (o)) — f(Toes))
f@ewy) = f(@ps)

de modo que vy, = f(xok))— f (1) € Opi1 < (fF(@ey) = (@eer1))/ (f (@er)) = (@h41))
satisfazem a condigao (3.3).

Op1 <

3. Busca nao monétona do tipo Média
Essa estratégia de busca ndao monotona consiste em tomar, a cada iteracao k € N,
uma média ponderada dos valores de f(zy) nas iteragoes anteriores. Seja Cy = f(xo)
e Qo = 1. Nessa estratégia, toma-se 1 € [0,1) e define-se

mQrCr + f(2r11)

Qrr1
Uma vez que nQk/Qrr1 = 1 — 1/Qr11, entdo (3.5) é equivalente a

Cri1 = (1 — ! ) Ci + M (36)
Qk+1

. (3.5)

Qi1 =M@ +1, Cirp1 =
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Temos também que a condi¢ao (3.3) é equivalente a

F(@ry1) + ver < (1= 0p1) (f(2r) + va) + Oppa f(Thpa)- (3.7)

Segue entao de (3.6) que, tomando v, = Cy — f(zx) € 0p+1 = 1/Qpy1, a condicdo
(3.7) ¢ satisfeita. Note que, nesse caso, também temos vy = f(x¢) — f(xg) = 0.

Além disso, considerando Qg = 1 € Nyax < 1, a defini¢do da sequéncia {Qy} se torna

Q1 = MeQr + 1
= (1@ + 1) +1
= MeMk—1Qk—1 + i + 1
= M1 (M—2Qr—2 + 1) +mp + 1
= MMh—1Mk—2Qr—2 + MMh—1 + M + 1

1

k 7 k ' 00 '
= Zan—z + 1 S annax § annax = 1
=014 j=0 j=0

Neste caso, devido a 041 = 1/Qg+1, podemos tomar dyin = 1 — Npax > 0.

- nmam

A seguir, apresentamos formalmente o Algoritmo 1 referente as estratégias descritas

empregadas no Método do Gradiente Projetado ao longo de diregoes viaveis.

Algoritmo 1: METODO DO GRADIENTE PROJETADO (DIREGOES VIAVEIS)
1 Tome um ponto inicial 2o € Q, 6,0 € (0,1),e>0,0< 3 <3, By € [, 5],
Co = f(x0),Qo =1, M > 0 inteiro, vy = 0 e faga k = 0.

Se ||xo — zo(1)]| < €, entdo pare e declare que z é um ponto estacionario.

N

3 Senao, calcule v, de acordo com a estratégia de escolha do parametro de
comprimento de passo (Busca de Armijo monétona, busca ndo mondtona do
tipo Maximo ou busca ndo monétona do tipo Média).

Determine S, € [3, 8] e v& por (3.2).

Calcule 21 (8r) = Po(zr — Bk Vf(x1)) € 21 = 2k + V(2 (Br) — xk).

Se ||zx — k41| < €, entdo pare e declare que 3 é um ponto estacionario.

'y

(S}

[

N1

Senao, faca k = k + 1 e retorne para o passo 3.

Na préxima se¢ao, discutiremos o emprego da busca de Armijo no método do Gradiente

Projetado ao longo de arcos de projecao.

3.2 Busca de Armijo ao longo do arco de projecao

Considerando o esquema (1.2), que trata do método do Gradiente Projetado ao longo

de arcos de projecao, empregamos a busca de Armijo mondtona para o calculo do para-
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metro de comprimento de passo. Nesse caso, fixados os escalares 3, 6 e o, com § > 0,
0,0 € (0,1), calculamos By = 6™ 3 em (1.2), onde my, é o menor inteiro ndo negativo

satisfazendo

far (0™ B)) < far) + o(V f(xr), 2107 B) — ). (3.8)

Essa estratégia pode ser vista como um caso particular do esquema iterativo (3.1),
onde tomamos 7, = 1 para todo k € N e calculamos S por meio da busca de Armijo.

Gostariamos de ressaltar que a estratégia de busca ao longo de arcos de projecao
requer uma projecdo no conjunto §2 para cada ponto teste da busca de Armijo. Esse
fato pode acarretar no calculo de muitas projecoes para cada iteracao, o que pode causar
maior esforco computacional, a depender da projecdo empregada. A estratégia de busca
ao longo de diregoes viaveis, por outro lado, requer apenas uma projecao por iteragao.

O Algoritmo 2, a seguir, formaliza a busca de Armijo empregada no método do Gra-

diente Projetado ao longo de arcos de projecao.

Algoritmo 2: METODO DO GRADIENTE PROJETADO (ARCOS DE PROJEGAO)

1 Tome um ponto inicial zo € Q CR", € >0, 0,0 € (0,1), 8> 0 e faca k = 0.

N

Se ||xzg — zo(1)]| < &, entdo pare e declare que z é um ponto estaciondrio.
3 Senao, determine [y por meio da busca de Armijo.
4 Calcule Lp4+1 = PQ(Ik - ﬁka<C(]k))

Se ||zx — xpy1]| < €, entdo pare e declare que z; é um ponto estacionario.

(S}

[

Senao, faca k = k + 1 e retorne para o passo 3.

O processo iterativo definido pelo Algoritmo 2 requer o calculo de uma projecdo em
(2 para cada ponto teste da busca de Armijo, de modo que essa op¢ao so é viavel quando
o calculo da projecao em ) possui custo computacional relativamente baixo.

Além disso, nessa estratégia de método do Gradiente Projetado, a distancia entre dois
pontos teste consecutivos na busca linear pode ser muito pequena em certas regides do
conjunto viavel 2. Em particular, a distancia entre as projecoes de dois pontos em €2 pode
ser pequena, ainda que os pontos estejam distantes um do outro. Conforme Birgin et al.
[6], a avaliacao da fungao objetivo em dois pontos muito préximos representa um mau uso
das informacoes disponiveis, o que pode nao ser eficiente em termos de convergéncia.

No préximo capitulo, apresentamos uma analise de convergéncia para o Algoritmo 1

e para o Algoritmo 2.



Capitulo 4
Analise de convergéncia

Neste capitulo, apresentamos uma analise de convergéncia para métodos do Gradiente
Projetado com o emprego das estratégias de buscas lineares ao longo das diregoes vidveis e
ao longo de arcos de projecao, discutidas no Capitulo 3. Relembramos que, neste trabalho,

estamos considerando o problema
minimizar f(z) sujeito a x € Q@ C R". (4.1)

O resultado classico de convergéncia para métodos do Gradiente Projetado estabelece
que pontos de acumulagao da sequéncia {zy}, gerada pelo algoritmo, sdo pontos estacio-
néarios para o problema (4.1). No entanto, esse resultado nao assegura nem a existéncia
nem a unicidade desses pontos, conforme [16].

Tusem, [16], apresenta um resultado mais forte no caso convexo para métodos do Gra-
diente Projetado ao longo de diregoes viaveis e ao longo de arcos de projecao, considerando
uma busca linear mondtona. A ideia central é provar que a sequéncia completa {x} ge-
rada pelo algoritmo, e nao apenas os pontos de acumulagao, converge para uma solugao do
problema (4.1), apenas assumindo que o problema possui solugoes e que a fungao objetivo
f é convexa.

Ferreira et al., [14], apresenta resultados de convergéncia anédlogos para o caso de
métodos do Gradiente Projetado ao longo de dire¢des viaveis, mas abrangendo o caso de
buscas lineares nao monétonas e considerando uma proje¢ao inexata no conjunto 2, isto
¢, uma projecao que permite uma tolerancia relativa de erro.

Para o caso dos métodos do Gradiente Projetado ao longo de diregoes viaveis, apresen-
tamos uma adaptacao dos resultados dos mencionados, fornecendo uma prova alternativa
da Proposicao 12 em [14] e do Teorema 1 em [16], considerando a proje¢do ortogonal

empregada no presente trabalho. Os resultados apresentados nas préximas segoes sao
baseados em [4], [14] e [16].
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4.1 Buscas lineares ao longo das direcoes viaveis

Inicialmente, vamos mostrar que as buscas definidas na Se¢ao 3.1 do Capitulo 3, ao
longo de diregoes viaveis, estao bem definidas. Isso significa que, sob certas hipoteses,
sempre é possivel encontrar um parametro de comprimento de passo positivo que satisfaca

a condicao de decrescimento da funcao.

Proposigao 4.1.1. Sejam o € (0,1), v > 0, x € Q e d € R™ tais que (Vf(x),d) < 0.
Entao, existe 0 <7 < 1 tal que f(x+~d) < f(z)+oy(Vf(x),d) +v para todo v € (0,7].

Demonstragao: Pela diferenciabilidade de f, temos que
fla+d) — f(z) =¥V [(z),d) +o(7).
Somando oy(V f(z),d) — oy(V f(z),d) do lado direito, obtemos
[z +~d) = f(z) = oy(V[(z),d) — o (V[ (2),d) + v (V[(z),d) + o(7).
Colocando v(V f(z),d) em evidéncia,
f(@+d) = f(z) = oy (V[(z),d) + (1 = 0)y(V[(2),d) + o(7).

Colocando v em evidéncia nas duas ultimas parcelas,

P+ d) — f&) = oA (T F (@), d) + (1 = ) V@), dy +o() /2] (42)
Pela condicao (V f(x),d) < 0, temos que, para todo v suficientemente pequeno, vale
(1 =0}V f(x),d)+ 0(’:) < 1;0<Vf(x),d> < 0.

Assim, assumindo que 7 ¢ suficientemente pequeno, usando que y[(1 — o)(V f(z),d) +
o(7)/7] < 0 e que v > 0, obtemos de (4.2):5

F(a+7d) < f(x) +07(Vf(2),d) +v.

Tomando 0 < 7 < 1 como o maior valor que satisfaz a desigualdade acima, ela sera valida
para todo v € (0,7]. O

No préoximo resultado, vamos mostrar que a dire¢do zx(fx) — xr é uma direcao de
descida, onde xy(0y) = Po(xr — Bk V f(2k)).
Proposicao 4.1.2. Sejam xy e x(Br) definidos pelo Algoritmo 1. Entao
(a) z € Q, para todo k € N.
(b) Se V f(xy) #0, entdo (V f(xy), xx(Br) — zx) < 0.
Demonstragao:

(a) Vamos aplicar indugao sobre k. Temos que zy € 2 pela inicializacdo do Algoritmo

1. Vamos assumir que x; € Q para um k arbitrario. J& que zx(8r) = Po(xy —
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BV f(zr)), entdo zx(Fx) € Q. Como v = 0™ ¢ 0 € (0,1), entdao v, € [0,1]. Assim,
Tyt = T +Ye(2e(Br) — 2x) € uma combinacao convexa entre xy e xx(Sk), 0 que nos

permite concluir que x4 € €2, pela convexidade de €.

(b) Pelo item (b) do Teorema 2.2.3, se Py(u) é uma projegao de u em €2, entdo, para
todo u € R" e v € Q, vale (u — Po(u),v — Po(u)) < 0. Pelo item (a), temos que
zy € Q para todo k € N. Entao, tomamos v = x e u = x5 — [V f(xy), considerando
que xx(8y) = Po(wx — BV f(xx)). Assim,

(wp = BV [ (k) — 2k(Br), 2 — zi(Br)) < 0.

Reorganizando a desigualdade acima,
(=B V f(xr) + (2 — 2%(Bk)), 21 — 21 (Br)) < 0.
Utilizando a linearidade do produto interno,

=BV f(@r), 2 — 2 (Br)) + (2 — 2x(Br), zr — 21(Br)) < 0.

Como (zy — zk(Be), zx — Tx(Br)) = ||lzx — x(Br)||* > 0, subtraimos esse termo do

lado esquerdo, donde

=BV f(@r), 21 — 21 (Br)) < 0.

Dividindo ambos os membros por —f; < 0, obtemos

(Vf(xr), v — 2(Br)) > 0.
Utilizando novamente a linearidade do produto interno,
(Vf(zr), zr(Br) — 1) <0,

obtendo o resultado desejado. 0

Vamos mostrar um resultado parcial de convergéncia para a sequéncia {xy} gerada pelo
Algoritmo 1, isto é, vamos mostrar que cada ponto de acumulagiao de {z} é estacionario
para o problema (4.1). Para isso, utilizaremos o resultado a seguir, que segue diretamente
da condigao (3.3).

Lema 4.1.3. Para todo k € N, temos que

0 < Oprr[flzr) + v — flaps)] < (F(zn) +vi) = (f (@k1) + Vier1). (4.3)
Como consequéncia, a sequéncia {f(xy) + vx} € nao crescente, isto €, para todo k € N,
vale f(xpi1) + veyr < fan) + v

Demonstracao: Considerando a condigao (3.3), temos que

Vi1 < (1= 0pe) [f (@) + vk — f@h41)]-

Expandindo os termos,

Ver1 < f(og) + v — f(@p41) = Sppn f(@h) — Otk + Oppn f (Thp)-
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Reorganizando a desigualdade acima,

Orr1f (xr) + k1 — kg1 f(zrra) < (f (k) + vk) — (f (Thgr) + Vi)

Colocando 041 em evidéncia no primeiro membro,

O [f (wr) + v — flor1)] < (f(zn) + k) = (f(@r41) + Vgr)

Agora, levando em conta a primeira desigualdade em (3.3), ou seja, 0 < (1 —0p41)[f (zx) +
vp— f(2g41)], podemos afirmar que 0 < 0y 1 [ f(2k)+vk— f(Tg11)], uma vez que i, € [0, 1)
e Ok+1 € [Omin, 1], 0 que implica que 1 — dpy1 € 041 S0 positivos. Assim, obtemos o

resultado desejado:

0 < Opy1lf(wr) + vk — floegn)] < (fF(wn) + vi) — (f (Thrr) + Vi)
O

Proposicao 4.1.4. Seja {x}} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 e assuma que o pro-
blema (4.1) tenha solugées e que lim v, = 0. Entdo, o Algoritmo 1 para com um nimero
finito de iteragoes em um ponto estaciondrio para o problema (4.1). Caso contrdrio, gera
uma sequéncia {xy} infinita, para a qual cada ponto de acumulagio T é um ponto estaci-

ondrio para o problema (4.1).

Demonstragdo: Primeiramente, assuma que {z;} é finita. Nesse caso, pela condigdo
de parada do algoritmo, isto é, ||zx — zx11|| < €, segue da Definicdo 2.2.11 que xy é
estacionario para o problema (4.1). Assuma agora que {z;} ¢é infinita. Seja T um ponto
de acumulagao de {z} e seja {z),} uma subsequéncia de {z;} tal que lim; oz, = T.
Uma vez que {z;} C  pela Proposicdao 4.1.2, entdo T é um ponto aderente a (2,
pois, para todo € > 0, pode-se obter uma bola B(Z,¢) tal que B(Z,c) N Q # &, ja que
lim; ;o 7; = 7. Como 2 ¢ fechado, entao possui todos os seus pontos de aderéncia,
donde T € 2. Além disso, considerando a continuidade de f e que limg .o v = 0,
temos que lim;_,, ( fog,) + ij) = f(Z). Portanto, assumindo que o problema (4.1) tem
solucdo, ou seja, f possui um minimizador em €2, entao a sequéncia { f(zx)+v } é limitada
inferiormente, além de ser mondtona nao crescente pelo Lema 4.1.3, o que implica que
ela converge. Assim, assumindo que limg_,o, v = 0, concluimos que limg_,o, f(z) =

limg oo (f(zr) + 1) = f(T). Além disso, (3.1) e (3.2) implicam que, para todo k,
f(@rr1) < flaw) + on(V (), 2e(B) — 2r) + Vi
Pela Proposicao 4.1.2, considerando V f () # 0, vale (V f(zg), zx(5k) — ) < 0. Além
disso, uma vez que g, 0 > 0, temos
0 < —ov(Vf(xn), e (Br) — zr) < flor) + vk — f(Thsa)- (4.4)

Agora, devido a v, € [0,1] e 8, € [B, 5] para todo k, entdo as sequéncias {7} e {Bi}
sao limitadas, de modo que possuem subsequéncias convergentes. Podemos assumir, sem

perda de generalidade, que lim; ook, = 7 € [0,1] e lim; o B, = B > 0 para algum
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B e b, B] Agora, passemos ao limite em (4.4) ao longo das subsequéncias {x, }, {7} e

{Br, }, isto ¢,

]}erolo[f(xk) +vp — f(xpe1)] > kli_)r{)lo[—d’m(Vf(%k), Tr(Br) — xx)] > 0.

Uma vez que limy_,o f(zx) = f(T) e limy_,o v = 0, e considerando a continuidade de

Vfede Pyeque zi(Br) = Po(xy — BV f(zr)), o limite acima resulta em
0> —o7(Vf(T), Po(T — BV f(T)) —T) > 0.
Mas isso implica que
—0Y(Vf(T), Po( — BV f(T)) —T) = 0.
Dividindo ambos os lados por —o # 0, obtemos

F(V f(T), Po(T — BV f(T)) — T) = 0.

(4.5)

Consideremos dois casos. Primeiro, vamos supor que 7 = lim_,, Ye; > 0. Seja uw =

7 — BV f(T). Entdo, dividindo (4.5) por 4 obtemos
(Vf(@), Pa(u) —7) =0.

(4.6)

Multiplicando e dividindo a igualdade acima por 3 # 0 e somando T — Z no produto

interno,
B @ — (&= BV(@), Palu) — ) = 0.
Utilizando u = = — BV f(%) e dividindo por B! 0, temos
(T —u, Po(u) —7) = 0.
Como T € (2, pelo Teorema 2.2.3, vale
0> (Pa(u) —u, Po(u) — ).
Somando (4.7) na desigualdade acima,
0> (Po(u) —u, Po(u) — ) + (u — =, Po(u) — T).
Pela linearidade do produto interno, temos
0> (Po(u) —u+u—1, Po(u) — ).
Cancelando os termos simétricos e considerando que (v, v) = ||v||?, temos

0> || Po(a) -z

donde T = Py(w). Utilizando novamente o Teorema 2.2.3, considerando que @

BV f(T), vale, para todo x € €,
(u—7,2—7T)<0= (T—pVf(T)—7,2—T) <0.

Cancelando os termos T e —T e utilizando a linearidade do produto interno,

—6(Vf(@),z—T) <0.

(4.7)

=T —
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Dividindo por —f < 0, temos
(Vf(@),x—7) >0.

Como a desigualdade acima ¢é véalida para todo = € (), pela Definicao 2.2.11, obtemos
que T é um ponto estacionédrio para o problema (4.1). Vamos considerar agora o caso em
que ¥ = limg, v = 0. Seja ¢ € N fixo. Uma vez que 7, = 0™ com 0 € (0,1) e my
inteiro, existe um k tal que my > ¢. Uma vez que my é o menor inteiro nao negativo que

satisfaz (3.2) e ¢ < my, vale

flog + 01 xp(Br) — xx)) > f(xg) + 00UV f(r), 2k (Br) — xx) + V.

Passando ao limite quando k — oo, pela continuidade das fungoes, temos que

f@—0"=(8) — 7)) = f(7) + 00" (Vf(T),7(8) — 7). (4.8)
Pela contrapositiva da Proposigao 4.1.1, se ¢ € (0,1), v > 0, z € 2, d € R" e nao
existe 7 < 1 tal que f(x +vd) < f(x) + oy(Vf(x),d)
(Vf(x),d) >0, donde (4.8) implica que (V f(Z),Z(5) —
4.1.2, assumindo que V f(z) # 0, temos que (V f(

+ v para todo v € (0,7], entdo
Z) > 0. Porém, pela Proposicao
xr), Tr(Or) — k) < 0. Assim, passando

ao limite quando k — oo, temos (V f(Z),Z(8) — Z) < 0 e, deve ocorrer que

0=(Vf(@),7(8) - 7) = (V[(@), Pa(u) - 7).
Entao, a igualdade (4.6) também ¢ vélida para este caso e concluimos que T é estacionario

para o problema (4.1) pelos mesmos argumentos. O

O parametro de tolerancia v, > 0, que introduz a nao-monotonicidade da busca linear,
deve se tornar cada vez menor quando a sequéncia {xj} tende a um ponto estacionario.

O resultado a seguir apresenta uma condigao geral para essa propriedade.

Proposicao 4.1.5. Seja S tal que dpy1 € [Omin, 1] satisfaz a condigao (3.3). Se dpin > 0,

entdo a série Y ;2 vy € convergente. Consequentemente, limy_,o v = 0.

Demonstragdo: Seja T o minimizador de f em ), ou seja, f(Z) < f(zy) para todo k €
N. Considerando que vy = 0 pela inicializacao do Algoritmo 1, somamos a desigualdade
(4.3) do Lema 4.1.3 com k entre 0 e N € N arbitrario, obtendo

Z O (f () + v — f(@r41)) < Z (z1) + vi) — (f(Trgr + vir1)] -

Expandlndo a soma do lado direito e cancelando os termos simétricos, obtemos

Z Or+1(f (r) + v — f(@r11)) < f(@o) — flans1) — v

Somando vy 2 0 no segundo membro, temos

Z Ok+1(f(zk) + v — f(zr41)) < f@0) — f(@N41).
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Como  é o minimizador de f em 2, entdo f(Z) < f(zn1), donde

Z k1 (f (k) + vk — fzr41)) < flzo) — [(2).

Passando ao limite com N — oo, obtemos

Z Op1 (f (@r) + v — flars1)) < flao) — f(Z). (4.9)
Agora, consideremos a condlgao (3.3), dada por

0 <wppr < (1= 6ppa)[f(wr) + vk — f@p41)]-

Passando a soma infinita nessa desigualdade e considerando que > 7 Vit1 = Dopeo Vks

]; Vg < ;(1 — Ok 1) [f(@k) + v — f(2hp)].

Multiplicando e dividindo o lado direito por dg.1,

S 3 (1500 fualston) +n = fana)

Agora, como 01 > 5mm para todo k € N, onde 0,5, > 0, temos que
Z Vp < < gm:m> > Okl f () + vk — f(@ps1)]
Utilizando (4.9) na de&gualdade acima, Vale
> < (S50 () ~ (@)

Portanto, a série 77 vy, é convergente, o que implica que limy_,, v = 0. O

A busca linear de Armijo mondtona e a busca do tipo Média, apresentadas no Capitulo
3, satisfazem a hipotese da Proposigao 4.1.5, ou seja, 6, > 0. No entanto, para a busca
nao mondtona do tipo Maximo, nés s6 podemos garantir que 6,,;, > 0, de modo que nao
podemos aplicar a Proposigao 4.1.5 para garantir que limy_.., v, = 0. Trataremos deste

caso separadamente no resultado a seguir.

Proposicao 4.1.6. Considere a sequéncia {x} gerada pelo Algoritmo 1 com a busca
linear nao mondtona do tipo Mdximo, definida por (3.4), ou seja, vy, = f(xyw)) — f(zk)
para todo k € N, onde f(xyxr)) = maXo<j<min{r,m—1} f(Tr—j). Além disso, assuma que
o conjunto de nivel Lrq(f(zo)) = {x € Q; f(x) < f(xo)} € limitado e vy = 0. Entdo,

limk_>oo V = 0.

Demonstracao: Seja zp = xx(0k) = Palxr — BV f(2x)). Considerando que z, € 2

para todo k, pelo Teorema 2.2.3, temos que

(= BV f(xr) — 21, 1 — 21) < 0.
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Utilizando a linearidade do produto interno, reescrevemos a desigualdade acima como

<.Ik — 2k, L — Zk> - Bk<Vf<$k),$k - Zk> S 0.

Considerando que (v, v) = ||v||?, obtemos

@ — 2il|? = BV f (zx), 2 — 2) < 0.

Reorganizando a desigualdade e utilizando novamente a linearidade do produto interno,

2 — 2l]” < =BV f(x), 21 — ).
Levando em conta que £ € [, B], com 0 < 3 < f3, e que (Vf(zk), zx — zx) < 0 pelo item
(b) da Proposigao 4.1.2; desde que V f(xy) # 0,

= 2ell* < =B(V f (@), 25 — ).
Dividindo a desigualdade acima por B > 0,

|z — zl|?

Por outro lado, devido a f(zyx)) = f(2r) + &, 0 Lema 4.1.3 implica que {f(zyx))} é
nao crescente. Além disso, uma vez que vy = 0 e v, > 0 para todo k£ € N, temos que
f(@re1) < flap) + v < @) + v < f(20) + 0 = f(20). (4.11)
Portanto, a sequéncia {x,} C Lsa(f(xo)). Sabemos que a sequéncia {f(z;)} é limitada
superiormente por f(xg) e, uma vez que L qo(f(xo)) é limitado, entdo {f(z)} é limitada
também inferiormente, devido & continuidade de f. Portanto, de (4.11) obtemos que
{f(zeum))} é limitada e mondtona, logo converge. Relembramos que, da definicao de
f(xe), €(k) é um inteiro satisfazendo
k—min{k, M — 1} < {(k) < k. (4.12)

Do esquema iterativo (1.1), temos que

To(k) = Togk)—1 + Vek)—1(Ze(k)—1 — Te(k)—1)-

Dai, (3.4) implica que

F(@owy) < f@oemy-1)) + 0ve)y—1(V [ (Te)-1), 20)—1 — Ta(e)—1)5
para todo k > M (se k < M, pode ocorrer que ¢(k) = 0 e ndo poderemos obter £(k) —1).

Reorganizando a desigualdade acima, obtemos

—0Yuk)-1{V [ (o)1), 2ee)—1 — Te)—1) < [(@eeiy—1)) — [(@ow))-
Utilizando (4.10), vale

g
77@(k)—1||2e(k:)—1 - $z(k)—1||2 < f(iw(z(k)—l)) - f(ifz(k))

s

Considerando que {f(z¢x))} é convergente, passando ao limite quando k& — oo, obtemos

. g 2
i, B’Mk)—lHZe(k)fl — Ty [ = 0.
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N ~ . g
Dividindo a equacgao acima por =, temos

hm Yeeky—1 || ze(ky—1 — Zlﬁz(lc)71||2 = 0.
Levando em conta que yy)-1 € (0, 1], pela defini¢ao de limite,

hm Ye(ky—1| Zeky—1 — Tey—1|| = 0. (4.13)
Vamos mostrar que limy_,o, f (ZL“k) = limp o0 f(@r)). Para isso, como estratégia, defini-

mos g(k;) = ((k 4+ M + 2). Primeiro, vamos mostrar por indugio que, para todo j > 1, as

seguintes igualdades sao vélidas:

5z 265 = Ty 51l = 0 (4.14)

k—o0

hm f(xz(k ;) =1im f(z)), (4.15)

onde estamos considerando k > j — 1. Assuma que j = 1. Note que {{(k):k € N} C
{0(k); k € N}, visto que, para k = 0, temos £(0) = (M + 2). Assim, a igualdade (4.14)
segue diretamente de (4.13). Pelo esquema iterativo (1.1), a validade de (4.14) implica que
limyseo |25 =11l = 0. Uma vez que f é continua, entdo Lyo(f(20)) é fechado e, uma
vez que é limitado, entao é compacto. Disso, decorre que f é uniformemente continua nesse
conjunto. Assim, temos que limy_, f (:U@(k)fl) = limy_,o f (a:g(k)) e, utilizando novamente
o fato de que {{(k); k € N} C {{(k);k € N}, isso implica em (4.15). Assuma agora que
(4.14) e (4.15) sejam validas para algum j arbitrario. Devido a

i) = Tey—j—1 T Vi —i—1(Fi -1~ Tigw—i—1):
a desigualdade (3.4) implica que
F@imy—5) < F@uagy—gn) T 9w -0V @iy ) Ziw—a1) — Tigy—an)- (4:16)
Utilizando argumentos similares aos que utilizamos para obter (4.13), podemos obter
hm N Yik)—(j+1) ||Zz —G+1) — Titk)—(G+1) H = 0.

Portanto, (4.14) é valida para j + 1, o que implica que limyo |24 ; — Tyl = 0-

Novamente, a continuidade uniforme de f em Lyq(f(zo)) fornece

Hm f (- 4)) = MM f(24_5),

k—o0 k—o0

o que mostra que (4.15) é valida para j + 1, e aqui finalizamos a induc¢ao. Considerando
agora (4.12) e que {(k) = £(k + M + 2), obtemos

e+ M+2)<k+M+2=0k) <k+M+2=0(k)—(k+1) <M +1.

Reescrevendo (1.1), temos que 2y = Zx11 — Yk(2x — ). Aplicando essa igualdade recur-
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sivamente, obtemos

Tpt1 = Thto — 7k+1(2k+1 - l‘k+1)
= Tg4+3 — %+2(Zk+2 — Tht2) — Vi1 (Zhg1 — Ik+1)

= Tpa — Ver3(Zkts — Thas) — Ver2(Zht2 — Toto) — Ver1(Zke1 — Thi1)

(k)—k—1
= Tyk) — Z Vf(k)fj<zf(k)fj - xlf(k)fj)‘
j=1

Reorganizando a igualdade obtida acima e utilizando a desigualdade triangular, obtemos
d(k)—k—1
[ xé(k)H < Zl ’Ylﬁ(k)—jH(Zé(k)fj - f@(k)q)”-
]:

Agora, passando ao limite quando k — oo e levando em conta (4.14), temos
A(k)—k—1
]}g{)lo (e Ié(k)“ < ,}1_{20 321 W(k)_jH(Zé(k)_j - xi(k)—j)” = kh_)fgo |Tkt1 — x@(k)H <0,

donde obtemos limy_o [|Z511 — 4[| = 0. Portanto, novamente devido a continuidade

uniforme de f em Ly q(f(x0)) e considerando que { f(z¢u } é convergente, concluimos que
Jim ) = Jim Say) = Jim o),

e considerando que v, = f(xyxk)) — f(xk), segue que limy_,o0 v = 0. O

No resultado a seguir, vamos mostrar que, quando a funcao f é convexa, entdo a
sequéncia gerada pelo Algoritmo 1, nos casos da busca de Armijo mondtona e da busca
nao mondétona do tipo Média, converge para uma solugdo do problema (4.1), apenas sob

a hipdtese de existéncia de solu¢oes do problema.

Teorema 4.1.7. Assuma que o problema (4.1) tenha solugoes e que f € convexa. Entdo,
o Algoritmo 1, que gera a sequéncia {x}, nos casos da busca de Armijo mondtona e da
busca nao mondtona do tipo Média, para em alguma iterada k, no caso em que xp € uma
solugao do problema (4.1). Caso contrario, gera uma sequéncia {zy} infinita que converge

para uma solugcdo x* do problema.

Demonstragao: No caso em que o algoritmo para em alguma iterada k, a condi¢ao de
parada do Algoritmo 1 garante que x; é estacionario. Uma vez que f é convexa, pontos
estaciondrios sdo solugoes para o problema (4.1), de acordo com a Proposi¢ao 2.2.10.
Vamos assumir, entdo, que o algoritmo gera uma sequéncia {x} infinita. Seja T qualquer
solugdo do problema (4.1), ou seja, f(Z) < f(z) para todo x € Q. Considere o termo
S = ||zre1 — xil|® + ||lzx — Z||* — ||zras — Z||?. Utilizando o fato de que ||v,v||* = (v,v),

obtemos

S = (Tpy1 — T, Tp1 — Tk) + (Th — T, — T) — (T — T, Tppg1 — T).
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Pela linearidade do produto interno, vale
S = (1, Thy1) —2(Tps1, T)+2{xp, T) —2(x), T)+H(T, T) —(Tps1, Thop1)+2(Tps1, T)— (T, T).
Cancelando os termos simétricos e colocando 2 em evidéncia, obtemos
S =2((zg, xr) — (Tk, T) — (Tht1, T) + (Thy1, T))-
Mais uma vez, pela linearidade do produto interno,
S = 2(xp — Tpy1, Tk — T).
Considerando que x4 = x + Yi(2k(Br) — xx), temos
S = 2(zg — (zr + (ke (Br) — xx)), T — T).

Cancelando os termos simétricos e utilizando a linearidade do produto interno, obtemos

S = 29 (xk(Br) — x, T — k). (4.17)

Agora, pelo Teorema 2.2.3 e considerando que zx(8x) = Po(ve— BV f(zk)) e que T € €,

vale

0 < (xx(Br) — (wx — BV f(21)), T — 21(B))-
Somando xj — x; no produto interno,

0 < (zk(Br) — zi + BV [ (@k), (T — 2i) + (xr — zk(Br)))-
Pela linearidade do produto interno,
0 < (@r(B) — e + BV f (@), @ — @) + (@(Br) — zi + BV f (wk), oo — 2u(Br))-
Novamente, pela lincaridade do produto interno, podemos escrever
0 < (@r(B) = r, T — a) — BV f (k), 21 — Z) + (2 (Br) — 2 + BV f (2k), 2 — 20(Br))-
Rearranjando a desigualdade acima, obtemos
(r(Br) = 2, @ — @x) 2 Br(V f (@n), v — T) — (x(Br) — 2 + BV f (2r), 2 — 2(B))-
Utilizando o Teorema 2.2.5 ¢ o fato de que 24 € €,
(@e(Br) — @k, & — @) 2 Bulf (@) — F(@)] + (@r(Br) — 2 + BV f(@k), w1 (Br) — @)

Pelo fato de Z ser solu¢ao do problema (4.1), temos que f(xy) — f(Z) > 0. Como S > 0,

segue que

(Tr(Br) — ok, @ — k) > (wa(Br) — p + BV f (wr), 24 (Br) — 7).

Utilizando a linearidade do produto interno no lado direito, obtemos

<$k(ﬁk) — T, T — $k> > <3?k(5k) - xk,lﬁk(ﬁk) - -73k> + 5k<vf($k), fk(ﬁk) - $k>

Pelo fato de (v,v) = ||v||?, temos

(Tr(Br) — 2 T — ) > [|lza(Be) — zell* + Br(V f (@), 2(Br) — w1 (4.18)
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Além disso, do esquema iterativo (1.1), temos que

T — Tk
T1(B) — Ty, = Tkl T R
Yk
Tomando a norma ao quadrado na igualdade acima,
2
Trr1 — Tk
2k (Br) — mal|* = | ———=
Vi

Colocando 7, % em evidéncia no segundo membro,

(k) = 2xll® = % Jewe — @il (4.19)
Combinando os resultados (4.17), (4.18) e (4.19), segue que

21 =P+ =2 = onsn =21 = 2 |3 Nower — 2ell® + BelV f (@) 2a(Br) — )] -

Utilizando a distributividade no segundo membro,

e = 2l* + loe = 2 = lzwas = 2017 = 29 wnen — 2ll® + 2B (V f (@0), 21(8) — ).

Rearranjando a desigualdade acima,

@pr1 — ZI|* < Nlwprs — 2l + lze — Z2))° = 295 Hlwnsr — zell* — 2986(V f (21), 2 (Br) — )

Colocando o termo ||z 1 — 73||? em evidéncia, temos

e — 2 < flaw — 212 4+ (1 = 295 Dl @i — 2ell® = 2%B6(V f (@), 21(Br) — ).

Agora, como v € (0,1], temos que —27;* < —2 =1 — 27, ' < —1, donde

lwrsr = Z)* < o = 217 = 2086V f (2k), 2k (Br) — 24).- (4.20)
Agora, vamos considerar especificamente a maneira pela qual os pardmetros de compri-

mento de passo 7,’s sdo determinados. Pela desigualdade (3.2), referente ao processo de

busca linear, temos que, para todo p € N,

f(@p+ (2 — 7)) < f(@p) — 09V f(2p), 15 — 2,(58p)) + vp.

Reorganizando a desigualdade acima e considerando que z,41 = =, + 7,(2, — ), temos
=0 (V[ (@), 2p(Bp) — ) < flap) = [(@ps1) + 1.
Multiplicando a desigualdade acima por 25, /0,

=287 (V f(2p), 2p(Bp) — xp) < Lﬂp

o [f(%o) - f(xp—i-l) + ’/p]-
Vamos definir
ep = =287 (V [ (2p), 7p(Bp) — 2p)- (4.21)

Uma vez que z,(8,) — x, é uma direcdo de descida, isto é, (V f(x,),x,(8,) —xp) <0, e
Bp € 7y, sao positivos, temos que €, > 0. Considerando que /3, € [5, B] para 0 < 3 < B,

entao 3, < 3 , donde obtemos

o0 < () — flapn) 4 1) <

° |2

[f(zp) = f(zpr1) + 1)
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Somando a desigualdade acima com p entre 0 e k e levando em conta que Z é solugao do

problema (4.1), temos

ngg %‘6 {f(mo)_f(xkﬂ)"’zyp] < %‘ﬁ [f(xo)_f(i')‘i‘z%’/p] :

p=0 p=0
Passando ao limite quando k& — oo, e considerando o resultado da Proposicao 4.1.5,
> 26 A 1- 5mm ~
>y < 2 stan) = p@) 4 (152 ) (1) - 1@
p=0 min
Portanto, a série -2 &, é convergente. Levando em conta (4.20) e (4.21), obtemos
s — 212 < llzw — 2P + 2. (422)

Seja S* o conjunto de solugoes do problema (4.1). Uma vez que T é um elemento arbitrario
de S* e 302 ¢p < 00, (4.22) implica que {z;} é quasi-Fejér com relagao a S, de acordo
com a Definig¢ao 2.3.1. Ja que S* é nao vazio por hipdtese, segue da Proposigao 2.3.2
que {x} é limitada e, portanto, possui pontos de acumulagao. Pela Proposigao 4.1.4,
todos os pontos de acumulagao de {xz}} sdo estaciondrios. Pela convexidade de f, esses
pontos estaciondrios sdo solugbes para o problema (4.1), ou seja, pertencem a S*. Pela
Proposicao 2.3.2, a sequéncia {xy} completa, isto é, indexando k a N, converge para

uma solugao do problema (4.1). O

4.2 Busca de Armijo ao longo de arcos de projecao

Apresentaremos agora os resultados de convergéncia correspondentes a busca de Ar-
mijo ao longo de arcos de projecao, que seguem diretamente dos resultados para a estraté-
gia ao longo de diregoes viaveis desenvolvidos anteriormente, com algumas modificacoes.

Os resultados a seguir sdo validos sem assumir a convexidade de f.
Lema 4.2.1. Seja () C R™ um conjunto convezo e fechado. Para todo x € ) e z € R", a
fungao ¢ : (0,400) — R, definida por

_ |Palz + B2) — ||
©(B) = 5 ,

é mondtona nao crescente.

Demonstracao: Vamos tomar dois escalares 31 e § com 1 > 0 e B9 > 31 e mostrar

que

[Po(z + B22) — x| _ |[Palz + biz) — ]
B - Io '

Para isso, consideremos as seguintes mudangas de variaveis: y = f12, A = /01, a = z+y

(4.23)

e b=x+ \y. Assim, (4.23) pode ser reescrita como

PQ ((L’ + %512) — X

< giHPQ(x—f—ﬂlz) — || = [|[Pa(b) — || < A[|Pala) — x| (4.24)
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Vamos analisar separadamente os possiveis casos.

e Se Py(a) = x, temos ||Po(b) — z|| = 0 = Pu(b) = = ¢ a desigualdade (4.24) ¢é

valida.

e Sea €, entdo Py(a) = a =  + y, de modo que (4.24) se torna || Py(b) — z|| <

Myl = 1|6 — ||, que também é vélido para uma proje¢ao ortogonal.
e Se Po(a) = Pq(b), entdo (4.24) também ¢é vélida, pois A > 1.

Portanto, é suficiente mostrar que (4.24) é valida no caso em que Py(a) # Po(b), Po(a) #
z, Po(b) # x e a ¢ Q. Sejam H, e H, os dois hiperplanos que sao ortogonais a Pqo(b) —
Po(a) e passam por Po(a) e Pq(b), respectivamente. Pelo Teorema 2.2.3, valem as
desigualdades

(Pa(a) = Pa(b),b— Pa(b)) <0,

(Pa(b) — Pa(a),a — Pg(a)) < 0.

Da definicao de produto interno, isso significa que o angulo entre os vetores Pg(b)Pg(a; e

—
Po(b)b e entre os vetores Po(a)Po(b) e aPo(b) sdo dngulos maiores ou iguais a 7 /2. Isso

implica que nem a e nem b se encontram estritamente entre os dois hiperplanos H, e Hy.
Além disso, x se encontra do mesmo lado de H, que a estd, entdao x ¢ H,. Sejam s, e
sp as intersegoes da reta {x + a(b — x); € R} com H, H,, respectivamente. Seja w a
intersegao da reta {x + a(Pg(a) —x);a € R} com H,. A Figura 4.1 representa o caso que

estamos analisando.

Figura 4.1: Interpretacao geométrica para o Lema 4.2.1.

Note que os triangulos As,xPg(a) e Asyrw sao semelhantes, de modo que

lso =l _ llw—]]

Isa =2l [[Pala) — |

(4.25)
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Além disso, os segmentos wPqy(b) e Po(b)Po(a) sdo ortogonais, ou seja, o tridngulo
A Pqo(a)Po(b)w é retangulo, donde

lw = Po(a)]| = [[Pa(b) = Pala)l- (4.26)

Considerando os fatos acima e desde que y # 0, vamos reescrever a variavel A = 55/ da

seguinte maneira:
A b—
PN 7 1] e
Iyl Myl lla—=]]

Além disso, como os pontos x, a, b, s, e s sdo colineares, ji que pertencem a reta

(4.27)

{z+a(b—1x);a € R}, e a ndo se encontra estritamente entre os dois hiperplanos H, e Hy,

temos que a estd entre x e s, (ou entao é o préprio s,). Isso implica que |la—z|| < ||sa—z]|,

donde > . Utilizando argumentos semelhantes, obtemos que s, esta
la =] = llsa — |

entre x e b, o que implica que [|b — x| > ||s, — z||. Multiplicando essas desigualdades e

considerando (4.27), obtemos

P Lk N Cl
la ==[[ = llsa — |
Utilizando (4.25), obtemos
o lw—a]
— |IPala) — ]

Uma vez que z, Po(a) e w s@o colineares e Py(a) estd entre x e w (pois Po(a) € H, e

w € Hy), o segmento Tw pode ser dividido nos segmentos Py (a) e Po(a)w, de modo que
[w =] [lw—Po(a)] + |[Pala) — =
[ Pa(a) — ] |1 Pa(a) — ]
Utilizando agora (4.26), obtemos
|w — Po(a)|| + [|Pala) — [ _ [[Pa(b) — Pala)| + [|Pa(a) — |
[ Pa(a) — ] B |1 Pa(a) — ]
Pela desigualdade triangular, temos que || Po(b) — Po(a)|| + ||Pa(a) — z|| > || Pa(b) — ||,
donde

A2

A

|Pa(b) — Pa(@)l] + | Pala) — ] _ |Pa(b) — 2| | Pa(b) — 2
1Pala) — a [ Pata) 2l — 7 [ Pala) — 2|

Multiplicando a desigualdade acima por || Pg(a) — z||, obtemos (4.24), o que conclui a

A2

prova. 0]
Proposigao 4.2.2. Seja {x1} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2. Entdo:

(a) z € Q, para todo k.

(b) Se Vf(xy) #0, entao (V f(xk), xx(Br) — x1) <O0.
Demonstragao:

(a) Como zy € () pela inicializagdo do algoritmo e xp1 = Po(xr— [V f(x)), é imediato

que x, € €2 para todo k.
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(b) Uma vez que x € ) pelo item anterior, aplicando o Teorema 2.2.3, temos que

(r — 2k (Br), (2 — BV f(xr)) — 2k(Br)) < 0.

Utilizando a linearidade do produto interno e reorganizando a desigualdade, obtemos

(T — 2k (Br), T — 21(Br)) < Be(V f(z), 21 — 21 (Br))-

Pelo fato de (v,v) = ||v||* e como 3 # 0, obtemos
_ 2
0 < Iz ;]’:(5’“)” < (V (), h — ax(Br)). (4.28)

Assim, concluimos que

(Vf(zr), 26(Br) — 21) <0,

onde assumimos que z; nao é estacionario, ou seja, ||xx — xk(Bx)|| # 0. O

No proximo resultado, vamos mostrar que a busca linear de Armijo ao longo de arcos
de projecao esta bem definida, isto é, sob certas hipteses, sempre é possivel encontrar um
parametro de comprimento de passo positivo que satisfaga a condi¢ao de decrescimento

da funcao.

Proposicao 4.2.3. Sejam o € (0,1) e x € Q. Entdo existe B* > 0 tal que

f@(B)) < f(x) — oV [(x), 2 —x(P)) (4.29)
para todo [ € (0, 8*], onde z(B8) = Po(x — BV f(z)).

Demonstragao: Se z é estacionario, entao ||z —z(5)|| = 0, o que implica que = = x(f3).
Nesse caso, (4.29) é valida para 8* sendo qualquer escalar positivo. Vamos assumir entao
que x nao ¢ estaciondrio, ou seja, ||z — z(8)| # 0 para todo 8 > 0. Pelo Teorema do

Valor Médio, temos que

f(@) = f(2(B) = (V[(&), 2 — x(B)),
onde &g pertence ao segmento de extremidades = e z(f). Somando V f(x) — V f(x) no

produto interno, obtemos

f(@) = f(@(8)) = (V&) = V[(x) + Vf(z),2 — x(3)).

Pela linearidade do produto interno, vale

f@) = f(2(B)) = (V[(z), 2 —z(B)) + (V[(s) — V(z),z — (), (4.30)
Reorganizando (4.29),
f(x) = f(z(B)) = o(Vf(z),z — ().
Utilizando (4.30),
(Vf(x),x —x(B)) + (V[(&) — Vf(z),z —x(8)) =2 o(V[(x),z —2(8))
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Reorganizando a desigualdade acima e colocando o termo (V f(x),z —x(f)) em evidéncia,

(I=0)(Vf(x),z —x(8)) = =(V[(&) — V[(z),z — x(B)).

Pela linearidade do produto interno,

(L =o)(Vf(z),z —z(B)) = (V[f(x) = V[(&) x — x(B)). (4.31)
Da equacgao (4.28) e do Lema 4.2.1, temos que, para todo € (0, 1], vale

<Vﬂmw—xw»znx—amwm‘gwmznx—umwm—anw

ou seja,
(Vf(@),x —x(B)) = [lv — z(B)|| |l — =(1)]].

Portanto, substituindo (V f(z),z — z(8)) em (4.31), temos que, todo 5 € (0, 1] que satis-

fizer a equacao

(1= ol = ()] > (VHo) - T7(E). E200 ), (432

ir4 satisfazer também a equacdo (4.31). Tomando 3 suficientemente pequeno, temos que
z(8) — x e, portanto, £ — x, uma vez que &g pertence ao segmento de extremidades x e
z(B). Disso, decorre que V f(z)—V f(£5) em (4.32) tende a zero e, portanto, o lado direito
dessa desigualdade também tende a zero quando [ tende a zero. Assim, tomando algum
[* suficientemente pequeno, (4.32) serd satisfeita e, como consequéncia, (4.29) também
seré satisfeita para todo 5 € (0, 5*]. O

Proposigao 4.2.4. Se o problema (4.1) possui solugoes e T é um ponto de acumulagio

da sequéncia {x}, entao T é um ponto estaciondrio para o problema.

Demonstragao: A proposicao anterior garante que [ estd bem definido como um
nimero positivo para todo k € N. Seja T um ponto de acumulacao de {z;} e seja Ny C N

com Nj infinito tal que lim_,, xx = T para k € N;. Considerando (3.8), temos que

f(@e(Br)) < f(aw) — o(V (), vx — 2 (Br))-

Reorganizando a desigualdade acima e considerando o € (0,1), xx(8x) = Tgr1 € o item

(b) da Proposigao 4.2.2, temos que
f(zr) = f(xre) = o(V f(z), 2 — Tpy1) > 0. (4.33)
Assim, podemos afirmar que

fxr) = f(@h41) >0,

donde segue que {f(zx)} é mondtona decrescente e, portanto, f(xy) — f(Z) quando
k — oo, para k € N;. Sem perda de generalidade, podemos supor que limg_,, S = B >0,

para k € Ny C N com N, infinito. Vamos considerar dois casos possiveis. Se ocorrer
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liminfy_. Bs = 3 para algum 3 > 0, entdo, das equagdes (4.28) e (4.33), obtemos

ollzr — Tpel?

f(xr) = f(zre) 2
Br
Multiplicando o segundo membro pelo termo [ /3, obtemos

wm—xamw>2
B '

Utilizando o Lema 4.2.1, uma vez que (3 é o comprimento de passo inicial, isto é, 3 >

fuw—qunZUm(

para todo k € N; segue que

f(xr) = fzre) = 0B <W> .

Uma vez que liminfy_ .., Br = B, entao B < B para todo k € N, de modo que

~

f@w—fmﬂnzZ§mw—mwm2

Passando ao limite quando k& — oo, temos que

o~

;ﬂw—IWNQSO

Dividindo ambos os lados por UB /BZ, e calculando a raiz quadrada, obtemos
|z —z(B)|| = 0 =7 ==(B),

donde segue que T é estacionario. Vejamos agora o caso em que liminf,_,. B = 0.
Nesse caso, existe uma subsequéncia {f;}, com k& € Ny C N, sendo Ny infinito, tal
que limg .o, O = 0. Isso significa que, para todo k& € N, suficientemente grande, a
desigualdade da busca de Armijo falha pelo menos uma vez, ou seja, my > 1 em (3.8).

Isso significa que

Fla) = flar(07'81) < o{V flan), ax — (07" Br)). (4.34)
Além disso, para todo k € Ny, x; nao é estacionario. De fato, se fosse ) estacionario,
terfamos x;, = x1(3) e a desigualdade da busca de Armijo seria satisfeita para (8, = 3, o
que é absurdo, ja que estamos tomando k£ € N, suficientemente grande. Portanto, x; nao

é estacionario e deve ocorrer

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

Flae) = Fe(07'6k) = (V (&), 2 — 21(07" Br)),

onde & pertence ao segmento de extremidades y e 2, (67! 8;). Somando V f(xy)—V f(x)

no produto interno, obtemos

flan) = f(@(07'6r) = (Vf(&) = Vf(xr) + Vf(aw), 2, — 2107 Br)).
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Pela linearidade do produto interno,

flaee) = a0 6r) = (Vf(2r), 26 — 2107 Be)) + (V (&) — Vf (@n), 2 — 2£(071 ).

Combinando a equacao acima com (4.34), obtemos

(V (), vp—2i (07 Be)) +(V f (&) =V f(xp), ai—21 (07 Br)) < o(V f(wk), zr—25 (07 Br))-

Colocando o termo (V f(xy), zx — (67! 5%)) em evidéncia,

(1 — U)(Vf(ivk),l'k — xk(é_lﬁk» < <Vf(l‘k) — Vf(fk), Tk — xk(é_lﬂk)) (436)
Pela equacao (4.28), vale

|os — 951«(9_151@)”2.

(Vf(or), o — 2(07 Br)) = 0-15,

Reescrevendo o lado direito da desigualdade acima,

— -1
(Vf(zy),zp — xk(@—lﬁk» > |k Qﬂﬁ_kl(gk Br)

Utilizando o Lema 4.2.1, considerando que 5 > 6714y,

Lz, — 2028,

(f.an = o 50) = 1 ol e
Combinando (4.35), (4.36) e (4.37), obtemos

C (lo=n @, ey
a >(B (T ﬂk)!|><<Vf( O = VG, 2 — (67 B).

Reorganizando o membro esquerdo e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz do

lado direito, obtemos

! ;UHM — 2k (B) Ml — (07 BR) || < IV f(zr) = V(&) lze — 2107 Br)]]-
Dividindo ambos os lados por ||zx — (67! 5¢)|| # 0, obtemos
= B < IV S = V€ (4:38)

Passando ao limite quando k — oo em (4.38), temos que S8 — 0 e 2,(07'3x) — 7, donde

& — T. Portanto, obtemos
|z —z(B)| < 0= ||z —z(B)|| = 0 = = = z(B),

e concluimos que T é estacionario. O

Assim como no caso das buscas lineares ao longo de dire¢des vidveis, no resultado a
seguir, mostraremos que, quando f é convexa, a sequéncia {z}, gerada pelo Algoritmo

2, converge para uma solugao do problema (4.1).

Teorema 4.2.5. Assuma que o problema (4.1) tenha solugoes e que f € convexa. Entdo,
o Algoritmo 2, que gera a sequéncia {xy}, para em alguma iterada k, no caso em que xy
¢ uma solugao do problema (4.1). Caso contrdrio, gera uma sequéncia {xy} infinita que

converge para uma solugao x* do problema.
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Demonstragao: No caso em que o algoritmo para em alguma iterada k, a condicao de
parada garante que x;, € estacionario. Uma vez que f é convexa, pontos estaciondrios sao
solugbes para o problema (4.1), de acordo com a Proposig¢ao 2.2.10. Para o caso de uma
sequéncia infinita, primeiramente, observamos que os calculos feitos na demonstracao do
Teorema 4.1.7, até a desigualdade (4.20), nao consideram a maneira especifica pela qual
os parametros (;’s e .’s sao definidos. Entao, esses calculos sao validos para a sequéncia
que estamos considerando aqui, onde agora 7, = 1 para todo k e fj é dado por (3.8).

Portanto, para toda solugdo = do problema (4.1), vale
k1 = Z)* < llow — 21 + e, (4.39)
onde

Note que, para todo k, g, > 0 pela Proposicao 4.2.2 e pela positividade de ;. Vamos

mostrar que a série Y 52, € € convergente. Considerando (3.8), temos que

f(@rgr) < flaw) — o (Vf(xn), ox — Tpia).

Reorganizando a desigualdade acima e levando em conta que xp11 = Po(xp — 5V (1)),
o(V f(xr), xr — Po(xr — BeV f(n)) < flar) — f(rg)-

2
Multiplicando ambos os lados por ﬁ, obtemos
o

201 (V f(xr), 2 — Po(zr — BV f(xr))) < (?) (f(zx) = f(@p41))-

Considerando (4.40), podemos reescrever

o< () o) = sl < (L) @0 - sy
Somando a desigualdade acima com k entre 0 e j, e considerando a otimalidade de Z,
; _ _
> ex < () (0~ flaw) < (2) e - s60)
Passando ao limite quando k& — oo, obtemos
> o< (2) (rtan - 1),
k=0 o
Portanto, a série Y72, €5 é convergente. Considerando (4.39), segue que, assim como no
Teorema 4.1.7, a sequéncia {x} é quasi-Fejér com relagdo ao conjunto de solugdes S*,
conforme a Definicdo 2.3.1. Entdo, a Proposi¢ao 2.3.2 implica que {z;} ¢ limitada,
logo possui pontos de acumulacao. Pela Proposicao 4.2.4 e pela convexidade de f,
todos esses pontos de acumulacao sao estacionarios e, portanto, solugoes para o problema
(4.1). Finalmente, a Proposicao 2.3.2 implica que a sequéncia {x;} completa, ou seja,

indexando k a N, converge para uma solu¢do do problema. 0



Capitulo 5
Resultados numéricos

Neste capitulo, apresentaremos o estudo numérico realizado para comparar as estraté-
gias discutidas no Capitulo 3 na minimizagao de uma fun¢ao. Os experimentos numéricos
foram desenvolvidos utilizando-se a linguagem de programacao Julia e foram realizados
em um computador com processador Intel Core i5 de 2.11 GHz, 8 GB de RAM e sistema
operacional Windows. Os c6digos utilizados neste trabalho estao livremente disponibiliza-
dos em https://github.com/EmanuelMQueiroz/Projected_Gradient_Method e podem

também ser acessados pelo QR code abaixo.

Inicialmente, apresentaremos a ferramenta que empregamos na comparagao dos di-
ferentes algoritmos e, nas se¢des subsequentes, apresentaremos os resultados numéricos
obtidos.

5.1 Comparacao de diferentes algoritmos

Para comparar o desempenho de diferentes algoritmos de otimizacao, pode-se pensar
em resolver um tnico problema utilizando esses algoritmos. No entanto, uma andlise mais
completa pode ser obtida ao comparar o desempenho desses algoritmos em uma colegao de
problemas. Muitas vezes, a analise é feita por meio de tabelas que exibem o desempenho
de cada algoritmo, em cada problema, para um conjunto de medidas de desempenho, como
tempo de CPU, nimero de avaliagoes de funcao ou nimero de iteragées. No entanto, para

conjuntos grandes de testes, essas tabelas podem ser excessivamente grandes e dificultar
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a andlise dos resultados.

Neste trabalho, utilizamos a analise de desempenho introduzida por Dolan e Moré [10],
que propoe um meio de avaliar o desempenho de um conjunto de algoritmos aplicados
a um conjunto de problemas teste. Como exemplo, considere um conjunto P com n,
problemas teste e um conjunto S com n, algoritmos. Seja ¢, s o tempo de CPU necesséario
para resolver o problema p € P pelo algoritmo s € §. Caso o algoritmo nao resolva o
problema p, consideramos ¢, ; = 0o. Definimos o indice de desempenho r, ; como a razao

entre ¢, ; ¢ 0 tempo mais eficiente ¢, ; entre todos os algoritmos j € S, isto ¢,

tpﬁ
min{t, ;,j € S}

Tps =

Para o algoritmo mais eficiente na resolucao do problema p, ou seja, o que necessitou de
menos tempo de CPU, o indice r, 5 ¢ igual a 1. Quanto menos eficiente for um algoritmo,
maior serd o valor desse indice. Além disso, para cada algoritmo s, consideramos a fungao
de desempenho p; : [1,00) — [0, 1] que, para cada valor de indice de desempenho, retorna
o percentual de problemas na colecao P resolvidos com indice de desempenho menor ou

igual a ele. Essa fun¢ao é definida por

card{p € P;rps < T
pulr) = AP E P 2T

n
onde card{p € P;r,s < 7} é a quantidade de problemas p € P tais que os indices de

P

desempenho 7, ; sejam menores ou iguais que 7.

Por exemplo, p,(1) é o percentual de problemas que o algoritmo s resolve em menor
tempo, ja que 1 é o menor indice de desempenho. De forma geral, considerando outras
medidas de desempenho (ntmero de iteragdes ou nimero de avaliagoes de fungao, por
exemplo), ps(7) é o percentual de problemas que o algoritmo s resolve em 7 vezes o valor da,
medida de desempenho do algoritmo mais eficiente. A partir dos dados obtidos, geramos
um grafico, chamado perfil de desempenho, da funcdo p para cada um dos algoritmos
s€eS.

A Figura 5.1 ilustra um exemplo de perfil de desempenho de percentual de problemas
resolvidos em fun¢dao do tempo de CPU, de dois algoritmos, na resolu¢ao de uma colegao
de problemas. Observa-se que o Algoritmo 1 resolve 100% dos problemas, sendo mais
rapido em cerca de 80% deles, enquanto o Algoritmo 2 resolve pouco menos de 100% dos
problemas. Além disso, o Algoritmo 1 resolve todos os problemas utilizando 4 vezes o

melhor tempo.
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Figura 5.1: Perfil de desempenho de percentual de problemas resolvidos em func¢dao do tempo
de CPU do Algoritmo 1 e do Algoritmo 2.

5.2 Minimizacao da funcao de Rosenbrock

Existem problemas de Otimizagdao que, embora nao sejam fruto de alguma aplica-
¢ao0, sao muito importantes em procedimentos de teste de algoritmos, de modo que eles
destacam as virtudes ou eventuais problemas nesses algoritmos.

A fungao de Rosenbrock, [26], é um problema popular para testar algoritmos com

direcoes de descida baseadas no gradiente. Essa funcao f : R™ — R é definida por

n—1

flz) =D [100(ipy — 27)? + (z; — 1)%]. (5.1)

i=i

O ponto critico de f estd localizado em um vale, que é uma regiao onde existem
variacoes do valor da funcao objetivo significativas em certas dire¢oes e muito pequenas
em outras. Conforme [21], mesmo quando esse vale pode ser facilmente encontrado, a
convergéncia da sequéncia gerada por algum algoritmo de minimizacao para o ponto critico
¢ mais dificil, pois pequenas variagoes na direcao de descida em cada iteragao podem levar
a um aumento significativo no valor de f, o que torna mais desafiador encontrar a diregao
de descida adequada em certos casos.

A fungao de Rosenbrock possui apenas um ponto critico, que é f(z*) = 0 em z* =
(1,1,...,1). A superficie e as curvas de nivel da fungdo de Rosenbrock (5.1) para o caso

bidimensional estao representadas na Figura 5.2.
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(a) (b)

Figura 5.2: Superficie (a) e curvas de nivel (b) da funcao de Rosenbrock definida por (5.1),
considerando f : R? — R.

Considerando o Algoritmo 1 e o Algoritmo 2, denominamos da seguinte forma as

estratégias empregadas, a fim de facilitar a andlise dos resultados:

« PG1 — M¢étodo do Gradiente Projetado ao longo de dire¢oes viaveis com a busca

linear mondtona de Armijo.

o PG2 — M¢étodo do Gradiente Projetado ao longo de diregoes viaveis com a busca

linear nao mondétona do tipo Maximo.

« PG3 — Método do Gradiente Projetado ao longo de dire¢oes vidveis com a busca

linear nao mondétona do tipo Média.

e PG4 — Método do Gradiente Projetado ao longo de arcos de projecdo com a

busca linear mondtona de Armijo.

Nos testes numéricos realizados, minimizamos a fun¢ao de Rosenbrock (5.1) sujeito a
x € 2, onde consideramos 12 diferentes conjuntos de restricao 2. Esses conjuntos foram
escolhidos de modo a conter ou nao o ponto critico da funcao Rosenbrock em seu interior.
Os operadores de projecao implementados para esses conjuntos sao dados por férmulas
explicitas, fornecidas em [18].

Na Tabela 5.1, a seguir, definimos os conjuntos de restricio implementados e suas
respectivas formulas para a o operador de projegao ortogonal. Os conjuntos de indice

impar possuem o ponto critico da fun¢ao de Rosenbrock e os de indice par nao o possuem.
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Conjunto viavel Projecao
O = B('ffv 5)7
r=z"=(1,1,...,1) eR"e § =10 z, sexcQ
Po(z) = ~ ~ ~
Oy = B(Z,9), T—0x—a)/||z—=x|, sexeR"\Q

Z=(10,10,...,10) e R" e § = 15

Q3 ={zxeR"z; € (—00,a],j=
l,...,ntea=5

(Pa(@)); = min{a,a5}, j=1,....n
Y ={zeR"z;e(—00,a],j=

1,...,n} ea=0,5

Qs ={z e R"z; €la,b],j=

1,...,n}7a:—5eb:10 a, Sel’j<a

(Pa(z)); = zj, sea<z;<b, j=1...,n
Q6 = {z € R%zj € [a,b],] =

b, sex;>b
1,...,n},a=2eb=10

Q7 = {x € R"; (a,x) = b},
a=(1,1,....,1)eR"eb=n

b— (a,x)
P z)=x+|— ] a
Qs = {r € R"; (a,z) = b}, o) ( |all >

a = (10,10,...,10) e R" e b = 10

Qy = {z € R" (a,2) < b},
a=(1,1,...,1) e R" e b =100 . b
(mln{(), <a,:n>}> "

Po(x) =z + 5
QlO = {iL' € Rna <G,£L’> < b}v ||a”
a=(10,10,...,10) e R" e b=1

Qll = {33 € Rn,Al‘ = b}7 b= Aw*a
A € R3y,, tem posto 3

Po(z) =2 — AT(AAT) Y (Az —b)
Qg = {$ e R"; Az = b}, b= (1,1,1)

e A € Rzx,, tem posto 3

Tabela 5.1: Conjuntos vidveis e projegoes.

As dimensoes implementadas para essa funcao foram 5,10,20,70 e 100. Para cada
caso, tomamos 50 chutes iniciais, gerados aleatoriamente e projetados em 2. Assim,
foram testados 250 problemas para cada conjunto 2.

Consideramos, no Algoritmo 1 e no Algoritmo 2, a tolerdncia de convergéncia da
sequéncia sendo € = 107° e o pardmetro das buscas lineares ¢ = 10~*. Os algoritmos
sao interrompidos quando o ntmero de iteragoes atinge 50000 ou quando o parametro

de comprimento de passo atinge um valor menor que 10~° na busca linear. Assumimos
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também, no Algoritmo 1, 5 = 1.0 e § = 0.5, que sdo pardmetros geralmente empregados
para a busca de Armijo, e tomamos B =01, B = 0.9 e [y = 0.9, que sao parametros
sugeridos em [5]. Além disso, o célculo do pardmetro f no Algoritmo 1 foi realizado por

meio de interpolacao quadratica, isto ¢, dado [y € [B ) B], tomamos, para todo k € N,
By = BV f (xr), 2 (Br) — ) .
2[f(xr + Bi(@i(Be) — zx) — fan) — Be{V [ (2r), 21 (Br) — )]

Quando o célculo de f; resulta em um parametro fora do intervalo [B, B], tomamos [y,

(5.2)

igual a algum dos extremos do intervalo. Isto é, quando o calculo de [y, em alguma
iteracdo, resulta em B < 3, tomamos fBry1 = . Quando Bjq > B, tomamos [y = B

Para escolher os pardmetros que introduzem a nao monotonicidade da sequéncia {zy}
nas estratégias PG2 e PG3, resolvemos parte da colecao dos problemas mencionados com
essas estratégias empregando diferentes valores para esses parametros. Detalharemos, a
seguir, um exemplo de como esses parametros foram selecionados.

Para o conjunto €2y, por exemplo, a fim de selecionar o parametro M no conjunto
{3,4,5,6,7,8,9,10,15} que fornecesse o melhor desempenho para a estratégia PG2, re-
solvemos 100, dos 250 problemas selecionados para cada conjunto, utilizando cada um
desses parametros. Em seguida, fizemos uma comparacao do desempenho da estratégia
com cada um dos parametros, considerando o niimero médio de iteracoes e o tempo médio
de CPU gastos. Podemos observar, na Figura 5.3, que o parametro M = 4 forneceu um
melhor desempenho nesse caso, tanto em relagdo ao niimero médio de iteragées quanto em
relacao ao tempo médio de CPU. Assim, escolhemos M = 4 para comparar o desempenho

da estratégia PG2 com as outras estratégias nos testes para o conjunto €.

(a) Numero médio de iteragdes. (b) Tempo médio de CPU.

Figura 5.3: Variacdo do niimero médio de iteracoes e do tempo médio de CPU em funcgao da
variagdo do parametro M para a estratégia PG2 empregada no conjunto 2.

Ainda considerando o conjunto €2y, a fim de selecionar o pardmetro 1 no conjunto
{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9} que fornecesse o melhor desempenho para a estra-

tégia PG3, resolvemos os mesmos problemas do teste anterior com cada um desses para-
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metros e fizemos a mesma comparacao do desempenho da estratégia com cada um dos
parametros. Na Figura 5.4, podemos ver que a estratégia PG3 obteve um desempenho
similar em relagdo ao nimero médio de iteragoes para os parametros n = 0.3,0.4 e que
n = 0.3 foi o parametro que forneceu melhor desempenho em relagdo ao tempo médio de
CPU. Assim, escolhemos 1 = 0.3 para comparar o desempenho da PG3 com as outras

estratégias nos testes para o conjunto €2;.

(a) Numero médio de iteragoes. (b) Tempo médio de CPU.

Figura 5.4: Variacdo do niimero médio de iteracdes e do tempo médio de CPU em funcgao da
variacdo do parametro 7 para a estratégia PG3 empregada no conjunto €);.

Realizamos os testes descritos acima para cada um dos conjuntos onde a funcao de
Rosenbrock foi minimizada. A Tabela 5.2 mostra os parametros n e M utilizados em cada

caso.

Conjunto Q Ql QQ Qg Q4 Qg, QG Q7 Qg Qg QlO Qll ng
Valor de M | 4 4 4 3 3 3 3 3 4 3 3 3
Valorden | 03 | 01|01 |01]06|03]01|01]03]|04]06]| 0.2

Tabela 5.2: Valores dos parametros das estratégias nao monoétonas PG2 e PG3 que
forneceram o melhor desempenho em cada conjunto vidvel.

A fim de analisar e comparar as estratégias discutidas, foram realizados perfis de
desempenho em relagao a diferentes medidas de desempenho. A seguir, apresentamos os

resultados obtidos para cada um dos conjuntos testados.

5.2.1 Conjunto viavel (),

O conjunto y = B(z*,0) trata-se da bola aberta no R™ de raio § = 10, cujo centro
é o ponto critico da fun¢do Rosenbrock, z* = (1,1,...,1). Na Figura 5.5, pode ser visto

que as estratégias PG2 e PG3, que utilizam buscas nao monotonas, se destacaram em
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relacdo ao tempo de CPU e ao ntmero de iteragbes. Em particular, a estratégia PG2
(busca do tipo Maximo) resolveu cerca de 60% dos problemas mais rapidamente e com
menos iteragoes do que as demais estratégias. A estratégia PG4, ao longo de arcos de

projecao, obteve o pior desempenho nesses aspectos.

(a) (b)

Figura 5.5: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relacao ao
tempo de CPU e ao nimero de iteragoes.

Na Figura 5.6, ao analisar o desempenho das estratégias em relagdo ao ntimero de
avaliagoes de funcao e de projecao, observa-se que ocorreu um comportamento similar ao
anterior: a estratégia PG2 obteve o melhor desempenho e a estratégia PG4 foi a menos
eficiente. Em particular, em relacao ao niimero de avalia¢oes de projecao, a estratégia PG4
obteve um desempenho ainda pior que nas avaliagoes de funcao, devido a caracteristica

de seu esquema iterativo, que pode calcular mais de uma projecao a cada iteracao.

(a) (b)

Figura 5.6: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagdes de projecao.

5.2.2 Conjunto viavel (),

O conjunto Qs = B(Z,0) é a bola aberta no R™ de raio 6 = 15, cujo centro é o

ponto = (10,10,...,10) e ndo contém o ponto critico z* = (1,1,...,1) da fungao de
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Rosenbrock. Na Figura 5.7, pode ser visto que as estratégias PG1, PG3 e PG4 tiveram
desempenho similar em relagao ao tempo de CPU, enquanto a PG2 foi pior. Ja em em
relacdo ao numero de iteracgoes, a estratégia PG4 se destacou, resolvendo cerca de 80%
dos problemas com menos iteragoes do que as demais, enquanto a PG2 também teve o

pior desempenho.

(a) (b)

Figura 5.7: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
tempo de CPU e ao nimero de iteragoes.

Na Figura 5.8, ao analisar o desempenho das estratégias em relagdo ao niimero de
avaliagoes de funcao e de projecao, observa-se que a estratégia PG1 teve um melhor de-
sempenho nos dois aspectos, resolvendo cerca de 80% dos problemas com menos avaliacoes
de funcao e cerca de 60% com menos avaliacoes de projecao. As estratégias PG2 e PG4

tiveram desempenho inferior para essas medidas avaliadas.

(a) (b)

Figura 5.8: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagdes de projecao.

5.2.3 Conjunto viavel ()5

O conjunto Q3 = {z € R™z; € (—00,5],7 = 1,...,n} é um conjunto ilimitado

inferiormente e possui o ponto critico da fungdo Rosenbrock, z* = (1,1,...,1). Na Figura
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5.9, pode ser visto que a estratégia PG1 obteve o melhor desempenho, resolvendo cerca de
65% dos problemas mais rapidamente e cerca de 90% com menos iteragoes. A estratégia

PG3 ficou em segundo lugar nesses aspectos e a PG2 teve o pior desempenho.

(a) (b)

Figura 5.9: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
tempo de CPU e ao nimero de iteragoes.

Em relagao ao nimero de avalia¢oes de funcao e de projecao, na Figura 5.10, observa-se
que a estratégia PG1 também obteve o melhor desempenho nos dois aspectos, resolvendo
mais de 90% dos problemas com menos avaliagoes de fungao e de projecao. A estratégia

PG4 teve o pior desempenho nesses quesitos.

(a) (b)

Figura 5.10: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
numero de avaliacbes de fungdo e de avaliagoes de projecao.

5.2.4 Conjunto viavel (4

O conjunto Q4 = {z € R z; € (—00,0.5],7 = 1,...,n} é também um conjunto
ilimitado inferiormente, mas nao possui o ponto critico z* = (1,1,...,1) da fungao de
Rosenbrock. Na Figura 5.11, pode ser visto que as estratégias PG1, PG3 e PG4 tive-

ram desempenhos similares em relacao ao tempo de CPU, enquanto a PG2 teve o pior
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desempenho. Ja em relagdo ao nimero de iteragoes, a estratégia PG4 teve o melhor de-
sempenho, resolvendo cerca de 85% dos problemas com menos iteracoes. A estratégia
PG2 teve o pior desempenho também para o nimero de iteragoes.

Embora a estratégia PG4 tenha obtido o melhor desempenho em relacao ao nimero de
iteracoes, na Figura 5.12, podemos ver que essa estratégia foi pior em relagao as avaliagoes
de projecdo comparada as estratégias PG1 e PG3, o que justifica o fato de essas trés
estratégias terem obtido desempenho similar em relagao ao tempo de CPU. Além disso,
a estratégia PG2 teve o pior desempenho também para o nimero de avaliagoes de fungao

e de projecao.

(a) (b)

Figura 5.11: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagdo ao
tempo de CPU e ao nimero de iteragoes.

(a) (b)

Figura 5.12: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagdo ao
numero de avaliacdes de fungéo e de avaliagoes de projecao.

5.2.5 Conjunto viavel ()5

O conjunto Q5 = {x € R*z; € [-5,10],57 = 1,...,n} é um conjunto de restrigdes

do tipo caixa (ou hipercubo) e possui o ponto critico da fun¢do de Rosenbrock z* =
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(1,1,...,1). Podemos observar, na Figura 5.13, que a estratégia PG4 obteve o melhor
desempenho em relacao ao tempo de CPU e ao nimero de iteracoes, resolvendo cerca de
45% dos problemas em menos tempo e utilizando menos iteragoes. As outras estratégias

tiveram desempenhos similares entre si.

(a) (b)

Figura 5.13: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
tempo de CPU e ao ntimero de iteragoes.

Na Figura 5.14, nota-se que, em relacdo ao nimero de avaliagoes de funcao e de
projecao, a estratégia nao monotona PG3 teve um desempenho um pouco superior em
relacdo as demais, enquanto a PG4 teve o pior desempenho, sobretudo nas avaliagoes de

projecao, pois calcula uma projecao para cada ponto teste da busca linear.

(a) (b)

Figura 5.14: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagdo ao
numero de avaliacdes de fungéo e de avaliagoes de projecao.

5.2.6 Conjunto viavel ()

O conjunto Qs = {z € R xz; € [2,10],5 = 1,...,n} também é um conjunto de
restri¢oes do tipo caixa, mas nao possui o ponto critico da funcao de Rosenbrock. Podemos

observar, na Figura 5.15, que a estratégia PG4 obteve um desempenho muito superior em



Capitulo 5. Resultados numéricos 64

relacdo ao tempo de CPU e ao nimero de iteracoes, resolvendo 100% dos problemas mais
rapidamente e com menos iteragoes.

Na Figura 5.16, ocorre o mesmo comportamento em relacao ao nimero de avaliagoes
de funcao e de projecao: a estratégia PG4 teve desempenho muito superior que as demais
e as estratégias PG1 e PG3 tiveram o mesmo desempenho. Nota-se que, em relagdo ao
nimero de projegoes, a estratégia PG4 resolveu cerca de 80% dos problemas com menos

projecoes.

(a) (b)

Figura 5.15: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
tempo de CPU e ao ntimero de iteragoes.

(a) (b)

Figura 5.16: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagdes de projecao.

Pode-se observar que estratégias PG1 e PG3 tiveram desempenhos muito similares em
todos os aspectos avaliados (as curvas estao sobrepostas no perfil de desempenho relativo
as iteragoes). Esse comportamento pode ser atribuido a utilizacdo do pardmetro n = 0.1
para esse caso. Apesar de ter sido o parametro que obteve o melhor desempenho dentre
os testados, como a estratégia PG3 realiza a busca analisando uma média ponderada das

ultimas iteragoes, utilizar um parametro n préximo de zero aproxima o comportamento
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da busca do tipo Média ao da busca mondtona, que é a busca da estratégia PG1. Para

este conjunto, esse comportamento foi bem similar com a utilizacdo desse parametro.

5.2.7 Conjunto viavel (),

O conjunto Q; = {z € R";(a,z) = n}, onde a = z* = (1,1,...,1) e n é a dimensdo
de x, é um conjunto de restricao linear de igualdade envolvendo o produto interno entre
vetores. Esse conjunto possui o ponto critico * = (1,1,...,1) da fungdo de Rosenbrock.
Podemos notar, na Figura 5.17, que as quatro estratégias tiveram desempenhos similares
em relagdo ao tempo de CPU e niimero de iteragdes. A estratégia PG2 teve desempenho
um pouco superior que as demais para o tempo de CPU e um pouco inferior para nimero
de iteracoes.

Na Figura 5.18, nota-se que a estratégia PG4 teve o pior desempenho em relagdo
ao numero de avaliacoes de funcao e de projecao, sobretudo em relagao as avaliacoes de
projecao, o que se deve a sua caracteristica de realizar projecoes para cada ponto teste.

As demais estratégias tiveram desempenhos similares.

(a) (b)

Figura 5.17: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relacao ao
tempo de CPU e ao ntimero de iteragoes.
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(a) (b)

Figura 5.18: Perfis de desempenho das estratégias GP1, GPA2, GPA3 e GPA4 em relagdo ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagbes de projecao.

5.2.8 Conjunto viavel (g

O conjunto Qg = {z € R" (a,z) = 10}, onde a = (10,10,...,10), também é um
conjunto de restri¢ao linear de igualdade envolvendo o produto interno entre vetores, mas
nao possui o ponto critico z* = (1,1,...,1) da fun¢do de Rosenbrock.

Podemos observar, na Figura 5.19, que as quatro estratégias tiveram desempenhos si-
milares em relacao ao tempo de CPU. Ja em relagdo ao niimero de iteracoes, as estratégias
PG1 e PG3 tiveram um melhor desempenho e resolveram, cada uma, cerca de 30% dos
problemas com menos iteragoes que as demais. A estratégia PG2 teve o pior desempenho
nesse aspecto.

De maneira similar aos resultados para o conjunto €24, na Figura 5.20, podemos ver
que a estratégia PG4 foi pior em relacao as avaliagdes de projecao comparada as demais,
enquanto a estratégia PG2 teve o pior desempenho em relacdo as avaliagoes de funcao.
Essa inversao de comportamentos pode ter levado ao desempenho parecido das estratégias

em relagdo ao tempo de CPU.

(a) (b)

Figura 5.19: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagdo ao
tempo de CPU e ao nimero de iteragoes.
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(a) (b)

Figura 5.20: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagbes de projecao.

5.2.9 Conjunto viavel ()

O conjunto Qg = {z € R"; (a,z) < 100}, onde a = z* = (1,1,...,1), é um conjunto
de restri¢ao linear de desigualdade envolvendo o produto interno entre vetores, e possui
o ponto critico da funcao Rosenbrock. Pode-se observar, na Figura 5.21, que as quatro
estratégias tiveram desempenhos similares em relagdo ao tempo de CPU e ao niimero de
iteragoes. Em particular, as estratégias PG1 e PG3 tiveram desempenho melhor, enquanto

as estratégias PG2 e PG4 foram menos eficientes para essas medidas de desempenho.

(a) (b)

Figura 5.21: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagdo ao
tempo de CPU e ao nimero de iteragoes.

Na Figura 5.22, podemos observar que a estratégia PG1 teve o melhor desempenho
em relacao ao numero de avaliacoes de funcao e de projecao, resolvendo cerca de 80%
dos problemas com menos recursos do que as demais estratégias. Além disso, a estratégia

PG4 teve o pior desempenho nesses aspectos.
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(a) (b)

Figura 5.22: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagbes de projecao.

5.2.10 Conjunto viavel (),

O conjunto Q49 = {z € R";{(a,z) < 1}, onde a = (10,10,...,10), também é um
conjunto de restricao linear de desigualdade envolvendo o produto interno entre vetores,
mas nao possui o ponto critico z* = (1,1,...,1) da fungdo de Rosenbrock.

Podemos observar, na Figura 5.23, que as quatro estratégias tiveram desempenhos
muito parecidos em relacao ao tempo de CPU. Ja em relacao ao ntiimero de iteracoes, a
estratégia PG4 se destacou, resolvendo cerca de 85% dos problemas com menos iteragoes.
As estratégias PG2 e PG3 tiveram o pior desempenho nesse aspecto. Além disso, em rela-
¢ao ao numero de avaliacoes de projecao, a estratégia PG1 obteve o melhor desempenho,
enquanto a estratégia PG4 teve o pior desempenho, como pode ser visto na Figura 5.24.

Embora a estratégia PG4 tenha obtido o melhor desempenho em relagao ao nimero de
iteragoes, na Figura 5.24 podemos ver que essa estratégia foi pior em relagao as avaliagoes
de projecao comparada as demais estratégias, o que esta relacionado ao fato das quatro

estratégias terem obtido desempenho similar em relagdo ao tempo de CPU.

(a) (b)

Figura 5.23: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagdo ao
tempo de CPU e ao nimero de iteragoes.
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(a) (b)

Figura 5.24: Perfis de desempenho das estratégias GP1, GPA2, GPA3 e GPA4 em relagdo ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagbes de projecao.

5.2.11 Conjunto viavel (2,

O conjunto Q17 = {x € R"; Ax = Ax*}, onde A € Rsy,, trata-se do conjunto de
solugoes de um sistema linear do tipo Ax = b, onde a matriz A é fixada para cada
dimensao. Em particular, A é uma matriz que tem posto 3, isto é, todas as suas linhas
sdo vetores linearmente independentes, e x* = (1,1,...,1) é o ponto critico da func¢ao de
Rosenbrock.

Na Figura 5.25, observa-se que as quatro estratégias tiveram desempenhos similares
em relacao ao tempo de CPU. J& em relagcao ao nimero de iteracoes, as estratégias PG1 e
PG4 superaram as demais, resolvendo, cada uma, cerca de 35% dos problemas com menos

iteragoes do que as demais.

(a) (b)

Figura 5.25: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relacdo ao
tempo de CPU e ao ntimero de iteragoes.

Em relagdo ao ntimero de avaliagoes de funcao e de projecao, na Figura 5.26, pode-
mos ver que a estratégia PG1 teve o melhor desempenho, resolvendo cerca de 60% dos

problemas com menos recursos que as demais.
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(a) (b)

Figura 5.26: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
numero de avaliagoes de funcdo e de avaliagbes de projecao.

5.2.12 Conjunto viavel (2

O conjunto Q15 = {z € R"; Az = (1,1,1)}, onde A € Rsy,, trata-se também do
conjunto de soluc¢oes de um sistema linear do tipo Az = b, onde a matriz A é fixada para
cada dimensao e b = (1,1,1) Em particular, o ponto critico z* = (1,1,...,1) da fungao
de Rosenbrock nao estd nesse conjunto e estamos considerando A uma matriz que tem
posto 3, isto é, todas as suas linhas sdo vetores linearmente independentes.

Podemos observar, na Figura 5.27, que as quatro estratégias foram muito similares
em relacao ao tempo de CPU. J4 em relacao ao nimero de iteracoes, a estratégia PG1
se destacou das demais, resolvendo mais de 50% dos problemas com menos iteragoes.
A estratégia PG3 ficou em segundo lugar nesse quesito e a estratégia PG2 teve o pior
desempenho.

Embora a estratégia PG4 tenha obtido um desempenho superior em relacao ao nimero
de iteragoes comparada a estratégia PG2, ela foi inferior em relacao as avaliagoes de
projecao, como pode ser visto na Figura 5.28. Além disso, as estratégias PG1 e PG3
tiveram desempenhos relativamente préximos ao niimero de iteragoes, avaliagoes de funcao
e de projecao. Esses comportamentos estao relacionados ao desempenho similar das quatro
estratégias em relacao ao tempo de CPU. Acrescentamos, ainda, que a estratégia PG1
teve desempenho superior as demais estratégias em relagdo ao nimero de avaliacoes de

funcao e de projecao.
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(a) (b)

Figura 5.27: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relagao ao
tempo de CPU e ao ntimero de iteragoes.

Na Figura 5.28, pode ser visto que a estratégia PG1 teve um desempenho superior,
tanto em relagdo ao nimero de avaliagoes de funcao quanto ao nimero de avaliagoes
de projecao. As estratégias PG2 e PG4 tiveram o pior desempenho em relacao a esses

aspectos.

(a) (b)

Figura 5.28: Perfis de desempenho das estratégias PG1, PG2, PG3 e PG4 em relacao ao
numero de avaliacoes de fungéo e de avaliagoes de projecao.

5.3 Consideracoes gerais

Em relacao aos conjuntos viaveis e as dimensoes avaliados, a Figura 5.29 mostra he-
atmaps onde a cor de cada célula representa o nimero médio de iteragoes utilizadas na
minimizacao da fun¢do de Rosenbrock para uma dimensdao e um conjunto viavel espe-
cificos. Por exemplo, a média de iteragoes que a estratégia PG1 gastou para resolver
50 problemas em dimensao 70 no conjunto {2y estd em torno de 15000, conforme a Fi-
gura 5.29(a). A utiliza¢do desse tipo de grafico permitiu uma andlise mais abrangente do

comportamento das quatro estratégias em relacao ao nimero de iteragoes, e de como as di-
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mensoes e os conjuntos viaveis influenciaram na convergéncia em cada uma das estratégias

empregadas.

(a) PG1 (b) PG2

(c) PG3 (d) PG4

Figura 5.29: Namero médio de iteragoes na minimizagao da fungdo Rosenbrock em relagio
aos conjuntos viaveis e dimensoes avaliados.

De maneira geral, os comportamentos das estratégias foram similares. No entanto,
podemos notar que os conjuntos viaveis que as estratégias utilizaram mais iteracoes para
convergir para o ponto estacionario foram os conjuntos €23, Q5 e )y, todos contendo o
ponto critico da fun¢do de Rosenbrock. A estratégia PG4 utilizou mais iteragoes também
no conjunto €2;. Esse comportamento pode ser atribuido a possibilidade de convergéncia
lenta na regiao do dominio préxima ao ponto critico da funcao de Rosenbrock, devido a
sua propria caracteristica, conforme [21].

Além disso, notamos também que os casos em que as estratégias utilizaram o maior
numero de iteragdes para satisfazer o critério de convergéncia foram os casos das estra-
tégias PG2 e PG4 com dimensoes mais altas nos conjuntos 23 e €)9. Em particular, a
estratégia PG4 teve uma média de iteragoes igual a 19426 para a dimensao 100.

De modo geral, dos resultados obtidos e discutidos para todos os conjuntos viaveis que
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analisamos, podemos fazer algumas considera¢oes. Em primeiro lugar, ressaltamos que,
nos conjuntos que nao possuiam o ponto critico da funcao de Rosenbrock, o ponto estaci-
onario encontrado pelas estratégias pertencia a fronteira dos conjuntos, o que justifica o
destaque da estratégia PG4 na maioria desses conjuntos, devido a caracteristica intrinseca
da busca ao longo de arcos de projecao, em que as iteragoes sao calculadas justamente na
fronteira do conjunto, conforme a teoria discutida no Capitulo 1.

Além disso, ressaltamos também que as estratégias com buscas lineares nao monétonas
(PG2 e PG3) se destacaram principalmente nos conjuntos €2; e €25, isto é, a bola e a caixa
no R" contendo o ponto critico da fungdo de Rosenbrock em seu interior.

Por fim, os experimentos numeéricos evidenciam que, em todos os conjuntos testados, a
estratégia PG4 teve desempenho inferior em relacao ao nimero de avalia¢oes de projecao,
o que ¢ previsto pela teoria. Isso reforca que, de fato, essa estratégia s6 é viavel quando
o operador de projecao ortogonal possui custo computacional relativamente baixo.

O préximo capitulo apresenta as conclusdes gerais deste trabalho.



Conclusoes

Neste trabalho, discutimos métodos do Gradiente Projetado, abordando seu surgi-
mento e suas principais caracteristicas, além de analisar numericamente seu desempenho
em um problema de otimizacao nao linear.

Em relagdo a contribuicao deste trabalho, buscamos realizar uma comparacao deta-
lhada do desempenho de diferentes estratégias de métodos do Gradiente Projetado na
minimizac¢ao de uma funcao nao linear sujeito a diferentes conjuntos vidveis, o que per-
mite identificar as estratégias que apresentam maior eficiéncia e robustez em problemas
que possuem caracteristicas similares.

Além disso, apresentamos uma adaptacgao dos resultados contidos em [16] e [14] para
um método do Gradiente Projetado para no caso em que a funcao objetivo é convexa. Os
resultados apresentados em [14] consideram o caso de métodos do Gradiente Projetado ao
longo de diregoes viaveis, abrangendo buscas lineares monoétonas e nao monotonas e consi-
derando uma projec¢ao inexata no conjunto de restri¢oes 2. Apresentamos uma adaptacao
desses resultados, com base em [16], considerando as especificidades das estratégias que
empregamos.

Em relagao aos experimentos numéricos, foi possivel evidenciar alguns resultados pre-
vistos pela teoria, como a ineficiéncia de métodos do Gradiente Projetado ao longo de
arcos de projecao em relacao as avaliagdes de projecoes, o que reforca que esse método so
é viavel quando a projecao possui custo computacional baixo. Por outro lado, foi possivel
também identificar a eficiéncia dessa estratégia na maioria dos conjuntos testados que
possuiam o minimizador em sua fronteira, o que se deve a caracteristica prépria da busca
ao longo de arcos de projecao. Além disso, o emprego de buscas nao mondtonas forneceu
melhor desempenho em alguns conjuntos de restrigdo, o que reforca a necessidade de se
considerar diferentes tipos de busca, a depender do problema.

Testar algoritmos de otimizacao para problemas desenvolvidos particularmente para
essa finalidade é essencial para avaliar a eficidcia e as limitagoes de diferentes métodos.
A avaliacao de medidas de desempenho como tempo de CPU, numero de iteragoes e
numero de avaliagoes de projecdo, permite distinguir algoritmos que convergem mais
rapidamente e com baixo custo computacional daqueles que sdo menos eficientes. Além
disso, muitos problemas teste simulam importantes aspectos de problemas reais, gerando

uma avaliacao de desempenho do algoritmo em situacgoes similares as muitas situagoes de



Capitulo 5. Resultados numéricos 75

aplicagao pratica.

Por fim, cabe mencionar que, para um trabalho futuro, uma possivel extensao do
presente trabalho seria analisar a eficiéncia dos métodos do Gradiente Projetado utilizados
para outras classes de problemas e estudar o impacto de diferentes parametros. Além
disso, pode-se analisar outras variagoes dos métodos apresentados, como o emprego de

buscas nao mondétonas ao longo de arcos de projecao.
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