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“Dream on! Dream until your dreams come true.”

Aerosmith, “Dream On”.
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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar e demonstrar o Teorema do Multipli-
cador de Lagrange, no contexto do espaco euclidiano n-dimensional, o R™. A metodologia
utilizada nessa pesquisa envolveu a revisao e estudos de fontes bibliograficas na area do Calculo
Diferencial e da Andlise no R", sendo estas, livros destas dreas. A partir dessas referéncias,
implementou-se uma abordagem analitica e exploratéria, na qual foram apresentados os con-

ceitos e definicoes fundamentais para a formulacao e a demonstracao do teorema.

Palavras-chave: Lagrange; Maximo condicionado; Anélise no R"™; Topologia.



ABSTRACT

This work aims to present and demonstrate the Lagrange Multiplier Theorem in the context of
the n-dimensional Euclidean space, R". The methodology employed in this research involved
a review and study of bibliographic sources in the fields of Differential Calculus and Analysis
in R™, primarily drawing from textbooks in these areas. Based on these references, an analy-
tical and exploratory approach was implemented, presenting the fundamental concepts and

definitions necessary for the formulation and demonstration of the theorem.

Keywords: Lagrange; Constrained Maximum; Analysis in R"; Topology.
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Introducao

Introducao

O Teorema do Multiplicador de Lagrange leva o nome de Joseph-Louis Lagrange (1736-1813),
um destacado matematico do século XVIIIL. Este teorema trata de relagoes entre derivadas em
problemas de andlise que envolvem restrigoes, estabelecendo condigoes necessarias para deter-
minar pontos criticos de uma funcao f : R**!' — R quando esta estd restrita a uma hiperficie
M c R, Baseando-se no conceito de gradiente, o teorema identifica situacoes em que a va-
riagao de f é compativel com a restricao imposta por M, introduzindo o parametro A\, conhecido
como multiplicador de Lagrange, para expressar essa relacao de maneira precisa.

O objetivo principal desta monografia é apresentar o Teorema do Multiplicador de Lagrange
no contexto do espaco R”, fornecendo uma formulagao rigorosa e uma demonstragao detalhada
do teorema. Para alcancar esse objetivo, é necessario construir uma base tedrica que abrange
conceitos de Topologia e Analise de fungoes reais em varias variaveis. Essa construcao progres-
siva nos permite contextualizar e compreender os elementos necesséarios para que o teorema seja
corretamente enunciado e provado.

Este trabalho tem como referéncia principal o livro [4], e esté organizado em cinco capitulos.

No Capitulo 1, inicia-se a discussao com defini¢oes e exemplos de maximos e minimos
condicionados, no contexto de fungoes em dimensoes menores, como vemos normalmente no
estudo do Célculo Diferencial em vérias variaveis. Para este capitulo, utilizamos os livros [5] e
[1] como referéncias. Esses conceitos iniciais sao apresentados de forma a garantir uma anélise
tedrica mais aprofundada que serd desenvolvida nos capitulos seguintes, onde iremos abordar
conceitos de Andlise no R".

O Capitulo 2 aborda nocoes de topologia no espago euclidiano R", discutindo conjuntos
abertos, conjuntos fechados, sequéncias e conjuntos compactos. Entender esses conceitos é de
extrema importancia para compreendermos o enunciado e ambientacao do teorema.

No Capitulo 3, o foco estd em fungdes reais de varias (n) variaveis e caminhos diferenciaveis.
Esse capitulo apresenta as nocoes de derivadas parciais e direcionais, além do conceito de

funcoes diferencidveis e suas propriedades. Também é introduzido o gradiente de uma funcao,



que desempenha um papel central no entendimento do Teorema do Multiplicador de Lagrange.
Por fim, esse capitulo apresenta o Teorema da Func¢ao Implicita.

O Capitulo 4, este o ponto principal desta monografia, é inteiramente dedicado ao Teorema
do Multiplicador de Lagrange. Nele, o teorema é enunciado demonstrado detalhadamente,
seguindo uma abordagem estruturada e légica, utilizando na integra os conceitos abordados
na . Este capitulo constitui o nicleo da monografia, consolidando os conceitos desenvolvidos
nos capitulos anteriores e conectando-os diretamente ao resultado principal. Além disso, sao
incluidas observacoes importantes e exemplos que ilustram as ideias centrais do teorema e
reforcam a compreensao de sua aplicacao tedrica no contexto abordado.

Os capitulos 2, 3 e 4 tiveram o livro [4] como referéncia.

Por fim, no Capitulo 5, sao apresentadas as consideragoes finais. Esse capitulo oferece
uma reflexao sobre os resultados alcancados e também aponta possiveis direcoes para estudos
futuros, que podem incluir o aprofundamento em generalizagdes do teorema e/ou em aplicagdes

do mesmo.



Capitulo 1
Maximos e Minimos Condicionados

Quando se busca resolver problemas praticos que envolvem a maximizagao ou minimizacao
de fungoes, torna-se essencial compreender os conceitos de maximos e minimos condicionados.
No caso de fungoes de uma variavel, ao analisar maximos e minimos, é possivel que surjam
situagoes em que a variavel em questao assume valores em um intervalo fechado. Nesses casos,
os pontos de maximo ou minimo podem ocorrer nao apenas em pontos criticos da funcao, mas
também nas extremidades desse intervalo. Observe o grafico abaixo, que ilustra uma funcao

definida em um intervalo fechado [a, b]:

Figura 1.1: Gréfico de uma fungao f : R — R definida em um intervalo fechado [a, b].

Ponto de maximo

VA —,
Py

Ponto critico

Ponto critico

Sy

Ponto de minimo

P

Fonte: Criado pelos autores.

Note que os valores de maximo e minimo absolutos estao nas extremidades do intervalo [a, b].
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Além disso, observe que a funcao é continua. Uma funcao continua definida em um intervalo
fechado sempre admite méximos e minimos. Se a funcao tiver apenas um ponto critico, os
valores extremos podem estar nas extremidades. Da mesma forma, caso a fung¢ao nao possua
pontos criticos, os maximos e minimos também podem ocorrer nas extremidades.

Agora, consideremos como esse comportamento se estende para funcoes de varias variaveis.

1.1 Definicoes

Definigao 1. Uma fungdo f: Dom(f) C R? — R (respectivamente f : Dom(f) CR?> - R) ¢é
uma regra que atribui a cada par ordenado (x,y) € Dom(f) C R? (respectivamente tripla orde-
nada (z,y,z) € Dom(f) C R?) um 1inico nmimero real, denotado por f(x,y) (respectivamente

f(z,y,2)). O conjunto Dom(f) é chamado de dominio da fun¢ao f.

O aumento no grau de liberdade trazido pelas dimensoes adicionais enriquece as possibi-
lidades, tornando as situagoes mais complexas e, por vezes, mais sutis em termos de Analise.
Esse desafio, porém, é compensado pela riqueza das novas possibilidades que surgem.

Assim, é importante analisar a questao dos maximos e minimos condicionados. Esse conceito
envolve encontrar os valores maximos e minimos de uma fungao de vérias variaveis f(z,y, 2, .. .)
sob a condigao p(z,vy, z,...) = c. Essa é a esséncia da ideia de “condicionado”. Nosso objetivo
¢é determinar os valores extremos da funcao f, mas nao em todo o seu dominio, e sim apenas nos
pontos que respeitam uma condigao imposta. Portanto, os pontos analisados sao condicionados
e nao variam livremente por todo o dominio.

Antes de explorarmos um exemplo pratico, vamos considerar o seguinte conceito: suponha
uma funcao cujo dominio estd em R?, ou seja, uma fungao f de duas varidveis, f(z,y), sujeita a
restrigao ¢(z,y) = c¢. Sabemos que o grafico de uma funcao de duas varidveis é uma superficie
em R3. No entanto, vamos focar apenas em seu dominio, que neste caso ¢ no plano R2.

E importante destacar que nosso interesse nao é encontrar os extremos em todo o dominio de
f. Se estivéssemos interessados nisso, buscariamos os pontos criticos, analisando as derivadas
parciais, igualando-as a zero e prosseguindo com a andlise a partir dos resultados. No entanto,
aqui estamos interessados em encontrar maximos e minimos de f(z,y) apenas para os pontos

que satisfazem @(x,y) = c. neste caso, significa trabalhar com curvas de nivel.

Definicao 2. As curvas de nivel de uma fungao f de duas varidveis sio conjuntos de pontos

(x,y) € Dom(f) tal que f(x,y) = ¢, onde ¢ é uma constante.

Ou seja, a condicionante constante ¢ ¢ uma curva de nivel da funcao . Se estivéssemos
falando de uma funcao com 3 varidveis, a condicionante seria chamada de superficie de nivel

de ¢.
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Observemos o grafico abaixo que representa as curvas de nivel de uma fungao genérica

f(z,y), com a funcao de restrigdo ¢(x,y).

Figura 1.2: Gréfico das curvas de nivel de f(x,y) com restrigao ¢(z,y).

YA

Fonte: STEWART, James. Cdlculo, Volume 2. 6. ed. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.

A questao que devemos levantar ao observar o grafico é a seguinte: se estivermos “cami-
nhando” ao longo da curva de nivel da funcao ¢ e a funcao f estd aumentando ou diminuindo,
onde ocorre o ponto de maximo?

Note que, se estivermos andando sobre a curva de nivel de ¢ e a funcao f estiver aumentando,
isso implica que o valor de f estd subindo, ou seja, ainda nao alcancamos o ponto de maximo.
O raciocinio é semelhante no caso de um ponto de minimo. Mas, afinal, onde encontramos o
ponto de maximo? A resposta é: quando a curva de nivel de ¢ for tangente a curva de nivel
de f. No gréfico acima, isso ocorre na curva de nivel dada por f(z,y) = 10. Como se pode
observar, a curva de nivel de ¢ intersecta as curvas de nivel de f até atingir o ponto marcado
acima, onde a tangéncia acontece.

Assim, os pontos de maximo ou minimo ocorrem nos locais onde as curvas de nivel de f e
¢ (que ja é uma curva de nivel) sdo tangentes.

Agora, lembremos que os vetores gradientes sao sempre perpendiculares as curvas de nivel.
Quando duas curvas de nivel sao tangentes, as dire¢oes perpendiculares a elas coincidem. Por-

tanto, os vetores gradientes dessas funcoes devem estar na mesma direcao nesses pontos. Em

termos de Algebra Linear, podemos afirmar que esses vetores sao multiplos escalares entre si.

11



Logo, quando a fungao f(z,y) atinge um ponto de maximo ou minimo sujeito a restri¢do

o(z,y), as condigdes que devem ser satisfeitas sao:

1) o vetor gradiente da funcao f deve ser um miiltiplo escalar do vetor gradiente da funcao

©, ou seja, satisfazer a seguinte igualdade:
Vf(x,y):AVgo(x,y), )\GR,
onde A é chamado de multiplicador de Lagrange;

2) ¢(r,y) =c.

Na figura abaixo, no ponto de maximo local com restrigao, os gradientes de f e ¢, ou seja,

Vf(z,y) e Vo(x,y), sdo paralelos.

Figura 1.3: Maximizacao da fun¢ao f(z,y) sujeita a restri¢ao ¢(z,y) = 0.

1
2 Funcio de restricao
p(z,y) =0
O’
_————t -
S~ ~ Curvas de nivel de f(z,y)
- ~
,’ ~~ \\
. s S
¢ ’ ~ ~
4 ~ \
¢ 4 a IN
’ ’ N )
’ o \ \
[} ! \ \
1 1 1
1
1 : Vf(z,y)y Velz,y) ‘| “
1 1 4---------- Il;lllll!l’ 1
\ T |
\ I
| \ I
\ \ ’ u
\ . ’ Y
\ . 4 7
N N f(z,y) = Cze ’
\\ , y2
N PR 4
- ’
A ~ - - ’
S 7
~

.f(may) :C3‘¢’

-
--—---————

T

Fonte: Baseado em Vadlamani, S. K., Xiao, T. P., & Yablonovitch, E. (2020). Physics successfully

implements Lagrange multiplier optimization.
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Dessa forma, chegamos as famosas condigoes dos multiplicadores de Lagrange. Dessas
condicoes, resultard um sistema que nos indicara alguns candidatos a serem maximos e minimos.

E vélido ressaltar, novamente, que o raciocinio é analogo para 3 ou mais variaveis, porém,
as curvas de nivel passariam a ser superficies de nivel.

Na proxima secao, esse raciocinio sera aplicado através de alguns exemplos.

1.2 Exemplos de maximos condicionados

Nesta secao, serao vistos 3 exemplos para aplicar esse raciocinio. Tais exemplos foram

retirados de [5].

Exemplo 3. Uma caiza retangular sem tampa deve ser feita com 12 m? de papelao. Vamos

determinar o volume mdximo dessa caiza.

Figura 1.4: Caixa retangular de dimensoes x, y e z.

Y

Fonte: Criado pelos autores.

Acima, observemos a representacdo da figura da caiza retangular que queremos maximizar.
Neste caso, sejam x, y e z o comprimento, a largura e a altura, respectivamente, da caiza em
metros. Queremos mazimizar V = zyz sujeita a restricio p(z,y,z) = 2xz + 2yz + xy = 12.
Note que, pelo fato de querermos mazximizar o volume da caiza sem a tampa, a drea xy nao €
dobrada. Por isso, a restri¢ao ¢ € essa acima. Sabemos que o volume tem a formaV =x-y-z.
Vamos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Aqui, tomaremos V = f(z,y, z).
Primeiramente, olhamos para os valores de x, y, z e X, tais que Vf = AV e p(z,y,2) = 12.
Isso gera as equagoes:
of _ 9 Of _\0p Of _\0¢

= = = \— 2 2 =12
Ox ox’ Oy oy’ Oz 0z’ T+ 2yt vy ’

13



ou seja:
yz=A2z+4vy); xz=A2z+42x); zy=N2x+2y); 2zz+4+2yz+zy=12.

Observe que, se multiplicarmos o primeiro resultado por x, o sequndo por y, e o terceiro por z,

os lados esquerdos dessas equacoes ficam idénticos. Fazendo isso, temos
xyz = M2xz + xy);  wyz = AN2yz +xy);  xyz = A2z + 2yz).

Note que X\ # 0, pois nos levaria numa contradi¢ao em p(z,y, 2).
Logo, temos

20z + 2y = 2yz + xy.

Note que z # 0. Com isso, chegamos a x = y.

Além disso, temos 2yz + xy = 2xz + 2yz, o que nos leva a 2xz = xy. Dessa igualdade, temos
42° +42% + 422 = 12.

Como x,y e z todos sao positivos, teremos z =1 e, portanto, v =2 e y = 2.

Multiplicando os trés valores encontrados, chegamos em 4 m? de volume mdximo dessa caiza.

Exemplo 4. Vamos determinar os valores extremos da funcio f(z,y) = x* + 2y* no circulo

2242 =1.

Figura 1.5: Gréafico de f(z,y) = 2 + 2y* com a restrigao z* + y* = 1.

Fonte: Criado pelos autores com o auxilio do software GeoGebra.
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Analogamente ao Exemplo (3), dessa vez para 2 varidveis, calcularemos
af _)\890. of _)\&p
or T ox’ oy oy
Temos, portanto:
20 =2x\; 4y =2y\; 2> +yP=1.

Observe que x =0 ou A =1. Sex =0, entao y = £1. Se A =1, entao y = 0, e assim temos
x = %x1. Dessa forma, os valores extremos possiveis de f sao os pontos (0,1), (0,—1), (1,0) e

(—1,0). Calculando f nesses quatro pontos, achamos
f(()?l) :2; f(oa_l) :2; f(l,()) = 1; f(_170) = 1.

Portanto, o valor mdzimo de f no circulo x> +y* = 1 € f(0,£1) = 2, e o valor minimo ¢é
f(£1,0) = 1.

Exemplo 5. Vamos determinar os pontos da esfera x? + y? + 22 = 4 que estao mais prézimos

e mais distantes do ponto (3,1,—1).

Figura 1.6: Grafico da esfera dada por a2 + y* + 22 = 4.

|

6Lz

5

Fonte: Criado pelos autores com o auxilio do software GeoGebra.
A distancia de um ponto (x,y,z) ao ponto (3,1,—1) é
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A=z =3P+ (y— 1P+ (= + 1%

Elevando os dois lados ao quadrado:
d* = f(z,y,2) = (x = 3)+ (y — 1)? + (2 + 1)

A restricio € que o ponto (x,y, z) pertenca a esfera, ou seja, p(x,y,2) = 2> +y*> + 22 =4

Precisamos resolver Vf = AV, p =4. Isso dd
2(r —3) =2x); 2y—1)=2y\ 2(z+1)=2z)\ 2>+’ +22=4

O modo mais simples de resolver essas equacoes € determinar x, y e z em termos de A e depois
substituir os valores.
3

_ 3= 1—)\) = -2
r—3=x\ ou x( )\)30ux1_)\

[Observe que 1 — X # 0 porque A =1 € impossivel.] Da mesma forma, temos

Portanto, temos

3 17 (—1)? ) , 11 Vi1
(1_)\>2+(1_>\)2+ (1— )2 =4 que nos da (1= A) =1 1—>\—ﬂ:—2 . logo

FEsses valores de A entdo fornecem os pontos correspondentes (x,y, z):

( 6 2 =2 ) ( -6 -2 2 )
V1T V11 V11 V1T V11 V11
Efdcil ver que f tem valor menor no primeiro desses pontos; dessa forma, o ponto mais proximo

6 2 =2
é , , e o mais distante €
(\/11 V11 \/11) (

-6 -2 2 )
VI V11T V1)
Até aqui, apresentamos uma breve introducao aos conceitos fundamentais dos multipli-

cadores de Lagrange, exemplificando algumas aplicagdes em duas e trés varidveis/dimensoes.
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Contudo, para desenvolvermos uma formulagao mais ampla e alcancar uma demonstracao for-
mal para o Teorema do Multiplicador de Lagrange (Teorema 148), é necessério que estudemos e
criemos uma base em conceitos de Analise no R™. No préximo capitulo, abordaremos conceitos
da Topologia do espaco euclidiano, como conjuntos abertos e fechados, sequéncias e conjuntos

compactos.
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Capitulo 2
Topologia do Espaco R"

Neste capitulo, serao introduzidos conceitos fundamentais no estudo do espago euclidiano
R™. Comegaremos com a definicao de conjuntos abertos, fechados, sequéncias e compactos, que

formam a base da topologia nesse espaco.

2.1 Conjuntos abertos

Nesta secao, apresentamos a definicao de conjuntos abertos no espago euclidiano R" e ex-
ploramos suas propriedades fundamentais. A nocao de ponto interior é central, pois permite
caracterizar um conjunto como aberto se todos os seus pontos forem interiores. Mostraremos
que bolas abertas em R"™ sao exemplos de conjuntos abertos, e discutimos como o conceito se
estende para subconjuntos X C R", onde um conjunto é dito “aberto em X" ao satisfazer uma
condicao de inclusao de pontos de X em torno de cada um dos seus elementos.

Com base nessas defini¢oes, demonstraremos as principais propriedades dos conjuntos aber-
tos: a estabilidade da abertura em intersecoes finitas e unioes arbitrarias, e que o vazio e R"
inteiro sdo abertos. Além disso, também apresentamos o Teorema da Continuidade, que rela-
ciona a continuidade de funcoes a imagens inversas de conjuntos abertos, além de exemplos e

proposicoes sobre a abertura de produtos cartesianos e projecoes.

Definicao 6. Seja X um subconjunto do espaco euclidiano R™. Um ponto a € X chama-se
um ponto interior a X quando € centro de alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando
existe 6 > 0 tal que |xr —a] <0 =2z € X.

Definicao 7. O interior de X € o conjunto int X, formado pelos pontos interiores a X.

Definicao 8. Quando X € int V', dizemos que o conjunto V ¢ uma vizinhanc¢a do ponto x.
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Dizer que um ponto a € X nao ¢ interior a X equivale a afirmar que toda bola aberta de
centro a contém pontos do complementar de X, ou seja, que, para todo § > 0 existe y € R" — X

com |y — al < 4.

Definicao 9. Um conjunto X € R™ chama-se aberto quando todos os seus pontos sao interiores,
isto é, quando para cada v € X existe 6 > 0 tal que B(x;0) C X. Assim, X € aberto
— mt X = X.

Proposicao 10. Uma bola aberta é um exemplo de conjunto aberto.

Demonstracao: Dado qualquer x € B(a;r), temos |z —a| < 7, logo o nimero § = r—|x—al é
positivo. Afirmamos que B(x;d) C B(a;r). De fato, y € B(x;0) = |y—al < ly—z|+ |z —a|] <
S+|z—al=r=ye€Blar). R

Figura 2.1: Representacdo de uma bola aberta B(a;r) e de uma bola menor B(x;d) C B(a;r).

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

Também é aberto em R™ o conjunto X = R" — Bla;r|, complementar da bola fechada
Bla;r]. Temos X = {x € R"; |x — a|] > r}. Dado arbitrariamente = € X, seja 6 = |z —a| — r.
Afirmamos que B(x;0) € X. Com efeito, y € B(z;0) = |z —a| < |z —y|+|y—a| < d+|y—a| =
lz—a|—r+ly—a=ly—a >r=yecX.

Proposicao 11. Para todo conjunto X € R", int X € um conjunto aberto.

Demonstracao: De fato, se a € int X entdo existe r > 0 tal que B(a;r) C X. Se x € B(a;r)
entdo pondo § = r — |z — a|, vemos que B(x;0) C B(a;r), donde B(z;d) C X e portanto
x € int X. Assim, todo ponto a € int X é centro de bola B(a;r) contida em int X, o que prova

que int X ¢ aberto. B
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Observacao 12. Uma bola fechada Bla;r] em R™ ndo é um conjunto aberto pois, se tomarmos
arbitrariamente um vetor unitario u € R™, o ponto x = a+ 1 -u € tal que |x — a| = r, logo
x € Bla;r]. Mas nenhuma bola aberta B(x;0) estd contida em Blx;r]. Com efeito, tomando
y=a+(r+0/2)u, temos |y—x| =9/2 < mas |y—a| =r+06/2 > r. Assim, y € B(x,0) mas
y # Bla;r]. Este argumento mostra, de fato, que os pontos da esfera Sla;r] ndo sao interiores

a bola fechada de centro a e raio r. Portanto, int Bla;r] = B(a;r).

Dados um conjunto X e um ponto a € R", ha trés possibilidades que se excluem mutua-
mente: ou a € int X, ou a € int R" — X ou entao toda bola aberta de centro a contém pontos
de X e pontos do complementar de X. Os pontos com esta tltima propriedade constituem 90X,
que chamaremos a fronteira de X. Os pontos y € 0X sao chamados pontos fronteira de X.

Assim, por exemplo, se X é a bola fechada Bla;r], temos 0X = S[a;r| = esfera de centro
a e raio r. Observe que se chamarmos de Y a bola aberta B(a;r) teremos 0X = 9Y'.

Um conjunto A C R™ é aberto se, e somente se, nenhum dos seus pontos é ponto fronteira

de A, ou seja, se, e somente se, ANIJA = ().

Teorema 13. Os conjuntos abertos do espaco euclidiano R™ gozam das sequintes propriedades:

1) O congunto vazio e o espago R™ inteiro sao abertos;

2) A interse¢io A = Ay N ...N A de um nidmero finito de conjuntos abertos Ay, ..., Ay é

um conjunto aberto;

3) A reuniago A = U Ay de uma familia qualquer (Ax)xer de conjuntos abertos Ay € um
AEL

conjunto aberto.

Demonstracao: Um conjunto s6 pode deixar de ser aberto se contiver algum ponto que nao
seja interior. Como () nao contém ponto algum, é aberto. R™ é obviamente aberto. Para provar
2), seja a € A. Entdo, para cada i =1,...,k, temos a € A;. Como A; é aberto, existe §; > 0
tal que B(a;d;) C A;. Seja 6 = min{dy,...,d}. Entdao, B(a;d) C A;. para cada i, donde
B(a;d) C A. Finalmente, provemos 3). Dado a € A, existe A € L tal que a € A,. Sendo A,
aberto, existe § > 0 com B(a;d) C Ay C A. Logo, A é aberto. B

Fixemos um conjunto X C R".

Definicao 14. Um subconjunto A C X diz-se aberto em X quando, para cada a € A existe
d > 0 tal que B(a;0)NX C A. Noutras palavras, para cada a € A existe 6 > 0 tal que os pontos

x, pertencentes a X, que cumprem a condigao |x — al < § estao em A.

Exemplo 15. A = (0, 1] € aberto em X = [0, 1].
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Chega-se a nocao de conjunto aberto em X quando se faz abstracao dos demais pontos do
espago R", considerando-se apenas os pontos de X, e se procura entao imitar a definicao de
conjunto aberto.

Como se vé facilmente, quando X C R™ é aberto, um subconjunto A C X é aberto em X

se, e somente se, é aberto no sentido usual de R".

Proposicao 16. Mais geralmente, um conjunto A C X € aberto em X se, e somente se, existe
um aberto B C R" tal que A= X N B.

Demonstracao: Se for A aberto em X, tome B igual a reuniao das bolas B(a; ) com centro
nos pontos a € A, tais que B(a;0) N X C A. Reciprocamente, se for A = X N B, com B
aberto em R", para cada a € A existe uma bola B(a;d) C B, logo, B(a; )N X C BNX = A.
Portanto, A é aberto em X. W

Vale para os abertos em X um resultado andlogo ao do Teorema (13): () e X sao abertos
em X; uma intersecao finita e uma reuniao qualquer de abertos em X é ainda um conjunto
aberto em X.

O interesse desta nova nocao reside no teorema abaixo.

Teorema 17. Seja f : X — R™ uma aplicacdo definida no conjunto X C R". A fim de que
[ seja continua, € necessdrio e suficiente que que a imagem inversa f~1(A) de todo aberto

A C R"™ seja um conjunto aberto em X.

Demonstracao:  (Necessdrio.) Se f é continua e A C R™ é aberto, tomemos um ponto
a € f7Y(A). Entao f(a) € A. Pela definicao de aberto, existe ¢ > 0 tal que B(f(a);e) C A.
Sendo f continua, existe 6 > 0 tal que z € X, |z —a| < d = |f(z) — f(a)|e. Isto significa que
f(B(a;8) N X) C B(f(a);e) C A, donde B(a;6) N X C f~!(A). Logo, f~1(A) é aberto em X.
(Suficiente.) Se a imagem inversa por f de todo aberto de R™ é aberto em X, entao, dados
a € X ee>0, como B(f(a);e) é aberto, concluimos que A = {z € X;|f(x) — f(a)| < €} é
aberto em X. Evidentemente, a € A. Logo, existe 6 > 0 tal que B(a;d)NX C A. Isto significa,
porém, que x € X, |z —a|l < J = |[f(x) — f(a)] < €, ou seja, que f é continua no ponto a.

Como a € X é qualquer, f é continua. B

Observacao 18. O mesmo resultado continuaria vdlido se substituissemos, no enunciado
acima, a expressao “todo aberto A C R™” por “todo conjunto A C f(X), aberto em f(X)”. Com
efeito, um aberto em f(X) tem a forma A'N f(X), onde A’ € aberto em R™ e f~1 (AN f(X)) =
f7YA"). Logo, este novo enunciado, embora aparentemente mais geral, reduz-se ao que foi

demonstrado no Teorema (17).

Como aplicacao do teorema acima, vemos que se f : R” — R é uma funcao continua,

entdo, para todo nimero real a, o conjunto A = {z € R™; f(x) < a} é aberto, pois A é a
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imagem inversa do intervalo aberto (—oo,a) pela fungdo f. Usando também o fato de que
a intersecao finita de abertos ainda é um aberto, concluimos que, dadas k fungoes continuas
fisooos fr : R = R, o conjunto A = {z € R™; fi(z) < ay,..., fu(xr) < ar} é aberto. A mesma
conclusao vale se as fungoes fi, ..., fi forem definidas num subconjunto aberto X C R"™.
Reobtemos assim o fato de que a bola B(a;7) é um subconjunto aberto de R™. Com efeito,
a fungao = — |r — a| é continua e B(a;r) é o conjunto dos pontos de R™ onde esta funcao

assume valores < r.

Proposicao 19. Se A C R™ e B C R" sao abertos, entdo o produto cartesiano A X B C

R™ x R™ = R™" ¢ aberto.

Demonstragao: Considerando as projegoes m; : R™ x R” — R™ e mp : R™ x R" — R”,
que sdo aplicacdes continuas, temos A x B = 7, (A) N7, '(B). Evidentemente, se tivermos
Ay CR™ ... A, C R™ abertos, o produto cartesiano A; x ... x A, C R +++7k gerg aberto

por uma razao semelhante. H

Definicao 20. Dados X C R™, Y C R", uma aplicagao [ : X — Y diz-se aberta quando, para

cada A C X aberto em X, sua imagem f(A) é um subconjunto aberto em'Y .
Proposicao 21. Cada uma das m projecoes m; : R™ — R € uma aplicacao aberta.

Demonstracao: Isto fica mais facil de ver se usarmos em R™ a norma do maximo, em

relagdo a qual uma bola aberta de centro a = (a4, ..., a,) é um produto cartesiano B(a;d) =
m

[1(a; = 6,a;+9).

j=1

Seja entdo A C R™ aberto. Para provar que m;(A) é aberto em R, tomemos a; = m;(a) €

mi(A),a € A. Como A é aberto, existe § > 0 tal que B = H(aj —d,a; +0) C A. Entao
j=1

(a; — 6,a; + 6) = m;(B) C m;(A), logo m;(A) é aberto. B

Na préxima secao, exploraremos os conjuntos fechados, que complementam os conjuntos
abertos e trazem novos aspectos fundamentais a anélise topoldgica.

2.2 Conjuntos fechados

Nesta secao, é apresentada a definicao de conjuntos fechados no espago euclidiano R” e sao
discutidas as suas propriedades fundamentais. Além disso, traremos outras defini¢goes impor-

tantes, tais como: fecho, densidade, etc.
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Definicao 22. Um ponto a € R"™ diz-se aderente a um conjunto X € R™ quando € limite de

uma sequéncia de pontos desse conjunto.

Por exemplo, todo ponto a € X é aderente a X pois podemos escrever a = lim z, com
rr = a para todo k € N. Mas a pode ser aderente a X sem pertencer a X; neste caso, a é
necessariamente um ponto de acumulagao do conjunto X. Por exemplo, se X = B(0;1) C R"
é a bola aberta de centro na origem e raio 1 em R", o ponto e¢; = (1,0,...,0) ndo pertence a
X. Mas, pondo 2, = (1 — 1/k,0,...,0), vemos que x; € X para todo k € N e limx, = ey,
logo, e, é aderente a X.

Afim de que o ponto a seja aderente ao conjunto X, é necessario e suficiente que toda bola
aberta de centro a contenha algum ponto de X. Com efeito, a condig¢ao é necessaria em virtude
da definicao de limite de uma sequéncia e é suficiente porque, se ela se verifica, em cada bola

B(a; 1/k) podemos escolher um ponto z; € X e assim obtemos uma sequéncia com lim x; = a.

Definicao 23. O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho de X e € indicado com

a notacdo X.

Pelo que vemos acima, afim de que um ponto b € R™ ndo pertenca ao fecho de X, é
necessario e suficiente que exista uma bola aberta de centro b que nao contém pontos de X.
Noutros termos, b € CX <= 3r > 0; B(b;7) N X = (.

Como toda bola aberta é um conjunto aberto e todo aberto que contém um ponto contém
também uma bola aberta com centro nesse ponto, as condi¢oes acima podem ser reformuladas

com abertos, em vez de bolas:

1. Tem-se a € X se, e somente se, todo aberto que contém a intersecta o conjunto X. (Isto
é, Aéaberto,ae A= ANX #0.)

2. Tem-se b # X se, e somente se, existe um aberto contendo b e disjunto de X. (Isto é,
existe A aberto combe Ae ANX =1(.)

O fecho de uma bola aberta B(a;r) é a bola fechada Bla;r]. Se X = Q" é o conjuntos dos

pontos de R™ cujas coordenadas sao nimeros racionais, entao X = R".

Definicao 24. Um conjunto X C R"™ chama-se fechado quando contém todos os seus pontos

aderentes, isto ¢, quando X = X.

Dizer que X C R™ é fechado significa, portanto, o seguinte: se limz, = a e z € X para
todo k € N, entao a € X.
Por exemplo, uma bola fechada Bla;r] é um subconjunto fechado do espago R™ pois se

|z| < r para todo k e limzy, = b entao |b] = lim |zg| < r.
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Dai resulta que o fecho de todo conjunto limitado X C R™ é limitado. Com efeito, temos
X C B, onde B é uma bola fechada. Logo, X € B = B, donde X ¢é limitado.

Para todo X C R”, o complementar do fecho de X é um aberto. Com efeito, seja A = CX.
Para todo b € A existe r > 0 tal que B(b,7) N X = (). Afirmamos que B(b;r) C A. Com efeito,
se y € B(b;r) entdo B(b;r) é um aberto contendo y e disjunto de X, logo y € (X = A.

Em particular, se X C R™ é um conjunto fechado, seu complementar X é aberto em R”
(pois CX = CX).

Reciprocamente, se X C R™ é tal que A = X é um conjunto aberto entdo y ¢ X = y €
A = B(y;r) C A para algum r > 0 = B(y;7) N X = () = y nao é aderente a X. Assim, todo
ponto aderente a X deve pertencer a X e consequentemente X ¢é fechado.

Acabamos portanto de demonstrar o
Teorema 25. Um conjunto é fechado se, e somente se, seu complementar é aberto.

Corolario 26. O fecho de todo conjunto é um conjunto fechado.

O Corolario acima diz que X=X para todo X C R".
O Teorema (25) faz com que o resultado seguinte seja uma consequéncia imediata do Teo-
rema (13).

Teorema 27. Os conjuntos fechados do espaco euclideano R™ gozam das sequintes proprieda-

des:

1) O congunto () e o espago inteiro R™ sao fechados;

2) A reunidgo F'= Fy U ...U F}, de um numero finito de conjuntos fechados Fy, ..., F} € um

conjunto fechado;

3) A intersecio F = ﬂ F\ de uma familia qualquer (Fy)er de conjuntos fechados Fy € um
AEL
congunto fechado.

Demonstracao: A afirmacao 1) é evidente. Quanto a 2), se Fy,..., Fy sao fechados, entao
A, = CFy, ..., A, = CF;, sdo abertos, portanto, A; N...N A, é aberto. Logo, Fy U ... F), =
CA,U...ulA, = C(A N ...N Ag) é fechado. Finalmente, se cada Fy,\ € L, é fechado

entdo cada A, = CF) é aberto, logo A = U A, também é aberto. Sendo assim, o conjunto
AL

F= ﬂFA: ﬂCAA:C<U AA> = CA ¢ fechado.

AeL AEL AEL
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Note que uma reuniao finita de conjuntos fechados pode ser fechado ou nao. De fato, para
cada ponto x € R", o conjunto {x} é fechado. Ora, todo conjunto X € R™ é reuniao dos seus

pontos: X = U {z}. Como hé conjuntos em R" que nao sao fechados, hé reunides (infinitas)
rzeX

de conjuntos fechados que nao sao fechados.

Segue-se da definigao de fronteira que um ponto a pertence a fronteira do conjunto X se,
e somente se, a é aderente a X e a R” — X. Ou seja, 0X = X N m Em particular, a
fronteira de todo conjunto X C R" é um conjunto fechado.

Fixemos um conjunto X C R".

Definicao 28. Um subconjunto F' C X diz-se fechado em X quando se tem F' = X NG, onde

G € um conjunto fechado em R™. Afim de que o subconjunto ' C X seja fechado em X ¢

necessdrio e suficiente que F contenha todos os seus pontos aderentes que pertecam a X.

Se X C R" é fechado, entao um subconjunto F' C X é fechado em X se, e somente se, é
fechado em R™.

Os conjuntos fechados em X gozam de propriedades andlogas as que foram demonstradas
no Teorema 27 para os fechados em R™. A saber: () e X sao fechados em X; uma reuniao finita
ou intersecao arbitraria de fechados em X é ainda um conjunto fechado em X.

Evidentemente, se F' C R" é fechado e F' C X entao F' é fechado em X. Seja X = {z €

R";z > 0} a semirreta positiva aberta. O intervalo semiaberto (0, 1] é fechado em X.

Proposigao 29. Seja F C X. Afim de que F seja fechado em X € necessdario e suficiente que

o conjunto A =X — F (complementar de F relativamente a X ) seja aberto em X.

Demonstracao: Dados F' C R* e A’ = CF’, o complementar de F’ em R”, temos F =
XNF < X—F=XnNA" Ora, F' é fechado em R" se, e somente se, A" é aberto. Assim,

F é fechado em X se, e somente se, X — F' é aberto em X. W

A Proposicao acima foi dada para que tivéssemos o

Teorema 30. Seja f : X — R™ uma aplicacdo definida no subconjunto X C R™. Afim de
que f seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~(F) de todo conjunto

fechado F' C R™ seja um conjunto fechado em X.

Demonstracao: Isto decorre do teorema andlogo para abertos, que é o Teorema (17), jun-
tamente com o fato de que os conjuntos abertos (em X) s@o exatamente aqueles cujos com-
plementares sdo fechados (em X). Com efeito, seja f continua. Entdo, para cada F' C R"™
fechado, temos F' = (A, onde A C R™ é aberto. Logo, f~'(A) é aberto em X. Mas
fY(F) = fFYCA) = X — f~1(A), portanto, f~Y(F) é fechado em X. Reciprocamente,
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se a imagem inversa por f de todo fechado em R™ é um fechado em X, entao a relacao
fYA) = X — f(F), com A = CF, mostra que a imagem inversa por f de todo aberto

A C R" é um aberto em X. Portanto, f é continua. B

Assim, por exemplo, se fi,..., fk: R" — R" sao fungoes reais continuas, entao, dados os
numeros ai,...,a, o conjunto X dos pontos x € R" para os quais se tem simultaneamente
fi(z) <ay,..., fr(x) < ag, é um conjunto fechado de R™.

Em particular, fixado um ponto a € R", a funcao f : R® — R, dada por f(z) = |x —al, é
continua. Logo, para todo r > 0, a bola fechada Bla;r] = {x € R"; f(z) < r} é um conjunto
fechado.

Nas mesmas condigoes acima, é fechado o conjunto Y dos pontos y € R™ para os quais
se tem simultaneamente fi(y) = ay,..., fi(y) = ar. Com efeito, vale Y = f~!(a), onde
f=01 - fo) RP >R ea=(ay,... a).

Em particular, a esfera S|a;r] = {y € R™; |y — a| = r}, é um subconjunto fechado de R™.

Observacao 31. Se f : X — R™ € continua e F C f(X) é um conjunto apenas fechado em
f(X), sua imagem inversa f~'(F) € ainda fechada em X. Com efeito, temos F = F' N f(X),
onde F' é fechado em R™. Como f~Y(F) = f~'(F'), seque-se do Teorema (30) que f~*(F) é
fechada em X.

Proposicao 32. Se ' C R™ e G C R"™ sdo subconjuntos fechados, entdao o produto cartesiano
FxGCR™xR"=R"" ¢ fechado.

Demonstragao: As projecoes m; : R™ x R" — R™ e my : R™ x R" — R", definidas por
mi(2,y) = e Tz, y) =y, sdo continuas e F x G =, (F)Nmy H(G). W

Exemplo 33. Um exemplo de conjunto fechado € o grdafico de uma aplicacdo continua f :
X — R", definida num conjunto X C R™. Como sabemos, o grdfico de f é o subconjunto G C
X xR™ C R™xR", formado pelos pontos (x, f(x)) € R™ xR"™, onde x varia em X. Afirmamos
que G € um subconjunto fechado em X x R". (Quando X C R™ for fechado, entio G serd
fechado no espago euclidiano R™*™). Com isso, temos G = {(x,y) € X x R"; y — f(z) = 0}.
Como a aplicagio ¢ : X x R — R", dada por p(z,y) = y — f(x), € continua, resulta que
G = ¢71(0) € fechado wm X x R™.

Ao contrario do que ocorre para conjuntos abertos, a projecao m : R™ x R"™ — R™ nao
transforma necessariamente um conjunto fechado F° C R™ x R"™ num conjunto fechado 7 (F') C
R™. Por exemplo, a hipérbole H = {(z,y) € R? zy = 1} é um subconjunto fechado do plano,
imagem inversa do fechado {1} C R pela aplicagao continua (z,y) — zy. Mas sua proje¢ao no

eixo das abscissas, m(H) = R — {0}, nao é fechada.
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Dados Y € X C R", podemos também definir o fecho de Y relativamente a X como sendo
o conjunto Y N X, dos pontos aderentes a Y que pertencem ao conjunto X. Entao, Y é fechado
em X se, e somente se, coincide com seu fecho relativamente a X.

Um caso particular importante se da quando o fecho de Y relativamente a X é todo o

conjunto X. Para descrever esta situacao, damos a definicao abaixo.

Definicao 34. Sejam Y C X C R™. Dizemos que Y é denso em X quando Y N X = X, ou
seja, X C Y.

Isto significa que todo ponto de X ¢é limite de uma sequéncia cujos termos pertencem a Y.
Ou, ainda de outra maneira: dado Y C X, tem-se Y denso em X se, e somente se, toda bola
aberta com centro em algum ponto de X contém pontos de Y.

Os fatos mais importantes a respeito de conjuntos densos em R"™ sao as seguintes observagoes.

Observagao 35. Sejam f,g: X — R" aplicagoes continuas num conjunto X CR™ eY C X
um subconjunto denso. Se f(y) = g(y) para todo y € Y, entdo f = g (isto é, f(x) = g(x) para
todo x € X ).

Com efeito, para cada x € X existe uma sequéncia de pontos y € Y com limy, = x. Entao,
f(z) = fimyg) = lm f(ye) = lim g(y) = g(limyy) = g(x).
Observacao 36. Todo conjunto X C R™ contém um subconjunto enumerdvel E, denso em X.

Com efeito, a colegao & das bolas abertas B(q; ), com centro num ponto Q™ e raio racional,
é enumeravel: B = {By,...,B,,...}. Para cada i € N, escolhamos um ponto x; € B; N X, se
B; N X nao for vazio. Caso B; N X seja (), x; nao existird. O conjunto E dos pontos z; assim
obtidos ¢ um subconjunto enumeravel de X. Para mostrar que £ é denso em X, tomemos
arbitrariamente x € X e € > 0. Existe r > 0 racional com 2r < e. Como " é denso em R",
encontramos q € Q" tal que |¢ — x| < r. Logo, x € B(¢q;r) = B;. Assim, B; N X # (). Existe,
portanto, z; € E. Como x e x; pertencem a bola B;, de raio r, temos |z — z;| < 2r < e. Ficou
provado que toda bola aberta B(z;€) com centro em algum ponto de X contém um ponto
r; € E. Entao, E é denso em X.

Os conjuntos fechados complementam os abertos e desempenham um papel importante na
compreensao de continuidade e limites. Essa base topoldgica abre caminho para o estudo de

sequéncias e suas propriedades de convergeéncia, que veremos na préxima sec¢ao.

2.3 Sequéncias no espaco euclidiano

O estudo de sequéncias e de sua convergéncia é fundamental para a analise de limites e
continuidade. Nesta secao, sao exploradas como as propriedades das sequéncias em R" per-

mitem descrever o comportamento dos pontos de uma func¢ao ao longo do tempo. O Teorema
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de Bolzano-Weierstrass, que garante a existéncia de subsequéncias convergentes em sequéncias
limitadas, é central para entender como esses pontos podem acumular-se, formando a base para

diversas nocoes de compactacao e continuidade.

Definicao 37. Uma sequéncia em R"™ é uma aplicagcio x : N — R", definida no conjunto N
dos niumeros naturais. O valor que essa aplicagao assume no valor k € indicado com ) e €

chamado o k-ésimo termo da sequéncia.

Usaremos as notagoes (zr), (zx)reny ou (z1,2,...,2k,...) para indicar a sequéncia cujo

k-ésimo termo é z;, € R".

Defini¢ao 38. Uma subsequéncia de (xy) € a restricao da sequéncia a um subconjunto infinito
N =A{k < ke < ... <k <...} CN. A subsequéncia € indicada pelas notacoes (Tx)ren,

(@k, )ien OU (Tpyy Thgy o+ oy Thyy - - ).

Definicao 39. Diz-se que a sequéncia (xy) € limitada quando o conjunto dos seus termos €

limitado em R™, ou seja, quando existe um nimero real ¢ > 0 tal que |zy| < ¢ para todo k € N.

Uma sequéncia (z;) € R™ equivale a n sequéncias de nimeros reais. Com efeito, para cada
k € Ntemos xp = (T, , Ty, - - -, Tk, ), Onde xy, = m;(x)) = i-ésima coordenada de zx(1,2,...,n).
As n sequéncias (zy, )keny (1 = 1,...,n) sdo chamadas as sequéncias das coordenadas de (xy,).
Assim, por exemplo, no plano R?, uma sequéncia de pontos 2z, = (71, yx) é 0 mesmo que um
par de sequéncias (zy), (yx) de nimeros reais.

Sabe-se que uma sequéncia (zj) em R™ é limitada se, e somente se, cada uma de suas

sequéncias de coordenadas (z, )ken(1 < i < n) é limitada em R.

Definicao 40. Diz-se que o ponto a € R™ € o limite da sequéncia de pontos x, € R™ quando,

para todo € > 0 dado, é possivel obter kg € N tal que k > ko = |xp — a|] < e.

Neste caso, diz-se também que (zy) converge para a ou tende para a e escreve-se lim x = a,

lim zp = a, limz, = a, ou simplesmente x;, — a.
k—00 keN

Definigao 41. Quando existe o limite a = limxy, diz-se que a sequéncia () € convergente.

Caso contrdario, diz-se que (xy) € divergente.

Exemplo 42. Uma sequéncia constante (a,a, ..., a,...) € obviamente convergente e seu limite

¢ a. Por outro lado, se a # b, entao (a,b,a,b,...) € uma sequéncia divergente.

Tem-se limzy = a <= lim |z} — a| = 0. Isto reduz a convergéncia em R™ & conveergéncia

de numeros reais > 0.
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Observacao 43. Em termos de bolas, tem-se lim x, = a se, e somente se, qualquer bola aberta
de centro a contém todos os termos xy salvo, possivelmente para um nimero finito de indices k.
Com efeito, se € >0 € o raio da bola e ky € o numero natural que corresponde a € na defini¢ao

de limite, fora da bola B(a;€) sd poderdo estar, no mdzimo, alguns dos termos x1, ..., Tk,.

Observacao 44. Resulta da observacao acima que toda sequéncia convergente é limitada. De
fato, selimxy = a entdo fora da bola aberta de centro a e raio 1 existem mo mdximo os termos
T1,..., Tk da sequéncia. Ser é o maior dos numeros 1, |xy —al,...,|xr —al, vemos que todos
0s termos da sequéncia estao contidos na bola Bla;r|. A reciproca € falsa: se a # b, a sequéncia

(a,b,a,b,...) € divergente e limitada.

Observacao 45. Seque-se também da caracteriza¢ao do limite por meio de bolas que se lim x, =
a, entao toda subsequéncia de (xy) tem ainda limite igual a a. Ou seja: toda subsequéncia de

uma sequéncia convergente € ainda convergente e tem o mesmo limite.

Observagao 46. Qutro fato elementar, porém essencial, € que o limite de uma sequéncia
convergente € unico. Ou seja, selimz, = a e limx, = b, entao a = b. Com efeito, para todo
k €N, temos:

0<l|a—>b| <|zy—al+|zp—10|

Logo, lim |z, — a| =lim |z — b =0=a =b.
Em particular, se limx, = a e uma subsequéncia de (xy) converge para o ponto b € R",

entao a = b.

A definicao de limite de uma sequéncia em R"™ faz uso de uma norma. As desigualdades que

relacionam as 3 normas usuais do espaco euclidiano nos dao, entretanto:
|z — a|ly < |z — a|] < |ag — als < n|xg — aly.

Segue-se dai que lim |z, — a|yy = 0 <= limay —a = 0 <= lim |z} — a|s = 0. Portanto,
a afirmacao lim z;, = a independe de qual das trés normas usuais estamos considerando. (No
final deste paragrafo, mostraremos que nocao de limite de uma sequéncia em R™ permanece a
mesma seja qual for a norma que considerarmos.)

Na demonstracao do teorema abaixo, usamos em R™ a norma do maximo, por conveniéncia.
Resulta do que acabamos de dizer que o fato nele enunciado é valido seja qual for a norma,

dentre as 3 usuais, que seja tomada na definicao de limite.

Teorema 47. Uma sequéncia (xy) em R™ converge para o ponto a = (aq, ..., a,) se, e somente
se, para cadat=1,2,...,n, tem-se klim Tk, = a;, ou seja, cada coordenada de xy, converge para
— 00

a coordenada correspondente de a.
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Demonstracao:  Como |z, — a;| < |zx — a|, vemos que lim zp = a = lim 2, = a;
k—o0 k—o0

para todo ¢ = 1,2,...,n, entao, dado £ > 0, existem numeros naturais kq,...,k, tais que

k> ki = |x; — a] = max |z, — a| < e. Logo, limzy = a. B
(2

Corolario 48. Dadas as sequéncias convergentes de pontos xp,yr € R"™ e ap € R, sejam
limz, = a, limy, =b e limag, = a. Entdao:

1) im(xy + yx) = a + b;

2) limay, - xp = - a;

8) lim(zy, yx) = (a,b);

4) lim |zg| = |al.

Demonstracao: Utilizando os fatos conhecidos sobre limites de somas v de produtos de
nimeros reais, vemos que, para cada i = 1,...,n, valem lim (zx, +yx,) = a; +b; e lim agzy, =
k—o0 k—o0

a - a;. Em vista do Teorema (47), as igualdades 1) e 2) ficam demonstradas. Analogamente,

klim (Tg, y) = klim (Tpy Yy +- - -+ Tk, Yk,,) = a1b1+. . .+ a,b, = (a,b). Isto prova 3). Finalmente,
—00 —00

lim |g| = lim \/{(zy, 2x) = \/lim{zy, 7x) = v/{a,a) = |a|, o que prova /). Também poderfamos

provar 4) observando que ||zx| — |a|| < |zx — a|. Esta maneira tem a vantagem de valer para

qualquer norma, euclidiana ou nao. W

Teorema 49. (Bolzano-Weierstrass.) Toda sequéncia limitada em R™ possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstracao: Sabemos que o Teorema de Bolzano-Weierstrass ¢ valido na reta: toda
sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequéncia convergente. Consulte [3]. Dada a
sequéncia limitada () em R", as primeiras coordenadas dos seus termos formam uma sequéncia
limitada (2, )gken de nimeros reais, a qual possui uma subsequéncia convergente. Isto é, existem

num subconjunto infinito Ny C N e um nimero real a; tais que lim x;, = ay. Por sua vez, a
keN;

sequéncia limitada (zy, )ren, de nimeros reais, possui uma subsequéncia convergente; podemos

obter um subconjunto infinito Ny C Nj e ay € R tais que ;}i%l Tk, = az. B assim por diante, até
€Na

encontrarmos conjuntos infinitos N D Ny D Ny, D ... D N,, e ntimeros reais aq, ..., a, tais que

lim xy, = a; para ¢ = 1,2,...,n. Entdo pomos a = (ay,...,a,) e vemos, pelo Teorema (47),

keN;

que lim z, = a, o que conclui a demonstracao. W
keN,

A analise de convergéncia em sequéncias, especialmente com o suporte do Teorema de
Bolzano-Weierstrass, fornece uma base sélida para o estudo de limites e continuidade. Esses
conceitos sao essenciais para avancarmos na compreensao dos conjuntos compactos, tema da

proxima secao.
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2.4 Conjuntos compactos

Nesta secao, sao discutidos os conjuntos compactos. Uma caracteristica importante desses
conjuntos é que, por meio do Teorema de Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia limitada dentro
de um conjunto compacto possui uma subsequéncia convergente. Essa propriedade permite
garantir a existéncia de pontos de acumulacao e torna os conjuntos compactos ferramentas

essenciais para a continuidade e para diversos teoremas de existéncia em analise.
Definicao 50. Diremos que um conjunto K € R™ é compacto quando ele for limitado e fechado.

Exemplo 51. Sao compactas todas as esferas e bolas fechadas do espago euclidiano, mas o

espago R™ inteiro nao é compacto (salvo se n = 0!).

Em virtude do Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 49), um conjunto K C R™ é
compacto se, e somente se, toda sequencia de pontos x; € K possui uma subsequéncia que
converge para um ponto de K.

As seguintes propriedades decorrem imediatamente da definigao:
1. Ky,..., K, compactos em R" = K; U...N K, compacto.
2. A intersecao de uma familia qualquer de compactos K, C R™ é um conjunto compacto.

3. Se K ¢ R™ e L C R™ sao compactos, entao o produto cartesiano K x L C R™*" ¢

compacto.

Menos 6bvio é o seguinte fato, conhecido como a propriedade de Cantor:

4. Dada uma sequéncia decrescente K; D ... D K de compactos nao vazios, a intersecao
o
K = ﬂ K}, (é compacta e) nao é vazia.
k=1

Demonstracao: Escolhamos, para cada £ € N, um ponto z, € Kj, obtendo assim uma
sequéncia, a qual possui uma subsequéncia (zy,, . . ., T, . . .) convergindo para um ponto x € R™.
Dado arbitrariamente k£ € N, temos xj, € K} para todo k; > k, logo x = limzy, € Kj. Assim,

o ponto x pertence a K}, para todo k € N, ou seja, v € K = ﬂ K}, o que mostra que K nao é
k

vazio. H

Teorema 52. Seja f : X — R" continua no conjunto X C R". Para todo subconjunto

compacto K C X, sua imagem f(K) é compacta.
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Demonstracao: Mostremos primeiro que f(K) é fechado em R™. Seja pois y € R™ aderente
a f(K). Entao y = lim f(zy), xx € K para todo k& € N. Pela compacidade de K, uma

subsequéncia (xy,) converge para um certo ponto z € K. Segue-se que y = lim f(xy,) =
1— 00

f(imzyg,) = f(z), donde y € f(K). Agora, mostremos que f(K') ¢é limitado. De fato, se nao
fosse, poderfamos, para cada k € N, obter um ponto z; € K tal que |f(x)| > k. Entao, a
sequéncia (f(xy)) ndo admitiria subsequéncias convergentes. Mas (z) tem uma subsequéncia

convergente, com lim xy,x € K. A continuidade de f nos da entdo f(x) = f(limxy,) =
1—00

lim f(zy,), uma contradi¢ao. W

Note que uma aplicagao continua pode transformar um conjunto limitado num conjunto
ilimitado (f(x) = 1/x leva o intervalo aberto (0, 1) no intervalo infinito (1, 400)) ou um conjunto
fechado num conjunto nao fechado (f(z) = 1/(1+2?) leva R no intervalo (0, 1]). Masse X C R™

for limitado e fechado, sua imagem por qualquer aplicacao continua é limitada e fechada.

Corolério 53. (Weierstrass.) Toda funcao real continua f : K — R, definida num compacto
K C R™, atinge seu mdximo e seu minimo em K, isto é, existem pontos xg,x; € K tais que
f(20) < f(2) < f(w1) para qualquer z € K.

Demonstracao: Temos que f(K) C R é compacto, logo, yo = inf f(K) e y; = sup f(K)
pertencem a f(K), isto é, existem pontos xg,z; € K tais que f(zg) = yo e f(x1) = y1. Entao,
f(zo) < f(x) < f(z1) para todo z € K. B

A fungado f : R — R, definida por f(x) = z/(1 + |z|), é continua, cumpre —1 < f(z) < 1
para todo = € R, mas nenhum valor f(z) é menor nem maior do que todos os demais valores
de f.

Em particular, toda aplicacao continua f : K — R”, definida num compacto K C R™, é
limitada, isto é, existe ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢ para todo = € K.

Note ainda que se f : K — R é continua no compacto K C R" e f(x) > 0 para todo z € K,
entao existe € > 0 tal que f(z) > ¢ para todo x € K. Isto seria falso se K nao fosse compacto:
bastaria tomar f : (0, +o0) — R, dada por f(z) = 1/z.

Corolario 54. Seja K C R™ compacto. Toda aplicagao continua f : K — R™ € fechada, isto
é, F C K fechado = f(F) C R™ fechado.

Demonstracao: F C K fechado = F compacto = f(F') compacto = f(F') compacto em
R™.

Corolario 55. A inversa de uma bije¢ao continua definida num compacto é continua. (Ou

seja: toda bijecdo continua definida num compacto é um homeomorfismo sobre sua imagem.)
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Demonstracao: Seja f: K — L uma bijecao continua do compacto K C R™ no compacto
L C R™. Pondo g = f~!: L — K vemos que, para todo F' C K fechado, que imagem inversa
g ' (F) = f(F) é fechada em R", pelo Coroldrio 54. Segue-se do Teorema 30 que g é continua.

Vemos agora que s6 foi possivel definir a bijegao continua f : [0,27) — S com inversa
descontinua porque seu dominio é um intervalo nao-compacto.

Uma consequéncia do Corolario 54 é a seguinte:

Proposicao 56. Seja ¢ : K — L uma aplicagao continua do compacto K C R™ sobre o
conjunto (necessariamente compacto) L = o(K) C R". Dado F C L, se sua imagem inversa
0 Y(F) € fechada, entio F ¢ fechado.

Demonstragao: Temos que ¢ é sobrejetiva, logo, p[p~'(F)] = F. Pelo Corolario 54, F é
fechado. M

Este fato tem como corolario:

Corolario 57. Seja ¢ : K — L uma aplicagao continua do compacto K C R™ sobre o compacto

L C R™. Entao uma aplicagao f : L — RP € continua se, e somente se, fop : K — RP ¢

continua.

Demonstragao: Se f é continua, evidentemente f o ¢ também é. Reciprocamente, supondo
f o ¢ continua, para cada F' C RP fechado temos ¢ '[f~}(F)] = (f o ¢)"}(F) fechado em K.
Pelo que vimos acima, isto implica f~!(F') fechado em L. Logo, f é continua (Teorema 30).
Como aplicagao, seja g : [0,27] — R™ continua tal que g(0) = g(27). Através de g, podemos
definir uma aplicagdo continua f : S' — R", pondo f(e) = f(cost,sent) = g(t), 0 < t < 2.
Como ¢(0) = g(27), f estd bem definida. Seja ¢ : [0, 27] — S! a sobrejegao continua dada por
o(t) = e = (cost,sent). Entao, f o e = g é continua. Pelo resultado acima, f : S — R™ ¢
continua. Isto se exprime dizendo que “definir uma aplicacao continua no circulo S! é o mesmo

que defini-la no intervalo [0, 27|, assumindo valores iguais nos extremos”.

Teorema 58. Se f: X — R" € continua e K C X € compacto, entao, para todo € > 0, existe
d>0tal quere X, ye K, |lr—y|<o=|f(x)— fly)| <e.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o teorema fosse falso. Entao existiriam ¢ > 0 e
duas sequéncias de pontos x € X, y € K tais que |z — yx| < 1/k e |f(zx) — f(yr)| > €, para
todo k € N. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que limy, =y € K,
donde limz, = y também. Entao, pela continuidade de f, viria ¢ < lim |f(zx)| — f(yx) =
|f(y) — f(y)|, uma contradi¢ao. W

Outro tipo de uniformidade ocorre quando uma fungao (continua) depende continuamente

de um parametro a que varia num compacto. Mais precisamente:
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Teorema 59. Seja f : X x K — R" continua, onde K é compacto. Fizemos xqg € X. Para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que x € X, |[x —xo| < 6 = |f(x,a) — f(zo, )| < €, seja qual for
ae K.

Demonstragao: Supondo o contrario, existiriam € > 0 e sequéncias de pontos x, € X,
ap € K tais que |z — x| < 1/k e | f(xy, ar) — f(z0, ax)| > €. Passando a uma subsequéncia, se
necessario, podemos admitir que lim oy, = o € K. Como, evidentemente, lim x, = x¢, a conti-

nuidade de f nos dariae < lim | f(zg, ax)—f(zo, ax)| = | f(xo, ) — f (20, )|, uma contradigao. M

Um exemplo de aplicacao do teorema acima é:

Exemplo 60. Seja f : X X [a,b] — R continua. Definamos ¢ : X — R pondo, para cada
r e X,

() —/ f(z,t) dt.

Entao, ¢ é continua em cada ponto o € X. Com efeito, |p(x)—p(xq)| < f;\f(x, t)— f(xo,t)|dt.
Pelo Teorema 59, dado € > 0, podemos achar § > 0 tal que x € X, |x — x| < 0 = |f(z,t) —
f(zo,t)] < e/(b—a), seja qual fort € [a,b], logo, tem-se |p(x) — (x| < €.

Caracterizamos agora a compacidade por meio de coberturas.

Defini¢ao 61. Uma cobertura de um conjunto X C R™ € uma familia (C\)xer de subconjuntos

Cy C R" tal que X C U Cy. Isto significa que, para cada v € X, existe um N\ € L tal que
AEL

z € Cly.

Definigao 62. Uma subcobertura é uma subfamilia (Cy)rer, L' C L, tal que ainda se tem

xclon

AeL!

Definicao 63. Diz-se que a cobertura X C U C)y € aberta quando os Cy forem todos abertos,

finita se L € um conjunto finito, enumerdvel se L € enumerdvel, etc.

Teorema 64. (Lindelof). Seja X C R™ um conjunto arbitrdrio. Toda cobertura aberta X C

U Ay admite uma subcobertura enumerdvel X C Ay, U---UA,, U---.

Demonstracao: Seja F = {x1,...,2;,...} um subconjunto enumerével, denso em X. Con-
sideremos o conjunto % de todas as bolas abertas B(z;r), com centro num ponto de F, raio
racional e tais que cada uma delas esta contida em algum A,. 98 é um conjunto enumeravel de
bolas. Afirmamos que as bolas B € B cobrem X. Com efeito, dado X € X, existe A € L tal
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que x € Ay. Como A, é aberto, existe r > 0 racional tal que B(z;2r) C A,. Sendo E denso
em X, podemos encontrar x; € E com |r — x;| < r. Entdo, x € B(z;,r). Para mostrar que
B(z;,r) € B, resta ver que esta bola estd contida em Ay. Ora, y € B(x;r) = |y — x| <7r =
ly—z| < |ly—ax;|+ |z —x| < 2r =y € B(x;2r) C A,. Isto conclui a verificagao de que as bolas
B € % cobrem X. Tomando uma enumeracao By,...,B;, ... para essas bolas e escolhendo,
para cada ¢ € N, um indice \; € L tal que B; C A,,, concluimos que X C Ay, U---UA) U---,

o que conclui a prova. H

Teorema 65. (Borel-Lebesque). Seja K C R™ compacto (isto €, limitado e fechado). Toda

cobertura aberta K C U Ay admite uma subcobertura finita K C Ay, U...UA,,.
A€eL

Demonstracao: Pelo Teorema 64, obtemos uma subcobertura enumeravel X C Ay, U... U
Ay, U.... Ponhamos K; = KNG (A, U...UA,,) para cada ¢ € N. Isto nos d4 uma sequénncia
decrescente K1 D Ky D ... D K; D ... de compactos. Dado qualquer z € K, existe algum

1 € N tal que x € A,,. Entao, z # K;. Isto mostra que nenhum ponto x € K estd em todos os

o

K;, ou seja, que ﬂ K; = (. Segue-se entao da propriedade de Cantor que algum dos compactos
i=1

K; é vazio, o que significa K C Ay, U...UA,,. 1

Vale também a reciproca do Teorema de Borel-Lebesgue.

Teorema 66. Se toda cobertura aberta do conjunto K C R™ admite uma subcobertura finita,

entao K € limitado e fechado (isto €, compacto).

Demonstragao: Em primeiro lugar, as bolas abertas de raio 1 e centros nos pontos de
K constituem uma cobertura aberta K C U B(z;1), a qual possui uma subcobertura finita
zeK
K C B(x1;1)U...UB(x;,1). Assim, K estd contido numa reuniao finita de conjuntos limitados,
logo é limitado. Além disso, K é fechado pois, se ndo fosse, existiria um ponto a € K — K.
Entao, para cada i € N, tomamos A; = complementar da bola fechada Bla;1/i]. Para todo
x € K, temos = # a, logo, |[z—a| > 1/i para algum 7, o que nos da =z € A;. Portanto, K C UAi,
i=1
uma cobertura aberta, da qual extraimos uma subcobertura finita: K C 4; U...UA; . Como
Al C Ay C ... C A; C ..., toda reuniao de uma colegao finita de conjuntos A; é igual ao
conjunto de maior indice na cole¢ao. Assim, temos K C A; para algum ¢. Esta inclusao
significa que a bola Bla;1/i] ndo tem pontos em comum com K, o que contradiz ser a € K e

prova o teorema. H
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Os Teoremas 65 e 66 mostram que poderiamos, equivalentemente, ter definido um conjunto
compacto K pela condicao de que toda cobertura aberta K C U A, admita uma subcobertura
finita K C K, U...UK),,. Tal definicao ¢, de fato, a mais conveniente para estudos mais gerais.
A que demos no texto é mais simples, porém interessante apenas para espacos euclidianos.

Como aplica¢ao do Teorema de Borel-Lebesgue, (65), demonstraremos o seguinte:

Proposicao 67. Se o aberto U contém a intersecao ﬂ K; de uma sequéncia decrescente K1 D
i=1
Ky D ...D K; D...de conjuntos compactos, entao existe i € N tal que K; C U.

Demonstragao: Temos que os abertos U; € R" — K, juntamente com U, constituem uma
cobertura de K7, da qual extraimos uma subcobertura finita K1 C UUU;, U...UU; . Sejai o
maior dos indices i1, ...,%,. Como Uy C U, C ..., temos U;, U...UU;, = U;, logo K1 C UUU;.
Com maior razao, K; C UUU;. Como nenhum ponto de K; pode pertencer ao seu complementar
U; devemos ter K; C U, como queriamos demonstrar. ll

Os conjuntos compactos estendem nossa compreensao de continuidade e de limites, garan-
tindo que certas propriedades se mantenham dentro de um contexto controlado. Esse conceito
estabelece uma base para a andlise de funcoes ao longo de trajetorias especificas, que serao

exploradas na primeira secao do préximo capitulo.
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Capitulo 3

Caminhos Diferenciaveis e Funcoes

Reais de n variaveis

Neste capitulo, sao apresentadas as nocoes dos Caminhos Diferenciaveis e abordadas as pro-
priedades de Derivadas Parciais e Direcionais, além do conceito de Funcgoes Diferenciaveis. O
capitulo é concluido com uma introdugao ao Gradiente de uma fungao diferencidvel e apresen-

tando o Teorema da Funcao Implicita.

3.1 Caminhos diferenciaveis

Os Caminhos Diferenciaveis representam trajetorias suaves que permitem observar a va-
riacao de fungoes ao longo de direcoes especificas. Nesta secao, abordamos a definicao e as
propriedades desses caminhos e exploramos como eles oferecem uma base para entender como

fungoes se comportam ao longo de trajetérias diferenciaveis em espacos multidimensionais.

Definicao 68. Um caminho em R™ € uma aplicacao f : I — R™, cujo dominio € um intervalo
I CR. Para cadat € I, temos f(t) = (fi(t),..., fu(t)). Asn funcées f; : I — R sao chamadas

as fungoes coordenadas de f. Escreve-se, entao, f = (f1,..., fn).

O caminho f : I — R™ é continuo no ponto a € [ se, e somente se, cada uma das suas
fungdes coordenadas é continua nesse ponto. Mais geralmente, sabemos que se f = (f1,..., fa)
é definida num conjunto X C R e a é um ponto de acumulacao de X, entao Pm f(t) =0b=

—a

(b1,...,b,) se, e somente se, }im fi(t) =b; paracadai =1,2,...,n. Como X C R, tém sentido
—a

os limites laterais lim f(t) e hm+ (t), o primeiro quando a é ponto de acumulagao a esquerda
t—a— t—a

e o segundo quando a é ponto de acumulacao a direita.
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Definicao 69. O wvetor velocidade do caminho f : I — R™ no ponto a € I €, por definicdo, o

limite

. fla+t) - fla)

/ —

f (CL) - 15% n )

quando tal limite existe. As vezes escrevemos %(a) ou Df(a) em vez de f'(a). A norma |f'(a)|
chama-se a velocidade escalar de f no ponto a.

Definicao 70. Quando o caminho f possui vetor velocidade num ponto, dizemos que f €
diferencidvel nesse ponto. Se existe f'(a) para todo a € I, dizemios que f : I — R™ é um

caminho diferencidvel.

O vetor velocidade f'(a), quando é diferente de zero, determina a reta tangente ao caminho
f no ponto f(a), a saber, areta L = {f(a) +¢- f'(a); t € R}.

Figura 3.1: Vetor velocidade, reta tangente e vetor secante no caminho f.

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, 2007.

Como as coordenadas do “vetor secante” [f(a+t)— f(a)]/t sdo os numeros | f;(a+t)— fi(a)]/t,
vemos que o caminho f possui vetor tangente no ponto a se, e somente se, cada uma das
suas fungoes coordenadas f; possui derivada nesse ponto. No caso afirmativo, tem-se f’'(a) =
(fi(a),..., fl(a)). Assim, o caminho f : I — R" ¢ diferenciavel se, e somente se, cada uma das
suas funcoes coordenadas f; : I — R é uma funcao real diferenciavel no intervalo I.

Em particular, a diferenciabilidade do caminho f nao depende da norma que estivermos
utilizando em R".

A fim de que o caminho f : I — R" seja diferencidvel no ponto a € I, é necessario e

suficiente que exista um vetor v € R” tal que, para a +t € [ se tenha

fla+1t)=f(a)+t-v+r(t), onde lim#:O.

t—0
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No caso afirmativo, tem-se v = f’(a).
Com efeito, a primeira igualdade acima significa que, para t # 0,
r(t) _ fla+t)— f(a)

= — .
t t

A condicao de diferenciabilidade de f no ponto a pode ser expressa, equivalentemente,

fla+t) = fa) +1[f'(a) + p(t)], onde limp(t) = 0.

Basta por p(t) =r(t)/t, se t#0, e p(0) =0.

A nocao de derivada lateral se define, para caminhos, de modo analogo ao caso de funcoes
reais. Tem-se f'(a+) = (fi(a+),..., fl(a+)) e f'(a—) = (f{(a—),..., fl(a—)). Existe o vetor
velocidade de f no ponto a se, e somente se, existem e sao iguais as derivadas laterais nesse

ponto.

Exemplo 71. Seja f: R — R? dado por f(t) = (cost,sent) = e. A imagem do caminho f ¢
o circulo unitdrio S*. Para todo t € R, o vetor velocidade de f € f'(t) = (—sent, cost) = ie™.

A wvelocidade escalar € constante: |f'(t) = 1].

Figura 3.2: Circulo unitério S* com f(t) e o vetor velocidade f'(t) do caminho f.
YA

sV

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.
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Exemplo 72. O caminho g : R — R?, definido por g(t) = (t,|t]), possui vetor velocidade
g'(t) = (1,1) para todot > 0 e ¢'(t) = (1,—1) para t < 0. No ponto t = 0, as derivadas
laterais ¢'(0—) = (1,—1) e ¢'(0+) = (1,1) ezistem mas sao diferentes. Logo, g nao possui
velocidade no ponto 0. A imagem de g € o grifico da func¢ao y = |x|, que apresenta um ponto
anguloso na origem. Podemos descrever a mesma imagem por meio de outra “parametrizacao”,
considerando, por exemplo, o caminho h : R — R?, com h(t) = (3, |t|t?). Temos h(R) = g(R).
Para t <0, W'(t) = (3t?, =3t?) e, para t > 0, I/(t) = (3t*,3t*). No ponto t = 0, as derivadas
laterais sao ambas nulas, logo, existe h'(0) = (0,0). Em outras palavras: para descrever a rota
h(R), o ponto cuja posicao no tempo t € h(t) precisou dar uma parada instantinea ao atingir

o ponto anguloso (0,0) de sua trajetoria.

Figura 3.3: Trajetéria da curva h(R) = g(R) com ponto angular em (0, 0).

=Y

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, 2007.

As propriedades usuais da derivada de uma funcao real de uma variavel real, quando apli-
cadas as funcoes coordenadas de um caminho, conduzem imediatamente as seguintes regras de

derivagao:
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dt

%[a@ f(6)] = (6 f (1) + alt) f(2),
CUD, 90 = 7). 90) + (7). (D)
Loy - UOTW)

alf Ol =" s /070

Acima, f,g: I — R" sao caminhos diferenciaveis e o : I — R é uma funcao diferencidvel.

A norma |f(t)| é a que provém do produto interno (f(t), g(t)), isto é, |f(t)] = /{f(t), f(1)).

Esta hipétese serd feita sempre que tomarmos a derivada de |f(t)].

Exemplo 73. Se a norma nao provém de um produto interno, podemos perfeitamente ter
um caminho diferencidvel f : I — R", com f(t) # 0 para todo t € I, para o qual a fun¢ao
o(t) = |f(t)] ndo € diferencidvel. Por exemplo, consideremos a norma do mdzimo em R O
caminho f : R — R?, dado por f(t) = (1,t) € obviamente diferencidvel. Mas |f(t)| ndo possui

derivada em cada um dos pontost = —1 et = 1.

Resulta da férmula da derivada de |f(t)| que, dado um caminho diferenciavel f : I — R™,
o vetor f(t) tem comprimento constante se, e somente se, para cada valor do parametro ¢, o

¢

vetor velocidade f'(t) é perpendicular ao “vetor posicao” f(t).

Exemplo 74. O caminho f : R — R?, dado por f(t) = (cost,sent), € tal que |f(t)] = 1
para todo t. Por isso, f'(t) = (—sent,cost) € para todo t € R, perpendicular a f(t). Neste
exzemplo, temos também |f'(t)| = 1, mas isto é acidental. Se tomarmos g : R — R?, com
g(t) = (cost? sent?), ainda vale |g(t)| = 1 para todo t, mas ¢g'(t) = (—2tsent? 2t cost?) tem

comprimento varidvel, igual a 2|t|. Continua, porém, sendo ¢'(t) perpendicular a g(t).

Se o caminho f : I — R" é diferenciavel, tem sentido considerar o caminho derivado

f': 1 — R"™ e indagar se ele é continuo, diferenciavel, etc.

Observacao 75. Quando f' é continuo, diz-se que f é um caminho de classe C*. Pode-se entdo
investigar a existéncia da derivada de f'. Quando existe, o vetor (f')'(a) = f"(a) chama-se
a derivada sequnda de f no ponto a, ou o vetor aceleragao do caminho f no ponto a. Tem-
se f"(a) = (f/'(a),..., fl(a)). Se existe f"(t) para todo t € I, diz-se que f é duas vezes
diferencidvel e fica definido o caminho " : I — R™. Quando f” € continuo, dizemos que f €

um caminho de classe C?.
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Definicao 76. Diremos que o caminho f : I — R™ é p+ 1 vezes diferencidvel quando existir

o caminho f® : I — R (derivada de ordem p de f) e for derivdvel. Entdo, poremos f®+1) =

(f®)Y. Quando f®) for de classe C', diremos que f € de classe CP+1,

Definicao 77. Diremos que o caminho f : I — R™ é p vezes diferencidvel no ponto a € [
quando existir § > 0 tal que f € de classe CP~' no intervalo J = {t € I; |t —a| < &} e f@V

for diferencidvel no ponto a.

Por extensdo, diremos que um caminho continuo é de classe C° e que f = f(© é sua prépria

“derivada de ordem zero”.

Definicao 78. Quando existirem as derivadas de todas as ordens do caminho f, diremos que

f € infinitamente derivdvel, ou de classe C*.

Para 0 < p < o0, escrevemos f € CP para indicar que f é um caminho de classe CP. Dado

f=1(f1,---, fa), tem-se f € CP se, e somente se, f; € C? para cadai=1,...,n.

Definicao 79. Seja p > 0. Diremos que o caminho f : I — R™ € de classe CP por partes quando
f for continuo e, além disso, possuir derivadas continuas até a ordem p, inclusive, salvo num
congunto finito de pontos de I. Nesses pontos, f deve possuir derivadas laterais continuas até

a ordem p, inclusive.

Exemplo 80. Para todo p > 0, o caminho f : R — R?, definido por f(t) = (tP*, tP|t]), € de

classe CP, e de classe C*, por partes.

O estudo de caminhos diferenciaveis fornece um recurso para analisar variagoes direcionais
de forma controlada e suave. Essa compreensao é essencial para o desenvolvimento das ideias
de derivadas parciais e direcionais, temas das proximas segoes, que expandem ainda mais nossa

andlise de fungoes em varias varidveis.

3.2 Derivadas parciais

As derivadas parciais capturam a taxa de variacao de uma funcao em relacao a cada uma
de suas varidveis, proporcionando uma anélise detalhada do comportamento local das funcoes.
Nesta secao, exploramos o célculo e as propriedades das derivadas parciais, fundamentais para
descrever como as fungoes variam em um ambiente multidimensional.

Quando se estudam funcoes reais de n variaveis, isto é, definidas em subconjuntos do espaco
R", e se busca para essas fun¢oes uma nocao de derivada que tenha propriedades analogas as
da derivada de uma funcao definida num intervalo, a idéia que se apresenta mais naturalmente

¢ a de “derivada parcial”, que exporemos agora.
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Para efeito de derivagao, onde se compara o acréscimo f(a + h) — f(a) da fun¢do com o
acréscimo h dado ao ponto a, o dominio mais adequado para uma funcao é um subconjunto
aberto U C R"™ pois, neste caso, dado a € U, tem-se ainda a + h € U para todo acréscimo

suficiente pequeno h.

Definicao 81. Seja, pois, f : U — R uma funcdo real, definida num subconjunto aberto
U C R™. Dado o ponto a € U, a i-ésima deriavda parcial de f no ponto a (onde 1 <i<n)é
o limite

0 te;) —

F (o) i L1100 = S (@)
8% t—0 t

quando tal limite existe.

As vezes, usaremos também a notagao df(a).

Observacao 82. O simbolo gxz gi’ g_i.’

importa num simbolo destes nao é o “nome” da varidvel, que tanto pode ser x, como y ou z,

terd para nos o mesmo significado que etc. O que

etc. O importante € o indice i: trata-se da derivada de f em relagdo a sua i-ésima varidvel, seja

qual for o sinal usado para indicd-la. Estritamente falando, a melhor notacao para a i-ésima

derivada parcial € O;f, mas continuaremos escrevendo

por respeito a tradicao, pelo apelo

al’i
estético e, principalmente, porque isto torna mais naturais certas formulas, como por exemplo

a Regra da Cadeia.

Quando U C R?, uma funcao f : U — R é o que se chama uma “funcao real de duas

varidveis reais”. Escreve-se f(x,y) para indicar seu valor no ponto z = (z,y). Desta forma, as

derivadas parciais de f num ponto ¢ = (a,b) € U podem também ser representadas por ——(c)

Ox
e g—‘;j(c), em vez de g—i(c), 88_;2(6) Temos:
0 b) — b 0 b — b
7N (XS CONE RIS ()

Analogamente, se U C R3, uma funcao f : U — R é uma “funcio real de trés varidveis

reais”. Seu valor num ponto p = (x,y, z) se escreve f(x,y, z) e suas derivadas parciais no ponto

_ : of , | of of
q = (a,b,c) podem ser escritas como e (q), Dy (q) e 5 (q).

Voltando ao caso geral, seja f : U — R definida no aberto U C R™. Dados o ponto a € U e
o inteiro i € [1,n], a imagem do caminho A : R — R" A(t) = a + te;, é o que se chama “a reta

que passa por a e é paralela ao i-ésimo eixo”. (Note que A(0) = a.) Como U é aberto, existe

43



e >0tal que —e <t <e= A(t) =a-+te; € U. A i-ésima derivada parcial de f no ponto a, é a
of
8:&-

dizer que f, quando restrita ao segmento de reta aberto J = (a — €e;, a + €¢;), torna-se uma

(a) = (foA)(0). Podemos

derivada, no ponto t = 0, da funcdo fo\: (—e¢,€) — R, ou seja,

fungao real, f(a + te;), da variavel real t e (a) é a derivada dessa fungao no ponto ¢ = 0.

8@'
Quando n = 2, o grafico de f é uma superficie em R3; a restricao de f ao segmento de reta

que passa por ¢ = (a, b) e é paralelo ao eixo das abscissas tem como grafico a curva plana obtida

nessa superficie fazendo y constante, igual a b. Logo, (c) é a inclinagao da reta tangente a

o
essa curva, no ponto (a,b, f(a,b)), relativamente ao plano horizontal.

O célculo pratico da i-ésima derivada parcial de uma funcao f(z,...,z,) se faz conside-
rando todas as varidveis como se fossem constantes, exceto a i-ésima, e aplicando as regras

usuais de derivacao relativamente a essa variavel.

Figura 3.4: Representagao geométrica da derivada parcial df/dzx; no plano y = b.

2 y="b

V)

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

O comportamento da i-ésima derivada parcial ao longo de um segmento de reta contido

(2

no dominio de f e paralelo ao i-ésimo eixo dd informagoes sobre o crescimento de f ao longo

de tal segmento. Assim, por exemplo, se f : U — R estd definida em U C R?, o segmento de

0
reta J = {(a,t);0 <t < 1}, paralelo ao eixo dos y, estd contido em U e, além disso, a—f(z) >0
Y
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para todo z € J, entao f é crescente sobre J, isto é,0 < s <t < 1= f(a,s) > f(a,t).

Definicao 83. Dizemos que uma funcdo f : U — R nao depende da i-ésima varidvel quando,
dados a = (a1, ...,0;—1,%,Gi11,...,0n) €b=(a1,...,0;-1,Y,Qiy1,...,0,) em U, tem-se f(a) =
f(b). Noutros termos, se a,b € U com a+ te; entdo f(a) = f(b).

Defini¢ao 84. Um conjunto U C R™ diz-se i-convexo quando a,b € U, b = a+te; = [a,b] C U.
A Proposicao abaixo resulta das definigoes:

Proposicao 85. Sejam U C R"™ um aberto i-convexo e f : U — R™ uma funcao tal que

of
8Ii

(x) =0 para todo x € U. Entao f € independente da i-ésima varidvel.

Demonstragao: Se a,b € U, com b = a + te;, entao a funcao £ : [0,¢] — R, definida por

£(s) = f(a+se;), possui derivada £'(s) = gf (a+se;) = 0 para todo s € [0, ], logo é constante,

e assim f(a) = £(0) = £(t) = f(b). W

)

Observacao 86. No plano, diz-se horizontalmente, ou verticalmente, convexo, em vez de 1-

convexo e 2-convero, respectivamente.

Exemplo 87. Seja X = {(z,0) € R%;z > 0} o semi-eizo positivo fechado das abiscissas. O
aberto U = R* — X € horizontalmente (mas nao verticalmente) convexo. A funcio f: U — R,

definida por f(z,y) = x* quando x > 0, y > 0 e f(x,y) = 0 quando x < 0 ou y < 0, possui

0
deriwada parcial —f = 0 em todos os pontos de U, mas f nao é independente da sequnda

dy

varidvel, y, pois se tomarmos x > 0, y > 0, teremos f(z,y) = 2> >0 e f(x,—y) = 0.

Note-se que as derivadas parciais sozinhas nao permitem conclusoes sobre o comportamento
“n-dimensional” da fun¢ao. Por exemplo, a existéncia de todas as derivadas parciais num ponto

nao implica a continuidade da funcao nesse ponto, como veremos agora.

Exemplo 88. Seja f : R? — R definida por f(x,y) = zy/(2*+y?) se 22 +y> # 0 e £(0,0) = 0.
Se z = (z,y) nao € a origem, temos 01 f(z) = (y* —2%y)/(x* +y?)? e Oof (2) = (x® —xy?)/(2* +
y*)?. Na origem, vale:

Of (4 0) = 1 LB = FQO) _ o 0F 0y JO8) = (0,0

ox t—0 t oy t—0 t =0
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Assim, f possui derivadas parciais em todos os pontos do plano. Entretanto, f é descontinua

na origem.

[Se 2% +y* # 0, entao f(z,y) = (x/\/2% +y2)(y/\/2% + y%) = cosf - sinf, onde 6 ¢ o angulo

formado pelo semi-eixo positivo das abscissas e a semi-reta que passa na origem e contém o
ponto (x,y). Ao longo de cada uma dessas semi-retas, f(z,y) tem valor constante, dependendo
da semi-reta, logo nao existe lim f(z,y) na origem.|

As derivadas parciais sao ferramentas cruciais para entender variacoes locais ao longo de
cada direcao independente, permitindo uma analise precisa de funcoes multivariaveis. Esse
conceito prepara o terreno para o estudo das derivadas direcionais, que generalizam essa ideia

para direcoes arbitrarias.

3.3 Derivadas direcionais

As derivadas direcionais estendem o conceito de derivadas parciais, permitindo a andlise da
taxa de variacao de uma funcao em qualquer direcao desejada. Nesta secao, examinamos como
essas derivadas fornecem uma visao mais abrangente das mudangas que ocorrem em fungoes
multivariaveis, independente dos eixos coordenados.

Vendo que as derivadas parciais, desacompanhadas de hipdteses adicionais, apenas fornecem
informacgoes sobre a funcao ao longo de retas paralelas aos eixos, tentamos estender a nocao
de derivada a outras direcoes além dessas. Isto nos leva ao importante conceito de derivada

direcional.

Definigao 89. Sejam f : U — R definida no aberto U C R™, a € U ev € R". A derivada

direcional de f no ponto a, sequndo o vetor v €, por definicao, o limite

OF (1 i Hat 1) = F(0)
ov t—0 t

quando tal limite existe.

As derivadas parciais tornam-se casos particulares das derivadas direcionais:

0 0
/ _ o = derivada direcional de f segundo o vetor e;.

9, W = g () =

A derivada direcional (0f/0v)(a) é a derivada, no ponto t = 0, da fun¢do composta f o A :
(—e,e) = R, onde A : (—¢,2) — R™ é o caminho retilineo, A(t) = a + tv, para o qual se tem
A(0) = a e N(t) = v para todo ¢.
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Aqui, £ > 0 é escolhido tao pequeno que a imagem de A esteja contida em U.

Figura 3.5: Derivada direcional de f no ponto a ao longo de v.

foA

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

A funcdo do Exemplo 88 possui as derivadas direcionais (0f/0v)(0,0) para v = («,0) ou
(0, 8), as quais sao nulas. Se, porém, tomarmos v = (a, ), com « # 0 e 5 # 0, veremos que
nao existe (0f/0v)(0,0), pois

of 1 ta-tf . a-f
2,00 =l s = M et A

e o ultimo limite acima, evidentemente, nao existe.

Admitimos que v € R™ seja um vetor arbitrario porque desejamos que Jf/0v dependa
linearmente de v. Vejamos se isto realmente ocorre. Em primeiro lugar, se 0 # a € R, entao
existe 0f/0(aw) num ponto a € U se, e somente se, existe df/0v e, no caso afirmativo, temos

(a) = lim fla+taw) — f(a) — o lim fla+taw) — f(a) . %

J0(aw) —0 t —0 ta D

(a).

Por outro lado, o exemplo abaixo mostra que a derivada direcional df/0v pode existir
em todos os pontos do dominio de f, segundo todos os vetores v € R", sem que se tenha

necessariamente
or _ar, o
O(v+w)(a) v (a) + ow (@)

Exemplo 90. Seja g : R? — R definida por g(0,0) =0 e g(z,y) = 2*y/(2* + y*) quando x> +
y? # 0. Um cdlculo direto, a partir da definicio, mostra que existem as derivadas direcionais

dg/0v em todos os pontos de R?, sequndo qualquer vetor ¢ = (a, ). Em particular, na origem,
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temos

dg L g(ta,tp)  a?p
5 00 =y 5 =
dg _ Jg dg

Evidentemente, para a = (0,0) nao vale —————(a) = =—(a) + = (a).
paru a = (0,0) o (@) = 5@ + 52 )
Na préxima se¢ao, mostraremos que Jf/0v dependera linearmente de v se f for “dife-
renciavel”, uma hipétese mais restritiva do que simplesmente possuir derivadas direcionais.
A funcao g do Exemplo 90 é continua em todos os pontos do plano. [Isto é claro em

R? — {0}. Na origem, basta observar que g(x,y) = z - cosf - sen . (Veja o Exemplo 88). Logo,
lim g(z,y) = 0.]
z,y—0

Nao é verdade, porém, que a existéncia das derivadas direcionais implique em continuidade,

COImo veremos agora.

Exemplo 91. Seja h : R* — R definida por h(0,0) = 0 e h(x,y) = 2%y/(z® + y?) se (z,y) #
(0,0). Em R? — {0}, a fungdao h é continua. Como, porém, h(x,z) = 1/2 para todo x # 0,
vemos que h € descontinua na origem. FExaminemos as derivadas direcionais. Para todo v =

(o, B), temos:

oh . h(ta,tp) . t*a?p , ta’
90 00 = lim == =l e M 2

Assim, todas as derivadas direcionais 0h/0v na origem existem e dependem linearmente de v.

O mesmo ocorre nos demais pontos ¢ € R? — {0}, como se verifica mediante o célculo elementar

de %(c) = &'(0), onde £(t) = h(c+ tv).

Outra propriedade desejavel para um conceito adequado de derivada de uma funcao de n
variaveis é que a composta de duas fungoes derivaveis seja ainda derivavel. O préximo exemplo
mostra uma fungao continua ¢ : R? — R, tal que (9¢)(z) existe para todo z e todo v, depende

linearmente de v, mas ¢ o A nao é diferencidvel para um certo caminho diferencidavel \.

Exemplo 92. Definamos ¢ : R? — R pondo o(z,y) = 23y/(z* + y?) se (z,y) # (0,0) e
©(0,0) = 0. Fora da origem, temos

x? Y 1 +1
X . = . ,
Vat+2 Jat+yr o T+ et a2+

p(r,y) =
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logo, limogo(x, y) = 0. Assim, ¢ € continua. Além disso, para todo v = (a, ), temos
x,y—

3
92 0,0 = tim 2D _ 18

ov i—0 t t—0 2% 4 (2

Portanto existem na origem, e dependem linearmente de v, todas as derivadas direcionais

0
dp/0v. Nos demais pontos ¢ € R? — {0} chega-se & mesma conclusdo calculando-se —4'0(0) =

v

€'(0), com &(t) = @(c + tv), por meio das regras elementares de derivacao. Entretanto, se
considerarmos o caminho A : R — R?, definido por A(t) = (¢,?sen1/t), A(0) = (0,0), veremos

que A ¢ diferencidvel e ndo existe a derivada (¢ o A)’(0). Com efeito, seria

2 1 1
(¢ o N)(0) = lim Pt t"senl/t) L sen 1/t

=lim ———,
=0 t t—0 1+ sen? 1/t

mas o ultimo limite nao existe.
A hipotese da existéncia de derivadas direcionais, embora fraca, nao é inteiramente inécua.
Ela permite demonstrar o teorema do Valor Médio, o qual, para funcoes reais de n variaveis, é

verdadeiro sob forma de igualdade, como no caso de uma sé variavel.

Teorema 93. (Teorema do Valor Médio) Seja f : U — R definida no aberto U C R™.

Suponhamos que o segmento de reta |a,a+ v] esteja contido em U, que a restricao f | [a,a+ ]

0
seja continua e que exista a derivada direcional —f(:v), sequndo v, em todo ponto x € (a,a+v).

ov
of

Entao existe 0 € (0,1) tal que f(a+v) — f(a) = B
v

(a+ 0v).

Demonstracao: Definamos a fungao ¢ : [0,1] — R pondo £(t) = f(a + tv). Pelas hipdteses
feitas sobre f, £ é continua em [0, 1] e derivivel em (0,1). Pelo Teorema do Valor Médio para
fungoes de uma variavel real, existe 6 € (0,1) tal que £(1) —£(0) = £'(0). Mas &(1) = f(a+v),
§(0) = f(a) e

E0+1t)—£(0) fla+ (@ +t)v) — fla+ 6v)

€10 = i S :
= lim flatbotto) = flatbo) = a—f(a+9v),
t—0 t ov

o que demonstra o teorema. W
Observagao: A existéncia de 0f /0v em todo ponto de (a, a+v) assegura apenas a continuidade
de f | (a,a+ v) mas nao de f | [a,a + v].
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Corolario 94. Seja U C R"™ aberto e conexo. Se f : U — R possui derivadas direcionais em

0
todo ponto x € U e —f(x) = 0 para qualquer vetor v, entao f é constante.

ov

Com efeito, fixemos a € U. A existéncia de 0f/0v garante a continuidade da restrigao
flla, b] para todo segmento de reta [a,b] contido em U. Resulta entdo do Teorema do Valor
Médio que [a,b] C U implica f(b) = f(a). Ora, qualquer ponto = € U pode (em virtude da
conexidade do aberto U) ser ligado ao ponto a por uma poligonal contida em U, com vértices
ap = a,ay,...,a; = x. Temos sucessivamente f(a) = f(a1) = ... = f(x). Logo, f(x) = f(a)
para todo x € U, donde f é constante.

Com as derivadas direcionais, obtemos uma descricao completa de como funcoes variam em
todas as diregoes possiveis, enriquecendo a andlise e compreensao das fungoes diferencidveis.
Esse conceito é essencial para avancarmos na diferenciabilidade e entender a estrutura global

de uma funcao.

3.4 Funcoes diferenciaveis

Funcoes diferenciaveis permitem aproximacoes lineares precisas, revelando como elas se com-
portam em torno de pontos especificos. Nesta secao, discutimos o conceito de diferenciabilidade
e como ele facilita a compreensao das variagoes locais e suaves em fungoes de multiplas varidaveis.

A nocao de funcao diferenciavel, que apresentaremos agora, é devida a Fréchet e Stolz. Ela
constitui, para funcoes de n varidveis, a extensao adequada do conceito de fungao derivavel de

uma so variavel.

Definicao 95. Dada f : U — R, com U C R", seja a € U. Diremos que a funcgao f
¢ diferencidvel no ponto a quando existirem constantes Aq, ..., A, tais que, para todo vetor

v=(a1,...,a,) €ER™ coma+v €U, setenha

fla+v)=fla)+ A -on+...+ A, - a,, +r(v), onde lir%%:().

Observacao 96. Quando f € diferencidvel em todos os pontos de U, dizemos simplesmente

que f € diferenciavel.

Se f ¢ diferencidvel no ponto a, entao, tomando v = te;, temos a; = 0 se j # i e oy = t.
Logo,
f(CL + tez) — f(CL) _ Az + T(tei) _ Az + T(tei)'
t t Ite;]
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Fazendo t — 0, vemos que existe cada derivada parcial de f no ponto a, sendo %(a) = A;.

A definigao abaixo é, portanto, equivalente a anterior.

Definicao 97. Diremos que a funcao f : U — R € diferencidvel no ponto a € U quando exis-

af

tirem as derivadas parciais g—f(a), g (a) e, além disso, para todo vetor v = (ay,...,qy)
€T1 Tn
tal que a +v € U, tivermos
fla+0) = 5@+ 5Lt 2@ +00),
onde
lim M 0
v—0 |v’

Observagao 98. Na igualdade acima, o “resto” r(v) € definido como sendo igual a f(a +
v) — f(a) — X(0f/0x;)(a) - ;. Esta definicao pode ser dada para qualquer func¢ao que possua
derivadas parciais. A esséncia da definicao de diferenciabilidade é que, tomando r(v) desta

maneira, tem-se

Esta é a condicao crucial, que deve ser verificada (direta ou indiretamente) sempre que
quisermos provar que uma funcao é diferenciavel.
De 1in%(r(v)/|v|) = 0, concluimos que lim,,or(v) = 0 pois r(v) = (r(v)/|v])|v]. Dal
v—>
resulta que toda fungao diferenciavel num ponto é continua nesse ponto. Com efeito, para

v=(e,...,a,), temos

lim [f(a +v) — f(a)] = lim [Z g—xfi(a)ai + r(v)] = 0.

v—0 v—0

A condigao lir%(r(v)/\v|) = 0 significa, entretanto, mais do que r(v) — 0; ela quer dizer que
v
r(v) tende a zero mais rapidamente do que v, isto é, para valores de v suficientemente proximos

de zero, a norma de r(v) é uma fragao arbitrariamente pequena da norma de v. As vezes, isto se
exprime dizendo-se que r(v) é um infinitésimo de ordem superior a v. Assim, f é diferencidvel

no ponto a quando o acréscimo
fla+wv) = f(a)

of

o (@) - a;;, mais um resto infinitamente pequeno em relacao
7

é igual a uma funcao linear de v, >

a v.
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Note que a validade da afirmagao hm( (v)/|v]) = 0 independe da norma adotada em R™.

Em certas ocasioes, é preferivel usar, em vez de r(v), a fungdo p = p(v), definida para os
valores de v tais que a+v € U, do seguinte modo: p(v) = r(v)/|v| se v # 0 e p(0) = 0. Entao, a
funcao f é diferenciavel no ponto a € U se, e somente se, possui derivadas parciais nesse ponto

e, para todo v = (aq,...,a,) € R" tal que a +v € U, vale

flatv) = +Z 5o, (@) - @i+ p(v) - [ol, onde lim p(v) = 0.

Assim, f é diferencidavel no ponto a se, e somente se, a funcao real p = p(v), definida pela
igualdade acima (se v # 0) e por p(0) = 0, é continua no ponto v = 0.

Para funcoes f : I — R, definidas num intervalo aberto I C R, diferenciabilidade é o mesmo
que derivabilidade, pois de f(a +1t) = f(a) + A -t + p|t| se tira

fla+t) = fl)
! ,

p==

logo lir%p = 0 se, e somente se, A = f'(a).
—

Seja f : U — R diferenciavel no ponto a € U. Ja vimos que f é continua e possui derivadas

parciais nesse ponto. Mostraremos agora que f admite derivada direcional segundo qualquer

vetor v = (g, ..., q,), e vale a férmula
of of of
81)( 83:1( a)-oaq+ -+ o (a) - ap,.

Com efeito, para todo t suficientemente pequeno, temos a + tv € U. Pela definicao de

diferenciabilidade, (as derivadas parciais sendo consideradas no ponto a) temos:

fla+tv) = fla)+ > 5= -tai+ p(tv) - t] - o],
i=1 ¢
donde
t
f(a+v -~y £ p(tv) - |v].
(9
Como lir% p(tv) = 0, segue-se a férmula enunciada.
—
. of of 4 L - .
Resulta da expressao el > 5 a; | que se f ¢é diferenciavel num ponto entao a derivada
(% ZT;
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of

o of : o,
direcional ——, nesse ponto, depende linearmente de v, isto é, nao somente se tem =

ov Jd(av)
of , of _of of
Qo <8v) como também 5w + w) = 5 + = B

Uma propriedade relevante das fungoes diferencidveis é dada pela

Regra da Cadeia. Sejam U C R™, V. C R" abertos, f = (f1,...,fa) : U — R"™ tal que
f(U) CV e cada fungio coordenada fy, : U — R € diferencidvel no ponto a € U. Seja ainda
g :V — R uma funcgao diferencidvel no ponto b = f(a). Entao a fun¢ao composta gof : U — R

¢ diferencidvel no ponto a e suas derivadas parciais sao

(g dg 3fk
() -
axz Z 3yk axz )
Demonstracao: Seja Uy o conjunto dos vetores v = (o, ..., q,) € R™ tais que a +v € U.
Parave Ujye k=1,...,n, temos
_ Ofk
flat o) = ) + 30 2oy, (3.1)

i=1 v
onde cada py = pr(v) é uma fungao definida em Uy, continua no ponto 0, que se anula quando
v = 0. [Acima, e no que se segue, as derivadas parciais Jfy/0x; e 0/Jyy sdo consideradas nos
pontos a e b, respectivamente.]

Consideremos a aplicacao w = (84, ..., B,) : Uy — R", continua no ponto 0, cujas fungdes-

coordenada sao definidas por

0
DI R 32)

Adotando, por exemplo, a norma da soma, temos |o;|/|v] < 1 se v # 0, logo cada |B|/|v], e
portanto a fungao |wl|/|v|, é limitada numa vizinhanga do ponto v = 0. Escrevendo ¢f em vez
de g o f, podemos afirmar, em virtude de (3.1), (3.2) e da diferenciabilidade de g no ponto
b= f(a), que, para todo v € Uy, vale:

g(f(a+v)) = g(b+w) = g(b Za—g B to - [wl,
k=

onde 0 = o(v) é uma fungao real continua no ponto 0, que se anula no ponto v = 0 (pois w
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também se anula nesse ponto). Usando a definigao de S, obtemos

0
gfla+v)=gf(a Zayk< fk az—l—pk|v|>+0 lw| =gf(a +ZA a; + R,

Quando v tende a zero, sabemos que cada funcao p; tende a zero, que o quociente |w|/|v| é

limitado e que lirr(l) o = 0. Segue-se que liII(l)(R/ lv|) = 0. Isto mostra que go f é diferencidvel no
v— v—

ponto a e suas derivadas parciais sdo os numeros A;.

Observacao 99. A notacao classica do Cdlculo Diferencial, as vezes imprecisa porém bastante
sugestiva, além de compativel com a prdtica (entdo universal) de enfatizar grandezas (“y é uma
fungao de x”) em vez de aplicagoes (“f leva x emy”), seria a sequinte, para a Regra da Cadeia:
os pontos de U seriam escritos como “x” e os de V. como “y”; as funcgoesf, seriam escritas
como y. = [yr(x)]. A derivada d(g o f)/0x; seria a“derivada de g em relagao a varidvel x;”,

indicada com 0g/0x;. A Regra da Cadeia seria entao:

dg Oy
(’3;1:Z Z Oy, O,

Nao se pode negar a elegancia nostélgica desta férmula. Ela, porém, se acha demasiadamente

comprometida com sistemas de coordenadas, para o gosto atual.

Corolario 100. Se f : U — R € diferencidvel no ponto b e se A: (a —e,a+¢) - U CR™ €
um caminho diferencidvel no ponto a, com A a) =b e A(t) = (A1(t), ..., A (t)), entdo a fungao

composta foX:(a—e,a+e)— R € diferencidvel no ponto a, e tem-se

Z 83:1
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Se escrevermos A(t) = (z1(t), ..., z,(t)), entao
dxq dx
N = —=— ... =2},

d
Indicando com d_]z: a derivada da funcao composta

t= fOAE) = faa(t), .., za(t)),

a Regra da Cadeia assume a forma classica

Corolario 101. Sejam U C R™ um conjunto aberto, f : U — R diferencidvel no ponto a, com
f(U)C 1, eg:I— R diferencidvel no ponto b = f(a). Entdo go f: U — R € diferencidvel no

ponto a e, para cada i =1,...,n, vale

a(gOf) o of
d—xi(a) =4g'(b) - Ers (a).

Decorre da Regra da Cadeia que, se f : U — R é diferencidavel no ponto a € U, ao

0
calcularmos a derivada direcional a—f(a) = (f o A)'(0), ndo é necessédrio tomar A\(t) = a + tv.
v

Em vez de nos restringirmos a um caminho retilineo, podemos considerar qualquer caminho

A (—€,€) = U, diferencidvel no ponto a, com \0) =a e N(0) =v = (aq,...,q,) e teremos
ainda
of .\ _ i — i 4 AE) = fla)
O (0) = (£ o 3y(0) = ling A ZS0),
Com efeito, pela Regra da Cadeia,
0 =5S"L =S 0.0 =9
TN =3 2w X0 = Y L@ 0= Lo

Revejamos agora os Exemplos 88, 90, 91 e 92 a luz da definicao de diferenciabilidade. As

fungoes que examinamos foram as seguintes: (citar os exemplos nos ambientes)
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[RP =R, f(zy) =zy/(@*+y°), f(0,0)=0;
g:R* =R, g(z,y) =2y/(2>+y°), g(0,0)=0;
h:R* =R, h(z,y)=2%/(a°+y%), h(0,0)=0

¢:R* =R, o,y =2"y/(z' +y%), ¢(0,0)=0.

Figura 3.6: Gréafico de f:R* > R, f(z,y) = zy/(2* + y?).

Fonte: Criado pelos autores com o auxilio do software GeoGebra.

Figura 3.7: Graficode g : R2 - R, g(x,y) = 2%y/(2* + 9?).

Fonte: Criado pelos autores com o auxilio do software GeoGebra.

Nenhuma dessas funcoes ¢é diferencidvel na origem de R?: f porque nao é continua nem

possui derivada direcional segundo todo vetor; g porque, embora sendo continua e existindo
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dg/0v(0,0) segundo todo vetor v € R?, esta derivada nao depende linearmente de v; h possui
derivadas direcionais 0h/dv, que dependem linearmente de v, mas nao é continua na origem;
finalmente, ¢ é continua em todo o plano, admite em todos os pontos do plano derivadas
direcionais 0p/dv que dependem linearmente de v, mas contraria a Regra da Cadeia porque,
considerando o caminho A(t) = (¢,#*sen1/t), a composta ¢ o A : R — R nao é derivdvel no
ponto t = 0.

Estas sao razoes indiretas pelas quais as quatro func¢oes acima nao sao diferenciaveis. A razao

real é que, embora cada uma delas possua derivadas parciais na origem, elas nao cumprem a

r(v) 1 _ﬁ, _ﬁ, _
l%m_al,}ﬂo\/m@a’m or 7 oy ﬁ)_o’

onde as derivadas parciais sdo tomadas no ponto (0,0). Acima, \/a? + 2 = |v| é a norma

condicao

euclidiana do vetor v = («, ).

Figura 3.8: Grafico de h: R* 5 R, h(z,y) = 23y/(2° + ).

Fonte: Criado pelos autores com o auxilio do software GeoGebra.

Figura 3.9: Grafico de ¢ : R?2 = R, o(x,y) = 23y/(z* + ?).

Fonte: Criado pelos autores com o auxilio do software GeoGebra.
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Definicao 102. Uma funcao real f : U — R, definida no aberto U C R", diz-se de classe
of of

C! quando existem, em cada ponto x € U, as derivadas parciais ——(x), ..., e
Tn

o1, (), e asn

of : . : .
fungoes U — R, assim definidas, sao continuas. Mais geralmente, diremos que uma

3:1:i ’
funcao f : U — R € de classe C* quando ela possuir derivadas parciais em todos os pontos de

U e as funcoes a—f,..., of
0xy,

8x1

: U — R forem de classe CF=1. Aqui, k € um inteiro > 0.

Para completar a definicdo indutiva, diremos que uma funcao f : U — R é de classe C°
quando ela for continua. Usaremos a notacao f € CF.

Escreveremos também f € €, e diremos que f é de classe C* quando f € C* para todo
k> 0.

Evidentemente, C° D C!' D --- D C¥ 5 ... D €™, sendo todas estas inclusdes estritas.

Teorema 103. Se uma funcao f : U — R possui derivadas parciais em todos os pontos do

aberto U C R™ e cada uma delas é continua no ponto c, entao f é diferencidavel no ponto c.

Demonstracao: Por simplicidade, consideraremos o caso n = 2. A situacao geral se trata
de modo andlogo, apenas com notagdo mais complicada. Fixemos ¢ = (a,b) € U e tomemos
v=(h,k) tal que c+v € U. Seja

r(v) =r(h,k) = fla+h,b+ k) — f(a,b) — g—ih— g—ik,

onde as derivadas s@o calculadas no ponto ¢ = (a,b). Podemos escrever:

r(v):f(a—I—h,b—l—k)—f(a,b+k)+f(a,b+k)_f(a7b)_g_£h_g_£k_

Pelo Teorema do Valor Médio para fungoes reais de uma variavel real, existem 6y, 6, € [0, 1]

tais que
_of of of of
r(v) = 8x(a+61h’b+k) h + ay(a,b—l—ng) k B2 h 3 k.
Logo,
r(v) _[o0f of h of of 2
o 8:0( +6,-hb+k) 8:1:(&’6) \/m+ 8y(a’b+92 k) ay(a,b) Nyt
h k . . .
O estao, em valor absoluto, compreendidos entre 0 e 1. A conti-

ra, e
Vh2+ k2 VB2 4+ k2
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nuidade das derivadas parciais nos da, entao,

logo, f é diferenciavel. B
Corolério 104. Toda funcdo de classe C* € diferencidvel.

Observacao 105. Escrevendo

r(v)=f(a+h,b+k)—f(a,b+k)_%.h+f(a,b+k)_f(a,b)_%.k,

vemos que existe § € (0,1) tal que

r(v) of of h fla,b+k)— f(a,b) Of k
— == Oh,b+ k) — =—(a,b)| — — —(a,b)| —.
Como — e — tém wvalor absoluto menor do que um, a primeira parcela da soma acima

ol [l

0
tem limite zero quando |v| — 0, desde que 8_f seja continua no ponto (a,b). A seqgunda parcela
x

0
também tem limite zero, em virtude da definicdo de derivada, sem que seja preciso supor —f

y

continua. Assim, para que uma funcao f, de duas varidveis, seja diferencidvel num ponto, €

. af . » .
suficiente que = exista numa vizinhanca do ponto e seja continua no ponto, e que =— apenas

ox dy
exista mo ponto em questao. Para fungoes de n wvaridveis, a diferenciabilidade num ponto é
assequrada quando n — 1 das suas derivadas parciais sao continuas no ponto e a deriwada

parcial restante apenas existe ali.

Exemplo 106. Um polinomio em duas varidveis é uma funcao p : R* — R, do tipo p(z,y) =
S aaty’. Todo polindmio é evidentemente uma fungdo continua e possui derivadas parciais
op . .1 Op i : : L N
e doiart Ty, B_y =Y jax'y’ . Tais derivadas sio ainda polinémios e, portanto, sao
funcoes continuas em R%. Logo, todo polinémio p : R? — R é uma funcao de classe Ct. Entdo,
as derivadas de p, sendo polinémios, sio de classe Ct, portanto p € C2. Repetindo o mesmo
argumento, concluimos que p € C* para todo k, logo todo polinémio €, na realidade, uma funcao
de classe C°. Afirmativas semelhantes podem ser feitas sobre um polinomio a n varidveis, que

¢ uma fungio p : R" = R, do tipo p(z) = as, 4, x} - - - ain.
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A soma f+ g, o produto f-g e o quociente f/g (se g(x) # 0 para todo x no dominio de g)
de funcgoes f,g: U — R, de classe C*, sdo ainda funcées de classe CF.

Exemplo 107. Como exemplo de funcdio diferencidvel que nao € de classe C', tomemos f :
R — R, com f(z) = 2? -sen(1/z) se x # 0, e f(0) = 0, lembrando que, para fungoes de uma
varidvel, diferenciabilidade € o mesmo que existéncia da derivada.

Exemplo 108. O produto interno f : R™ x R™ — R, f(x,y) = > z;y;, sendo um polinémio
em 2m wvaridveis, € uma funcdo de classe C*°. Também ¢ de classe C*° a funcao g : R™ — R,
g(z) = |z|* = 22, por ser ainda um polinémio, em n varidveis. Pela Regra da Cadeia, a
norma euclidiana h : R* — R, h(z) = |z| = /3. 22, € de classe C* quando restrita a R™\ {0}.

Na origem, a norma euclidiana nao € diferencidvel; nem sequer existem as derivadas parciais:

(07) =1 (07) = —1.

(Derivadas parciais laterais diferentes.) Quanto as normas que ndo provém de um produto

interno, elas podem ndao ser diferencidveis mesmo em pontos x # 0. Por exemplo, seja  :

R?* — R a norma da soma, &(z,y) = |x| + |y|. Nos pontos (z,0) nao existe % e nos pontos

dy

0,y) nao existe —.
(0,9) e

Para concluir, registremos um importante coroldario do Teorema 103 (e da Regra da Cadeia),
segundo o qual g o f € C* desde que g € C* e cada funcao coordenada de f também seja de

classe C*.
Corolario 109. Sejam U C R™, V. C R™ abertos, f = (f1,..., fn) : U = R" tal que f(U) CV
e cada fungdo coordenada f; : U — R € de classe C*. Seja ainda g : V — R uma fungdo de
classe C*. Entdo a fungdo composta go f : U — R € de classe C*.

Com efeito, pelo Corolario 104, g e cada f; sao diferencidveis. (Estamos supondo k > 1,

pois o Corolario 109 ¢é trivial se k = 0. Podemos entao aplicar a Regra da Cadeia, segundo a

qual, para todoi=1,...,m, e todo z € U:

dgof)
8ZL'Z‘

22 (fa)) - 2w,

— 9Y;

() =

ou seja, vale a igualdade de fungoes

(g " 0
(9901 ay] ox;




Suponhamos, por inducao, que o Corolario 109 foi provado para classe C¥~!. Entdo, para

. - 9] ) of;
cada j = 1,...,n, a funcao composta 8_g o f é de classe C*~!, 0 mesmo ocorrendo com 8fj
Yj Z;

para todo i, ja que f € C*. Como o produto de funcdes de classe C*~! é ainda desta classe, cada
parcela da soma acima é de classe C*~!, donde a soma também é. Assim, todas as derivadas
parciais de g o f sao de classe C*~1, portanto g o f € CF.

A diferenciabilidade fornece uma maneira estruturada de entender as variacoes locais das
fungoes, por meio de aproximagoes lineares. KEsse conceito é um pilar para a definicao da

diferencial e do gradiente, que serao explorados nas proximas segoes.

3.5 A diferencial de uma funcao

A diferencial de uma funcao representa a melhor aproximacao linear da variacao da fungao
em torno de um ponto. Nesta se¢ao, analisamos o conceito de diferencial e suas propriedades,
que desempenham um papel crucial na descricao da variacao local de fungoes diferenciaveis.

A derivada de um caminho f : R — R é um vetor. Na situacao dual, o papel de derivada
de uma funcao f : R® — R ¢é desempenhado por um funcional linear, conforme mostraremos

agora.

Definicao 110. Seja f : U — R definida no aberto U C R", diferenciavel no ponto a € U.
A diferencial de f no ponto a é o funcional linear df(a) : R" — R, cujo valor no vetor

v=(ay,...,a,) € dado por

df(a) -v = %(a) => af' (a) - oy

Observagao 111. Como toda transformagao linear R"™ — R, o funcional linear df (a) possui
uma matriz 1 X n em relacdo a base canonica de R™. Se identificarmos o funcional com sua

matriz, teremos

df (a) = (g—gﬁ(a), . .,%(@) .

Quando f : U — R é diferenciavel em todo ponto de U, obtemos uma aplicacao df : U —

(R")* = Z(R™; R), que associa a cada ponto z € U o funcional df (), cuja matriz é
of af
(8$1 (x),..., o (:c)) .
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f:U—>R

A aplicacao df é continua se, e somente se, cada uma das suas fungoes coordenadas

afL‘i
¢ continua, isto é, se, e somente se, f é de classe C!.
E comum indicar-se, em Anilise, a base canénica de (R™)*, com (dxy,...,dzx,), logo dx; -
v=aq;sev=(a...,a,). O motivo desta notacdo é o seguinte: como a i-ésima projecao
m; - R" — R assume, em cada ponto = = (z1,...,z,) € R" o valor m;(z) = x;, escreve-se x; em

vez de ;. Calculando, de modo 6bvio, a diferencial da i-ésima projecao x; : R® — R, obtemos
dz;(a)-v = a; em todo ponto a € R". Escrevendo dz;-v em vez de «;, a definigao da diferencial

fica

df(a)-v—z 8f(a)-al:zri-v.

i=1 Oz;

Como esta igualdade vale para cada v € R", temos

df (a) = Z of (a)dz;.

— al’l

()

Isto significa que o funcional linear df (a) se exprime como combinacao linear dos funcionais
dx;, sendo (Of /0x;)(a) os coeficientes da combinagao. Finalmente, a igualdade acima valendo

para todo ponto a € U, podemos escrever

i=1

A expressao formal da regra da cadeia (no caso R — R" — R) diz que, se cada coordenada
x; € funcao de um parametro real ¢, entao podemos “dividir ambos os membros da igualdade

acima por dt” e obter

Todo funcional linear ¢ : R"™ — R é diferencidvel e, para todo z € R", dp(z) = ¢ (isto

Dip
X

é, do(x) -v = ¢ -v). Com efeito, temos p(x) = 121 + -+ + ¢y, logo = ¢;. Portanto,

dap(x)w:Zg—Z-ai:Zciai:go-v.

Teorema 112. Sejam f,g: U — R diferencidveis no ponto a € U. Entao:

1. f+g:U — R € diferencidvel e d(f + g) = df + dg;
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2. f-g:U — R € diferencidvel e d(f - g) = f - dg + g - df;

3. Se g(x) # 0 para todo x € U, entao f/g: U — R € diferencidvel e d(f/g) = (g -df — [ -
dg)/g°.

Demonstragao: As fungoes s,m : R? - R, ¢ : R x (R — {0}) — R, definidas por s(z,y) =
rx+y, m(z,y) =z-yeq(x,y) = x/y, sdo de classe C, logo diferencidveis. A aplica¢do F': U —
R? definida por F(z) = (f(z),g(z)), tem coordenadas diferencidveis. Como f + g = so F,
f-g=moF,e f/g=qoF, aRegra da Cadeia assegura a diferenciabilidade de f +g¢, f-g e
f/g. Além disso, temos

9 _af oy
) g of

o (f\ _g-0f/0x;— f-0g/0x;
; (E) N g2 '

Dai resultam as férmulas enunciadas para as diferenciais. H
O Teorema do Valor Médio (93), j4 demonstrado para fungbes que admitem derivadas
direcionais ao longo de um segmento, assume, para funcoes diferenciaveis, a forma abaixo, que

decorre da anterior (bem como o Coroldrio 114):

Teorema 113. (Teorema do Valor Médio) Seja f : U — R diferencidvel em todos os
pontos do segmento de reta aberto (a,a+v) e seja continua sua restri¢io ao segmento fechado
la,a+v] C U CR™ Euxiste 0 € (0,1) tal que

f(a—l—v)—f(a):df(a+9v)~vzzg£

=1

(a+6v) -,

onde v = (av,...,0p).

Corolario 114. Seja U C R™ aberto e conexo. Se f: U — R € diferencidvel e df (x) =0 (isto

Oy 29
e’@xlx_ - Oz,

() =0) para todo x € U, entao f € constante.

Corolario 115. Sejam U C R™ um aberto convexo e f : U — R uma func¢ao diferencidvel. Se

|df ()| < M para todo x € U, entdo, para quaisquer x,y € U, temos |f(z)— f(y)| < M -|z—y|.

Ou seja, num aberto convexo, toda funcao que possui diferencial limitada é Lipschitziana.

No Corolario 115, |df (x)| é a norma do funcional df (z) : R™ — R, isto é, o maior dos niimeros
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of
%(x)

,para todo v € R™, |v| = 1. Se tomarmos em R™ a norma euclidiana, ou a norma da

soma, ou a norma do maximo, entdo |df (x)| assume, respectivamente, os valores

£ (). =

i

Exemplo 116. Quando V nao é convexo, uma funcao g : V — R pode ter diferencial limitada
em V e nao ser Lipschitziana. Por exemplo, sejam f e U como no Exemplo 87 e tomemos
V={z€eU;l|z| <2}, g=f|V. Entao |dg(z)| < 4 para todo z € V, mas g nao € Lipschitziana
pois, para todo € > 0, temos |g(1,e) — g(1, —¢)| = 1 enquanto |(1,¢) — (1, —¢)| = 2¢.

Uma consequéncia do Corolario 115 acima é que se f : U — R é diferenciavel e suas
derivadas parciais sao limitadas no aberto convexo U C R", entao f é uniformemente continua
em U. Em particular, f é a restricdo de uma funcio (uniformemente) continua g : U — R.

A diferencial sintetiza a variagao local de uma fungao de maneira linear, facilitando o estudo
detalhado de suas mudangas proximas a cada ponto. Esse conceito se conecta diretamente ao

gradiente, que oferece uma interpretacao vetorial dessas variagoes.

3.6 O gradiente de uma funcao diferenciavel

O gradiente de uma funcao diferenciavel aponta na direcao de maior crescimento da fungao
e representa a intensidade dessa variagao. Nesta secao, exploramos as propriedades e a inter-
pretacao do gradiente, que é essencial para a analise e otimizacao de funcgoes.

O produto interno natural induz um isomorfismo entre R” e seu dual (R™)*. Tal isomorfismo
faz corresponder a cada vetor v € R"™ o funcional v* € (R™)* com v*(x) = (v, x) para todo
z €R" Sev=/(c,...,c), entao v*(e1) = ay,...,v*(e,) = a,, logo a matriz de v* em relagao
a base candnica de R" é (aq,...,qy,). A existéncia deste isomorfismo é responsavel pelo fato
de que no Célculo Vetorial classico (e, portanto, na Geometria e na Fisica tradicionais) néo
ocorrem funcionais lineares: em vez de um funcional, toma-se o produto interno (v, z) de um
vetor fixo v por um vetor varidvel z. A prépria expressao ¢(x) = c1x1 + -+ + ¢y, que dd o
valor do funcional ¢ no vetor x = (xy,...,2,), ja indica isso: ¢(z) é o produto interno de z

pelo vetor v = (cq,...,¢,), ou seja, ¢ = v*.

Definicao 117. Dada a funcao diferencidvel f : U — R, definida no aberto U C R™, definire-

mos o gradiente de f no ponto a € U como o vetor V f(a), que corresponde ao funcional df (a)
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sequndo o isomorfismo acima descrito. Isto significa, por definicao, que:

0 "\ 0
(VSta.0) = G =) v =3 5w
para todo v = (cq,...,¢p).
Em particular, (Vf(a),e;) = gg{ (a), logo

Vi) = <§—i(a),...,§i(a)).

Observagao 118. Se usarmos apenas bases ortonormais em R™, as coordenadas do vetor V f(a)

em relagao a base (e1,...,e,) sao as mesmas que as do funcional df (a) com respeito a base

dual (dxy, ..., dx,).

Nessas condigoes, o gradiente se torna praticamente indistinguivel da diferencial. Mesmo
no espaco euclidiano, o gradiente, por ser um vetor, apresenta aspectos geométricos muito
convenientes para dar informacoes a respeito do comportamento da funcao, como veremos
a seguir. Destacaremos as trés propriedades mais importantes do gradiente de uma funcao

diferencidvel f. Nesta discussdo, fixraremos um ponto a e suporemos que V f(a) # 0. Entao:

1#) O gradiente aponta para uma dire¢ao segundo a qual a func¢ao f é crescente;

2%) Dentre todas as dire¢oes ao longo das quais a funcao f cresce, a dire¢ao do gradiente é a

de crescimento mais rapido;

3%) O gradiente de f no ponto a é perpendicular a superficie de nivel de f que passa por esse

ponto.

Em primeiro lugar, se w = V f(a) entao

of
5@ = (V/(a),w) =|Vf(a)]* > 0.
w
Isto significa que se A : (—¢, €) — U é um caminho diferenciavel, com valores no dominio U da
funcao f, tal que A(0) = a e N(0) = Vf(a), entdo a fungao real ¢t — f(A(t)) possui derivada
positiva no ponto t = 0. Se supusermos f e A de classe C!, entdo a derivada de f o\ serd ainda

positiva em todos os pontos de um intervalo aberto de centro 0, isto é, se tomarmos ¢ > 0
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suficientemente pequeno, entdo f o A : (—e,¢) — R serd uma func¢do crescente. Isto é o que

significa afirmar que “f cresce na dire¢ao do gradiente”. Evidentemente, ndo se tem —(a) > 0

v
apenas quando v = V f(a). Como a—(a) = (Vf(a),v), os vetores v que apontam para diregoes
v
ao longo das quais a funcao cresce sao aqueles que formam um angulo agudo com V f(a), isto
é, tais que o produto interno (V f(a),v) é positivo. O que distingue o gradiente é o fato de que
em sua direcao o crescimento de f é mais rapido do que nas outras.

Figura 3.10: Gradiente V f(a) indicando a dire¢do de maior crescimento de f.

R

f o\ é crescente

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

Isto quer dizer o seguinte: se v for um vetor tal que |v| = |V f(a)| entao

af of
30\ = v fay

Com efeito, pela desigualdade de Schwarz:

of

5;(0) = (Vf(a).0) <[V f(a)ljv] =
_ a)l? = L a
= VAP = 577y @)

Finalmente, esclarecamos a terceira das afirmacoes acima.
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Definicao 119. Dada f : U — R, diferencidavel no aberto, U C R™, e dado um nimero real c,
diz-se que o ponto x € U estd no nivel ¢, ou tem nivel ¢, relativamente a f, quando f(x) = c.
Fizado ¢, o conjunto dos pontos de U que estio no nivel ¢ é a imagem inversa f~'(c), a qual é

chamada a superficie de nivel ¢ da fungao f. Quandon =2, f~'(c) chama-se a curva de nivel

cdef.

Convém, de inicio, chamar a atencao para o fato de que a imagem inversa f~'(c) as vezes
nao tem aspecto de curva ou superficie. (Por exemplo, f : R* — R pode ser constante, igual a
¢, num conjunto que contenha uma bola.) Melhor seria chamar f~!(c) de “conjunto de nivel”.
Mas a terminologia esté consagrada e se justifica devido a f~!(c) ser mesmo uma superficie (ou
uma curva) sempre que V f(z) # 0 para todo x com f(z) = ¢, conforme provaremos adiante,
com ajuda do teorema da funcao implicita.

Dizer que um vetor w é perpendicular & superficie (ou curva) de nivel f~!(c) no ponto a sig-
nifica que w é perpendicular ao vetor velocidade, no ponto a, de qualquer caminho diferenciavel
no ponto ¢t = 0, com A(0) = a e A(t) € f~(c), isto é, f(A(t)) = ¢, para todo t € (—¢,€). Com

efeito, desta ultima igualdade segue-se que

0=(FoN)(0) = 3 () X(0) = (V(a), X(O)),

logo Vf(a) é perpendicular a \'(0), vetor velocidade no ponto a = A\(0) de qualquer caminho
diferenciavel X, contido na superficie de nivel de f que contém a.
Isto conclui a verificagao das trés propriedades do gradiente acima enunciadas. Vejamos

agora alguns exemplos simples.

Exemplo 120. Sejam f, g, h : R? — R definidas por f(x,y) = ax + by (onde a®> + b* # 0),
g(z,y) = 22 +y? e h(z,y) = 2* — y*. As curvas de nivel de f sio as retas definidas pelas
equagoes ax + by = ¢, para qualquer ¢ real. O vetor gradiente de f € constante: Vf = (a,b) em
qualquer ponto (x,y) € R2. Assim, as curvas de nivel de [ sdo todas as retas perpendiculares

ao vetor (a,b); tais retas sao, evidentemente, paralelas umas as outras.
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Figura 3.11: Curvas de nivel de f(z,y) = ax + by com retas paralelas perpendiculares a (a,b).
A

(a,b)

ar +by =c

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

As curvas de nivel ¢ da funcio g(z,y) = 2? + y? sao as solugdes de uma equacao do tipo
g(x,y) = c. Elas sao vazias se ¢ < 0. A curva de nivel 0 reduz-se a um unico ponto, a origem.
Para ¢ > 0, a curva de nivel ¢ é o circulo de centro na origem e raio y/c. O vetor gradiente de
g no ponto (z,y) é Vg(z,y) = (2z,2y), um vetor paralelo ao raio, o que é de se esperar, pois o

raio ¢ perpendicular a todo vetor tangente ao circulo naquele ponto.

Figura 3.12: Curvas de nivel de g(x,y) = 2® + y?, circulos com centro na origem e raio /c.
g 9(z,y Y

A
(22, 2y)
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Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, 2007.

A curva de nivel ¢ da funcao h(z,y) = 22 —y? é formada por dois ramos de hipérbole quando
c#0.

No caso de ¢ > 0, a hipérbole 22 — y? = ¢ tem como eixo o eixo das abcissas; quando ¢ < 0
o eixo da hipérbole é o das ordenadas. Para ¢ = 0, a curva de nivel 2°> — > = 0 consiste em
duas retas perpendiculares que se cortam na origem: as diagonais do primeiro e terceiro e do
segundo e quarto quadrantes, dadas por y = x e y = —x, respectivamente. O gradiente da
funcao h é o vetor Vh(z,y) = (2x,—2y). Atribuindo valores particulares a = e y, podemos
observar que esse vetor é perpendicular a curva de nivel que passa pelo ponto (z,y), e indica a

direcao de crescimento de h.

Figura 3.13: Curvas de nivel de 22 — y? = c e vetor gradiente (2z, —2y).

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

Note-se que, nos pontos onde o gradiente se anula (a origem na segunda e na terceira
figura), ocorre uma quebra de regularidade na disposi¢do das curvas de nivel. Chamam-se

pontos singulares ou pontos criticos da funcao os pontos onde seu gradiente é o vetor zero.

Exemplo 121. Andlogas tridimensionais das funcoes do exemplo anterior sao f, g, h: R® — R,
definidas por f(z,y,2) = ax + by + cz (com a*> + 0>+ #0), g(x,y,2) = 2> + > + 2% ¢
h(z,y,z) = 22 +y?—2%. As superficies de nivel de f sio planos paralelos, todos perpendiculares
ao vetor (a,b,c), que € o gradiente de f. A superficie de nivel ¢ da fun¢io g € vazia se ¢ < 0,
reduz-se a origem se ¢ = 0 e € uma esfera de centro na origem e raio \/c quando ¢ > 0. A
superficie de nivel 0 da funcdao h € um cone duplo, com vértice na origem e eixo no eizo dos z.
Se ¢ > 0, a superficie x* + y? — 22 = ¢ é um hiperbéloide de revolugdo, com o mesmo eizo do

cone. Se c <0, 22 +y* — 22 = ¢ define um hiperbdloide de duas folhas.
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Figura 3.14: Superficies de nivel de 2% + y* — 2* = ¢: cone (¢ = 0), hiperboldides (c # 0).

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

O gradiente fornece uma visao central sobre a estrutura das fungoes diferenciaveis, ao indicar
as direcoes de maior variagao. Esse conceito conecta-se ao Teorema da Funcao Implicita,

discutido na préxima secao.

3.7 O Teorema da Funcao Implicita

O Teorema da Funcao Implicita ¢ um dos resultados mais importantes na anélise de vérias
variaveis, pois estabelece condigoes sob as quais uma fungao definida implicitamente por um
sistema de equacoes pode ser expressa em termos de outras varidaveis. Esse teorema permite
“desmembrar” sistemas de equacoes e entender como variaveis interdependentes se comportam,
garantindo a existéncia de funcoes que resolvem o sistema localmente. Nesta secao, investiga-
mos o enunciado do teorema, suas hipoteses e implicacoes, que sao essenciais para explorar a
estrutura das fungoes em miiltiplas variaveis.

Por simplicidade, consideramos inicialmente funcoes de duas variaveis.

Definicao 122. Dada f : U — R, definida no aberto U C R2?, e fizado ¢ € R, dizemos que
a equagao f(z,y) = c define y implicitamente como fun¢do de x quando existe uma fungdo
¢ : 1 — R, definida num intervalo I C R, tal que f(z,y) = ¢ <= y = &(x). Isto quer dizer
que f~1(c) € o grdfico da funcao &.
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Figura 3.15: Gréfico de f~!(c), ilustrando a funcao implicita y = £(x) definida por f(z,y) = c.
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Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

Exemplo 123. E mais comum acontecer que uma equagao do tipo f(x,y) = ¢ (quando define
alguma coisa) defina y como func¢ao de x, ou x como func¢ao de y, apenas localmente. Por
exemplo, seja f : R? — R dada por f(x,y) = 2? + 3>, e tomemos c = 1. A equacao 2>+ 13> =1
nao define y como fungao de x (nem x como fungao dey). [Por exemplo, para cadax € (—1,+1)
existem 2 valores de y tais que 2% + y* = 1.] Mas, se tomarmos Uy = {(z,y) € R*y > 0},
Uy = {(z,y) € R%y < 0}, U3 = {(z,y) € R% 2z > 0} e Uy = {(z,y) € R%z < 0}, entdo a
equacdo x° +1y? =1 equivale a y = /1 — 22 quando (x,y) € Uy, equivale a y = —/1— 22 para
(x,y) € U, a x = \/1—7y2 se (x,y) €Us e a x = —m para (z,y) € Uy. Como o circulo
St = {(z,y) € R* 2% + y* = 1}, conjunto de todas as solugoes (x,y) da equacio x* + y* = 1,
estd contido na reunido dos 4 abertos Uy, Us, Us e Uy, dizemos que a equagdo x> + y*> = 1
define localmente y como funcao de x, ou x como fun¢do de y. Isto quer dizer que cada solugao

(70,90) desta equagdo estd contida em algum aberto U; tal que f~1(1) N U; € o grdfico de uma

fungao [x = E(y), ouy = ().

Notemos que é bem possivel a uma equagao do tipo f(x,y) = ¢ ndo definir funcao alguma:
basta que ¢ nao pertenca & imagem de f. Por exemplo, 22 + y? + 1 = 0 nao possui solucoes
reais (z,y), logo ndo define y como fun¢ao de x nem x como fungao de y. Mesmo que a equagao
f(x,y) = c possua solugoes, elas podem nao definir fungoes, tal é o caso de 2 + y* = 0: a
tnica solugao é (0,0), que obviamente nao é gréafico de uma fungao definida num intervalo nao-
degenerado. Outro exemplo elucidativo é o seguinte: a origem ¢ solucio da equacao z2 —y* = 0,
mas, para nenhum aberto V' contendo a origem, a intersegao f~1(0)NV é o grifico de uma funcao
y = &(x) ou z = ((y), pois tal intersecao contém sempre 2 segmentos de reta de inclinagdo +1

que se cortam na origem.
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Feitas essas consideragoes, enunciemos o
Teorema 124. (Teorema da Fungao Implicita.) Sejam f: U — R uma func¢do de classe
0
C* (k > 1), definida num aberto U C R?, e (xg,y0) € U tal que f(xo,v0) = ¢, a—f(:pg,yo) # 0.
Y

Entao existe um retangulo aberto I x J, de centro (o, o), tal que f~H(c)N(I x J) € o grdfico de
_ Of/0x
of/0y’

estas deriwadas sendo calculadas

uma fungao & : I — J, de classe C*. Tem-se &'(x)
no ponto (z,&(x)).

Como (zg,yo) € I x J, o intervalo aberto I contém z, enquanto J contém yj.
A afirmacao de que f~!(c) N (I x J) é o gréfico de uma fungao £ : [ — J significa que, para
cada x € I, existe um tnico y € J com f(x,y) = c. Poe-se y = &(x); a funcao £ : [ — J diz-se

“definida implicitamente”, no aberto I x J, pela equacao f(z,y) = c.

Figura 3.16: Curva f~'(c) em I x J, com y = £(x) definida implicitamente por f(z,y) = c.

T =© y e R

yot-- f
Jl > Tc
>

f~He)

v

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

- - af )
Demonstragao: Para fixar as ideias, suponhamos a—(:r;o,yo) > 0. Como —f ¢ continua,
Y Y

existem 0 > 0 e ¢ > 0 tais que, pondo I = (xg — d,x9 + ) e J = (Yo — €,y + €), temos

_ 0 _
IxJcUe a—f(a:,y) > 0 para todo ponto (x,y) € I x J. Entao, para todo = € I, a funcéo
Y

y +— f(x,y) é estritamente crescente no intervalo J. Em particular, como f(zg,yo) = ¢, temos
f(zo,y0 —€) < ce f(xg,yo + &) > c. Pela continuidade de f, podemos supor § tdo pequeno
que, para todo x € I, tenhamos f(z,yo —€) < ce f(z,y0 +¢€) > ¢. Em virtude do Teorema

do Valor Intermediério, existe, para cada x € I, um tnico y = &(z) € J tal que f(z,y) = c.

Tem-se obrigatoriamente y € J, portanto f~'(c) N (I x J) = f~1(c) N (I x J) é o gréfico de
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uma funcao € : I — J. Vamos mostrar que £ é de classe C*, ou seja, que existe £'(x) para todo
re€lequef : I — Rédeclasse CF 1.

Ora, pondo k = {(x + h) — {(x), temos {(x + h) = &(z) + k, logo f(z + h,&(x) + k) =
f(z,&(x)) = c. Pelo Teorema do Valor Médio (93), existe 6, com 0 < 6 < 1, tal que

0 0
0= fz+h&x)+k)— f(z,&(x)) = 8—£(a: +0h,&(x) + 0k) - h + 8_£(x + 0h,&(x) + Ok) - k.
Dai
af
faw+h)—&@x) kK gy @t OhE(@)+0k)
h T h Of '
8_y( + 0h,&(x) + Ok)
Segundo o lema que provaremos logo a seguir, £ é continua. Isto significa que }llin%) k=0 A

continuidade das derivadas parciais de f nos da, portanto,

of
c10) = i St —80) g )
h—0 h g(m f(x))
oy’

Se f € C', sendo Of/dz, Of/0y e & continuas, esta férmula mostra que & é continua, logo
£ ecl. Se f €C? entao Of 0z, Of /Oy e (como acabamos de mostrar) £ sao de classe C'. A
férmula que d4 & mostra entao que & é também de classe Cl, isto é, £ € C2. E assim por diante:
se f€CF entdao £ €Ct. W

Vejamos agora o lema usado na demonstracao.

Lema 125. Sejam X C R™, K C R¥ compacto, f : X x K — RP continua e ¢ € RP. Se
f~Yc) € o grdfico de uma aplicagio & : X — K, [isto é, para cada v € X existe um tnico
y=¢&(x) € K com f(z,&(x)) = ¢J, entdo & é continua.

Demonstracao: Dado zg € X, seja yo = (). Tomamos uma sequéncia de pontos z, € X,
com lim z,, = x¢, e queremos provar que lim&(x,) = yo. Como a sequéncia (£(z,)) é limitada
(pois &(z,) € K para todo n), basta provar que toda subsequéncia &(x]), convergente em

R*, tem limite yo. Ora, se for lim&(z)) = y, deve ser y € K pois K é fechado. Como

/

')) = c. Pela unicidade de yo, isto

f(z! &(x))) = ¢ para todo n, temos f(zg,y) = lim f(z!,&(x

n

obriga y = yy e conclui a demonstracao. H

Contra-exzemplo ao Lema, supondo apenas K limitado mas nao compacto: seja f : Rx[0,1) — R
definida por f(z,y) = (2® + y?)(yel*! — 1). Entdo f~'(0) é o grafico da funcao & : R — [0, 1),

73



onde £(z) = e ®l se £ # 0 e £(0) = 0. Embora f seja continua, & é descontinua.
Para interpretar geometricamente o Teorema da Func¢ao Implicita, vamos introduzir algumas

definigoes.

Definicao 126. Seja f : U — R uma funcao diferencidvel no aberto U C R™. Diremos que o

numero real ¢ € um valor reqular de f quando nao existirem pontos criticos de f no nivel ¢, ou

seja, f(x) =c= Vf(z) #0.

Note que esta definigao estd formulada de tal modo que f~!(c) = () implica automaticamente

que ¢ é um valor regular de f.

Definicao 127. Quando ¢ ¢ um valor reqular de f, diz-se também que o nivel ¢ € regular.

Quando existem pontos criticos x € U tais que f(x) = ¢, dizemos que ¢ é um nivel critico de f.

Exemplo 128. Qualquer niimero real diferente de 3 € valor regular da funcio f(z,y) = 2% —
y* + 3 pois Vf(z,y) = (2z, —2y) s6 se anula no ponto (z,y) = (0,0), no qual o valor de f é 3.
Por outro lado f(0,0) = 3 ndo é valor regqular de f pois V f(0,0) = (0,0).

Definigao 129. Um conjunto C' C R? chama-se uma curva de classe C* (k > 0) quando C é
localmente o grdfico de uma funcdo de classe Ck. Isto quer dizer que cada ponto p € C' estd

contido num aberto V tal que VN C € o grifico de uma fungao de classe C*.

Figura 3.17: Curva C de classe C* com representacao local como grafico de funcoes em V e W.
A
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Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matemaética Pura e Aplicada, 2007.

Exemplo 130. Vimos no Ezemplo 123 que o circulo S é uma curva de classe C*. Seja agora
C = {(z,y) € R*2? —y? = 1} (hipérbole). Afirmamos que C € uma curva (desconeza) de
classe C*°. Com efeito, sejam Vi = {(z,y) € R x > 0} e Vo = {(z,y) € R%; 2z < 0}. Todo
ponto p € C pertence a Vi ou a Vy. Além disso, Vi N C € o grdfico da funcio v = w,
enquanto Vo N C' € o grdfico de x = —m. Ambas sdao funcoes de classe C* na reta, logo

C ¢ uma curva de classe C*°.
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O enunciado geométrico do Teorema da Fungao Implicita é o seguinte:

Teorema 131. Seja f : U — R uma fungdo de classe C* (k > 1) no aberto U C R%. Para
todo walor reqular ¢ da fungdo f, o conjunto f~*(c) (se nao for vazio) é uma curva de classe

¢k, chamada a curva de nivel ¢ da funcgdo f.

Observagao 132. Quando ¢ ndo é um valor reqular de f, a imagem inversa f~'(c) pode ou
nao ser uma curva. Por exemplo, se f : R?* — R é dada por f(z,y) = x> —y?>+3 entdo f~1(3),
reunido de duas retas que se cortam na origem, ndao é uma curva. Mas se g(x,y) = 22 entdo 0

nao é um valor reqular de g, mas g=1(0), o eizo dos y, é uma curva.

Trataremos agora de func¢oes implicitas com um nimero qualquer de variaveis.
No teorema abaixo, representaremos os pontos de R™™! por pares (z,y), onde z € R" e
y € R.

Teorema 133. (Teorema da Fungao Implicita.) Seja f: U — R wma fungdo de classe C
(k > 1), definida num aberto U C R™. Se um ponto p = (x9,y0) € U € tal que f(p) = c e
of
dy
que f~(c) N (B x J) € o grdfico de uma fungdo & : B — J, de classe C*. Para todo x € B,

tem-se

(p) # 0, entdo existem uma bola B = B(xg,0) C R™ e um intervalo J = (yo — &, yo +€) tais

0 Ji of .
o0 = 5 (. E@)/ 5 (@£, (=L..m),

A fungdo y = £(z) diz-se “definida implicitamente pela equacao f(z,y) = ¢”’. A afirmacao
de que f~1(c) N (B x J) é o grafico de uma funcio significa que, para cada x € B, existe um
unico y = {(z) € J tal que f(z,y) = c. Evidentemente, £(z¢) = yo.

Demonstracao: Nao ha diferenca essencial entre o caso geral e o ja demonstrado, em que

0
n = 1. Vamos, entretanto, repetir a prova, por cortesia. Para fixar ideias, seja —f(xo, yo) > 0.

dy
Como 0f /0y é continua, existem 6 > 0, € > 0 tais que, pondo B = B(xg;9) e J = (yo—¢, yo+¢€),

0
temos Bx JCUe a—f(:c,y) > (0 para todo ponto (z,y) € B x J. Entao, para todo x € B, a
Y

fungao y — f(z,y) é estritamente crescente no intervalo J = [yg—e, yo+¢|. Como f(zg,v0) = ¢,
segue-se que f(zg,yo — &) < ¢ e f(xg,yo + €) > c. Pela continuidade de f, podemos supor ¢
tao pequeno que, para todo x € B, tenhamos f(z,yo —¢) < c e f(z,yo +¢) > c¢. Em virtude
do Teorema do Valor Intermedidrio, existe, para cada x € B, um tnico y = {(z) € J tal que
f(x,y) = c¢. Tem-se obrigatoriamente y € J, logo f~'(c)N (B x J) = f(c)N (B x J) é o

grafico de uma funcao £ : B — J, a qual, pelo lema anterior, é continua.
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Mostraremos agora que, em todo ponto x € B, existem as derivadas parciais de £&. Com
efeito, pondo k = k(t) = (x+te;) —&(x), temos E(x+te;) = E(x)+k, logo f(x+te;, E(x)+k) =
f(z,&(x)) = ¢ para todo t € (=96, 0).

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo t € (—6,0) existe § = 6(t) € (0,1) tal que

0= f(x+te, &(x) + k) — flz,€(z) =

— ggf (x + Ote;, &(x) + 0k) - t + g—g( + Ote;, £(z) + OK) - k.
Logo,
of
§(x+te) —&(x) k- - axi(x + Ote;, E(x) + 0k)
t : §—§< + Ote;, E(x) + OF)

Pela continuidade de &, temos lim;_,o k() = 0. A continuidade das derivadas parciais de f

nos dé entao

of
¢ (z) = lim E(x +te;) — £(2) o a—%(ft,f(x))
ox; t—0 / of :

Sendo f € C!, resulta desta férmula que as derivadas parciais de £ sao continuas, logo & € CL.
Se f € C?, entao suas derivadas parciais sao de classe C'. Como ja temos ¢ € C!, resulta ainda
da férmula acima que as derivadas parciais de ¢ sao de classe C!, logo € € C?. E assim por

diante: f € C* implica ¢ € CF.

Corolario 134. Seja f : U — R de classe C* (k > 1) no aberto U C R™!. Se ¢ : V — R

g_g(x,g(x)) # 0 e f(x,&(x)) = ¢ para todo

¢ continua no aberto V.C R"™ com (x,&(z)) € U,
x €V, entdo & € de classe CF.
Evidentemente, nao ha nada especial a respeito da iltima variavel. Dada f : U — R, de

of

classe C* no aberto U C R"™!, se num ponto p € U tivermos f(p) =ce 5 (p) # 0 para algum
T

inteiro ¢ € [1,n + 1], entao existe um aberto V' C R™", contendo p, tal que f~1(c)NV é o
grafico de uma funcao de n varidveis, de classe C*. Mais precisamente, as condicdes z € V,
f(z) = ¢ definem, de modo tnico, a i-ésima coordenada de x em funcdo das n restantes:

2 =&(Ty, .., Tis1, Tig1, - -, Tny1), sendo € uma funcao de classe C*.

Definicao 135. Um conjunto M C R"™' chama-se uma hiperficie de classe C* quando é
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localmente o grdfico de uma funcdo de n varidveis de classe CF. Isto significa que cada ponto
p € M pertence a um aberto V.C R*"™! tal que VN M € o grifico de uma funcao de classe C
definida num aberto do espago R™. Quandon =1 diz-se “curva” e, sen = 2, diz-se “superficie”

em vez de “hiperficie”.

A definicao acima inclui o caso k = 0. As hiperficies de classe C° tém interesse apenas to-
polégico, nao possuindo propriedades diferenciais. Podemos considerar também as hiperficies
diferencidveis(caso intermedidrio entre C° e C!), que sao localmente grificos de fungoes dife-

rencidveis. Evidentemente, toda hiperficie de classe C* (k > 1) é diferencidvel.

Exemplo 136. Seja S" = {z € R""';(x,z) = 1} a esfera unitdria n-dimensional. In-
diquemos com U C R™ a bola aberta de raio 1, com centro na origem. Para cada i =
1,...,n+ 1, ponhamos V; = {z € R"";z; > 0} e W; = {z € R""};2; < 0}. Escrevendo

* .
= (1, .., Ti 1, Tit1s -, Tpi1), LEMOS:

reS"NV,e |z <1l ex; =+/1— (z*a%);
reS"NW, e |z*| <1 ex;=—/1— (x* z¥).

Logo, se considerarmos a funcao £ : U — R, de classe C*°, definida por

§(u) = V1= (u,u),

vemos que, para cada i =1,....,n+ 1, S"NV; é o grdfico da fun¢ao x; = &(x*), enquanto que
S*NW; € o grdfico de x; = —&(x*). Como todo ponto p € S™ estd contido em algum V; ou em

algum W;, concluimos que S™ é uma hiperficie de classe C° em R,

Observagao 137. Seja M C R"™. Dado p € M, usaremos a notagao T,M para indicar o
conjunto dos vetores velocidade X' (0), dos caminhos X : (—e, €) — M C R"*!, contidos em M,

diferencidveis no ponto t = 0 e tais que A(0) = p.

Definicao 138. Quando M € uma hiperficie diferencidvel, o conjunto T,M chama-se o espago

vetorial tangente a M no ponto p.
Esta denominacao tem sua justificativa no

Teorema 139. Se a hiperficie M C R"! ¢ diferencidvel, entao, para cada p € M, o conjunto

T,M ¢é um subespago vetorial de dimensiao n do espago euclidiano R™ .

Demonstragao: Dado p = (ay,...,a,+1) em M, existem abertos V C R"™ U C R", com

p € V, um inteiro i € [1,n + 1] e uma fungao £ : U — R, diferenciavel, tais que z € VN M <
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x; = &(z*), onde z* = (z1,...,%i-1,Tit1,- -, Tpr1) € U. (Assim, nenhuma das varidveis de £

tem indice i.) Escrevendo também p* = (aq,...,a;_1, @41, .., aye1), afirmamos que
o,
v:(ozl,...,ozm_l)ETpM(:)ai:Z%(p ) -y (3.3)
g

De fato, em primeiro lugar, se v € T, M, entao v = X'(0), onde, restringindo ¢ se necessario,

podemos supor que A : (—g,¢) = M NV, A(0) = p. Entao, para todo t € (—¢,¢), temos

M) = EOL), o At (), Mt (1) o3 Ao (8).

Pela Regra da Cadeia,

0 0
N0 = ) N 0), st 6, a= 3 )0,

g# g

como foi afirmado.

¢
JF#£i E%Cj

definimos um caminho A : (—¢,e) — M NV tomando € > 0 tal que |t| < ¢ = p* + tv* € U,

Reciprocamente, se o vetor v = (aq,...,a,41) é tal que a; = > (p*) - a;, entao

pondo \;(t) = a; + toj para j # i e

Ni(t) =&(ar +ton, ..., a1 oy, Qg1 +taugr, ..o Qg F tagr) = E(pF + to7).

Pela Regra da Cadeia, temos X'(0) = v, logo v € T,M. A caracterizacao (3.3) acima obtida
mostra que T,M é um subespago vetorial de dimensao n de R™™! gerado pelos n vetores

linearmente independentes
€1+ €16y ..., €i—1 + Ci—1€i, €iy1 T Cit1€4y - . ., Ent1 + Cny1€i,

onde ¢; = (0&/0x;)(p*). Outra maneira de interpretar a afirmacao (3.3) é dizer que ela ca-
racteriza T,M como o nicleo do funcional linear nao nulo ¢ : R — R, dado por p(v) =
o; — Z cjaj, onde v = (aq,...,Qn41) € ¢; € a j-ésima derivada parcial de £ no ponto p*. Ou
J#

ainda: T,M ¢ o gréfico do funcional linear d¢(p*). B

Exemplo 140. Para hiperficies M C R™ de classe C°, T,M pode nao ser um espaco vetorial
de dimensdo n; se X = {(x,y,2) € R% 2z = a? + y*} (cone), Y = {(x,y,2) € R% 2 = ||} e
p = (0,0,0), entdo T,X consiste apenas do vetor 0, enquanto T,Y é o subespago vetorial de
dimensdo 1 em R3, formado pelos vetores (0, 3,0), 3 € R.
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Exemplo 141. Sabemos que a esfera S™ C R é uma hiperficie de classe C*. Para cada
ponto p € S™, o espago vetorial tangente T,(S™) € o conjunto [p|* dos vetores v € R" tais
que (p,v) = 0. Com efeito, se A : (—e,e) — S™ €

com \(0) = p, entdo, como |\(t)| = 1 para todo t, temos (N'(0),\(0)) = 0, isto é, N'(0) € [p]*.

Isto mostra que T,(S™) C [p]*. Como [p|* é um subespago n-dimensional de R, resulta que

um caminho diferencidvel no ponto t = 0,

esta inclusao é, na realidade, uma iqualdade.

O teorema abaixo permite obter um grande niimero de exemplos de hiperficies. Ele diz que,
se nao ha pontos criticos de f no nivel ¢, entao a “superficie de nivel ¢” da funcao f é, de fato,

uma hiperficie.

Teorema 142. (Teorema Global da Fungao Implicita.) A imagem inversa M = f~1(c)
de um valor reqular ¢ de uma fungdo f : U — R, de classe C* (k > 1) em um aberto U C R"*,
¢ uma hiperficie de classe C*. Em cada ponto p € M, o espago vetorial tangente T,M ¢é o
nicleo da diferencial df (p) : R™™! — R ou, equivalentemente, o conjunto dos vetores v € R"1

perpendiculares ao vetor V f(p).

Demonstragao: O fato de que M = f~!(c) é uma hiperficie de classe C* decorre imedia-
tamente do Teorema da Funcao Implicita. Quanto a 7,M, se o caminho A : (—e,e) — M,
com A(0) = p, é diferenciavel no ponto ¢ = 0, entdo, sendo f(A(t)) = ¢ para todo t € (—¢,¢),
segue-se que 0 = (f o A)(0) = df(p) - N(0) = (Vf(p),N(0)). Assim, T,M esta contido no
conjunto dos vetores de R™™! que sido perpendiculares a V f(p). Como este conjunto é também

um subespaco vetorial de dimensao n, segue-se que ele coincide com 7,/ . W

Exemplo 143. Reexaminemos a esfera S™ a luz do teorema acima. Considerando a func¢ao
f R — R (de classe C*), definida por f(x) = (x,z), temos aﬂ‘:
para todo x € R". Assim, Vf(z) = 0 & v = 0 & f(z) = 0. Em particular, 1 é um

(x) = 24, logo V f(x) = 2z
valor reqular de f, donde S™ = f~Y(1) é uma hiperficie em R"*'. Para cada p € S™, como
Vf(p) = 2p, temos T,(S") = {v € R*"! | (v,2p) = 2(v,p) =0} = [p]*.

Exemplo 144. A funcao det : R™ — R, que associa a cada matrizn x n, X = (x;;), o seu

determinante, € de classe C*. A expansao de det X sequndo os elementos da i-ésima linha nos

da det X = Z(—l)”jxin[ij], onde X[ij] € o determinante da matriz (n—1) x (n—1) que se
=1

0 det L
obtém omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna de X. Logo 5 ¢ (X) = (1) X[ij], para
Lij
2 , . . 0 det
cada X € R™. Em particular, no ponto X = I (= matriz identidade nxn ), temos (I) = 6
:cij
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(“delta de Kronecker”: 6;; =0 sei # j e d;; = 1). Isto significa que o gradiente da funcao det no
ponto I é a matriz identidade. Seja agora U C R™ o subconjunto aberto formado pelas matrizes
n X n que tém determinante # 0 (matrizes invertiveis). Entdo a restricao det : U — R € uma
fungdao sem pontos criticos. [Com efeito, basta que, para um dos indices i ou j fixado, todos os
numeros X [ij] sejam nulos para que ocorra det X = Z(—l)”jxin[ij] = Z(—l)”jxin[ij] =
i j

0, logo X ¢ U.

Assim, todo numero real é um valor regular para a fun¢ao det : U — R. Em particular,
M = (det)"Y(1), ou seja, o conjunto das matrizes n x n que tém determinante igual a 1, é uma
hiperficie em R™ [M € um grupo relativamente ¢ multiplicacdo de matrizes, conhecido como o
“grupo unimodular” de R™.] O espago vetorial tangente Ty M, no ponto I (matriz identidade),

consiste nas matrizes X = (x;;) que sao perpendiculares ao gradiente de det nesse ponto, o qual

sabemos que € I = (d;5). Ora, temos (X,I) = injéij = ini, que € o traco de X.
irj i
Assim, o espaco vetorial tangente a M no ponto I € o conjunto das matrizes de trago nulo.

Observacao 145. Toda hiperficie M C R, sendo localmente o grdfico de uma funcao x; =
(1, i1, a1, - Tpa1) = E(2%), de novaridveis, € também localmente a imagem inversa
F710) do walor regular 0 pela funcio f(x) = z; — &(z*), definida no aberto V' tal que M NV €
o grdfico de &. Nao € verdade, porém, que toda hiperficie M C R"™! seja globalmente do tipo
M = f~Y(c), imagem inversa de um valor regular, como no teorema acima. Se M € deste tipo,
entdo a aplicagdo continua ¢ =V f : M — R™ fornece o que se chama um “campo continuo
de vetores normais nao nulos ao longo de M 7. Aqui, normal significa que, para cada p € M,
o(p) = Vf(p) € perpendicular a todo vetor tangente v € T,M. As hiperficies que admitem um
campo continuo de vetores normais nao nulos o : M — R™1 chamam-se hiperficies orientdveis.

Um ezemplo de superficie nao-orientdvel em R? € a faiva de Mobius.

Com o término desta secao, concluimos este capitulo, que antecede a discussao do capitulo

seguinte, dedicado ao Teorema do Multiplicador de Lagrange.
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Capitulo 4
Multiplicador de Lagrange

Finalmente, chega-se no Capitulo 4, onde sera apresentado e demonstrado o Teorema do
Multiplicador de Lagrange. Os conceitos e defini¢oes que foram mencionados nos capitulos
anteriores serao utilizados para tal demonstracao. A seguir, serd feita uma contextualizacao
para o prosseguimento com o estudo do teorema.

Sejam M C R™! uma hiperficie de classe C* (k > 1), contida num aberto U C R"*! e
f : U — R uma funcao real de classe C*. Pretendemos determinar os maximos locais, minimos
locais e, mais geralmente, os pontos criticos da restrigao f | M. Antes de mais nada precisamos

definir o que entendemos por um ponto critico de f | M.

Definigao 146. Os pontos criticos de f em U sao os pontos x € U tais que V f(x) = 0, isto

, Of

é, %(93) =0 para todo v € R,

Isto quer dizer que, para todo caminho diferencidvel X : (—¢,) — R"" com \(0) = z,

temos (f o A)’'(0) = 0. Usando esse fato como guia, apresentamos a defini¢ao abaixo.

Definicao 147. Um ponto critico de f | M € um ponto p € M tal que (f o \)'(0) = 0 para todo
caminho diferencidvel X : (—e,e) — M, com A\(0) = p.

0
Isto significa que a—f(p) = 0 para todo v € T,M, ou seja, p € M é um ponto critico da
v

restrigao f | M se, e somente se, o vetor V f(p) é normal a superficie M no ponto p.

Se p € M é um ponto de méximo local (ou minimo local) para a restricao f | M entao,
para todo caminho diferenciavel A : (—¢,¢) — M, com A(0) = p, 0 é um ponto de maximo (ou
de minimo) local para a funcdo real fo A : (—¢,e) — M, logo (f o A)'(0) = 0, portanto p é um
ponto critico de f | M de acordo com a defini¢ao acima.

Evidentemente, os pontos criticos de f em U, que por acaso pertencam a M, se existirem,

serao pontos criticos de f | M. O interessante, porém, é que podem ocorrer pontos criticos de
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f | M que nao sao pontos criticos de f, isto é, nos quais V f nao se anula. Por exemplo, sejam
f:R? - R, dada por f(z,y) =y, e M = S' = {(z,y) € R*;2* + y?> = 1}. Evidentemente, f
nao possui pontos criticos, pois Vf = (0,1), em todos os pontos (z,y) € R% Mas p = (0,1)
e ¢ = (0,—1) sdo pontos criticos de f | S, inclusive porque sdo os pontos onde f | S atinge,
respectivamente, seu maximo e seu minimo. De um modo geral, se a hiperficie M C R**! ¢
compacta, entao f | M admite pelo menos dois pontos criticos, a saber, os pontos onde f | M
assume seus valores maximo e minimo.

A resposta ao nosso problema é dada pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, que sera

apresentado na préxima secao.

4.1 Teorema do Multiplicador de Lagrange

Teorema 148. (Teorema do Multiplicador de Lagrange.) Consideremos f : U — R,
uma fungdo de classe C* (k > 1) no aberto U C R™™ e M = p~'(¢) uma hiperficie contida
em U, imagem inversa do valor reqular ¢ € R por uma funcio ¢ : U — R, de classe C*. Um

ponto p € M € ponto critico de f se, e somente se, existe um nimero real X tal que V f(p) = A

Vo(p).

Na proxima secao faremos a demonstragao do Teorema.

4.2 Demonstracao do Teorema do Multiplicador de La-
grange.

Demonstracao:  Queremos mostrar que, para uma fungao f : U — R e uma restricao
M = p~1(c), onde ¢ : U — R, um ponto p € M é ponto critico de f restrita a M se, e somente

se, existe um numero real A\ tal que:

Vi) =X Vo).

Comecaremos observando a estrutura dos elementos. A funcao f é definida em U C R*™! e
¢ de classe C*, o que significa que possui derivadas continuas até a ordem k. A restricdo é dada
pelo conjunto de nivel M = p~!(c), onde ¢ é também uma funcao de classe C*. O valor ¢ € R
é regular para @, o que implica que V(p) # 0 para todos os pontos p € M.

Assim, M é uma hiperficie de dimensao n no espaco R**!. Para que p € M seja um ponto
critico de f restrita a M, a derivada de f ao longo de qualquer direcao tangente a M em p deve

ser zero. Dizemos, portanto, que p é um ponto critico de f restrita a M quando as variagoes
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de f ao longo das diregoes permitidas em M nao causam alteracoes no valor de f. Em termos

do gradiente, essa condicao equivale a dizer que
Vi) LT,M,

onde T, M denota o espaco tangente a M no ponto p.

Considerando que M = ¢~ !(c) é um conjunto de nivel de ¢, segue-se que o vetor gradiente
V(p) é ortogonal ao espago tangente 7, M em p. Em outras palavras, Vo(p) atua como um
vetor normal a M em p, apontando em uma direcao perpendicular a todas as direcoes tangentes
a superficie M naquele ponto.

Para que p seja um ponto critico de f em M, o gradiente V f(p) deve, entao, ser ortogonal
a todas as diregdes em T,M. Isso significa que V f(p) deve pertencer ao espago das diregoes
ortogonais a T,M. Como T,M C R™** ¢ de dimensao n, seu complemento ortogonal (ou seja,
a direcao normal a 7,M) serd um espago unidimensional. Esse espago ortogonal é gerado por
Vo(p), jé que V(p) # 0.

Portanto, para que V f(p) seja ortogonal a T, M, ele deve ser um multiplo escalar de V(p).

Em outras palavras, existe um nimero real A tal que:

Vip) =X Vo(p).

Esse nimero A\, que o chamamos de multiplicador de Lagrange no Capitulo 1, mede a
intensidade com que a fungao f varia ao longo da dire¢ao de ¢ no ponto p. Em termos praticos,
A indica a “intensidade” com que f se opoe a restricao imposta por M, refletindo a relacao
entre o gradiente de f e a direcao normal a superficie de nivel de M.

Assim, concluimos que a condigao

V) =X Veo(p)

é necessaria e suficiente para que p € M seja ponto critico de f restrita a M. Em outras
palavras, p é um ponto critico de f em M se, e somente se, o gradiente V f(p) é paralelo ao

gradiente V(p), com a relagao de proporcionalidade medida pelo multiplicador A. B

Vamos fazer algumas observagoes e apresentar alguns exemplos na secao a seguir.

4.3 Observacoes e Exemplos

Observagao 149. Quando a hiperficie M ndo é dada como imagem inversa ¢~ *(c) de um

valor regular, os pontos criticos de f | M sdo simplesmente os pontos p € M nos quais V f(p)
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¢ normal a M.

A pesquisa dos pontos criticos de f | M reduz-se, portanto, a resolver o sistema de n + 2

equacoes
of d¢
=\ =1,2,... 1;
8mz (p) 8:1/‘7/ (p)7 Z 7 7 7n+ )
e(p) = c,
nas n + 2 incégnitas A\, xq, ... Ty, onde p = (T1,...,Tp11).

A presenca de A no sistema acima torna o nimero de equagoes igual ao niimero de incognitas,
0 que muitas vezes ajuda a resolve-lo.

A condigao Vf(p) = A Vip(p) significa que a hiperficie M é tangente a superficie de nivel
f que passa pelo ponto critico p da funcao f | M. No caso em que se podem esbocar essas
superficies, esta observacao auxilia a localizar os pontos criticos.

Vejamos agora alguns problemas onde se aplica o método do multiplicador de Lagrange.
Exemplo 150. Seja f: R? — R definida por f(x,y) = ax + by, com a® + b* # 0. Quais sdo
0s pontos criticos da restricio de f ao circulo unitdrio S'? Temos Vf = (a,b), S* = p~1(1),

o(z,y) = 2> +y* e Vi = (21,2y). Os pontos criticos de f | S* sio aqueles onde os vetores (a,b)
a

N

Nestes pontos, f | S L assume, respectivamente,

e (2x,2y) sdo colineares. Como, além disso, deve-se ter * +y* = 1, isto nos dd x =

b —a —b
= —F— 0U T = 5 = .
Yy ‘/a2_|_b2 ,/a2+b2 Yy 1/a2_’_b2

seu valor mazimo, igual a \/a?® + b?, e seu valor minimo, igual a —/a? + b2.

Figura 4.1: Retas az + by = ¢ e pontos criticos no circulo unitério S*.
YA

e

&Y

]

Fonte: LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise, Volume 2. 10. ed. Rio de Janeiro: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, 2007.
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Exemplo 151. Dados a € R e uma hiperficie M C R, que ndo contenha o ponto a,
determinar o ponto p € M mais prézimo a a. (Se M for um subconjunto fechado de R"™
sabemos que um tal ponto p sempre existe.) Consideremos a func¢ao f(x) = |r — a|, que € de
classe C* em R"™ — {a}. Procuramos os pontos onde f | M assume seu valor minimo. Eles

estdao entre os pontos criticos de f | M, isto €, entre os pontos nos quais V f € normal a M.

Ora, como f(z) = /> (x; — a;)?, temos g—f = Lai, donde V f(z)
—a

xr—a ,
= ——. Assim, os
|z — a
pontos criticos de f | M (entre os quais se encontram os pontos de M situados a uma distincia

minima do ponto a) sio os pontos x € M tais que x — a é normal a M.

Exemplo 152. Seja (a;;) uma matriz real n x n simétrica, isto é, a;; = aj;. A ela corresponde

uma transformacao linear A : R™ — R", definida por A-x =1y, com y; = Z ;.
J

A condigao a;; = aj; é equivalente a (Ax,y) = (x, Ay) para qualquer z,y € R". Diz-se entao

que a transformacao linear A é auto-adjunta.

Definigao 153. Um vetor x € R" chama-se um vetor proprio de A quandox #0 e A-x = \-x
para algum A € R. O numero A chama-se entdao o valor proprio correspondente ao vetor proprio

x.

Em geral, uma transformagao linear A : R® — R™ nao precisa ter vetores préprios x € R”
nem valores préprios reais. (Tome, por exemplo, uma rota¢ao no plano, de angulo 6, com
0° < 0 < 180°). Mostraremos agora que se A é auto-adjunta entdo existe uma base ortono-

mal de R" formada por vetores préximos de A. Para isso, introduziremos a forma quadrética

f : R* - R dada por f(x) = (A, z,x) ou, em termos de coordenadas, f(x) = Z QT T
ij=1

oz

” o 0
Estudaremos os pontos criticos de f na esfera unitdria S*~! ¢ R". Como / =2 g a;T;,
1 X
j

temos V f(z) = 2A-z. Por outro lado, S"~! = ¢71(1), onde p(x) = (x, ), donde Vip(z) = 2-z.
Logo, os pontos criticos de f | S"! sdo os pontos u € S"! tais que A-u = A-u. Num tal

ponto u, temos f(u) = (Au,u) = (A, u) = A, pois (u,u) = 1. Podemos, portanto, enunciar:

Proposicao 154. Dada a forma quadrdtica f: R" = R, f(z) = (A-x,z), com A:R" — R"
auto-adjunta, um ponto v € S™1 é ponto critico de f | S"1 se, e somente se, A-u = \-u,

onde X\ = f(u).

Em particular, se \; é o valor maximo de f no compacto S"!, atingido no ponto u; € S"!,

entdo A; é o maior valor préprio de A. Consideremos agora o subespago (n — 1)-dimensional
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E = {z € R";(x,u;) = 0}, complemento ortogonal do vetor u;. Se x € E entao (A - x,uy) =
(x, A-wy) = (x,\qug) = A\ - (z,uy) = 0. Logo x € E = A-x € E. Por restrigdo, obte-
mos uma transformagao linear auto-adjunta A : E — E. Seja f(us) = Ay o valor maximo
da forma quadrética f entre os vetores unitdrios pertencentes a E (isto é, perpendiculares a
up). Entdo, A-uy = Ay - us. Prosseguindo analogamente, obtemos uma base ortonomal de R,

(ug,us, ..., uy,), formada por vetores préprios de A.

Exemplo 155. Consideremos a funcio f: R* = R, f(z,y,2) =2 -y - 2, e, para cada ¢ > 0,
procuremos seu valor mdximo na superficie M = {(z,y,2) e R®:o+y+z=c,z >0,y > 0,2 >
0}. Esse mdzimo existe em M porque M é um conjunto compacto mas, na realidade, estd em
M pois f € positiva em M e nula em M — M. Ora, grad f = (yz,xz,2y) e M é uma parte

de ¢~ (c), com ¢(x,y,2) = x +y + z, donde grad ¢ = (1,1,1). Logo, num ponto de M onde

c
f| M seja mdzima devemos ter yz = xz =xy =X ex +y+ 2z = c. Assim, :L‘:y:Z:§ €

3 3 3
f(z,y,2) = % Sendo este valor mdzimo de f em M, devemos ter xyz < 5—7 = (%W) ,

sempre que x >0,y >0, 2 >0 ex+y+ 2 =c. Masc é arbitrdrio e trés numeros positivos

x,y, z tem sempre uma soma c. Podemos Podemos entdo afirmar que, dados 3 numeros positivos

3
T +z ) T + z . o
—+g ) , 0u seja, Jryz < ++ a média geométrica € menor

do que ou igual a média aritmética. O mesmo raciocinio, aplicado a funcao f : R" — R, dada

T, Y, 2, tem-se xyz < (

por f(x) = x1 - To...x,, mostra que a média geométrica de n numeros positivos € menor do

que ou igual a média aritmética desses nimeros.

Exemplo 156. Usaremos o método do multiplicador de Lagrange para demonstrar a desigual-
dade de Hadamard: se X é uma matriz n X n cujas linhas sao os vetores X; = (x;1, Tig, - -, Tin)
entio det. X < |Xi|-|Xa|...|X4|, onde |X;| € a norma euclidiana de X;. Isto € evidente se
det. X = 0. Caso det. X # 0, entdo todos os vetores linha sao # 0, logo, X; = |X;| - Wi,
com |W;| = 1, para todo i. Entio det. X = |X1|-|Xa|...|Xy| - det. W, onde W ¢é a matriz
cujas linhas sao os vetores unitdrios Wy, ..., W,. A desigualdade de Hamadard ficard provada
se mostrarmos que det. W < 1. Mais geralmente, mostraremos que se W = (w;;) € uma matriz

n xXn tal que Zwij =n entao det. W < 1.
4,

Demonstragio:  Definamos portanto f,¢ : R — R pondo f(X) = det. X e ¢(X) =

9, 0 o
g x?j Temos 5 Ld (X) =2x;; e 8_f(X) = (—1)""7 X}, onde X;; é o determinante da matriz
Tij Tij

Z'7j
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(n—1) x (n—1), obtida de ¢ pela omissao da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Todo nimero
real # 0 é um valor regular de ¢, logo ¢~!(n) é uma hiperficie (compacta) de classe C¥ em R™.
(Esfera de centro 0 e raio y/n.)
Uma matriz W = (w;,;) é ponto critico de f | M se, e somente se, Z w?j =negrad f(W) =
irj

A - grad (W) para algum A real. Dai:

(=1)" W) = 2\ - Wi; para quaisquer i, € [1,n]. (4.1)

Multiplicando por w;;, somando e levando em conta a regra de expansao de um determinante

em relagao aos elementos de uma linha, temos:

n-det. W = Z ’J”wzj (i) = 2A - Zw 2\ - n,

donde det. W = 2\. Agora multipliquemos (4.1) por w;;, fixemos i e somemos em relagao a j.
Resulta:

det. W = Z Z+wa Wi; = det. W - Zw
j

Suponhamos que W seja um ponto onde f | M assume seu valor maximo. Entao det. W =
f(W) # 0 e da igualdade acima vem |W;|? = waj = 1 para todo i.
J
Em seguida, multipliquemos (4.1) por wy;, com k # i, e somemos em relacao a j. Teremos

D (D W) =20 ) wigwgg) = 2X - (Wi, W),
j

J

Ora, o primeiro somatério acima é zero, por ser o desenvolvimento, em relacao aos elementos
da i-ésima linha, do determinante de uma matriz com duas linhas (a i-ésima e a k-ésima) iguais
a Wy. Logo (Wy, W;) = 0 para k # 1.

Assim, todo ponto W € M onde f | M atinja o seu valor méximo é uma matriz cujas
linhas sao vetores unitarios, 2 a 2 ortogonais, isto é, W é uma matriz ortogonal. Em particular,
det. W = £1. Por ser det. W maximo, seu valor é evidentemente 1.

Concluimos que det. W < 1 para toda W € M, o que demonstra a desigualdade de Hada-
mard. W

Observacao 157. O wvalor absoluto de det. X € o volume do paralelepipedo n-dimensional
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determinado pelos vetores X1, ..., X, que constituem as linhas da matriz X. A desigualdade de
Hamadard significa, geometricamente, que se mantivermos constantes os comprimentos desses
vetores, det. X se torna mazrimo quando eles forem 2 a 2 perpendiculares, caso em que o volume

do paralelepipedo é o produto | X| - | Xa| -+ |X,| dos comprimentos das suas arestas.

4.4 Exemplo de uma aplicacao: Ensemble Microcanonico

Nesta secao, apresentamos um exemplo de aplicacao do Teorema do Multiplicador de La-
grange para n dimensoes, que ocorre na Fisica, no contexto da Mecanica Estatistica.

Nesse contexto, o método é empregado para determinar a distribuicao de particulas em um
sistema fisico sujeito a restricoes. O numero total de particulas é denotado por N, e a energia
total do sistema é representada por E. As particulas podem ocupar diferentes niveis de energia
€5, onde 7 é um indice que identifica cada nivel. Para cada nivel de energia ¢;, o nimero de

particulas que o ocupam ¢ indicado por N;. Assim, as restri¢oes do sistema sao expressas como
E N; =N,
J

garantindo a conservacao do numero total de particulas, e

Y Nje;=E,
J

que assegura a conservacao da energia total.

O objetivo é maximizar o nimero de microestados acessiveis ao sistema, denotado por
Q(N;), que descreve o nimero de diferentes configuragoes microscépicas em que as particulas
podem ser distribuidas entre os niveis de energia, obedecendo as restricoes acima. Por meio
da aplicacao do Teorema do Multiplicador de Lagrange, encontra-se a distribuicao N; que
maximiza Q(N;), determinando assim a configuracdo mais provavel do sistema em equilibrio.

Esse procedimento conecta diretamente as propriedades microscopicas do sistema a entropia.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

O objetivo principal desta monografia foi apresentar o Teorema do Multiplicador de La-
grange no contexto do espago R". Foram apresentados conceitos fundamentais de Topologia e
Anélise de funcgoes reais em varias variaveis.

Este trabalho teve como referéncia principal o livro [4].

Nos cinco capitulos, foram discutidas as defini¢oes e exemplos dos topicos abordados em
cada um deles. No Capitulo 1, nogoes de maximos e minimos condicionados. No Capitulo 2,
nocoes de topologia no espaco euclidiano R", conjuntos abertos, conjuntos fechados, sequéncias
e compactos.

No Capitulo 3, abordamos fungoes reais de varias (n) variaveis e caminhos diferencidveis,
com as nocoes de derivadas parciais e direcionais, funcoes diferenciaveis, gradiente e o Teorema
da Funcao Implicita. Finalmente, apresentamos e demonstramos o Teorema do Multiplicador
de Lagrange, no Capitulo 4.

Dentre os préximos passos possiveis, podemos citar o estudo da aplicacao dos multiplicadores
de Lagrange em outras areas, tais como em Fisica, no contexto do ensemble microcanonico,
citado na tltima se¢ao do Capitulo 4.

Essa e outras aplicacoes ficam como incentivo para estudos futuros. A dedicacao ao estudo
de conceitos, defini¢oes e ideias de Analise no R™ nao apenas contribuiu para o desenvolvimento
deste trabalho, mas também ampliou o entendimento do autor sobre o tema. Este trabalho
se encerra com a expectativa de que seus topicos e abordagens possam ser aprofundados em

futuras investigacoes.
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