Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia
Departamento de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas

Licenciatura em Matematica

Franciele Almeida Campos

CALCULO FUNCIONAL EM DIMENSAO FINITA:
FUNCOES DE MATRIZES

Vitéria da Conquista - BA
2025



Franciele Almeida Campos

CALCULO FUNCIONAL EM DIMENSAO FINITA: FUNCOES DE
MATRIZES

Monografia apresentada ao Departamento de
Ciencias Exatas e Tecnolégicas da Universi-
dade Estadual do Sudoeste da Bahia - Cam-
pus Vitéria da Conquista-BA, para obtencao
do Titulo de Licenciada em Matematica, sob
orientacao do Prof. Dr. Genilson Soares de

Santana.

Vitéria da Conquista - BA
2025



Franciele Almeida Campos

CALCULO FUNCIONAL EM DIMENSAO FINITA: FUNCOES DE
MATRIZES

Monografia apresentada ao Colegiado do Curso de Matemaética como requisito par-
cial para aprovacao na disciplina Seminério de Pesquisa II do Curso de Licenciatura em
Matematica.

Trabalho aprovado em 02 de dezembro de 2025.

BANCA EXAMINADORA

G””FW S~ o o f o

Prof. Dr. Genilson Soares de Santana -JUESB

Orientador
_Wowsrgbe. (K, | dindheed
Prof. Dr.2 Alexsandra Oliveira Aﬁdrade - UESB
Convidada
/ /, ~
Prof. Dr. Ricardo Freire da Silva - UESB
Convidado

Vitoria da Conquista - BA
2025


Mobile User


”A unica forma de chegar ao impossivel € acreditar que € possivel.”.

Alice no Pais das Maravilhas



AGRADECIMENTOS

Agradeco a todos que, de alguma forma, tornaram esta trajetoria possivel. Meu sincero
e eterno obrigada. Mais do que a conclusao de uma etapa académica, este trabalho é o
reflexo do apoio e incentivo que recebi ao longo destes anos.

A Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia (UESB), meu profundo agradecimento
por ter sido o palco do meu crescimento intelectual e profissional.

Ao meu orientador, Professor Genilson, minha eterna gratidao por sua paciéncia, sa-
bedoria, docura e orientagao. Agradeco os momentos em que acalmou minhas ansiedades,
me acolheu e acreditou em mim. Obrigada por nao apenas orientar um projeto, mas por
se fazer presente em outros ambitos da minha vida. Tenho muito orgulho e admiracao
pela pessoa e professor que tu és.

Aos demais professores, aos que, ao longo desta trajetéria, compartilharam nao apenas
o conteudo das ementas, mas também a paixao pelo conhecimento. Cada aula, conselho
e questionamento contribuiu para a minha formacao e para a construcao do pensamento
critico necesséario para chegar até aqui. Em especial, a banca avaliadora, por participar e
contribuir nesse momento impar.

Aos meus colegas de curso, obrigada pelas trocas. Todos, de alguma forma, deixaram
aprendizados que me fizeram crescer.

Aos meus amigos de curso, Alison, Luane, Maria Clara, Maria Luiza e Wéllington,
agradeco pelo ombro amigo nos momentos de estresses, choros e de surtos pelas intimeras
demandas do curso. Foi uma honra compartilhar esta etapa com voces.

As minhas amigas, Julia e Marcella, por sempre me incentivar, aconselhar, motivar e
acreditar em mim. Nos meus maiores momentos de duvida e cansaco, voces estavam 14,
nao apenas com palavras de incentivo, mas com uma crenca inabaldavel em mim em que
eu mesma nao tinha. Ouvir de vocés que eu era capaz, fez toda a diferenca. Amo vocés
infinitamente.

A minha familia, nao existem palavras que possam expressar totalmente o que devo a
voces. Obrigada pelo amor incondicional e pelo apoio em cada decisao. Esta conquista é
tao minha quanto é de voces.

Ao meu amor, Julio César, obrigada pela paciéncia pelas diversas vezes que eu disse
que iria sumir pois tinha muita coisa da faculdade para fazer, por cada abrago que acalmou
e por acreditar em mim. Sua presenca tornou os dias pesados mais leves. Obrigada por
caminhar comigo e fazer dos meus sonhos os nossos. Te amo.

Por fim, agradeco a mim mesma por nao ter desistido. Este trabalho é o fechar de um

ciclo e a esperancosa abertura de muitos outros.



RESUMO

O presente trabalho consiste em uma apresentagao detalhada sobre o calculo funcional e
operadores lineares definidos em espagos vetoriais de dimensao finita e aplicacoes desta
teoria. O calculo funcional constitui uma importante ferramenta dentro da Teoria de
Operadores Lineares. Para espagos vetoriais V' de dimensao finita, sabemos que o conjunto
de operadores lineares de V em V| L(V), é isomorfo a um espaco de matrizes. Neste
sentido, este calculo nos permite definir e computar as funcoes de matrizes. Assim, o
objetivo desta monografia ¢ demonstrar como calculamos funcoes do tipo e?,sin(A) e
cos(A) em que A é uma matriz quadrada de ordem n. E ainda, sob algumas condigoes
adicionais em A, mais precisamente sobre os autovalores, pode-se definir também log(A) e
VA. Além disso, sdo exploradas aplicacoes do céleulo funcional na resolucio de sistemas
de equacdes diferenciais ordindrias lineares, particularmente na construcao do fluxo e?” e

na analise de suas propriedades.

Palavras-chave: Caélculo Funcional; Fungoes de Matrizes; Espacgos Vetoriais de Di-

mensao Finita.



ABSTRACT

This work consists of a detailed presentation on functional calculus and linear operators
defined on finite-dimensional vector spaces, as well as applications of this theory. Functi-
onal calculus constitutes an important tool within the Theory of Linear Operators. For
finite-dimensional vector spaces V', we know that the set of linear operators from V to
V, L(V), is isomorphic to a space of matrices. In this sense, this calculus allows us
to define and compute functions of matrices. Thus, the objective of this monograph is
to demonstrate how we compute functions such as e?,sin(A) and cos(A), where A is a
square matrix of order n. Furthermore, under some additional conditions on A, more
precisely concerning its eigenvalues, it is also possible to define log(A) and VA. In addi-
tion, applications of functional calculus in solving systems of linear ordinary differential

Ar

equations are explored, particularly in the construction of the flow e”” and the analysis

of its properties.

Keywords: Functional Calculus; Functions of Matrices; Finite-Dimensional Vector Spa-

Ces.
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Introducao

O estudo de fungoes de matrizes é tao antigo quanto a propria algebra matricial. A
sua origem remonta aos trabalhos pioneiros de matemaéticos do século XIX, com destaque
para Arthur Cayley. Em sua obra seminal, ” A Memoir on the Theory of Matrices” (1858),
Cayley nao so6 estabeleceu bases fundamentais para a teoria das matrizes, como investigou
um problema especifico e nao trivial: o calculo da raiz quadrada de uma matriz. Pouco
depois, esta linha de investigagao foi ampliada por James Joseph Sylvester e outros con-
temporaneos, que comegaram a propor defini¢oes gerais para f(A), onde f é uma funcao
aplicada a uma matriz A.

Inicialmente, sendo um tépico de Matematica Pura, o calculo funcional matricial se ex-
pandiu rapidamente e tornou um pilar da Matematica Aplicada. Hoje, as suas aplicagoes
permeiam diversas areas da ciéncia e da engenharia, desde a solucao de sistemas de
equacoes diferenciais e equagoes de Riccati algébricas, até problemas mais recentes em
ciéncia de dados e fisica computacional. Esta evolucao transformou a pesquisa em fungoes
de matrizes interdisciplinar, que combina teoria de matrizes, anédlise numérica, teoria da
aproximacao e o desenvolvimento de algoritmos e softwares.

Neste contexto, a presente monografia tem como objetivo apresentar de forma deta-
lhada o céalculo funcional em dimensao finita, com énfase na definicao e no calculo de
funcoes de matrizes, tais como e, sin(A), cos(A), log(A) e VA, quando estas estdo bem
definidas. Vale ressaltar que a teoria aqui apresentada se restringe ao calculo funcional
de operadores (transformagoes) lineares definidos em espagos de dimensao finita, ou seja,
célculo de matrizes (lembremos que existe um isomorfismo entre o espago de operadores e
o espagos de matrizes neste caso), mas uma teoria similar é desenvolvida para operadores
definidos em espagos de dimensao infinita (com propriedades adicionais sobre o espago
e sobre o operador). Vale ressaltar que em dimensao infinita nao tem sentido a identi-
ficacao de operadores e matrizes, uma vez que nao ha representacao matricial finita para
operadores em espacos de dimensao infinita.

Para tanto, o trabalho esta estruturado em trés capitulos: No Capitulo 1, sao revi-
sados os fundamentos de algebra linear, andlise e teoria de operadores necessarios para
a compreensao do cédlculo funcional, incluindo autovalores, autovetores, diagonalizacao e
séries de poténcias. No Capitulo 2 é introduzido formalmente o calculo funcional, par-

tindo do polinomio interpolador de Hermite e da nocao de funcoes euclidianas, para entao



definir funces de matrizes e explorar aplicacdoes como o fluxo exponencial e, funcoes
trigonométricas, logaritmo, raiz quadrada e a inversa de matrizes. No Capitulo 3, o
calculo funcional é aplicado a resolucao de sistemas de equagoes diferenciais lineares, com

destaque para a construcao do fluxo €47 e da andlise de suas propriedades.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos de matrizes, dlgebra linear, célculo,
analise e variaveis complexas. Todos os resultados discutidos neste capitulo sao impres-

cindiveis para a compreensao do texto.

1.1 Algebra Linear

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados de Algebra Linear que serao ferramentas
uteis para os resultados principais deste trabalho. As defini¢bes e resultados aqui apre-

sentados foram baseados em [1, 2, 7].

1.1.1 Matrizes

Definicao 1. Uma m X n matriz sobre o corpo F é a imagem de uma funcdao A que
associa cada par de nimeros inteiros (i,j) com 1 <i < m, 1 < j < n a um elemento do

corpo F.

Observagao 1. Os elementos (as imagens) da matriz A sao chamados de escalares, isto ¢,
sao elementos do corpo tais que A(4, j) = a;; € F. E usual descrever uma matriz exibindo

seus elementos numa tabela retangular com m linhas e n colunas, como a seguir:

a1; - Qi

A= Amxn =
Am1  *°  Qmn

Definicao 2. Duas matrizes A,,xn, = (@ij)mxn € Brxs = (bij)rxs s80 iguais, A = B, se

mzr,nzseazjzszparatodoie{l,---7m}e]’€{17...,n}'

e logl | |10
22 sen 90°| |4 1|

8

Exemplo 1.



No decorrer deste texto, denotaremos o conjunto das matrizes m X n sobre o corpo F
por M, un(F).

Agora, classifiquemos as matrizes quanto ao seu tipo:

(i)

(iii)

(iv)

Matriz quadrada: E aquela cujo nimero de linhas ¢ igual ao nimero de colunas

(m=n).

Observacao 2. No decorrer do trabalho, denotaremos o conjunto das matrizes

quadradas sobre o corpo F' por M,,(F).
Exemplo 2. A € M;,3(R), com

1 -1 1
A=11 -1 1
1 -1 1

Matriz nula: E aquela em que a;; = 0 € F' (zero do corpo), para todo i, j.

Exemplo 3.

N

I
o o o o o
o o o o o

- = 5%x2

Matriz linha: E aquela em que possui uma tnica linha (m=1).

Exemplo 4.
A=17 1 2003]

1x3

Matriz coluna: E aquela em que possui uma unica coluna (n = 1).

Exemplo 5.
24

A=1| 4

1982
3x1

Matriz diagonal: E uma matriz quadrada onde a;; = 0 € F' (zero do corpo), para

i # j. De modo geral,

a1y 0
0 aoy ---
A= ?2 . ' = diag(aiy -+ app)-
0 0 Amn



(vi) Matriz identidade: Matriz quadrada em que:

1, sel=y
Inzéij: .
0, sei#j
Ou seja,
0 --- 0
0
I, =
00 - 1

Observagao 3. Aqui 1 € F é a unidade do corpo e 0 € F' é o zero do corpo.

(vil) Matriz triangular superior: Matriz quadrada onde a;; = 0 € F' (zero do corpo),

para ¢ > j. De modo geral,

11 Q12 A1n
0 ax (57

A= ‘
0 0 Ann

(viii) Matriz triangular inferior: Matriz quadrada onde a;; = 0, para i < j.

ag; 0 -+ 0
Qo1 Q22 - 0
A=
ap1 Ap2 - Ann

ix) Matriz simétrica: Matriz quadrada A = (a;;)nxn tal que a;; = a; para todo
j j j
i,je{l,--- ,n}

11 A2 - Qin

Q12 Qg2 -+  Q2n
A=

A1p QA2n - App

No conjunto de matrizes M,,«,(F) definimos duas operagdes como apresentamos a

seguir.

Defini¢ao 3. Sejam A, B € M,,«,(F). Define-se a soma de A com B por

A+ B= (CL,;j + bij)mxn € men(F)

10



Dessa forma, temos que a soma é dada por:

air -t Qg bii - b a1 +bn - a4 by
+: o = : :

Qm1 = Qmp bml e bmn Am1 + bml st Qmn + bmn

Proposicao 1. Dadas as matrizes A, B,C € M,,»,(F'), sdo vélidas as seguintes proprie-
dades:

(i) A+ B = B+ A (comutatividade);

(ii) A+ (B+C) = (A+ B)+ C (associatividade);
(iii) A+0=0+ A = A (elemento neutro, onde 0 denota a matriz nula 0,,x,);
(iv) A+ (—A) = —-A+ A =0 (elemento simétrico).

Demonstracao: Sejam A, B,C € M,,y, tais que A = (a;;), B = (b;;) e C = (¢;5), por

definicao temos
(i) A+ B = (a;; +b;;) = (bjj +a;;) = B+ A, onde usamos a comutatidade do corpo F.

(i) A+ (B+C) = (aij + (bij + cij)) = ((a;; + bij) + ¢ij) = (A+ B) + C, aqui usamos a

associatividade dos elementos de F'.
(i) A+0=1(a;; +0)=(0+a;) =0+ A.
(iv) A+ (=4) = (a; + (—ay)) = (—ai; + aij) = (0;5) = 0.
O

Observagao 4. Pode-se definir a operagao diferenca A — B como a matriz resultante da

soma de A com a matriz formada pelos elementos simétricos da matriz B.

Defini¢cao 4 (Multiplicagao por escalar). Seja A € M, (F) e a € F, define-se o

produto por escalar de v pela matriz A por:
a- A= () mxn-

Exemplo 6. A multiplicacao por escalar significa multiplicar cada elemento da matriz

por esse numero (escalar), como mostra abaixo:
(=7) 3 7 11|  |-21 —49 77
14 9] |-7 -28 —63]

11



Proposicao 2. Dadas as matrizes A, B,C' € M,,«,(F) e a, 8 € F, sao validas as seguintes
propriedades:

(i) a(A+ B) = aA+aB
(i) (a+B)A=ad+pA
(i) 0- A = Opxn

(iv) a(BA) = (aB)A

Demonstracao: Sejam A, B,C € M., ¢ o, 8 € F tais que A = a;5, B = b;; e C = ¢,

temos que:
(i) a(A+ B) = a(a;; + b;j) = aa;j + ab; = aA+ aB.
(i) (a+ B)A = (o + B)ay; = aay; + Bai; = oA + BA.
(iii) 0- A =0y -ai; = 0;; =0
(iv) a(BA) = a(fay;) = (af)a; = (af)A
O

Definicao 5. Seja A € M, «n(F) e B € M,«,(F). O produto da matriz A pela matriz

B é am x p matriz C cujo elemento i, j é:

n
Cij = E airbrj~
r=1

3 21
Exemplo 7. Dadas as matrizes A € Msy3(R) e B € M3,2(R), tal que A = . 4] e
-3 -2
B=1]6 —5]|, entao o produto de AB vai ser a matriz C' tal que:
-1 4

3.(=3)4+2-6+1-(—1) 3-(=2)+2-(=5)+1-4
6-(—=3)4+5-6+4-(—1) 6-(—2)+5-(=5)+4-4

G:

2 —12
8 —21|
Proposicao 3. Dadas as matrizes A, B,C € M,,»,(F) e a € F, sdo vélidas as seguintes

propriedades:
(i) (AB)C = A(BC);

(ii) (A+ B)C = AC + BC;

(ili) C(A+ B) = CA+ CB;

12



(iv) («¢A)B = a(AB).
Demonstragao: Ver a demonstracao do Teorema 49 do capitulo 4 em [8]. O

Observacao 5. A multiplicacao de matrizes nao é comutativa. Quando AB = BA,

dizemos que A e B comutam.

Definicao 6. Dada a matriz A € M,,x,(F'), define-se a transposicao de A = (aij)mxn

como sendo a matriz A* € M,y (F') com A" = (aj;)nxm tal que aj; = a;;.

1 6
1 6 6
Exemplo 8. Seja A € M3,3(R) com A= |6 —1 , entao A° = 6 —1 1] .
6 1 - 2x3

3x2

Proposicao 4. Dadas as matrizes A, B € M,,x,(F) e a € F, sao validas as seguintes

propriedades:
(i) (A+B)=A"+B";
(i) (2d)" = aA
(iii) (AB)' = B'A%,
(iv) (A" = A.
Demonstragdo: Ver a demonstragao do Teorema 53 do capitulo 4 em [8]. [

Observacao 6. Note que, sendo A € M,,.,(F). Assim A é simétrica se, e somente se,
At = A,

Definigao 7. Seja A € M« (F) e seja B € M, ,,(F). Se BA = I,,, entdo B ¢ dita uma
inversa a esquerda de A. Se AB = I[,, entao B é dita uma inversa a direita de A. Se

AB = BA = I,,, entao A é dita invertivel, com B sendo sua matriz inversa.

1.1.2 Alguns operadores matriciais

Definicao 8. Seja A € M, (F'), definimos o operador traco Tr : M,x,(F) — F de A

como sendo:

T?"(A) = i Q-
i=1

-3

Exemplo 9. Seja A € M3,3(F), talque A= | 5 , temos que o Tr(A) = (-3) +
1

N W
g S —y

2+1=0.

13



Proposicao 5. Dadas as matrizes A, B € M,,«,(F) e a € F, sao validas as seguintes

propriedades:
(i) Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) ;
(ii) Tr(ad) = aTr(A);

(iii) Tr(AB) = Tr(BA);

(iv) Tr(A) = Tr(A").

Demonstracao: Sejam A, B € M,,x, e o € F tais que A = a;; ¢ B = b;;.

n

(i) Tr(A+B) = (ai+by) = Za” + Zb” = Tr(A) +Tr(B) ;

=1

(i) Tr(aA) Zaau—aZau—aTT

(iii) Tr(AB) = Zi:l Zk:l airbri e Tr(BA) = ZZ:1 Z?:l britik-

Como em F' a multiplicacao é comutativa, a;;br; = br;a;, assim

= Z Z @itbps.-

i=1 k=1
Portanto, Tr(AB) = Tr(BA).

(iv) Tr(A") = 320 [ATis = D25y @i = Tr(A).
O

Definicao 9. Dada uma permutagao dos inteiros 1,2,...,n, dizemos que existe uma
inversao quando um inteiro precede outro menor que ele, mais especificamente, ha uma
inversao quando para um par de posigoes (7, j) em que ¢ < j, tem-se que o valor m posigao

¢ ¢ maior que o da posicao j.

Exemplo 10. Consideremos as permutacoes de 1,2, 3 e vejamos em cada permutagao o

numero de inversoes.

Tabela 1.1: Permutacoes de 1,2,3 e nimero de inversoes

Permutacao | Numero de inversoes
123) 0

) 1
) 1
231) 2
) 2

321) 3
Fonte: Boldrini (1980, p. 66).

14



Definicao 10. O determinante de uma matriz A = (a;j)mxn ¢ definido por: det[a;;] =

Zp(—l)Ja1j1a2j2 .. Qpj, onde J = J(j1,...,Jn) é 0 numero de inversoes da permutacao
(71,72 - - -, Jn), € p indica que a soma é estendida a todas as n! permutagoes de (1,2, ...,n).
Propriedades:

(i) Se todos os elementos de uma linha (coluna) de uma matriz A sdo nulos, det A = 0.
(ii) det A = det A".

(iii) Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinante fica

multiplicado por esta constante.
(iv) Uma vez trocada a posi¢ao de duas linhas, o determinante troca de sinal.

(v) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais é zero.

aiq c. Q1n aiyp ... QAip ay; ... QAip
(Vl) det bil +c¢r ... bm +Cin | = det bil ce bzn + det Ci1 ... Cin
QAp1 .. QAnn Ap1 ... Qpp Ap1 ... Qpp

(vii) O determinante nao se altera se somarmos a uma linha outra linha multiplicada por

uma constante.

(viii) det(A - B) = det A - det B.

1.1.3 Espacos vetoriais

Definicao 11. Seja F' um corpo e V um conjunto nao vazio. Sobre o conjunto V' defina-se

duas operagoes
(adi¢ago) +:V xV =V  (produto por escalar) -: F xV — V.

A terna (V,+,-) é um espago vetorial sobre F' se os axiomas a seguir sao verificados:

(i) A adigao é comutativa, u + v = v + u, para todos u,v € V;
(ii) A adigao é associativa, u + (v + w) = (u + v) + w, para todos u,v,w € V;

(iii) Existe um unico vetor 0 em V', denominado o vetor nulo, tal que u + 0 = u para

todo u em V;
(iv) Para cada vetor u em V existe um tnico vetor —u em V' tal que u + (—u) = 0;
(v) 1-u = wu para todo u € V;
(vi) (af)-u=a-(B-u), paratodou € Vea,p € F,;

15



(vil) a- (u+v) =a-u+ a-v, para todos u,v € V e a € F}
(viil) (¢ +fB)-u=au+ pu, paratodou e Vea,s € F.

Neste caso, os elementos de V' sao chamados de vetores.

Exemplo 11. Seja V' o conjunto de todas as m x n matrizes sobre o corpo F. Pode-se
definir naturalmente em V' a adigao como apresentado na Defini¢ao 3 e o produto por es-
calar como na Definigao 4. Combinando as Proposigoes 1 e 2, tem-se que (M« (F), +, ),

com estas operacoes, € um espago vetorial sobre F'.

Tendo em vista as operacoes em V', uma forma de encontrarmos novos vetores em V

é fazermos a adicao de produtos por escalar de uma quantidade finita de vetores V.

Definicao 12. Um vetor v € V é dito uma combinacao linear dos vetores uq,...,u, € V

se existirem escalares oy, ..., a,, € F' tais que:

n

V=0qUp 0+ QU = E Q.
i=1

1.1.4 Subespacos

Definigao 13. Seja (V, +, -) um espago vetorial sobre o corpo F. Um subconjunto W C V/

¢ um subespago V', se (W, +,+) é um espaco vetorial sobre F.

Teorema 1. Um subconjunto # # W C V é um subespaco de V' se, e somente se, para

cada u,v € W e cada escalar a € em F, o vetor au +v € W.

Demonstragao: Seja() # W C V tal que au+v € W para todos u,v € W e todo a € F.
Sendo W C V e V um espago vetorial, as propriedades (), (i7), (v), (vi), (vii) e (viii) da
definicao 11 valem para todos os vetores de V e escalares de F', consequentemente valem
para os vetores de W (sdo herdados de V). Portanto, os tinicos axiomas que precisam de
demonstragao sao (iii) e (iv), além de verificar que as operagoes + e - estao bem definidas
em W.

Temos que o vetor nulo 0 € V estd em W, pois sendo W nao vazio, existe p € W.

Assim, tome a = —1 e u = v = p. Entao,
(—Dp+p=-p+p=0€W
Sejau e WeaeF. Tome v=0¢€W. Entao,

au+0=aueW.
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Em particular, se « = —1, entao —u € W para cada u € W. Se u,v € W, tome a = 1,
entao

l-ut+v=ut+veW.

Portanto, W é um subespaco de V.

Reciprocamente, se W é subespaco de V', entao é fechado sob adicao e multiplicacao
escalar, ja que é um espaco vetorial sobre F'. Logo, para quaisquer u,v € W e a € F,
temos au € W eau+v e W. O]

Exemplo 12. Sendo V = M,.,(F) e S = {A € M,x,(F); A' = A} (conjunto das
matrizes simétricas). Como consequéncia da Proposigao 4 tem-se que S é um subespago

de V.

1.1.5 Bases e dimensao

Nesta secao estamos interessados em apresentar um modo de descrevermos os elementos
de um espago vetorial V' conhecendo-se um subconjunto de V. Assim, buscamos descrever

o "menor”subconjunto para o qual conseguimos descrever todos os elementos de V.

Definicao 14. Seja V' um espacgo vetorial sobre F. Um subconjunto S C V' é dito linear-
mente dependente se existem vetores distintos uq,--- ,u, € S e escalares aq, -+ ,q,, € F,
nao todos nulos, tais que

oauy + -+ apu, = 0.
Um conjunto que nao é linearmente dependente é dito linearmente independente.

Observagao 7. Um conjunto S C V de vetores € linearmente independente se e somente
se todo subconjunto finito de S é linearmente independente, isto é, se e somente se para

quaisquer vetores distintos uy, -+ ,u, € S aju; + - - - + @, u, = 0 implica que cada «; = 0.

Definicao 15. Seja V' um espaco vetorial sobre F'. Um subconjunto S C V' é uma base de
V', se S é um conjunto linearmente independente de vetores em V' e se qualquer elemento
de V' é descrito como combinacao linear dos elementos de S. Neste caso dizemos que S

gera o espago vetorial V.

Exemplo 13. Seja V = My o(F) e

" 10 0 1 0 0 0 0
=dqe = , 6y = , 63 = 64 = .
oo’ lool”? 1ot o1

. a1 Qo
Sejam «q, -+ ,ay escalares em F e u =

€ Msyo(F). Note que u = aje; +
a3 Qy

-+ + ayey. Isto mostra que S gera Mayo(F). Como u = 0 € Mayyo(F') se e somente se
ap =--- = a4 =0, 0s vetores eq, - - - , e4 sao linearmente independentes. O conjunto S é,

portanto, uma base de V.
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Observacao 8. A definicao de base se aplica a qualquer espaco vetorial. Para todo o

espago das matrizes M,,x,(F), basta generalizarmos o exemplo anterior.

Teorema 2. Seja V' um espago vetorial sobre o corpo F' gerado por um conjunto finito
de vetores {vy, -+, v}, isto é, V = {aqvy + -+ + s aq, ..., € F}. Entao, todo

conjunto independente de vetores em V ¢ finito e contém no maximo m elementos.
Demonstragdo: Ver a demonstragao do Teorema 4 em [7]. O

O Teorema 2 estabelece uma condicao sobre a quantidade de vetores que deve compor
uma base V' (no caso em que V é gerado por uma quantidade finita de vetores). Neste

sentido, somos motivados a estudar esta quantidade.
Definicao 16. Um espaco vetorial V' é de dimensao finita se ele possui uma base finita.

Corolario 1. Se V é um espaco vetorial de dimensao finita, entao duas quaisquer bases

de V tem o mesmo numero (finito) de elementos.

Demonstragdo: Como V tem dimensao finita, admite uma base finita 8 = {vy, v9, ..., v}
E seja A = {uy,us,...,u,} outra base de V. Pelo Teorema 2, toda base de V' ¢ finita
e contém no maximo m elementos. Assim, n < m. Pela mesma razao, m < n. Logo

m = n. O

Definicao 17. Se V é um espaco vetorial sobre F' de dimensao finita, a dimensao de V' é
definida como sendo o numero de elementos de uma base de V. Indicaremos a dimensao

de um espaco vetorial V' de dimensao finita por dimgV ou dimV .

Exemplo 14. O espaco vetorial matrizes M,,x,(F) tem dimensdo m - n, pois a base

canonica de M,,x,(F) contém m - n vetores.

Corolario 2. Seja V um espago vetorial sobre F' n-dimensional (ou seja, dimpV = n).
Entao:
(a) Todo conjunto de vetores em V' que contém mais de n vetores é linearmente depen-
dente.

(b) Nenhum conjunto contendo menos de n de vetores pode gerar V.
Demonstragdao: Ver a demonstragao em [7]. O

Corolario 3. Num espaco vetorial V' de dimensao finita todo conjunto nao vazio de

vetores linearmente independentes é parte de uma base.
Demonstragdo: Ver a demonstragao do Coroldrio 1 em [7]. O

Coroldrio 4. Seja A € M, (F) e suponhamos que os vetores linhas de A formem um

conjunto de vetores de F™ linearmente independentes. Entao A é invertivel.

Demonstragdo: Ver demonstracao do Corolario 3 em [7]. O
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1.1.6 Transformacoes lineares

Definicao 18. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo F. Uma transformagao

linear de V em W é uma aplicacao 7" de V em W tal que:
T(au+v) =aT(u) + T(v)

para todos u,v € V e todos escalares o € F.

Observagao 9. Qualquer que seja a transformacao linear 7' : V' — W vale T'(0) = 0.
Com efeito, T'(0) = T'(04+0) = T(0) + T'(0) = T(0) = 0. Isto estabelece uma condicao

para que uma aplicacao seja uma transformacao linear.

Exemplo 15. Considere o espago vetorial M., (F'), o trago Tr : M,x,(F) — F, é uma
transformagao linear. De fato, sejam A, B € M,»,(F) e a € F, pela Proposigao 5,

T’I”(CYA + B) = Z aaq; + bn
i=1

= OZZ @i; + Z bii
i=1 i=1
=odr(A)+Tr(B).

Observagao 10. O conjunto de todas as transformacoes lineares de V em W serd deno-
tado por L(V,W). Por convengao, o conjunto L£(V, V) serd denotado por L(V').

Teorema 3. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo F' e seja
{uy,...,u,} uma base ordenada de V. Seja W um espaco vetorial sobre o mesmo corpo F
e sejam vy, - - - , v, vetores arbitrarios em W. Entao, existe exatamente uma transformacao
linear T': V — W tal que:

T(uj)=wv;, j=1,--- ,n.

Demonstragdo: Ver demonstracao do Teorema 1 em [7]. O

Teorema 4. Sejam V e W espagos vetoriais sobe o corpo F' e seja T" uma transformagao
linear 7' : V — W. Entao, a imagem de T' é um subespaco de W. O conjunto de vetores

wem V tais que T'(u) = 0 também é um subespago de V', dito o nicleo de T

Demonstragao: Tome wy, ws € Im(T). Note que existem vy, vy € W tal que T'(vy) =
wy e T'(ve) = wy. Assim aw; + wy = a1 (vy) + T'(ve) = T(awy + v9). Pelo Teorema 1, é
um subespaco vetorial de W.

Agora, tome u, v pertencentes ao nicleo de T'. Segue que T'(u) = 0 e T'(v) = 0. Logo,
T(au+v) = aT(u) + T(v) = .0+ 0 = 0. Novamente, pelo Teorema 1, o nicleo é um

subespago vetorial de V. [
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Definicao 19. Seja T' uma transformacao linear de V' em W, sendo V' de dimensao finita.

O posto de T é a dimensao da imagem de T'. A nulidade de T' é a dimensao do ntcleo de

T.

Teorema 5 (do niticleo e da imagem). Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao
finita sobre o corpo F' e seja T uma transformacao linear de V' em W. Suponhamos que

V seja de dimensao finita. Entao
posto(T") + nulidade(T") = dim V.

Demonstragdo: Seja n a dimensdao de V' e {uy,...,ur} uma base para o nticleo de
T. Note que a dimensao do ntcleo é k. Podemos completar o conjunto com n — k
vetores linearmente independentes para obtermos uma base para V', ou seja, considere
{ugs1,...,un}. Mostraremos que S = {Tuj41,...,Tu,} ¢ uma base da Im(7T). Para
isso, precisamos mostrar que S gera Im(T) e, é um conjunto linearmente independen-
tes. Como {uy,...,u,} é uma base de V, podemos escrever qualquer v € V como
combinacao linear, assim, v = aju; + -+ + ayu,. Aplicando a T e usando a line-

aridade, obtemos: T(v) = ayT(u1) + --+ + a,T(u,). Mas perceba que, para cada

jgeA{l,--,k}, T(u;) = 0, pois {uq,...,u;} pertencem ao nicleo. Dessa forma, T'(v) =
ap1T(ugsr) + -+ + @, T(uy), ou seja, {Tugy1,...,Tu,} geram a imagem de T. Agora,
vamos verificar que {Tug1, ..., Tu,} sdo linearmente independentes. Suponha que exis-
tam escalares cgyq,...,c, tais que ¢ T (ugs1) + -+ + ¢, T (u,) = 0. Pela linearidade
de T, T(cprrtgsr + -+ + cpun) = 0. Assim, u = cpriUper + ... + Cpu, pertence
ao nucleo. Como o nicleo tem base {uy,...,ux}, existem escalares by, ..., by tais que
u = biuy + -+ + brug. Temos, assim, que Cxy1Ukr1 + ...+ Cptty = U = by, ..., bpup =
Chp1Ups1 + -+ Cpty — byug — - -+ — bug = 0. Como {uy, ..., u,} é uma base de V, entao
by =...=by=cCrp1 = ... = ¢, =0, assim T(ugy1),-..,T(uy,) sdo linearmente indepen-

dentes e, portanto, uma base da imagem de T'. Dessa forma, obtemos que (n—k)+k =mn
= dim V. ]

Teorema 6. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo F' e seja T'
uma transformacao linear de V em W. Se T ¢ bijetora entao a funcao inversa T : W —

V' é uma transformagao linear.

Demonstracao: Sejam vy e vy vetores em W e seja o € F. Queremos mostrar que
T Hawy +vy) = aT oy + T oy

Como T é bijetora, existem unicos uy,us € V tais que T'(u1) = vy e T(uy) = vq, ou seja,

w; = T vy e uy = T~ 'vy. Pela linearidade de T,
T(ouy + ug) = aTuy + Tug = avy + vs.
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Assim auq + ug é o unico vetor em V' que é levado por T em awv; + v, portanto
T_1<Oﬂjl + Ug) = QU + Uy = Oé(T_IU1> + T_IUQ

e T~! é linear. ]

Observagao 11. Seja T uma transformagao linear de V' em W. Se o nicleo de T tiver
somente o vetor nulo, diremos que 7' é nao singular. Note que 7' ¢ injetora, tome u,v € V
tais que Tu = Tv. Como T é uma aplicacao linear, temos Tu — Tv =0 =T (u — v) = 0.
Logo u — v pertence ao nucleo, assim v — v =0 = u = v. Deste modo, T é invertivel

(bijetora) se e somente se T é nao singular e a imagem é todo o espago W.

Teorema 7. Seja T' uma transformacao linear de V' em W. Entao T é nao singular se, e
somente se, T' leva todo subconjunto linearmente independente de V' sobre um conjunto

linearmente independente de W.

Demonstragdo: (=) Suponhamos primeiro que T' seja nao singular. Seja S um sub-

conjunto linearmente independente de V. Tomemos uq,...,ur € S e suponha que
a1 T (uy) + -+ 4+ apT(ug) =0
para escalares aq,...,qa; € F. Pela linearidade de T,
T(our + - - + aguy) = 0.

Como T é nao singular, aju; + - -+ 4+ agur = 0. Mas S é linearmente independente, logo

a; = -+ = ai = 0. Portanto, {T'(u1),...,T(ug)} é linearmente independente.

(<) Suponhamos que T leva subconjuntos linearmente independentes de V' em subconjun-
tos linearmente independentes de W. Seja u € V' néo nulo. O conjunto {u} é linearmente
independente. Entao {T'(u)} ¢ linearmente independente em W, o que implica 7'(u) # 0.

Assim, o tnico vetor que T leva em 0 é o vetor nulo. Logo, T' é nao singular. O

Teorema 8. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo F' tais que
dim V = dim W. Se T' é uma transformacao linear de V' em W, as seguintes afirmacoes

sao equivalentes:
(i) T é invertivel.
(ii) T ¢ nao singular.
(iii) A imagem de 7" ¢é W.

(iv) Se {uq,...,u,} é uma base arbitraria de V', entdao {Tus,...,Tu,} é uma base de

w.
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(v) Existe pelo menos uma base {ui,...,u,} de V tal que {Tuy,...,Tu,} seja uma
base de W.

Demonstragao: Ver demonstragdo do Teorema 9 em [7]. O

Definicao 20. Dois espacos vetoriais V' e W sao ditos isomorfos se existe uma trans-

formacao linear 7" : V' — W bijetora.

Teorema 9. Dois espacos vetoriais de dimensao finita V' e W sao isomorfos se, e somente
se, dim V= dim W.

Demonstragao: (=) Sendo V e W isomorfos, existe uma transformagao linear 7' :
V' — W bijetora. Pelo Teorema 5 e pela Observacao 11, segue que dim V= Nulidade
(T)+posto(T)= 0+dim W=dim W.

(«<=) Como dim V= dim W as bases de V e W tém a mesma quantidade de vetores.
Assim, sejam {vy, -+ ,v,} e {wy, -+ ,w,} bases de V e W respectivamente. Pelo Teo-

rema 3 existe uma transformagao linear 7' : V' — W tal que, para cada i € {1,--- ,n},
n

T(v;) = w;. Sabemos que, para cadav € V, v = g Q;v;, assim
i=1

T(v) = Z ;T (v;) = Z ;. (1.1)

Agora, seja v = Zaivi € Vtal que 0 = T(v) = Zaiwi (onde usamos a identi-
i=1 i=1
dade (1.1)). Dai concluimos que a; = --- = «,, = 0, pois {wy, -+ ,w,} é uma base de

W, entao v = 0. Pela Observacao 11 segue que T é nao singular e por consequéncia do

Teorema 8 segue que 7' é uma bijecao. O]

Corolario 5. Todo espago vetorial n-dimensional sobre o corpo F' ¢ isomorfo ao espago
Fr:={(aq,...,apn);0; € F,Yi=1,...,n}.

Demonstragcao: Sendo V um espacgo vetorial sobre F' tal que dim V' = n. Como dim

F™ = n, segue do Teorema 9 segue que V' e F™ sao isomorfos. O]

1.1.7 Representacao de transformacoes lineares por matrizes

As transformagoes lineares definidas entre espagos vetoriais de dimensao finita e as ma-
trizes possuem uma estreita relacao. Nesta secao apresentaremos esta relacao. Mais
precisamente, veremos que as transformacoes lineares podem ser identificadas com matri-
zes.

Seja V' um espago vetorial n-dimensional sobre o corpo F' e seja W um espacgo vetorial

m-dimensional sobre F. Fixemos # = {ui,...,u,} uma base ordenada de V e #' =
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{v1,...,v,} uma base ordenada de W. Seja T': V — W uma transformacao linear
arbitraria, entdo 7' é determinada por sua agao sobre os vetores u; (veja o Teorema 3),
isto é, como cada Tu; é um vetor de W, podemos escrever em termos de %', de maneira

unica, como uma combinacao linear:

m
TUJ'I E Aijvi
i=1

onde os escalares A ., A sdo as coordenadas de T'u; na base %’ e que definem uma

ijy -
matriz A,,xn, denominada matriz de T em relacao as bases & e 4’'. Agora, nosso intuito
é entender como essa matriz A determina a transformacao linear T

Para qualquer v € V', podemos escrevé-lo como a seguinte combinagao linear
V= aqU + ...+ QplUy,

onde oy, -+ ,q, € F.

Agora, aplicando a T', obtemos
n
Tv=T Z QU4
j=1
n
= a;(Tw)
j=1
n m
=D 05 ) Ay
j=1  i=1
m n
=D | D Auagus
i=1 \j=1
Sendo X é a matriz das coordenadas de v em relagao a base ordenada 4, o calculo

acima mostra que AX é a matriz das coordenadas do vetor T'v em relacao a base ordenada

A', uma vez que o escalar
n
E Aijvj
j=1

é o elemento da i-ésima linha da matriz coluna AX. Observemos também que se A é uma

matriz m X n arbitraria sobre o corpo F' entao

n m n
T E OéjUj = E 62 E AijOZj
j=1 =1 7j=1

define uma transformacao linear 7" de V em W, cuja matriz é A, em relacdo a & e HA'.

Resumindo formalmente:
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Teorema 10. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo F' e W um espaco
vetorial m-dimensional sobre F'. Seja 4 uma base ordenada de V' e %8’ uma base ordenada
de W. Para cada transformacao linear 7" de V em W, existe uma m x n matriz A sobre

o corpo F', a matriz de T em relacdo a & e #', tal que

[Tv)e = Alv]»
Para todo vetor v em V.

Teorema 11. Seja V' um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo F' e seja W um
espaco vetorial m-dimensional sobre o corpo F'. Para cada par de bases ordenadas, £ e
A de V e W, respectivamente. O operador @ 5 : LIV,W) = Myn(F), Ppa(T) = A,

é linear e bijetor, onde A é matriz dada pelo Teorema 10.
Demonstragdo: Ver demonstracao do Teorema 12 em [7]. O

Estaremos particularmente interessados na representacao por matrizes de transformacoes
lineares T': V — V. Neste caso, é mais conveniente usar a mesma base ordenada em cada
caso, isto é, tomar A = %’'. A matriz representante serd entao denominada simplesmente
a matriz de T em relacao a base ordenada Z. Como este conceito serd muito importante
para nos, recordaremos sua definicao.

Se T é um operador linear sobre o espaco vetorial V' de dimensao finita e # =
{uq,...,u,} é uma base ordenada de V, a matriz de T" em relacao a A é a n X n matriz

A cujos elementos A;; sao definidos pelas equacoes

Tuj:ZAijui, jzl,,n
i=1

Deve-se ter sempre em mente que esta matriz que representa 7' depende da base
ordenada % e que existe uma matriz que representa T' em relagao a cada base ordenada
de V. Para ndo esquecermos esta dependéncia, usaremos a notacgao [T]z para a matriz
do operador linear T em relacao a base ordenada Z.

A maneira como esta matriz e a base ordenada descrevem T é que, para cada u em V,

[Tuls = [T][u]

Exemplo 16. Seja ' um corpo e seja T' o operador sobre £ definido por
T(l’l, CCQ) = (3')1, 0)

Pode-se verificar que T' é um operador linear sobre F'?. Seja % a base ordenada canonica
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de F?, 2 = {e1,es} em que e; = (1,0) e e3 = (0,1). Ora,
Tey = T(1,0) = (1,0) = ey + Oes
T62 = T(O, 1) = (0, O) = 061 + 062

de modo que a matriz de T em relacao a base ordenada % é

[T]z = [(1) g] :

Teorema 12. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo F' e sejam
B = {u,...,u,} e B = {u},...,u,} bases ordenadas de V. Seja T : V. — V uma
transformagao linear e P € M, (F') a matriz que exprime as coordenadas de cada vetor
de V em relacdo a &% em termos de suas coordenadas em relacao a %', P é chamada

matriz de mudanca de base. Entao
[T = P[T)4P.

Demonstragao: Ver a demonstracao do Teorema 14 em [7]. O

Exemplo 17. Seja T' o operador linear sobre R? definido por T'(z1,zs) = (71,0). No

Exemplo 16 mostramos que a matriz de 7" em relagao a base ordenada canonica a =

me- o o]

Suponhamos que %’ seja a base ordenada de R? formada pelos vetores €] = (1,1), e, =
(2,1). Entao

{61, 62} é

/
e =¢€1+ €

el = 2e; + e

pzﬁ f].

de modo que P é a matriz

Efetuando célculos simples obtemos
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Assim

[T = P! [T)4P

[ 2] [ o] fr o2

|1 1o o] |11
1 2
00

Podemos verificar facilmente que isto esta correto, pois,

Te), = (1,0) = —¢} + €
Tel, = (2,0) = —2¢| + 2€),.

Definigao 21. Sejam A, B € M, ,(F). Dizemos que a matriz B é semelhante a matriz A
se existe uma matriz invertivel P € M, ., (F) tal que B = P~'AP. Neste caso, denotamos
A~ B.

Observagao 12.

1. A relacao ~ é uma relacao de equivaléncia.

2. Sejam V um espago de dimensao finita e 7" : V' — V uma transformacao linear.

Pelo Teorema 12, [T]4 ~ [T]4 para quais que sejam as bases Z e %' de V.

1.1.8 Autovalores e Autovetores

Definicao 22. Seja T : V — V uma aplicacao linear. Se existirem 0 Zv € Ve A € F
tais que T'(v) = v, entdo v é chamado de autovetor de T' e A é chamado de autovalor
de T'. O conjunto de todos os autovalores de T' é chamado espectro de T e denotado por
o(T).

Teorema 13. Dada uma aplicagao linear 7' : V' — V e um autovetor v associado a um

autovalor A, qualquer vetor w = av («a # 0) também é autovetor de T associado a .

Demonstragao: Se Tv = v e w = av, tem-se Tw = T'(aw) = aTv = a(\v) = Maw) =
Aw. O

Assim, sendo A autovalor de T o Teorema 13 estabelece que o conjunto {v € V |

T(v) = Av} C V é um subespaco.

Definigao 23. O subespaco V), = {v € V;T(v) = A} C V é chamado o subespago

associado ao autovalor A ou autoespacgo associado a .
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Observacao 13. O subespago V) C V' é invariante por T', ou seja, T'(Vy) C V.

Teorema 14. Autovalores dois a dois distintos da mesma aplicacao linear correspondem

autovetores linearmente independentes.
Demonstragdao: Ver a demonstracao do Teorema 5.1.5 em [2]. O

Observacao 14 (Autovalor e autovetor de uma matriz). Dada uma matriz A €
M, «n(R), estaremos entendendo por autovalor e autovetor de A, os autovalores e auto-
vetores da transformacao linear T4 : R® — R", tal que a matriz A em relacao as bases
canonicas é A, isto é, T4(v) = A-v (na forma coluna). Assim, um autovalor A € R de A,

e um autovetor v € R", sao solugoes da equacao A -v = \v, v # 0. Considere a matriz

diagonal
a1 0 0
0 gy - 0 .
A= . . . . :dlag(alla"' 7ann)'
0 0 - an

e dados os vetores e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,0,1), temos

A-ep=1| | =ane; eem geral,

A - e; = aye;. Entao, estes vetores da base canonica de R™ sao autovetores para A, e o

autovetor e; é associado ao autovalor a;.

Corolario 6. Seja V' um espago vetorial n-dimensional. Se a aplicagao linear 7' : V' — V
possui n autovalores distintos, entao existe uma base de V' tal que a matriz de T relativa

a essa base é diagonal.

Demonstragdo: Seja B = {vq,...,v,} um conjunto tal que Tv; = \uvy,...,Tv, =
AnUn, com N, # Aj i # ji,j € {1,...,n}. Do Teorema 14, % é linearmente independente.
Como dim V = n, o conjunto # ¢ uma base (n elementos linearmente independentes).

Note que Tv; = \jvy = Movg +0vg + ... 4+ 0v,,, ..., TV, = A\, = 001 + ... + A\,v,. Note

que [T'(v1)]z = (A1,0,...,0), -+ ,[T(vn)]s = (0,0,...,\,). Segue que
A0 ...00
0 X ... O
Tz = (T(w)lz [T(w)ls - [T(w))a)= o
0 0 ... A,
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Teorema 15. Seja V' um espacgo vetorial de dimensao finita, 7' : V' — V linear e A uma
matriz associada a T em relagdo a uma base qualquer V. As seguintes condi¢oes sao

equivalentes:

(i) A é um autovalor de T.
(ii) O operador (T'— AI) é nao invertivel.
(iii) det(A] — A) = 0.

Demonstragao: Vamos mostrar que (i) = (i), (it) = (di1) e (iti) = (4).
(i) = (i)
Suponha que A é um autovalor de T. Entao, por definicdo, existe um vetor nao nulo
u € V tal que Tu = Au. Reescrevendo: Tu — Au =0 = (T — A)u = 0. Ou seja,
u # 0 pertence ao ntucleo de T'— AI. Assim T é singular, entdao, pelo Teorema 8 nao é
invertivel.
Suponha que T'— Al é nao invertivel. Assim, a matriz A\l — A nao é invertivel, logo
det(AI — A) =0.
(131) = (1)
Suponha det(Al — A) = 0. Entdo Al — A nao ¢ invertivel. Assim, T'— Al também nao
é invertivel, entao pelo Teorema 8, nao € injetivo. Se nao é injetivo, existe u # 0 tal que
(T'— M )u = 0. Logo, Tu = Au, e u # 0, ou seja, A é autovalor de T

[

Definicao 24. Seja V um espago vetorial n-dimensional, T': V' — V um operador linear
e A € M,,(F) uma matriz associada 7" em uma base qualquer fixada. O polinémio

p(z) = det(z] — A) é chamado polinomio caracteristico associado ao operador T.

Exemplo 18. Consideremos o operador linear 7" : R? — R? definido por
T(z1,02) = (—22, 71).

Ao representar T' na base canonica {e1, es} do R? obtemos a matriz

A:0—17
1 0

cujo polindmio caracteristico é p(¢) = (241, que nao possui raizes reais. Portanto, 7' nao
possui autovalores. Mas a matriz A pode ser considerada como uma matriz com entradas
complexas; nesse caso, o polinémio caracteristico p(¢) = ¢ + 1 pode ser fatorado como
p(¢) = (¢ —4)(¢ +14) e T possui dois “autovalores complexos” distintos. Isso mostra que
a analise do espectro de um operador 7" : V' — V depende muito do corpo F' sobre o qual

V' é espago vetorial.
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Observacao 15. Sendo um V um espaco vetorial de dimensao finita sobre Ce T : V — V

uma transformacao linear. O Teorema Fundamental da Algebra garante que o(T) # ().
Lema 1. Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Demonstracao: Se B = P~1AP, entao

det(x] — B) = det(zl — P"'AP)
= det(P 'zl — A)P)
= det P! -det(x] — A)-det P
= det(zl — A).

]

Observacao 16. Como consequéncia direta do Lema anterior, o polindmio associado
ao operador T independe da matriz associada a T' para cada base fixada (veja a Ob-

servagao 12).

Exemplo 19. Seja a matriz

5 —6 —6
A=1|-1 4 4
3 —6 —4

Entao o polinomio caracteristico de A é:

r—5 6 6
det(xl —A)=| 1 2—-4 =2 |=2"-52+8—4=(r—1)(z—2)>
-3 6 x+4

O teorema a seguir é um importante resultado da Algebra linear e estabelece uma ca-
racteristica importante para o polinomio caracteritisco, fornecendo um exemplo de Calculo

Funcional.

Teorema 16 (Cayley-Hamilton). Seja 7" um operador linear sobre o espago vetorial

n-dimensional V' e seja p o polinomio caracteristico de T', entao p(7T") = 0.

Demonstracao: Seja T’ um operador linear sobre o espaco n-dimensional V. Se g é um
polinémio sobre o corpo F, entdao ¢g(7') : V — V é uma funcao de T que associa a cada
u € V, um vetor, o qual indicaremos por ¢g(T)u. Se h é um outro polinomio sobre F
entao

(g+h)(T)u=g(Mu+h(T)u e [g(T)h(T)u= (gh)(T)u.
Estas afirmacoes definem uma soma e produto dados por
g(T) +MT) = (g+h)(T) e g(T)A(T) = (gh)(T).
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Seja {u1,...,u,} uma base de V' e seja A a matriz de T nessa base, assim:

n
i=1

Definimos a matriz B(x) = I — A, que é uma matriz n x n com entradas em F'[x] (anel
dos polindémios com coeficientes em F'). O polinomio caracteristico é p(x) = det(B(x)).

Rearranjando a expressao acima, nés obtemos
n
TUj — E Awu, = 0.
i=1

Usando que T' e I sao operadores lineares, organizamos a ultima expressao na forma:

Z(éijT — A;;Nu; =0, onde §;=1 sei=j e 6;=0, se i#j.

=1

Mas 6;;7 — A;; = B;j(x), onde B(x) = xI — A. Portanto, a expressao (0;;)1 — A;;I da o

operador linear cuja matriz é B = B(T) := (B;;) e satisfaz
> Byu;=0, j=1,...,n. (1.2)
i=1

Desejamos mostrar que p(7') = 0. Assim, queremos mostrar que p(7)u, = 0 para cada
k € {1,...,n} (isso é suficiente porque {us,...,u,} é base). Seja B = adj(B) a matriz
adjunta classica de B (adjunta cldssica de B estd bem-definida). Lembremos que, BB =
BB = (det B)I = p(T)I. Multiplicando (1.2) por Bj; e somando em j

i Bjy, (i Bijui> = 0. (1.3)

Agora, trocando a ordem dos somatorios, ficamos com

i (i Biijk> u; = 0.

i=1 \j=1

Como

30



Portanto,

j=1

Substituindo em 1.3, obtemos
i=1 \j=1 i=1
Pela definicao de d;,
Z diup(T)u; = p(T)uy. (1.5)
i=1
Combinando (1.3), (1.4) e (1.5), obtemos p(T")ur = 0. Desta forma,

p(T) = 0.

]

Definicao 25. O polinomio minimal de uma aplicacao linear T': V' — V é o polinémio

monico de menor grau tal que p(7") = 0.

1.1.9 Operadores diagonalizaveis

Definicao 26. Seja V' um espacgo vetorial de dimensao finita e 7' : V' — V um opera-
dor linear. Dizemos que T é diagonalizdvel se existe uma base de V' formada pelos

autovetores de T'.

Sendo T' diagonalizavel, entdo existe uma base ordenada % = {vy,...,v,} de V na
qual cada i € {1,--- ,n}, o vetor v; é um autovetor de T associado ao autovalor «;, assim

Tv; = a,v;, entao a matriz

a1 0 0

0 (6) 0
[Tz = .

0 o --- oy,

é uma matriz diagonal, o que justifica a denominacao ” diagonalizdvel” aqui usada.

Teorema 17. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e T : V' — V um operador
diagonalizavel e a4, ..., a; sao os autovalores distintos de T'. Entao existem operadores
lineares Fy,...,E, : V — V tais que

(a) Paracadav €V, T(v) = a1 E1(v) + - - - + ap B (v);
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(b) I =FE;+---+ Eg;
(c) E;ioE; =0, i#j,comie{l,--- k}teje{l,--- k};
(d) E? = E; para cada i € {1,---k};
(e) O conjunto imagem de E; é o espago dos autovetores de T" associados ao autovalor
Q.
Demonstragao: Ver a demonstragao do Teorema 8 do capitulo 6 em [7]. O

Teorema 18. Sejam V' e T' como no Teorema 17. Suponhamos que existam k escalares
aq,...,q, distintos e k operadores lineares nao-nulos Fj, ..., Ej sobre V' que satisfacam
as condigoes (a), (b) e (¢) do Teorema 17. Entao T é diagonalizével, oy, ..., ax sdo os

autovalores distintos de T' e os F; também satisfazem as condigdes (d) e (e) do Teorema 17.
Demonstragdo: Ver a demonstragao do Teorema 9 do capitulo 6 em [7]. O]

Teorema 19. Sejam V um espaco de dimensao finita e T : V' — V um operador li-
near. Entao, uma condicao necessaria e suficiente para que T seja diagonalizavel é que o

polinomio minimal de 7" seja da forma
plx)=(x—a1) - (z—a), z€F

onde g, ..., sao escalares distintos em F'.
Demonstragao: Ver a demonstracao o Teorema 5.5.9 em [2]. O

Coroldrio 7. Seja A € M,,«,(F). Entao A é semelhante sobre F' a uma matriz diagonal

se, e somente se, o polindbmio minimal p de A é da forma

plz) = (=) - (z — )

onde ay, ..., ar sao elementos distintos de F'.
Demonstragao: Segue imediatamente do Teorema anterior. O]

Teorema 20. Sejam 1" e S operadores lineares diagonalizdveis sobre um espaco de di-
mensao finita V. Se T' e S comutam, entao eles sao simultaneamente diagonalizaveis, isto

é, existe uma base de V' na qual cada vetor é um autovetor de T e também um autovetor
de S.

Demonstragdo: Ver demonstracao do Teorema 11 do capitulo 6 em [7]. O

Corolario 8. Sejam A, B € M, (F), sendo cada uma semelhante sobre F' a uma matriz
diagonal. Se A e B comutam, existe uma n X n matriz invertivel P sobre F' tal que tanto
P~1AP como P~'BP sao diagonais.

Demonstragdo: Ver demonstracao em [7]. O
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1.2 Analise

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de Andlise que serao importantes para a
compreensao dos capitulos que se seguem. Os resultados aqui apresentados foram basea-
dos nas referéncias [4, 9, 10, 12, 13, 14].

1.2.1 Séries

Definicao 27. Uma sequéncia numérica aq,as, as, ..., a,,... ¢ uma funcao f : N — F
(com F=Rou F=C),N>n— f(n) =a, O nimero natural n é chamado o indice e

a imagem a, é o n-ésimo elemento da sequéncia, ou termo geral.

Definicao 28. Dada uma série )~ a, = a; + az + az + - - -, isto é, uma soma infinita

de numeros reais (ou complexos), denota-se por s, sua n-ésima soma parcial definida por
n
Sp = E a; =a1+ ag+ -+ ay.
i=1

Se a sequéncia (s,), for convergente e lim s, = s existir como um numero real, entao a
n—oo

série > a, é chamada convergente, e escrevemos

o0

apt+ag+---+a,+---=8 ou Zan:s.

n=1

O ndmero s é chamado a soma da série. Se a sequéncia (s,), é divergente, entao a série

¢ chamada divergente.

Teorema 21. A série Y a,, converge se, e s6 se, dado € > 0, existir ng (que pode depender

de ¢) tal que |Zzl:n+1 ak} < ¢ para todos m > n > ny.
Demonstragao: Ver a demonstracao do Teorema 1.7 do capitulo 1 em [5]. O
Corolario 9. Se > a, for convergente, entao lima,, = 0.

Demonstragao: Note que a, = s, — S,_1, sendo a série convergente. Entao lim s, =
n—oo

lim s, 1 =s. Logo lim a, = 0. ]
n—0o0 n—o0

E interessante estabelecermos critérios que possam auxiliar em identificar se uma série
é convergente. Neste sentido, tem-se o chamado teste da razao (veja [10] para mais
detalhes).

Teste da razao

. . CLnJrl ~ s . ,
(i) Se lim = L < 1, entao a série Y, a,, ¢ absolutamente convergente (e, por-
n—oo | Ay

tanto, convergente).
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.. . Ap+t1 . Ap+1 ~ , . , .
(ii) Se lim |——|=L>1 ou lim |[——| = oo, entdo a série > -, a, é divergente.
n—oo An n—oo an, -
. An+1 -~ . . . ~
(iii) Se lim |——| =1, o Teste da Razao é inconclusivo, ou seja, nenhuma conclusao
n—oo a,n

pode ser tirada sobre a convergéncia ou divergéncia de Y a,,.

Definicao 29. Sejam z,a € C. Uma série de poténcias centrada em a é uma série da

forma

ch(z—a)":co—i—cl(z—a)—i—cg(z—a)Q—l—--- : (1.6)

Note que a série (1.6) é uma fungao na variavel z desde que consigamos garantir a

convergéncia. Neste sentido é interessante buscar por quais valores z € C esta série é

convergente.
o

Teorema 22. Para dada série de poténcias E cn(z — a)", existem apenas trés possibili-
n=0

dades:

(i) A série converge apenas quando z = a.
(ii) A série converge para todo z.

(iii) Existe um nimero positivo R tal que a série converge se |z — a| < R e diverge se

|z —a| > R. (o nimero R ¢é chamado de raio de convergéncia).

Teorema 23. Se f tiver uma representacao (expansao) em série de poténcias em a, isto

é, se existe R > 0 tal que
f(z) = ch(z —a)", |z—al <R,
n=0

entao seus coeficientes sao dados pela formula

(n)
i)
n!
Demonstragdo: Ver a demonstragao do Coroldrio 2.13 em [11]. O

Substituindo essa férmula para c,, de volta na série, vemos que, se f tiver uma expansao

em série de poténcias em a, entao ela deve ser da seguinte forma:

f'(a)
1!

(x—a)—f—w(x—a)Q—km(x—a)?’—F---

2 rn) (g
£ =3 Dy = fa)+ > 3

n!

n=0

34



A série na equagao (1.7) é chamada série de Taylor da funcao centrada em a. Para o

caso especial a = 0, a série de Taylor torna-se

= f0) + =z + = S (1.8)

e n "0 an
Z_:Of- f) . f"(0)

Esse caso surge com frequéncia e lhe foi dado o nome especial de série de Maclaurin.

Exemplo 20. Vamos encontrar a série de poténcias que representa f(z) = e® em torno
de = 0. Como a derivada de e* é ela mesma, temos: f(™(x) = e® para todo n, logo
f(0) = 1. A série de Maclaurin fica:

) 2 3

T
:Z—'—1+x+—+§+

Exemplo 21. De maneira andloga, podemos encontrar a série de Maclaurin para f(x) =

cos(z) e f(x) = sen(x):

T

sen(x)—a:—g—i-y—ﬁ—i-

0 2+l
= Z 2n n 1) para todo =
e
L e

cos(x)—1—§+z—§+

0 .772”
= nz%(—l) o)l para todo x

Exemplo 22. Seja x € R com |z| < 1, entdo

log(1 + x) i

n=1

nln

Definicao 30. Diz-se que uma sequéncia de funcgoes f,, : D C C — C converge uniforme-
mente para uma funcao f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existe ny € N tal que
n>ng=|fu(x) — f(z)| <e, seja qual for x € D.

Teorema 24 (M-teste de Weierstrass). Para cada n € N, considere a sequéncia de

funcoes f, : D C C — C, tal que

sup | fu(x)] < M, ¥ n € N.

zeD
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oo [e.9]
Se g M,, converge, entao E fn(2) converge uniformemente em D.
n=1 n=1

Demonstragao: Ver a demonstragdo do Teorema 4.4 em [14]. O

1.2.2 Definicoes e resultados auxiliares

Definicao 31. Dados os nimeros r > 0 e 2y € C, chama-se disco aberto de raio r e
centro zg ao conjunto D, (zy) de todos os nimeros complexos que estao a uma distancia

menor que r do centro zg.
D, (z) ={z € C; |z — 2| < r}.

Definicao 32. Dizemos que o conjunto C' C C é um conjunto aberto se para cada z € C,
existir r > 0 tal que D,(z) C C.

Definicao 33.
(i) Dizemos que um conjunto F' C C é fechado quando seu complementar é aberto.

(ii) Diz-se que um conjunto C' C C é limitado se existe um numero positivo K tal que
|z] < K para todo z em C. Chama-se conjunto compacto a todo conjunto limitado
e fechado de C.

Definicao 34. Diz-se que uma funcao f ¢ analitica numa regiao R se ela é derivavel em
cada ponto de R; f é analitica num ponto zy se f é analitica num disco aberto contendo

20-

Defini¢ao 35 (Fungao suave). Uma funcdo f : U — R que possui, em cada ponto de
U, todas as derivadas parciais de ordem k, as quais sao fungoes continuas em U, chama-
se uma funcao de classe C*. Escreve-se entdao f € C*. Quando f € C* para todo

k=1,2,3,..., diz-se que f é uma funcao de classe C'*°.

Proposicao 6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja u,v € F"™ (os vetores u, v
podem ser identificados com matrizes 1 xn com coeficientes em F'), note que a desigualdade
a seguir é verdadeira

[uv’| < Jull[loll

onde ||v]| = [|(v1,- -+ ,,v)|| = /|v1]2 + - - |vn|? é a norma euclidiana.
Demonstragdo: Ver a demonstragao em [1]. O
Definicao 36. Seja A € M,«,(F) e || - || uma norma em F™. Definimos a norma da

matriz A por
[ A]l = max || Az|].

[[]|=1
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Para mais detalhes a respeito da definicao de normas e espagos vetoriais normados
sugerimos [1, 2, 7].
A proxima proposicao nos garante que a norma de uma matriz esta bem definida no

espago M, xn(F).

Proposicao 7. Seja A: F — F™ a aplicacao linear dada pela matriz A € M, ,(F).

Entao
(i) A aplicac@o || - ||: Mpxn(F) — [0,00) é uma norma;
(i) | AB| < | A]l| Bl para quaisquer A, B € M, (F);

(iii) JlAl = max |(Az)y'].

|z[[=llyll=1

Demonstragdo: Ver demonstragao em [2]. O

A seguinte proposi¢ao mostra que M, (C) é um espago normado que tem a proprie-

dade de completude. Nestes casos, dizemos que o espago ¢ de Banach.

Proposicao 8. Considere (Ax)r C M,x,(C) tal que ”lgim |Ax — A;|| = 0, entao existe
Jk—o0
B € M,x,(C) tal que
lim |4y — B|| = 0.
k—o0

Demonstragdo: Mostraremos o resultado considerando M,,x,(R), mas o argumento é
o mesmo para M,(C). Seja e; = (1,0,---,0), eo = (0,1,---,0),--- ,e, = (0,0,---,1).
Note que, para cada i € {1,---,n}, ||Are; — Aies|| < ||Ax — Ai|| (pela proposigao 7
(iii)), tomando o limite temos que 1}31 |Are; — Aje;|| = 0. Observe que, para cada k,
Are; fornece a i-ésima coluna da matriz Ay, que podemos identificar como um vetor

vF € R". Desta forma, para cada i fixado, construimos uma sequéncia (vF), C R", tal
k

que 1%1;1 |lvF — !l = 0. Desta forma (vF); satisfaz o critério de Cauchy (veja o Teorema

4 em [9]), assim existe v; € R" tal que klim |vF — ;|| = 0. Defina B a matriz a qual as
—00
colunas sejam os vetores v; - - - v, (encontrados anteriormente). Agora, seja x € R™, com

|z|| = 1, pela Definigao 5,

lim [(Ay — B):ct]l-j = lim (afr — Vi )Tyj = lim (afr — V)@ = 0.
k—oo k—o0 = p— k—o0

Isso mostra que, para k suficientemente grande, cada entrada de A, fica arbitrariamente
proxima da entrada correspondente de B. Assim, tomando o maximo sobre ||z| = 1,
obtemos

lim (|4, — B[ = 0.
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Capitulo 2

O Calculo Funcional

Neste capitulo apresentaremos o Calculo Funcional para operadores lineares definido entre
espacos vetoriais de dimensao finita. As defini¢coes e resultados que nos auxiliarao na

compreensao deste cdlculo podem ser consultadas em [2, 3].

2.1 Polinomio interpolador

Definicao 37. Seja p um polinémio e f : U C C — C uma funcao complexa. A fungao

f é dita euclidiana com relacao ao polinomio p se:

(i) todas as raizes de p pertencem a U.

(i) se (o for uma raiz de p com multiplicidade k, entdo f tem derivadas até a ordem k

em Co.

Observacao 17. Note que, se U é um aberto e f é analitica entao, em particular, é

infinitamente diferencidvel, assim a condicao (ii) é verificada imediatamente.

Proposicao 9. Seja f : U C C — C uma funcao complexa e p um polinomio. Se f é
euclidiana com relacao ao polinomio p, entao existe uma funcao ¢ : U C C — C, continua
em cada uma das raizes do polinomio p, e um polinomio r tais que f = gp + r, com o

gr(r) < gr(p). Aqui gr(p) denota o grau do polinémio p.

Demonstracao: Seja r um polinomio arbitrario. Considere a funcao g definida para

cada z € U por

= M (2.1)

Queremos mostrar que podemos escolher r com grau menor do que o de p, de modo que
q possua extensao continua em cada uma das raizes de p, ou seja, para cada raiz ¢ de p,

a funcao ¢c : U — C,

limg(z), z=¢

z—(
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é continua em U. Desta forma precisamos garantir que o limite existe

lim ¢(z) = lim JE) =)
z2—(¢ 2—(¢ p(z)
e seja finito. Perceba que ¢ é tdo suave quanto a f fora das raizes de p (onde p nao se
anula), pois a f é euclidiana e r, p sdo polinémios com p(z) # 0, portanto, a divisao de
funcoes suaves preserva a suavidade.
Seja (p uma raiz de multiplicidade k do polinomio p, isto é, p(¢) = ({—)*s(¢), sendo
s um polinomio tal que s(¢y) # 0. Queremos encontrar r de modo que o quociente, para

d 0,
=7 F(2) —r(2)

g(z) =
possua extensao continua em (y, ou seja, precisamos que
f(z) —r(z)

lim ¢g(z) = lim (2.2)

Z—}CO Z—)CO (Z — Co)k

exista e seja finito.
Uma vez que f tém derivadas até a ordem k em (j, pois f é euclidiana em relacao a
p, de acordo com a regra de LL’Hospital, podemos perceber que, para que o liHCl g(z) seja
z—Co

finito, precisamos

F) =), f(G)=r"(G), - FE D) ="V (). (2.3)

Garantindo a existéncia do limite (2.2) conseguiremos uma extensao continua para g em

cada uma das raizes de p e por consequéncia o quociente (2.1) estard bem definido. [

A seguir apresentaremos a demonstracao da existéncia do polindomio r mencionado no

resultado anterior. Denotaremos f(© = f.

Lema 2. Sejam dados os valores

F(G) f(&) - FO(G)

FG) f1(&G) - foG)

em que (1,...,(; sao distintos. Sejan =y, + 72 + ... +7; € N. Entao, existe um tnico

polindémio r, de grau menor do que ou igual a n — 1, satisfazendo

r(G) = 1M (@)

paratodoi=1,...,5ek; =0,...,v — L.
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Exemplo 23. Antes de apresentarmos o caso geral, vejamos em um exemplo o Lema 2.
Suponhamos conhecidos os valores f((o), f((1) e f/(¢h), isto é, v =1, 72 =2 en = 3.

Queremos encontrar um polinémio r de grau 2 que satisfaca

f(Co) = r(Co)
(&) =7r(G)
f'(¢) =7 (C)

r

Seja r(¢) = A\(? + u¢ + v, entdo da relacdo anterior

F(Go) = Ao + po +v
f(C) = A2+ pué +v
f1(G) = 2X¢ +p

Entao os coeficientes de r devem satisfazer o sistema matricial:

G G 1\ [A f(Co)
G G 1| |ful=]rc)]|- (2.4)
26 1 0 v f/(Cl)

Se os valores f((p), f(¢1) e f/(¢1) forem nulos, temos a solugdo trivial A = ( = v = 0,
entao basta tomarmos r = 0.

Afirmamos que o sistema (2.4) possui uma unica solugdo, que implica que o deter-
minante da matriz é 0. De fato, suponha que nao possua solucao ou que essa solucao
nao seja unica. Entao, o sistema homogéneo associado possui uma solugao nao trivial

(Ao fto vp)t. Consideremos o polindmio nao nulo

9(¢) = X + o + 1o

Das equacoes do sistema homogéneo

Mo+ G +v=0 = g(¢)=0
M2+ puG+v =0 = g(¢1) =0
2M1+p=0 = ¢'(G) =0

Isso nos mostra que (; é uma raiz de g, ou seja, (¢ — (;) é um fator de g(¢). Assim,

9(¢) = (¢ = ¢1) - Q(¢)-
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Derivando, obtemos
9'(¢) = Q) + (¢ — &) Q'(Q):
Se ¢'(C1) = 0, entdo ¢'(¢1) = Q(G1) +0- Q' (G) = Q(¢1) = 0. Assim, temos que Q(¢1) = 0,

entdao (¢ — (1) é também fator de Q((), dessa maneira podemos escrever

Q(¢) = (¢ = &) - W(Q).
Portanto,
9(¢) = (€ =€) [(€ =€) - W(Q)] = (¢ = ¢u)* - W(C).
Além disso, g(¢p) = 0, assim (¢ — (o) é fator de g(¢). Isso implica que (¢ —¢1)? e (¢ — ¢o)
divide W((), como (; # (o, o produto

(€= )¢ —¢)?

divide ¢(¢) e o grau desse polinomio é 3. Mas ¢g(¢) é nao nulo e tem grau menor ou

igual a 2, um absurdo. Logo o sistema (2.4) tem solugao tnica para quaisquer valores de

f(Co); f(G) e f'(G)

Demonstracao do Lema 2: O polinomio r procurado satisfaz a um sistema linear que

pode ser escrito matricialmente como
Bz =,

sendo z o vetor que tem como coordenadas os coeficientes procurados de r, b um vetor
cujas n coordenadas sao os valores conhecidos de f e B a matriz n x n do sistema linear
assim formado. Se B nao é uma matriz invertivel, o sistema Bz = 0 tem solugao nao
trivial

20 = ()\0 e )\nfl)t.

Consideremos, entao, o polinomio na incégnita ¢
g(Q) =X+ A+ .+ A MY

que é um polinomio de grau menor do que ou igual a n — 1. Como z, satisfaz o sistema
homogéneo associado, por argumentos analogos ao que apresentamos no Exemplo anterior
) bl

temos que g(¢) deve ser um muiltiplo de

(C=a)" - (C=¢)™ (2.5)

o que é um absurdo, pois o grau do polinomio 2.5 é n. Assim, B possui inversa e o sistema

Bz = b tem solucao tinica, z = B~1b, para qualquer que seja o vetor b. O
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Observacao 18. O polinomio r definido no Lema 2 é conhecido na literatura como

polinomio interpolador de Hermite.

Proposicao 10. Na divisao euclidiana, f = gp + r, (gr(r) < gr(p)) da fun¢ao analitica

f:U c C— C pelo polinomio p cujas raizes estao em U, o quociente ¢ é analitico em U.

Demonstracao: De acordo com a demonstragao da Proposicao 9, a funcao q: U — C,

para cada z € U, dada por

¢ analitica, pois o numerador e o denominador se anulam exatamente nos mesmos pontos
e os zeros do numerador possuem multiplicidade maior do que ou igual a dos zeros do

denominador. A conta a seguir verifica que essas singularidades sao removiveis:

M) = e T T e TG

com m > n, a(zy) # 0 e B(z) # 0. Assim, ¢ possui uma expansao em série de poténcias

em cada ponto de U. O

2.2 Funcoes de matrizes

Seja V' um espago vetorial (real ou complexo) de dimensao finita, T : V' — V um operador
linear e m polinomio minimo de T'. Se f é uma funcao complexa euclidiana em relacao
a m, ou seja, f(z) = q(z)m(z) + r(z). Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, m(7) = 0
(operador nulo), assim é natural pensarmos em definir f(7T") = ¢(T)m(T) + r(T) = r(T).

O que motiva a definicao a seguir.

Definigao 38. Seja m(¢) = (¢ — (1) --- (¢ — ;)7 o polinémio minimo do operador 7T'.

Se estiverem definidos os valores

f(G) f(G) - fO(G)

FG) (G - FOI(G),

dizemos que f ¢é euclidiana com respeito a 7' e definimos

(1) = r(T),

sendo r o polinomio interpolador dado pelo Lema 2.
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Exemplo 24. Consideremos a matriz

2 11
A=11 2 1
11 2

cujo polinémio caracteristico é

(-2 -1 -1
det(¢I —A)=det| -1 ¢—=2 -1 | = —-4)(C-1)
-1 -1 (-2

e cujo polindmio minimo é m(¢) = (¢—4)(¢—1). Caso queiramos calcular A% definimos
a fungao f(¢) = (%% e consideramos o polinoémio 7(¢) = A + p (pois pelo algoritmo da
divisao Euclidiana de polinomios: f(¢) = ¢({)m(¢) + r({), como gr(r) < gr(m) =2, o

polinémio 7(¢) tem grau 1). Vamos encontrar agora os valores de A e p.

Para ( =1
{f=rqy = {pw-xsu (2.6)
Para ( =4
{fy=ry = {a0—mrsp (2.7)
De (2.6): pu = 1 — A Substituindo (2.6) em (2.7) e fazendo os devidos algebrismos,
Obtemos A o 41000_1 e M o 4_41000 Asslm T(C) o 41000_1< + 4_41000
E — T3 ’ E 3
Como A0 = p(A) = =LA 4 420 1 Faga y = 4190 assim
(v +2 -1 ~v—17
3 3 3
AL000 4y = y—1 7+2 -1
3 3 3
y—1 =1 ~v+2
L 3 3 3
Exemplo 25. Considere a matriz
00 1
A=10 0 0
0 00
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Queremos calcular o cosA. Temos que o polindmio caracteristico de A é

¢ 0 -1
det(¢I —A)=det |0 ¢ 0 | ==
00 ¢

e o polinomio minimo p(¢) = ¢* (faga A% e veja que é o menor polinémio que anula
A). Vejamos que p(¢) tem raiz ( = 0 com multiplicidade 3. Dessa maneira, queremos
encontrar r(¢) com grau menor que 3 tal que f(0) = r(0); f/(0) = '(0) e f(0) = r"(0),
sendo f(¢) = cos¢. Utilizando p, obtemos o polinomio interpolador 7,(¢) = A+ u¢ + v.

Agora, vamos encontrar os valores de A, u, v.

f(0) =r(0) l=v
f0)=7(0) = {0=2X+pu=p
f"(0) =r"(0) —1 =2\

dai, tiramos que A\ = —%, p=0,v=1. Logo r,(¢) = —%CQ + 1. Aplicando a matriz A ao
polindmio interpolador, obtemos: r,(A) = —3A* 4+ I, mas A% = 0, assim, r,(A4) = I.

Agora, perceba que de uma maneira mais simples, podemos encontrar o mesmo resultado.
Para essa conta, vamos utilizar o polinémio minimal. Como r,,(¢) possui grau 2, o
polinomio interpolador tera grau 1 e ¢ = 0 possui multiplicidade 2, precisamos igualar a

fungao a sua primeira derivada. Segue assim que r,,(¢) = A + p, dessa forma:

£(0) = r(0) 1=y
—
f'(0) =r'(0) 0=A

Obtemos o polinomio interpolador 7,(¢) = 1 = 71,(A) = I e cos(A) = r,(A) =
rm(A) = 1.

Observacao 19. Seja V um espaco de dimensao finita e T': V' — V uma transformacao
linear diagonalizavel. Sendo A uma representacao para T', pelo Corolario 8 existe P €
M, (F) invertivel tal que A = P~'diag(A1, -, \)P. Sejar(z) = ap_12" '+ -+ a1z + ap

o polinomio interpolador, assim

f(A) = ap A" P4 aAtagl
= an_1 (P 'diag(\, - , M) P)" 4+ a P diag( Ay, -, M) P) + aol
= P 'diag(an 1\, -+, an NP 4 -+ P diag(ai My, - a1 M) P+ agP 7P
= P l'diag(an AN} + -+ aiA Fag, QN ag ), +ag) P
= P~diag(f(\), - f(A))P =P f(A)P,
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onde usamos que 7 e f coincidem nos autovalores de T

O resultado a seguir estabelece a relacao entre os autovalores de T e os autovalores de

F(T).

Teorema 25 (Mapeamento Espectral). Seja V' um espago vetorial n-dimensional sobre

C e f uma funcao euclidiana com relacao ao operador linear 7" : V' — V. Dessa forma,
1. Se A € o(T), entao f(A) € o(f(T)) (ou seja, f(a(T)) =a(f(T))).
2. Sew € o(f(T)), entdo w = f(A), com A € o(T).
Mais precisamente, f(o(T)) = o(f(T)).

Demonstragcao: 1. Seja v autovetor de T associado ao autovalor A, isto é, Tv =
M, v #0.Como f é euclidiana com relagao a T, f(T) = r(T) = axT*+ -+ a; T + apl
(com k € N, k < n).

Agora, note que, T'(v) = Av, assim T?(v) = T(T(v)) = T(Av) = A(Av) = A\?v. Além
disso, de modo geral, T™(v) = A™v, para qualquer m € N.

Aplicando 7(T') em v e combinando a relagao anterior, obtém-se

r(Tv = apT" 4 ap T 0+ +a.Tv + aplv
= @ v+ ap N o4+ a o+ agu
= (N Fap N a4 ag)v

Ora, ap\f + -+ +ag = r(\), e r(\) = f()\), pois, f coincide com 7 nos autovalores de

T. Assim,

Dessa forma, para cada A € o(T'), temos f(A\) € o(f(T)). Ou seja, f(o(T)) C o(f(T)).
2. Agora, seja p um autovalor de f(7'). Ou seja, existe um vetor ndo nulo w tal que

f(Tw=pw <= f(Nw—pw=0 < (f(T)— pl)w =0, temos (r(T) — pl)w = 0

(lembre-se que r(T') = f(T)). Considere o polinémio g(z) = r(z) — pu. Pelo Teorema

Fundamental da Algebra, em C, ele pode ser fatorado como:
9(2) = 1(2) — = @z = M)+ (= = M)
onde os \; sdo as raizes complexas de r({) — p. Consequentemente,
g(T)=r(T) —pl = ap(T — M\ I)o---o (T — N\I). (2.8)

Se ¢(T") ndo é invertivel, entdao o produto de operadores em (2.8) ndo ¢é invertivel. Portanto,

pelo menos um dos fatores T'— \;I nao é invertivel. Isso significa que \; é autovalor de
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T, ou seja, A\; € o(T). Além disso, \; é raiz de g(z), logo

Mas r(\;) = f(\), ja que \; é autovalor de T (lembre-se que 7 e f coincidem nos autova-
lores de T'). Portanto,

fi) =pn, Xi€a(T).

Assim, p € f(o(T)). O

2.3 Aplicacoes do calculo funcional

O calculo funcional nos permite aplicar fungoes matematicas conhecidas diretamente a
matrizes e operadores. Essa técnica nos ajuda a definir o fluxo de sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias, o qual é a solucao desses sistemas por meio da exponencial de
matriz. Nesta secao apresentaremos interessantes aplicacoes de funcoes de matrizes e

algumas de suas propriedades.
2.3.1 O fluxo

Seja A € M, x,(R) e o sistema de equagoes diferenciais

2'(t) = Ax(t), teR
z(0) =z € R",

(2.9)

Exemplo 26. Seja a € R e considere o problema de valor inicial (PVI)

2 (t) =ax(t), teR
z(0) = zy € R,

sabemos que a solu¢ao (tnica) deste PVI é dada por z(t) = zoe®. Isso nos motiva a
definir o que seria as solugoes de um sistema de equacgoes diferenciais lineares de primeira

ordem, mais precisamente o sistema (2.9).

dz — Az, em

dt
que A é uma matriz n x n e x(t) a solucao geral, pode ser escrita como z(t) = e4'z(0).

O fluxo de um sistema linear de equacoes diferenciais que tem a forma
Comecamos com a definicao usual do fluxo e4’. Essa depende da nocao de convergéncia

uniforme e da nocao de norma de uma matriz quadrada. Essa primeira definicao pode ser

omitida.
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Considere a funcao exponencial exp : C — C, cuja representacao em série de poténcias

exp(zw) =e* =1+ Z Znﬂf
n=1 )

Agora, seja || A]| a norma usual em M,,x,,(C)

Afirmamos que a série

2, An™
I+ 2 -
¢ um elemento de M,,x,,(C) para todo A € M, +,(C) e w € C. De fato, defina a sequéncia

de matrizes

k
A"
Sp(w) =T+ T € Myn(C).
n=1
A norma em M,,«,(C) goza da propriedade
[AB]| < [[A[[|| B,

donde segue que ||A?|| < || A%, para todo i € N, por um argumento indutivo. Assim, para

cada k,l € N, sem perda de generalidade, assuma [ > k, donde decorre que

L Ann
>

n=k+1

l

s~ lAlful 210

n!
n=k+1

1Sk(w) = Si(w)]| =

onde usamos a desigualdade triangular de normas (veja a Defini¢ao 6.2.1 em [3]) e ||AY|| <
| A]|* para obter a dltima desigualdade.

Para cada valor de w € C, note que

Al A AT
lim —— = lim .
n—oo n! n—oo | (n 4 1)! n!
AP
= lim .
wiee (n+ DY AT
_ g MAIT AL !
e (nt n! AT
A
= (]l = [|A|| - lim =0.
A n n
Assim, para cada w € C, o Teste da razao garante que a série E w converge.
n!
Donde, pelo Teorema 9, segue
S A" ]
lim L (2.11)
k,l—oc0 n!
n=k+1
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o que implica por (2.10) que

i [[Sy(w) = Sy(w)]| = 0. (2.12)

Agora, note que para cada w um conjunto compacto D C C,

LAl
p < 00

zeD n! ’

assim, pelo Teste-M de Weierstrass, segue que o limite (2.11) é uniforme em w € D.

E por consequéncia o limite (2.12) também, para w € D (D C C compacto). Entao
pela Proposigao 8 segue que, para cada w € C, existe B, € M,x,(C) de modo que
1Sk (w) = Bu

| =0, ou seja,

> n,,,mn
A"w Aw

Mp«n(C) 3 B, =1+ = exp(Aw) = e

(2.13)

n!
n=1

Tomando w = 7 € R, definimos o fluxo e4”

da matriz A. Como ja observamos,
a convergéncia da série é uniforme, se 7 pertencer a um conjunto compacto. Logo, a

diferenciacao termo a termo produz sua derivada e

d 4 d A?2r2 A3
AT T+ A .
dT6 dr tAT 21 + 3! +
3.2
=0+ A+ A+ st

Colocando A em evidéncia a direita (porque matrizes ndo comutam em geral, mas aqui

A comuta com A™):

A2 2
- {1+AT+ 217 +] A=A
Além disso, quando 7 = 0, temos
AT =’ =1
7=0

Essas sdo as propriedades principais do fluxo e4”. Em particular, vemos que e4” é uma

solugdo fundamental do sistema matricial X' = AX, X (0) = I.

Exemplo 27. Seja
0 0

A=10 2 —5| € My(C).
—2

AT

Queremos calcular e O polinomio caracteristico de A (e também o seu polinémio
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minimo) é

p(€) = (€ = )(C+ i) (¢ — ).

Para obtermos e, definimos a funcao f(¢) = 7. Basta, entdo, encontrar um polinémio,
de grau no maximo igual a 2. Da férmula de Euler, sabemos que e = cos(f) + isen(6),

entao temos o seguinte:

f(1) =r(1) = A+pu+v
f(@) =r() = {COoST +isinT=—-N+pi+v
f(=i) =r(—i) COST —i8inT = —\ — i + v

Resolvendo o sistema, achamos A = (e”/2) — (cosT +sin7)/2, p =sint e v = (e7/2) +

(cosT —sinT)/2. Assim,

AT _ %_0037—21—81117 A% 4 (sinT) A + %+COST;smr I

que é, para cada 7 € R, uma matriz real, embora tenhamos considerado a matriz A como

uma matriz complexa.

Exemplo 28. Seja

3 -4 -1
A=1-3 5 1
21 =32 -7

O polinomio caracteristico de A é

p(¢) = (¢ —1)¢%

Para calcularmos €7, obtemos os coeficientes de r(¢) = A(? + u¢ + v de modo que sejam

satisfeitas as relagoes

f(1) =r(1) e"=A+tpu+v
f(0) =r(0) — ({1l=v
£1(0) = (0 =

Assim,v=1, u=7e A=¢" — 7 — 1. Concluimos que

AT = (" —T - 1)A2+TAH
Para obtermos algumas propriedades do fluxo, definimos:

Definigao 39. Seja I C R um intervalo fechado nao degenerado (isto é, I nao se reduz a
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um ponto). Uma aplicagdao continua x : I — R™ é chamada de caminho. O caminho x é

diferenciavel, se existir o vetor velocidade

Se t for um ponto de fronteira, o limite é o respectivo limite lateral. Também chamamos
o vetor velocidade de derivada de z(t). Em outras palavras, se z(t) = (x1(t),...,x,(t)) €
R™, entao 2'(t) = (2 (t), ..., 2, (t)).

rn

Observagao 20. Como podemos identificar o espago M,,x,(F') com F™" esta mesma
nocao faz sentido para caminhos que tomam valores no espago M, (F'). Assim, considere
o caminho A : I — M, (F), A(t) denota um caminho em M,,,(F) e, sua derivada é

obtida ao se derivar cada uma das das mn entradas de A(t).

Proposicao 11. Seja A € M, (F'), entao sao vélidas as seguintes propriedades:

i) e*| =1
t=0
(ii) %e“‘t = e A,

(iii) Como consequéncia direta de (i) e (ii), tem-se que o

et
lim
t—0 t

= A.

Observagao 21. Embora a funcao f(¢) = e¢ satisfaga a equacao

nao podemos deduzir que eAt? = edef, uma vez que a substituicdo simultdnea das

variaveis ( por A e w por B nao é permitida pelo calculo funcional. Contudo, se A e B

A7 ¢ um polinomio em A nos permite concluir

(A+B)T _ 6A'reBT

comutarem, o simples conhecimento de que e
que e"B = Be/", que é uma parte importante da demonstracao de que e

se, e somente se, AB = BA.

Exemplo 29. Sejam as matrizes

) o)

Note A? = 0 € Myy»(C), entdao, A" = 0 para cada n € N com n > 2. Assim, pela

relagao (2.13)
11
eA=T+A= :
01
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Agora, sendo B = diag(0, 1), entao pela Observacio 19 segue que e? = diag(e’, ') =

diag(1,e), ou seja,

Assim,

()66

A+B

Agora, vamos calcular e“77. Primeiro, temos que

caen=(0 (000,

Note que C? = C. Pela definicdo de exponencial de matriz:

A+B _ C __ _ _ —
ATB — ¢ _I+§_1—n! _I+<§ —n!>0_1+<§ n!—0!>C—I+(e—1)C.

n=1 n=0

wn (1 0> (0 1) (1 e—l)
e = +(e—1) = )
0 1 0 1 0 e

Dessa maneira, podemos perceber que eA+? £ 4B,

Isso implica que

2.3.2 Funcgoes trigonométricas

O estudo anterior permanece vélido para o caso da exponencial ¢! (ou seja, para a
fungao g(¢,i7), com 7 € R, a qual gera as fungoes trigonométricas sen At e cos At. Essas
fungoes também sao faceis de obter por meio do cdlculo funcional. As mesmas observacoes

também se aplicam a outras fungoes trigonométricas.

2.3.3 Logaritmo

Seja A € M,x,(C) tal que det A # 0 (ou seja, 0 € o(A)). Considere f(z) = log(z),
escolha um ramo de f que contenha o(A), entao pelo calculo funcional que apresentamos

estd definida bem definida a matriz B = log A por meio do polinomio interpolador.

Observacao 22. A matriz B = log A depende do ramo escolhido, mas a relacao e = A
segue-se sempre de 6% = z. Se todos os autovalores da matriz real A forem positivos,

podemos entdo considerar a fungao real f(z) = Inz (logaritmo neperiano) e aplicar a
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mesma técnica. No caso em que A é simétrica, a matriz B = In A, assim obtida, é a tinica

A:G g).

O polinémio caracteristico (e também minimal) de A é

solucao real da equacao e? = A.

Exemplo 30. Seja

p(¢) = (¢ =1)(C—2).

Como o(A) = {1,2} esta contido em U = C\ (o0, 0], logo faz sentido calcularmos o log A.
E para isso, definimos f({) = In( e obtemos os coeficientes de 7(¢) = A + p de modo
que sejam satisfeitas as relacoes
f(1) =r(1) O0=A+p
—
f(2)=r(2) In2=2\+pu

Assim, A =1In2 e = —In2. Dessa maneira, obtemos que r(¢) = (In2)¢ —In 2. Portanto,

In2 0 In2 0
locA=1r(A) =In(2)A — (In2)] =
©8 r( ) n( ) (n ) <ln2 21n2> ( In2 ) (ln2 1n2>

Teorema 26. Seja A € M,,(C) com autovalores com parte real positiva e log : U =

C\ (—00,0] — C (ramo principal). Entao,

(i)
logA:/ (A—I)(A%—(t—l)])_l%;

(ii) o(logA) C {z € C | |im(z)| < 7}.

o d
Demonstragao: (i) Note que g(z) = log(l + z) = / j_ % Note que f(z) =
1 Z+ss
ds

o

z

/ o é uma fungao euclidiana (ja é uma representagao para o log) e r o polinémio
1 Z2+s s

interpolador. Assim, r(A) = f(A) = /OO A(A+ S)_l% (interpretamos a integral como a
integral impropria de cada uma das f&n(;ées em s que compoe as entradas de s™TA(A +
s)71). Agora, observe que o polinémio interpolador em relagao a g também deve ser r (a
unicidade de r é dado pelo Lema 2) ja que f =g em U.
(ii) Pelo Teorema do mapeamento espectral temos que log(c(A)) = o(log(A)). Seja
z € o(log(A)), entao z = logw com w € g(A) C U. Pela definigdo de ramo principal do
logaritmo z = In |w| +iarg(w) e —m < arg(w) < 7. Portanto, |im(2)| = |arg(w)| < 7.

]
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2.3.4 Raiz quadrada

Suponhamos que todos os autovalores da matriz real A sejam reais e nao negativos.
Adicionalmente, se 0 for um autovalor de A, supomos que ele seja uma raiz simples do
polinémio minimo m de A. Nesse caso, podemos utilizar a fungao f : (0,00) — R,
f(z) = /z para definir VA. Aqui, o céleulo funcional é utilizado em uma funcio que é
apenas continua no autovalor simples A = 0 da matriz A.

Contudo, podemos definir v/A mesmo que A e seus autovalores sejam complexos e nao
nulos. Apenas precisamos escolher um ramo da fungao logaritmo f(¢) = log ¢ para o qual
a raiz quadrada de todos os autovalores da matriz A esteja definida. Entao aplicamos o

calculo funcional & funcao complexa f(¢) = v/C.

Observacao 23. A definicio de v/A nio determina todas as solugdes da equacio B2 = A.

Se A for a matriz identidade 2 x 2,
-1 1
0 1

(@ 5) 6 2)

também sao solucoes de B? = I, além de B = I, a tinica solucao que pode ser obtida
por meio da funcao raiz quadrada real. (A matriz —I pode ser obtida utilizando a raiz
quadrada complexa). Além disso, se A = I, a equacao B% = A possui a familia de solugoes

reais

sinf —cosf

(cos@ sin 6 )  veo,2n,

que nao vem da funcio v/A. Note que, se 0(A) C [0,00), a raiz quadrada v/A é tnica.

2.3.5 A inversa

A maneira cldssica de se obter a inversa por meio do polindmio caracteristico p (ou

minimo) da matriz invertivel A é a seguinte: se

p(Q) ="+ A" L MCH A
temos pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

0=A"+ N\ 1t A" 4+ NMA+ N
Multiplicando essa relacao por A, obtemos

MA™ = [ M+ + 2, A™H.
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Como A possui inversa, \g # 0. Obtemos A~! dividindo o lado direito da igualdade
anterior por \g. Para uma matriz invertivel arbitraria, esse procedimento nao é vantajoso
com relagao ao calculo da inversa por meio de Gauss-Jordan. Em geral, também o calculo
funcional nao é vantajoso. Mas, por exemplo, se a matriz invertivel A for simétrica e

possuir poucos autovalores, o calculo funcional pode ser 1til.

Exemplo 31. Usando a mesma matriz do Exemplo 30, definimos f(¢) = % Sabemos

que o polindémio caracteristico é p({) = (¢ — 1)(¢ — 2). Vamos obter os coeficientes de

r(¢) = A + p de modo que

f=r) fi=ass

f2)=r(2) L=2\+u
Assim, \=—1 ep= % Assim, temos que 7(¢) = —3( + % Portanto,
-1 0 5.0 1 0
per—-dan= (T 0 (29 (1
T2 2 T2 2
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Capitulo 3

Sistemas de Equacoes Diferenciais

Ordinarias Lineares

Neste capitulo apresentamos uma breve introdugao sobre como o calculo funcional pode
ser aplicado no estudo de sistemas lineares de equagoes diferenciais ordinarias. Nossa
intencao nao é fornecer um estudo completo, mas apenas apresentar algumas defini¢oes

basicas e mostrar, via calculo funcional, a demonstracao de alguns resultados classicos.

Resolver um sistema linear de equagoes diferenciais, com n equagdes (de primeira ordem)

com coeficientes constantes, significa encontrar n funcoes continuamente diferenciaveis

Z1,...,%, : R = R que satisfacam o sistema:
o
Ty = anri + -+ apr, + 5
/
Ty = QT + o+ QeT, + P
A
ZEn = 0p1T + - + AppTn + Bn

Definindo a fungdo z : R — R” por x(t) = (z1(t) - 2,(t))" e a matriz A = (ay),

verificamos que esse sistema pode ser escrito na forma

2'(t) = Az(t) + b,

em que 2'(t) é o vetor obtido derivando-se cada uma das coordenadas do vetor z(t) e

_ t
b= (Br-Ba)t.

Em consonancia com a nomenclatura empregada no caso de sistemas lineares, se b = 0,
o sistema é homogéneo; caso contrario, ele é chamado nao homogéneo.

Vamos deter nossa atencao ao sistema homogeéneo

2'(t) = Az(t), V t € R. (3.1)
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Se, ao procurarmos, solucgoes da equacgao (3.1) exigirmos, adicionalmente, que a solucao
x(t) satisfaga a condicao inicial

x(to) = Ty, (32)

em que xy é um vetor do R", estaremos lidando com um problema de valor inicial (essa
discussao ja foi iniciada na Se¢ao 2.3.1). Mostraremos, inicialmente, a unicidade de solugao
do problema de valor inicial (3.1)-(3.2).

Teorema 27. O problema de valor inicial (3.1)-(3.2) possui, no méximo, uma solucao.

Demonstragdao: Suponha que existam z(t) = (x1() ... xn(t)) e y(t) = (N (t) ... 1 (t))
solugoes do problema de valor inicial. Definimos z(7) = ((i(7)...Cu(7))" por z(1) =

z(1) — y(7) e a funcdo auxiliar
u(r) = [ (balo) = (o) ++++ xalo) — (o) do

onde x; sao as fungoes coordenadas de x e 7; de y. Como cada uma das parcelas da
integral anterior é uma funcdo continua (uma vez que as fungoes coordenadas de = e y

sao derivaveis), o Teorema Fundamental do Célculo garante que, para cada 7 € R,

u'(7) = a(m) =m0+ + [xal7) )| = Z Xai(7) = ()l (3:3)

Agora, note que, para cada i € {1,--- ,n}, xi(7) — xi(70) = / Xi(o)do e vi(T) —

70

~i(T0) = / vi(o)do. Logo, para cada i € {1,--- ,n},

70
| () = ito)ao
uma vez que x;(70) = vi(70)-
Portanto, combinando (3.3) com (3.4),

<Z/ X (0 (0)] do. (3.5)

Xi(T) = vilT)| =

/ o) — o) do,  (34)

Note que, para cada i € {1,--- ,n}, xi(0) = L;z(0)!, em que ¢; denota a i-ésima linha

da matriz A, mais precisamente, sendo

Q11 Q12 - Qgp

Qa1 Qg -+ Qop
A=

Qp1 Qp2 - Qpp
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Assim,

6 = (04117 aig, ... 7041n)
ly = (Oé21, 99, . .. 7042n)
En - (anla Qp2, . .. >ann>-

Lembre-se que ' = Az, dessa maneira,
Xi(0) = anxi(o) + aioxa(0) + -+ + Qinxa(0) = Liz(o)".

Assim, a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky (veja a Proposicao 6) garante

que:
Xi(0) = vi(o)] = [i(z(0) —y(@))'| < [t z(0) — y(o)|| <[]l [|2(0) — y(o)llsum, (3.6)

onde || - || denota a norma euclidiana em R™ e ||z(0) — y(0)]|sum = Z Ixi(0) — vi(0)]-

Portanto, combinando (3.6) com (3.5),

)= Y16 [ 0) = y(0)unds < pu(r),

onde p = Z II4:]|, e ainda ||z(0) — y(0)||sum = /(o) € /T v (0)do = u(r) —u(t) = u(7).

Multiplicando a desigualdade u/(7) < pu(7) por e #", obtemos

W (T)e " < pu(r)e " = u(1)e”" — pu(t)e " <0

e concluimos que
d
— (e7""u(1)) < 0.

dr
Dali,

T d
/ P —(e7Pu(s))ds <0 <= e "Tu(r) — e u(rn) <0 <= e "u(r) <0 <= u(r) <0,

onde usamos o fato de u(m) = x(r) — y(10) = 2o — o = 0, pois, z e y resolvem o

mesmo PVI. Desta forma u(7) < 0 para todo 7 € R, donde decorre que u = 0 e portanto,

r=2y. O
Definigao 40. Sejam x1, ..., z, solucoes do sistema (3.1). Consideremos a matriz X (7),
cujas colunas sdo os vetores x1(7), ..., z,(7). Definimos o wronskiano W (zy,...,x,)(7)
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das solucoes zq, ..., x, por
W(xy,...,x,)(7) = det X(7).

Dizemos que as solugoes z1, ..., x, sao linearmente independentes, se

Wi(xy,...,x,)(T) #0 V7 €eR.

Nesse caso, a matriz X (7) é chamada matriz fundamental do sistema (3.1). Caso
contrario, isto é, se W(z1,...,x,)(m1) = 0 para algum 7, € R, as solugoes sao linear-

mente dependentes.

Sabemos que os vetores ©1(7p), - .., Z,(70) € R™ sdo linearmente independentes se, e
somente se, W(xy,...,2,)(7) # 0. Assim, a independéncia linear das solugoes 1, . .., x,
de (3.1) equivale & independéncia linear dos vetores x1(7),...,z,(7) para todo 7 € R.
Note que as combinaces lineares y121 + . .. +y;z; de solugoes 1, ..., z; de (3.1) também

sao solugoes de (3.1).

Proposicao 12. Sejam zy,...,z, solu¢bes linearmente independentes de (3.1). Entao
elas constituem uma base do espago de solugoes, isto é, toda solugao y de (3.1) é uma

combinacgao linear ayxq + - -+ + a,x,, com ay, - ,q, € R.

Demonstragdo: Seja y uma solucao de (3.1). Queremos mostrar que existem constantes

Qaq,Qo, ..., Q, tais que
yY(1) = oy (1) + oo (7) + ... + apen (1), V7R
Consideremos y(7) e o sistema linear nas incognitas az, .. ., ay:
a121(70) + a2 (10) + . . . + anxn(70) = y(10)-

Como W (1) # 0 (pois as solugbes sao linearmente independentes), tal sistema tem solucao
tnica. Como as solugbes ay1(T) + ... + a,z,(7) e y(7) de (3.1) coincidem no ponto Ty,

entao pelo Teorema 27 elas sao idénticas em R. O

Observacao 24.

1. Essa Proposicao justifica a denominagao de solugao geral para a expressao ajx; +

o4 Ty, se {1, ..., 2, } for uma base de solugoes de (3.1).

2. Seja X (7) uma matriz fundamental de (3.1). Podemos escrever a solugao geral desse

sistema em termos matriciais: definindo o vetor y = (o ... ;)" € R™, temos

z(r) = X(1)y. (3.7)



Em particular, a resolucao de um problema de valor inicial pode ser descrita de
maneira bastante simples por meio da matriz fundamental: se z(1y) = zy € R",

entao devemos resolver
z(10) = X(m0)y = X(70)y = xo.

Como as colunas de X (7) sao linearmente independentes, X (7g) é invertivel, donde

obtemos y = X ~!(79)x¢ e, portanto, substituindo em (3.7), temos
= X(7)[ X 10)z0].

Salientamos, entretanto, que a obtengao direta de y = (g ... ;)" quase sempre é

preferivel & obtengao de X (7).

Notamos que vale a equacao matricial
X' =AX

(a derivada da matriz X(7) é a derivacdo de cada uma de suas componentes),
pois cada coluna de X (7) é solugdo de 2/ = Ax. Considerado o isomorfismo entre
M, (R) e R", 0 Teorema 27 é aplicavel & equacao matricial (3.1). Em virtude da
ligacdo entre os sistemas X' = AX e 2/ = Az, a matriz fundamental desse ultimo

sistema também é chamada solugao fundamental.

Proposicao 13. Sejam 1, ..., x, solugoes do sistema (3.1). Entao
(i) ou W(xq,...,2,)(7) =0 (e as solugoes sao linearmente dependentes);
(ii) ou W(xy,...,x,)(T) # 0 para todo t € R (e as solugdes sao linearmente indepen-
dentes).
Demonstragao: Suponhamos que W(xy,...,z,)(r) = 0 para 7, € R. Entéo, existem
constantes nem todas nulas 7y, ..., v,, tais que v121(71) + . .. + Y2n(11) = 0.

Defina w(7) = mz1(7) + ... + Ynxn(7). Entdo w(r) satisfaz (3.1) e w(r;) = 0. Pelo
Teorema 27, temos que w(7) = 0. Isto mostra que z1(7),...,2,(7) sdo linearmente

dependentes em todos os pontos de R. O

Definigao 41. Sejam x4, . . ., x, solugbes de (3.1) satisfazendo as condi¢oes iniciais z;(0) =
ei, em que {ey,...,e,} é a base candnica do R". Entao a matriz X (7) = (z1(7) ... x,(7))

é chamada fluxo linear do sistema (3.1) e denotada por

eAT ou  exp(Ar).
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Temos que X (7) = (21(7) ... 2,(7)), assim X (0) = (21(0)...2,(0)). Com as condi¢oes

iniciais: z1(0) = ey, 22(0) = eg,...,2,(0) = ¢,. Colocando em colunas, obtemos:
0 --- 0
e 0
[617627"'76n}: . . . . :[n
0 0 1
Se e4™ for o fluxo do sistema 2’ = Az, temos que W (xy,...,2,)(0) # 0. Tendo em

vista a Proposicao 13, vale W(xy,...,2,)(7) # 0 para todo 7 € R, de modo que e?7 é
uma solugao fundamental do sistema (3.1). Assim, uma maneira de encontrar n solugoes

AT

linearmente independentes de ' = Ax consiste em obter o fluxo 7. A existéncia do

fluxo e4” estd provada na Secdo 2.3. Como as colunas de e” formam uma base do espaco

de solugoes de (3.1), podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 28. O problema de valor inicial (3.1)-(3.2) possui uma unica solugao para todo

vetor xg € R".

Com o intuito de ilustrar a utilizacao do Teorema 27 na demonstracao de resultados,

vamos apresentar algumas propriedades do fluxo e7.

Proposicao 14. Sejam A, B € M,(R). Se AB = BA, entao
1. eA"B = BeA".
2. eA7eBT = (AHB)T e e somente se, AB = BA.

Além disso, se v for um autovetor de A associado ao autovalor A, entao, para todo 7 € R,

v é um autovetor de e4™ associado ao autovalor e?7.

Demonstracdo: 1. Pela definicdo de calculo funcional apresentada no Capitulo 2, e4” =
r(A), onde r é um polinémio que interpola f,(z) = €*7 nos autovalores de A. Seja
r(z) = ag(T) + a1 (T)z + -+ + apm_1(7)2™ 1, onde m é o grau do polinémio minimo de A.
Entao

e = ao(T) T + ay (T)A + -+ + g (T)A™ L

Multiplicando a direita por B, obtemos

"B = ay(r)B+ai(T)AB+ - + apy_1 (T)A™'B
= C¥0<T)B+Ck1<T>BA+ +am71(T)BAm71
= Blag(T)I + ay(T)A+ -+ apm_y (1)A™ 1) = Be!

onde, na segunda igualdade, usamos que AB = BA (e por consequéncia A*B = BA*
para todo k € N).
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2. (=) Defina Z(7) = e*7eP7. Pela Proposigao 11 (item 2),

d
Z/(T) _ E[eAreBT] — AeATeBT + eATBeBT‘

Pelo item 1), e4”B = Be”", j4 que AB = BA, assim
7'(1) = AeeP™ 4 BeePT = (A + B)eePT = (A4 B)Z (7).

Da condicao inicial:
Z(0) =B =T.T=1.

Portanto, Z(7) satisfaz
Z'"(t)=(A+B)Z(r), Z(0)=1.
Mas e+B)™ também satisfaz essa mesma EDO matricial. Pelo Teorema 27, temos:

Z(T) _ e(A+B)T

Y

ou seja,
6A‘reBT — e(AJrB)T.

A+B)T _ eAreBT

(<) Reciprocamente, derivando e , encontramos

(A + B)e(A-i-B)T _ AeAreBT + eATBeBT.

Nova derivagao produz

(A + B)2€(A+B)T — AQeATeBT + QAGATBGBT + BATB26BT. (38)
Pela hipétese, e = e agsim L [e47ePT] = 4 [e(ATB)T]. Tomando 7 = 0 em

(3.8), obtemos
(A+ B)? = A> + 2AB + B> = AB = BA.

E, finalmente, pelo Teorema do mapeamento Espectral (Teorema 25), se f é euclidiana
com respeito a A, entao f(A)v = f(A)v. Tome f(z2) = €*7, que é uma funcdo analitica

A

em todo C e portanto euclidiana. Entao, eA™v = e*v. Ou seja, v é autovetor de e com

autovalor e*7. u

Observacao 25. Suponhamos que A = C~!BC para alguma matriz invertivel C. Entao,
é claro que as matrizes A e B tém os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades.

Isso quer dizer que o polinémio interpolador p(7) = a,_1(7)7" 1 + ... + a1(7)T + ap(7)
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que produz e?” também produz eP7. Assim,

AT = e CTBOT — o (1)CTIBIC 4. 4 on(T)C T BC + ag(7)]
= O a1 (T)B" ' + ...+ a1(1) B+ ap(7)I]C
=C P70,

Definicao 42. Dizemos que os sistemas
¥ =Ar e 2 =Bz

(ou os fluxos que lhes sdo associados) sdo linearmente conjugados, se existir uma

matriz invertivel C' tal que

C(e*™x) = P70
Teorema 29. A aplicagao linear h(z) = C'z é uma conjugagao linear entre os sistemas
¥ =Ar e 2 =Bz

se, e somente se, C for invertivel e CA = BC. Em particular, esses sistemas sao linear-

mente conjugados se, e somente se, as matrizes A e B forem semelhantes.

Demonstracdo: (=) Pela observacio 25, se A = C~'BC, entdo e'™ = C~1eB7C. Mul-
tiplicando a esquerda por C:
Cel™ =ePC.

Aplicando um vetor x qualquer, obtemos:
CeVx =ePCu,
ou seja, h(x) = Cz é uma conjugacao linear entre os sistemas 2’ = Ax e 2’ = Buz.

<) Reciprocamente, derivando a igualdade Ce?"x = eB7Cx com relacdo a 7 obtemos
p ) g C
CAe"r = BeP™Cx.

Tomando 7 = 0, vem C'Ax = BC'z para todo x. Como C é invertivel, podemos multiplicar
a direita por C~!, assim
CAC™' = B,

ou equivalentemente,

A=C"'BC.

Ou seja, A, B sao semelhantes. n
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