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Resumo

Este trabalho apresenta uma introducao a teoria de semigrupos de operadores
lineares, um campo da Andlise Funcional com aplicacoes no estudo de equacoes diferenciais
parciais (EDPs) de evolu¢do. Sao introduzidos os conceitos fundamentais da teoria,
incluindo a definicao de semigrupos de classe Cjy, seu gerador infinitesimal e a relagao
entre estes elementos e a solugao de problemas de Cauchy abstratos em espagos de Banach.
O objetivo central do trabalho consiste em enunciar e apresentar uma demonstracao do
Teorema de Hille-Yosida, resultado que estabelece as condicoes necessarias e suficientes
para que um operador linear seja gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, e
aplicar este resultado para garantir que a equacao de Schrédinger tenha uma tinica solugao

em um espaco de fungoes adequado.



Abstract

This work presents an introduction to the theory of semigroups of linear
operators, a field of functional analysis with applications in the study of evolutionary
partial differential equations (PDEs). The fundamental concepts of the theory are
introduced, including the definition of Cj semigroups, their infinitesimal generator, and
the relationship between these elements and the solutions of abstract Cauchy problems in
Banach spaces. The main goal of the work is to state and prove the Hille-Yosida Theorem,
a result that provides the necessary and sufficient conditions for a linear operator to be
the infinitesimal generator of a Cy-semigroup, and to apply this result to show that the

Schrédinger equation has a unique solution in a suitable function space.
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Introducao

A teoria de semigrupos de operadores lineares constitui um dos ramos da
Anélise Funcional, fornecendo uma estrutura matematica para o estudo de problemas de
evolugao descritos por equagoes diferenciais parciais (EDP’s). Desenvolvida inicialmente
na primeira metade do século XX e consolidada com o advento do Teorema de Hille-Yosida
em 1948, essa teoria permite reformular diversas EDP’s de evolucao como problemas de
Cauchy abstratos em espacos de Banach ou Hilbert, ou seja, permite reescrever a EDP

no formato

du
dt
u(0) = up € X,

(t) = Au(t), t>0,

onde A : D(A) C X — X é um operador linear de X e X é um espaco de Banach ou
Hilbert, e a partir disso, estudar a existéncia de solugao para esse tipo de problema.

Um dos pontos fundamentais desta teoria é a caracterizagao de operadores lineares
que geram semigrupos de classe Cp, os quais representam a solucao de uma grande classe
de problemas comumente conhecidas como equacoes de evolucao. Estes tipos de equacoes
aparecem em muitas areas, incluindo a Fisica, Quimica, Biologia, Engenharia e Economia.

Neste contexto, o Teorema de Hille-Yosida é o resultado central, estabelecendo
condicoes necessarias e suficientes para que um operador linear seja o gerador infinitesimal
de um semigrupo de classe Cj. Este teorema fornece a base tedrica para garantir a

existéncia e unicidade de solucoes de EDP’s de evolucao.



O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma introducao a teoria de
semigrupos de operadores lineares limitados, com énfase na demonstracao do Teorema de

Hille-Yosida e em sua aplicagao a analise da equagao de Schrodinger linear dada por

%(t) = —iAu(t), em Q x (0,00),
u=0, em 0f) x (0, 00),
u(0) = uo, em ),

\

onde 2 C R" é aberto, limitado e com fronteira regular, isto é, 02 é localmente o gréfico
de uma funcao de classe C*°. Especificamente, demonstraremos que o operador —iA,
definido no dominio Hj(2) N H?(2), um subespaco do espaco de Hilbert L*(Q), é o
gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo, garantindo assim a existéncia
e unicidade da solucao para o problema de evolugao correspondente, dependendo do dado
inicial wuyg.

Este trabalho estd organizado em trés capitulos. No Capitulo 1, sao apresentados
os conceitos e resultados preliminares necessarios para o desenvolvimento da teoria.
Iniciamos com uma revisao de espacos métricos e de Banach, incluindo exemplos
fundamentais como espacos LP. Além disso, sao retomados alguns resultados importantes
da Anélise Funcional, como o Teorema do Gréfico Fechado (Teorema 1.3.4) e o Teorema de
Banach—Steinhaus (Teorema 1.3.3), que servem de base para os resultados apresentados
nos capitulos seguintes. Avancamos para os elementos de analise funcional, abrangendo a
teoria dos operadores limitados (Segao 1.3.1), espacos de Hilbert (Secao 1.3.2), e espagos
de Sobolev (Sec¢ao 1.3.4). Finalmente, tratamos de conceitos de derivagao e integracao em
espagos de Banach (Segao 1.4), essenciais para a formulacao de problemas de evolugao.
O objetivo deste capitulo é fornecer ferramentas para o estudo da teoria de semigrupos e
da demonstracao do Teorema de Hille-Yosida.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo da Teoria de Semigrupos de operadores
lineares limitados. Inicialmente, sao introduzidas as definicoes e propriedades bésicas
de semigrupos fortemente continuos, também chamados de semigrupos de classe Cj
(Definigao 2.0.1). Introduzimos o conceito de gerador infinitesimal (Defini¢ao 2.0.3) e
estabelecemos suas principais caracteristicas. Em seguida, apresentamos a demonstragao

do Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.0.1), o qual é o principal teorema deste trabalho,



e um dos resultados mais importantes da area de semigrupos, o qual caracteriza
precisamente os operadores lineares que geram semigrupos de classe Cy. Por fim,
apresentamos a definicdo de Problema de Cauchy Abstrato (Definigao 2.77), bem como
a definicdo de solugao cldssica e mild desse problema (Definigao 2.0.7) e o Teorema de
existéncia e unicidade da soluc@o (Teorema 2.0.2).

Por fim, o Capitulo 3 apresenta a aplicacao da teoria a equacao de Schrodinger
linear . Nesse capitulo, o problema é reformulado como um Problema de Cauchy-Abstrato
no espaco de Hilbert L?(12), e é demonstrado via Teorema de Hille-Yosida que o operador
—1A , definido em um dominio adequado, é o gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo. A partir desse resultado, é garantida a existéncia e unicidade da

solucao do problema de evolugao associado.



Capitulo 1

Preliminares

Comecamos apresentando algumas defini¢goes e resultados referentes a teoria de
espagos métricos, espacos de Banach, elementos de andlise funcional incluindo teoria dos
opradores limitados, espacos de Hilbert e espagos de Sobolev, que serao tuteis para o
estudo da teoria de semigrupos e a andlise da equagao de Schrodinger linear. A teoria

apresentada aqui ¢ proveniente dos livros [2], [4], [6], [18],[19].

1.1 Espacos métricos

Nesta secao, introduzimos a nogao de espaco métrico, estruturado por uma funcao
chamada de métrica que generaliza o conceito de proximidade entre elementos. Além
disso, sao exploradas propriedades fundamentais desses espagos, como convergéncia de

sequéncias, nocao de completude e continuidade de funcoes.

Definicao 1.1.1. Seja M um conjunto nao vazio. Uma métrica é uma funcao d : M X
M — R que associa a cada par de pontos z,y € M um nimero real d(z,y), chamado

distancia do ponto z ao ponto y, de tal modo que:
(i) d(xz,z) =0, d(z,y) > 0 se x # y;
(i) d(z,y) = d(y,x) para quaisquer z,y € M;
(iii) (Desigualdade Triangular) d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) para quaisquer z,y,z € M.

Um espago métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma métrica d em M.
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Defini¢ao 1.1.2. Uma norma num espago vetorial E, sobre o corpo K (R ou C), é uma
funcdo || - || : £ — R que associa a cada x € E um numero real ||z||, chamado norma de

x, de tal maneira que:
(i) [|z]| = 0 se, e somente se, z =0 e ||z|| > 0 se z # 0;
(i) ||A-z|| = |A| - ||z] para todo A € K e qualquer = € E;
(iii) (Desigualdade Triangular) ||z + y|| < ||z|| + ||y|| para quaisquer z,y € E.

Um espago vetorial normado é um par (F, || - ||) formado por um espago vetorial E ¢ uma
norma em F. Todo espaco normado é também um espacgo métrico com a métrica induzida

pela norma d(z,y) = ||z — y||.

Observagao. No caso em que A € C, denotaremos sua parte real por () ou R\ e sua

parte imaginaria por 3(\) ou S\, Neste caso, A = R(A\)+i-I(N) e [A| = /R(N)

Observagao 1. A partir das propriedades do espa¢o normado (FE, || - ||), é possivel obter
mais uma desigualdade, a triangular reversa. Usando a desigualdade triangular veja que

se u,v € K
Jull = lu+v—o] < Jlu—v[+ vl o queimplica que [ul| —[Jv] < [lu—v].
Da mesma maneira, temos que
[0l = llv+u—ul < flv—wul + [[ull o que implica que ||v[| = [Jul| < [lv —u].
Logo a desigualdade triangular reversa é
[l = flol] | < flu— vl

Definigao 1.1.3. Uma sequéncia (x,) num espago métrico M chama-se sequéncia de
Cauchy quando, para todo ¢ > 0 dado, existe ng € N, tal que se m,n > ng, entao

(T, T,) < €.

Definicao 1.1.4. Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico M. Dizemos que (z,,) é
uma sequéncia convergente quando existe a € M de tal maneira que, para todo niimero

e > 0 dado arbitrariamente, existe ny € N, tal que se n > ng, entdo d(z,,a) < . Neste
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caso dizemos que (x,) converge para a € M, que a ¢ o limite de (z,,) e indicamos x,, — a

ou lim z, = «a.
n—oo

Proposicao 1.1.1. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico M € uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente contida em M, tal que lim z,, = a.
n—oo

Entao, dado ¢ > 0 , existe ng € N, tal que se n > ng, entao d(x,,a) < £/2. Considere

m,n > ng. Resulta da desigualdade triangular que
(T, vp) < d(2n,a) + d(Tm,a) <

Isto demonstra que (z,) é uma sequéncia de Cauchy. [

Proposicao 1.1.2. Toda sequéncia de Cauchy (x,) em um espa¢o mélrico M satisfaz
d(xm, x,) < ¢, para quaisquer m,n € N e para algum ¢ > 0 fizado. Neste caso, diremos

que a sequéncia (z,) € limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado
e = 1, existe nyg € N tal que, se m,n > ng entdo d(z,,,r,). < ¢ = 1. Tomando
¢ =max{l, max }d(wi, x;)}, concluimos o desejado.

17]6 7'“7”0

]

Proposicao 1.1.3. Uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico M, que possui uma

subsequéncia convergente é convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (z,,) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Dado arbitrariamente £ > 0 existe p € N
tal que, se ng > p, entdo d(z,,,a) < /2. Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy existe
q € N tal que, se n, ny > ¢, entao d(z,, x,, ) < £/2. Seja ng = max{p, ¢}, entao para todo

n,ng > ng, temos

d(zn, a) < d(@n, Tn,) + d(2n,, a) < g + % = €.

Isto mostra que, limz,, = a. O

Definicao 1.1.5. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N diz-se
uniformemente continua quando, para todo ¢ > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, para

quaisquer z,y € M, se d(z,y) < 0 entao d(f(z), f(y)) < e.
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Proposicao 1.1.4. Toda aplicagao uniformemente continua f : M — N, onde M e N

espacos métricos, transforma sequéncias de Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em M. Como f é uniformemente
continua, existe § > 0 tal que se x,y € M e se d(z,y) < J entao d(f(x), f(y)) < e. Como
(x,) é uma sequéncia de Cauchy, para o mesmo 0 > 0, existe ng € N tal que se m,n > ny
entdo d(x.,, x,) < 6 o que implica d(f(x,), f(z,)) < . Logo f(x,) € N é uma sequéncia
de Cauchy. n

Definicao 1.1.6. Um espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.

O seguinte teorema afirma que a reta real é um espago métrico completo. Essa
propriedade é de importancia fundamental, pois, nos exemplos mais elaborados de espacos
de funcgoes, as funcoes limite de sequéncias de Cauchy sao obtidas como limites pontuais
de sequéncias na reta real, recorrendo a sua completude. Assim, a reta constitui o modelo

bésico de espaco métrico completo sobre o qual se edificam os demais exemplos da analise.
Proposicao 1.1.5. A reta R é um espagco métrico completo.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Tome, para cada n € N,
Xn ={zn, Tps1,...}. Temos X3 D Xo D --- D X,, D -+, e os conjuntos X,, sdo limitados
(conforme estabelecido no enunciado da Proposi¢ao 1.1.2).

Seja a, = inf X,, (n =1,2,3,...). Entaoinf X3 =a; <ay <---<a, <--- <
b = sup X;. Perceba que temos uma sequéncia monétona e limitada (a,,), e sabemos que
toda sequéncia limitada e mondtona de niimeros reais é convergente, logo existe a € R tal
que lim a, = a. Queremos mostrar que o lim z, = a. Para provar isto de acordo com

n—00 n—00

a Proposicao 1.1.3, basta mostrar que a é o limite de alguma subsequéncia de (x,), ou, é
equivalente provar que, para todo e > 0 e n; € N, existe n > n; tal que z,, € (a—¢,a+¢).
Em outras palavras, precisamos mostrar que a bola B(a, £) contém termos z,, para indices

n arbitrariamente grandes, qualquer que seja € > 0.

Entao, sendo a = lim a,, existe m > ny tal que
n—oo

dla,a,) <e/2=la—an| <e/2=a—¢/2 <a, <a+¢e/2.
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Para cada m, como a,, = inf X,,, existe n > m > n; tal que a,, < z, < a,, + /2 o que
implica

a—¢e/2<am<zp<ap+te/2<a+t+e/2+e/2=a+c¢,

isto é, z,, € (a —€,a+ ¢), portanto a é limite de uma subsequéncia de (z,) e como (z,) é
uma sequéncia de Cauchy z,, — a.

O

Proposicao 1.1.6. Um subespaco fechado de um espagco métrico completo é completo.

Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico € fechado.

Demonstragao. Seja M um espaco métrico completo e ¥ C M, sendo F' fechado. Dada
uma sequéncia de Cauchy (z,) em F, existe a € M tal que 7}13)10 x, = a, porque M é
completo. Como F' é fechado em M, tem-se a € F'. Logo, F' é completo.

Por outro lado, se N C M é um subespaco completo, do espago métrico M, dada
a sequéncia de pontos x,, € N, com lim z, = a € M, a sequéncia (z,) é de Cauchy

n—oo

(conforme a Proposigao 1.1.1). Logo, existe b € N tal que lim z,, = b. Pela unicidade do
n—o0

limite, tem-se a = b e, portanto, N é fechado em M.

1.2 Espacos de Banach

Definicao 1.2.1. Um espago vetorial normado e completo com a métrica induzida pela

norma ¢é chamado de espaco de Banach.

1.2.1 Exemplos de espacos de Banach

Nesta subsec¢ao sao apresentados exemplos classicos de espacos de Banach, como
o espago R"™ com a norma euclidiana, o espaco das fungoes continuas C|a,b] e o espago
das funcées k vezes diferenciaveis, C*[a, b], com o foco na verificacio das propriedades de

norma e completude.

Exemplo 1.2.1. O espago (R",]| - ||), com a norma

(21,22, ., 20) | = V]a]? + w2 + - o+ [,
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com cada x; € R que é um espaco de Banach. De fato, (R, || -||) é um espaco de Banach
(conforme a Proposigao 1.1.5) e é bem conhecido que o produto cartesiano de espagos
de Banach é um espago de Banach (Veja [18, Coroldrio 1 do capitulo 7]). Além disso os
espagcos (C, [|-]]) e (C™, ||-]|) também sao espagos de Banach com a mesma norma definida
anteriormente, com cada x; € C, uma vez que uma sequéncia (z,) em C pode ser escrita
da forma z, = a, + b,i com (a,) e (b,) sequéncias em R, logo toda sequéncia de Cauchy

em C é convergente em C.

Exemplo 1.2.2. Uma fungao f : X — K (X # ) é limitada se sua imagem é um
subconjunto limitado de K (R ou C), ou seja, se existe M > 0 tal que |f(x)] < M para
todo x € X. O conjunto B(X) de todas as fungdes limitadas f : X — K forma um espago

vetorial com as operacoes usuais de funcoes, é um espaco de Banach com a norma

[flloe = sup | f(z)].
zeX

Para verificar que B(X) é completo, considere (f,,) uma sequéncia de Cauchy em B(X).

Para todo € > 0, existe ng € N, tal que se m,n > ny tem-se

|[fm () = fnl(2)] < sup (@) = fal@)] = | fom = fulloo <, (1.1)

para cada z € X. Assim temos que (f,(z)) é uma sequéncia de Cauchy em K. Como K é
completo, existe, para cada z € X, y, = nh—>I£10 fn(z). Consequentemente podemos definir a
fungao f : X — K com f(z) = y,. Como a sequéncia (f,) é de Cauchy em (B(X), |- |loc)s
existe N € N tal que

1fo— fylle <1, Yn > N.

Assim, para todo = € X,

()] < [fu(2) = I (@) + v @) < I fo = fvlloe + ([ nlloe <14 [[fn]lo-

Passando o limite quando n — oo, obtemos

[f(@)] < 1+ | fxlls, Ve X



1.2. ESPACOS DE BANACH 7

Logo, f é limitada e, portanto, f € B(X). Além disso, tomando o limite quando m — oo
em (1.1), segue que

1o = fllo <&

Portanto, f, — f na norma || - ||.

Exemplo 1.2.3. O espago das fungoes continuas definidas em um compacto C([a, b]) :=

{f:]a,b) CR — K : f é continua em [a, b]} é um espaco de Banach com a norma

[flloe = sup{lf(z)[ - & € [a,b]} = max{|f(z)[ : = € [a, b]}.

Veja que esse espago é um subespago vetorial de B([a,b]), logo é um espago vetorial
normado. Resta verificar se é completo, pela Proposigao 1.1.6, basta verificar se C([a, b])
é fechado em B([a,b]). Observe que dada uma sequéncia (f,) C C([a,b]), tal que f, —
f € B([a,b]), segue que f é continua por ser limite uniforme de fungoes continuas (veja
[18, Corolario da Proposi¢ao 14 do Capitulo 5]), entdao C([a,b]) é fechado em B([a,b]) e,

portanto, é completo.

Observagao. Seja [a,b] C R um intervalo fechado e X um espago de Banach. O conjunto

C(la,b], X) :={f : [a,b] = X | f é continua}

é o espago das fungoes continuas de [a,b] em X.
Uma fungao f : [a,b] — X é continua em um ponto tq € [a, b] se para todo & > 0,

existe 6 > 0 tal que, para todo t € [a, b],

t—to] <6 = |lf(t) = flto)lx <e.

Se isso vale para todo ty € [a, b], entao f € C([a,b], X).

Proposicao 1.2.1. O espago das fungdes continuas C([a,b]; X), munido da norma

2|l (fap;x) = 51[1p] |lx(t)||x, € um espaco de Banach.
t€la,b

Demonstracao. A demonstragao dessa Proposicao pode ser vista na Proposigao 1.8 de

[19]. 0
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Exemplo 1.2.4. O espago das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis, com k € N,

é definido por
C*([a,b]) == {f : [a,b] = R | f ¢ diferencidvel em [a,b] e f' € C*"*([a,b])}.

Nos extremos dos intervalos considere os limites laterais. Esse espago é um espaco de

Banach com a norma

£ llor = 1f oo + 1 Moo + -+ + 7Pl

De fato, comegemos analisando o caso kK = 1. Seja uma sequéncia de Cauchy (f,) em

C'([a,b]), ou seja, para todo & > 0, existe N € N, tal que para todo n,m > N temos

1o = fller <e = Nfo = fallo + 1fn — frlls <e.

Entao (f,) e (f)) sao sequéncias de Cauchy em C([a,b]) que pelo exemplo anterior é
completo. Logo, existem f,g € C([a,b]) tal que f,, — f e f. — g uniformemente. Pelo

Teorema Fundamental do Célculo podemos escrever:

i (o) = fu(a)) = i [ fi(o)a

= f(z) — f(a) = / g(t) dt, para todo = € [a, b] e para todo n € N.

Podemos calcular o limite dessa forma porque a convergéncia é uniforme. Concluimos
que f € Ca,b)) e que f' = g. Logo f, converge uniformemente para f
em C*([a,b]). Portanto C'([a,b]) é Banach. Analogamente podemos verificar que
C?*([a, b)), C3([a,b]),--- ,C*([a,b]) sdo espacos de Banach (veja mais detalhes em [2,
Exemplo 1.1.4]).

1.2.2 Espacos L,(f?)

Nesta subsegao, apresentamos os espagos LP(£2). Esses espagos sdo formados
por fungoes mensurdveis que sao p-integraveis. Além da definicdo da norma L? e da
demonstracao de sua completude, destacamos também resultados sobre densidade nesses

espagos, mostrando que o espago C;°(€2) é denso em LP(Q2). Antes de definir os espagos L?
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algumas defini¢oes de Teoria da Medida sao necessarias. O contetido exposto aqui pode

ser encontrado em [2, Apéndice C] e com maiores detalhes em [1].

Definicao 1.2.2. Uma o-algebra no conjunto X é uma familia > de subconjuntos de X

que satisfaz as seguintes propriedades:

i) 0,X €%
(ii) Se A € X, entao A°:= X\ AeX;
(iii) Se A,, € 3 para todo n € N, entao U A, eX.
n=1

Cada elemento da o-dlgebra é chamado de conjunto mensuravel e além disso o par (X, X)

¢é chamado de espaco mensuravel.

Definicao 1.2.3. Sejam (X, ) e (Y, X) espacos mensuraveis. A funcao f: X — Y é

dita mensurdvel se para todo conjunto mensurdvel B € Y, a pré-imagem f'(B) € X;.

Exemplo 1.2.5. Dados um espago mensuravel (X, ¥) e um subconjunto A C X, a funcao

caracteristica de A é definida por:

1, sex €A,
xa: X — R, xa(x) =

0, sex ¢ A.

A funcao caracteristica x4 é mensuravel se e somente se A € Y. Perceba que se A € X,
a pré-imagem de x;'(1) = A € ¥ e x;'(0) = A € ¥. Nesse caso a funciio caracterfstica
¢ mensuravel. Por outro lado, se x4 ¢ mensuravel entao para todo B € Y5, sendo X5 a

o-dlgebra de R, x;'(B) = A € ¥ ou x;*(B) = A € &

Defini¢ao 1.2.4. Uma medida no espago mensuravel (X, ¥) é uma funcao p : ¥ — [0, oo]

que satisfaz as seguintes propriedades:

(ii) Se (A,) ¢é uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois em 3, entao

H (U An) = Z/‘(An)'



1.2. ESPACOS DE BANACH 10

A medida p é dita finita, se u(X) < oo e o-finita, se existem conjuntos (A,) em X tais
que X = U A, e p(A,) < oo para todo n. A terna (X, 3, u) é chamado de espago de

n=1
medida.

Definicao 1.2.5. Seja (X, %, ;) um espago de medida. Uma funcdo mensuravel ¢ :

X — R é dita simples se assume apenas um numero finito de valores reais, ou seja,

o(X) ={a,a,- -+ ,an} €R.
Definigao 1.2.6. Seja (X, X, 1) um espaco de medida.

(a) Seja ¢ € MT(X,Y) (conjunto das fungdes mensurdveis nao negativas f : X —

[0,4+00)) uma fungao simples, cuja representagao canonica é ¢ = Zajx A;, com
j=1
a; > 0e A; € ¥. A integral de ¢ em relacao a medida p é definida por
m

/X pdp =Y a;u(A;).

j=1
) Para f € MT(X,Y), define-se a integral de f em relacio a medida p como
/ fdu—sup{/ odp: o € MT(X,X) é simples e 0 < gogf}.

X

(c) Dado A€ X e f e MT(X,Y), define-se

/Afdu::/xf-xAdu-

Definicao 1.2.7. Sejam (X, 3, 1) um espago de medida, e as fungoes f,g : X — K.
Dizemos que f éigual a g pu-quase sempre, se existe A € ¥ tal que u(A) =0e f(z) = g(x)

para todo x € A°. Neste caso escreve-se f = g p-quase sempre ou f = g p-q.s.

Definigao 1.2.8. Seja (X, 3, 1) um espaco de medida e 1 < p < oco. O conjunto de todas

as fungoes mensuraveis f : X — K tal que:

1l = ( / |f|”du>p < oo

serd denotado por LP(X, %, ).



1.2. ESPACOS DE BANACH 11

Observe que ||-||z» ndo é uma norma em £”(X, 3, ), uma vez que falha a primeira
propriedade de norma || f||z» = 0, se somente se, f = 0. Existem fungoes g € LP(X, %, i)

que nao sao identicamente nulas, mas ||g||» = 0. Veja o exemplo.

Exemplo 1.2.6. Vamos considerar o espaco de medida ([0, 1], 3, i), onde 3 é a o-algebra

de Lebesgue e p é a medida de Lebesgue. Seja a funcao

1, sexeQ NJ0,1]

0, sex¢Q NIo0,1].

Observe que g é a fungao caracteristica do conjunto A = [0,1] N Q, entao pelo Exemplo

1.2.5 g é mensuravel. Além disso, para qualquer 1 < p < oo, temos

lgl, = / glPd — / glPdi = / Lde =0,
[0,1] A A

)

ja que o conjunto A tem medida de Lebesgue nula.
Por definicao, um conjunto A C R possui medida de Lebesgue nula, se para todo
e > 0, existe uma familia enumeravel de intervalos abertos que cobre A cujo comprimento

total é menor que €.

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Hélder para integrais). Sejam p,q > 1 tais que 1%—1—% =1
e (X,%, 1) um espaco de medida. Se f € LP(X,X,u) e g € LYX,E, 1), entdo fg €
LX), p) e

[fgllee < 1 ANze - Nlgllza-

Demonstracao. Veja |2, Teorema 1.2.1]. O

Teorema 1.2.2 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 < p < oo e
(X, %, 1) um espago de medida. Se f,g € LP(X,X,u), entio [+ g € LP(X, X, pn) e
1f + gllee <\ fllze + llgllzr-

Demonstracao. Veja |2, Teorema 1.2.2]. O
Como foi dito anteriormente, || - ||z» ndo é uma norma em LP(X, ¥, u), porém,
conforme o Teorema 1.2.2, a desigualdade triangular vale para || - ||zr, bem como a

propriedade |[Af|lz» = || - ||f||ze- Dessa forma, sendo (X, X, p) um espago de medida,

podemos adotar uma relagao de equivaléncia em que duas fungoes f,g : X — K sao
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equivalentes se f = ¢ p-quase sempre, ou seja, se existe um conjunto A € X tal que
u(A) =0 e f(z) = g(x) para todo = € A°. Agora, dada essa relacao de equivaléncia,
podemos associar a classe de equivaléncia de uma funcao f ao conjunto de funcoes que
sao iguais a f p-quase sempre. Denotamos por [f] a classe de equivaléncia da fungao f e
por LP(X, 3, u) o espaco quociente de LP(X, Y, ) pela relacao de equivaléncia igualdade
p-quase sempre. Note que em LP(X, X u) = {[f] : f € LP(X,3,u)} as operagoes
[f1+ 19l =[f+4g] e c[f] =[cf] estao bem definidas e tornam LP(X, 3, 1) um espago
vetorial. Além disso, definindo ||[f]||zr := || f||r, corrigimos o que faltava para || - ||.» ser

uma norma. Assim, (LP(X, ¥, u), [ - [[z») é um espago vetorial normado.

Teorema 1.2.3 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja (f,) uma sequéncia de

fungoes em MT(X,3) tal que 0 < fi(x) < fo(z) < --+ para todo xz € X

(a) Se f,(x) — f(z) para todo x € X, entio f € MT(X,X) e

/fdu: lim/fndu.
X n—oo X

(b) Se f. — f p-quase sempre e f € MT(X,X), entdo

/fd,u: lim/fndu.
X n—oo X

Demonstragao. Veja [1, Teorema 4.6 e Corolario 4.12].

U
Teorema 1.2.4 (Lema de Fatou). Se (f,,) é uma sequéncia em M* (X, %) entdo
/ liminf f,, dpu < lim inf/ fndu.
X n— o0 n—oo X
Demonstracao. Veja [1, Teorema 4.8]. O

Teorema 1.2.5 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,) uma sequéncia de
funcées em L*(X,%,u) que converge p-quase sempre para uma funcio f : X — K.

Se existe g € LY(X, %, 1) tal que | f,| < |g| para todo n, entio f € L*(X, 3, i) e

/fdu: lim/fndu.
X n—oo X
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Demonstracao. Veja [1, Teorema 5.6]. O

Teorema 1.2.6. Se 1 < p < 0o, entao LP(X,X, u) € um espaco de Banach com a norma

T (/X|f|pdu)p

Demonstragao. Sabemos que o espago LP(X, X, 1) é um espago normado. Precisamos
verificar que é completo. Para isso, seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em LP(X, ¥, u).

Entao, dado € > 0 existe M € N (com M dependendo de ¢) tal que

/ |fn = flPdpe = || fo = fullfe <P, sempre que m,n > M.
X

Seja (gi) uma subsequéncia de (f,) tal que ||gri1 — gxllzr < 2% para todo k € N. Vamos

definir uma func¢ao g : X — R U {oo} como

9(x) = |g1(x)] + Z|gk+1 ()] (1.2)

Temos que
p
lg(x)P = lim (\gl |+Z’9k+1 ”) :

Como ¢ é mensuravel e ndo-negativa, podemos aplicar o Lema de Fatou (Teorema 1.2.4)

n p
lg|Pdp :/ lm (|| + ) |gks1 —gx] | dp
A x Moo ; +

n p
< lim inf + — du,
< tmint [ <|g1| > o gk|> r

Teorema 1.2.4

e obter
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uma vez que, se lim a, existe (finito ou infinito), entao liminf a,, = limsupa,, = lim a,.
n—o0 n—oo n—oo n—oo
Elevando ambos os membros a 1/p, usando a desigualdade de Minkowski (Teorema 1.2.2)

e que ||gri1 — gellr < 27F, para todo k € N, obtemos:

1/p n p 1/p
||g||Lp=( / Iglpdu) < liminf ( / <|gl|+2|gk+1—gk|> du)
X n—oo X

k=1
n n
91+ > lgker — gl > lgker — gl
k=1

k=1

— . . < . :
llgloa}f < hﬁg}f g1l +

LP Teorema 1.2.2

Lp

< llgsllze + h}f;ﬂ{ifsz = |lg1llzr +1 < 0.
k=1

Dessa forma, mostramos que g € LP(X, %, u), ou seja, g(z) < oo para quase todo ponto

x € X. Por isso podemos definir o conjunto A = {x € X : g(x) < oo}, de modo

que u(X — A) = 0. Logo a série Z|gk+1 — gx| converge, exceto talvez no conjunto
k=1

de medida nula (X — A), isto é, a série converge p-quase sempre. Segue que a fungao

f =9 -xa€ LP(X,% 1), onde x4 é a funcdo caracteristica de A (definida em 1.2.5).
Defina entao f : X — K por

gi(z) + Z(gk+1(fr) —gr(7)), €A,
flx) = k=1
0, x ¢ A.
Como
G=91+(g2—aq1)+ (95— 92) + -+ (96 — k1), (1.3)
obtemos
k—1
96l < lonl + > _lgi1(x) — g;(x)] < g(z), para todo = € X. (1.4)

J=1

Observe que de (1.3) para todo x € A, temos

lim gx(x) = f(x),

k—00
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ou seja, gr — f p-quase sempre. Além disso, temos que por (1.4) |gi(x)| < g(x), onde
g € LP(X, %, ). Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema 1.2.5), segue
que f € LP(X, %, u). Além disso como

|f = gel” < (11 + lgel)? < (lg - xal + 19 - xal)” = (29)" - xa

lim |f — gi|/P =0 p-quase sempre,
k—o0

podemos aplicar novamente o Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema 1.2.5),
observando que as hipéteses foram satisfeitas, onde a sequéncia (|f — gx|’) — 0 p-quase

sempre e |f — gk|? < (29)? - xa € LP(X, X, p). Segue que

1/p
Jim [ f = gellr = lim (/ If = grl” dﬂ)
—00 k—o0 X

1/p
_ : _ P _ _
NP (/X,}ggo\f 9kl du) —/XOd/L—O-

Teorema 1.2.5

Dai, concluimos que g — f em LP(X, 3, u). Como (f,) é uma sequéncia de Cauchy, que
tem uma subsequéncia (g;) que converge para f, segue imediatamente que f, — f em

LP(X, %, 1) (veja a Proposigao 1.1.3). Isto conclui a demonstragao. H

Definicao 1.2.9. Seja u : {2 C R" — K continua, sendo €2 aberto. O suporte de u, o qual

seré denotado por supp(u), é definido como o fecho em Q do conjunto {z € Q;u(z) # 0}.
O suporte para fungoes definidas no espago LP(£2) é definido da mesma maneira.

Defini¢cao 1.2.10. Denotaremos por Ci°(2) o conjunto das fungoes ¢ : Q@ C R" — K
(sendo €2 aberto) que sao infinitamente diferencidveis em 2 e que tém suporte compacto,

sendo que este suporte depende da funcao ¢.

Agora apresentamos dois resultados fundamentais sobre densidade nos espagos

L7 (Q).

Proposicao 1.2.2. O espaco Cy(Q2) (fungoes continuas com suporte compacto) é denso

em LP(Q) para 1 < p < +o0.

Demonstragao. A demonstragdo pode ser vista na Proposi¢ao 1.49 de [6]. O
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Proposicao 1.2.3. C;°(Q2) € denso em LP(2) para 1 < p < oo.

Demonstragao. A demonstragao pode ser vista na Proposicao 1.51 de [6]. [

1.3 Elementos de Analise Funcional

1.3.1 Teoria dos Operadores Limitados

Nesta secao, apresentamos a teoria de operadores lineares limitados entre espacos
normados, onde nesse contexto, o termo limitado é equivalente a continuo. Definimos uma

norma e algumas propriedades do espaco dos operadores lineares limitados.

Definigao 1.3.1. Sejam (E, || - ||g) e (F,]| - ||r) espagos normados sobre o mesmo corpo
K. A familia dos operadores lineares continuos com dominio F e contradominio F' sera
denotada por L(E, F'). Lembre que, um operador A é continuo em xy € F, se para todo

e > 0, existe 0 > 0 tal que ||A(z) — A(zo)||r < € sempre que = € E satisfaz ||z —z¢||p < 0.

Observagao 2. O espago dos operadores lineares continuos £(E,K) com dominio E e
contradominio K, é chamado de espaco dual de FE e sera denotado por E*, e seus elementos

serao chamados de funcionais lineares continuos.

Teorema 1.3.1. Sejam (E,|| - ||g) e (F,|| - ||r) espagos normados sobre o corpo K e

T:E — F linear. As sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) T é lipschitziano;
(b) T é uniformemente continuo;
(¢c) T é continuo;
(d) T é continuo em algum ponto de E;
(e) T € continuo na origem;
(f) sup{|[T(2)|lp - 2 € E e |z]lp <1} < o0

(9) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)||r < C||z||g para todo z € E.
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Demonstracao. (a) = (b). Se T é lipschitziano, entdo existe C' > 0 tal que para todo
r,yel
IT(z) = T(W)llr < Cllz = ylle

Dado € > 0, tome 6 =¢/(C +1). Se ||z — y||g < 0, obtemos

IT(z) —TW)|lr <Cllz—yllp<C-d=C-¢/(C+1) <e.

Portanto T' é uniformemente continuo.
(b) = (c¢). Se T é uniformemente continuo, entao, para todo £ > 0 existe § > 0 tal que,
para todo z,y € F,

e —ylle <6 = T(x) =T(y)lr <e

Fixando y = xy € E arbitrdrio, temos que, sempre que ||z — zo||p < 0, vale ||T(x) —
T(xg)||r < e. Logo T é continua em zy. Como x( é arbitrario, T é continua em todo E.
(c) = (d). Se T é continuo, por defini¢ao 7' é continuo em todos os pontos = € F.

(d) = (e). Se T é continuo em xy € E, por definigao, dado € > 0 existe § > 0 tal que,

lx — xo||p < 0 implica || T(x) — T(xo)||r < €. Seja ||z — 0||g < J. Entao

[(z +z0) = wollz < 6 = IT(2 + 20) = T(xo)llr = | T(x) = TO)]|r <e

Logo T é continua na origem.

(e) = (f). Se T é continuo na origem, por defini¢ao, existe 6 > 0 tal que, ||z||g < ¢
implica | T(z)||r < 1. Se |ly||g < 1, entao para = (6/2)y temos ||z||g = (6/2) ||yl < 9,
e logo ||[T(x)||lr = [|T((0/2)y)|lr < 1. Pela linearidade, (6/2)||7(y)||r < 1, portanto
()L < 2/5. Assim, sup TGl < 2/5 < o0

(f) = (g). Seja C = sup ||T(y)||r < co. Para 0 # = € E, tome y = z/||z||g, e veja
que |ly]lg = 1. Entao |;|y¥:(;||p < C, pela hipétese. Mas T'(y) = T'(x)/||z|| g, portanto
IT@) e/ llzlle < Cisto ¢, [[T(2)|lr < Cllzlle. Para z =0, [T(0)[r = [I0]r = 0 =
Cllof|-

(g) = (a). Suponha que existe C' > 0 tal que || T(z)|| < C|z|| para todo x € E. Sejam

xr1, T2 € E quaisquer. Entao

|T(21) = T(22)|| = [|T(21 — 22)|| < C|wy — 22|
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Logo T é Lipschitz com constante C'. O
Proposigao 1.3.1. Sejam (E, || - ||g) e (F,| - ||r) espagos normados.

(a) A expressio

T = sup{[|T(z)||r : V2 € E e |[zp < 1}
define uma norma no espago L(E; F).

(b) Para todo T € L(E;F) ex € E,

1T (@) [ < N7 - llle-

(c) Se F' for Banach, entio L(E; F') também é Banach, com a norma definida no item
(a)

Demonstragao. (a) Vamos verificar que ||T'|| = sup{||T'(z)||r : Vx € E e |z||pg < 1}

satisfaz as trés propriedades de norma. Sejam T,U € L(E, F).
(i) Vamos verificar que ||T']] = 0 se e somente se T' é o operador identicamente nulo.

Se [|T|| = 0 = sup{||T(z)||r : = € E e ||z]|g < 1} entdo, para todo x € E com |jz]| <1
temos 0 < ||T(z)]| <0, o qual implica que T'(x) = 0. Se x € E\{0} é arbitrario, /| z| g
tem norma 1, e portanto T'(x), nesse caso, também é zero. Logo T' = 0. Por outro lado,

se T'= 0, entdo para todo z € E, ||Tz||r = 0, o que implica ||T|| = 0.
(ii) Vamos verificar que dados a« € K e T' € L(E, F'), temos ||aT|| = |a| ||T||. De fato,

laT|| = sup [[aT(z)|lr = |a| sup [[T()|r = |af [T

]|z <1 lzllz<1

(iii) Desigualdade triangular: vamos verificar se T,U € L(E, F') temos

1T+ Ul < T + 11U

Para todo x € E com |jz||g <1

(T +U)@)l[r = T () + Ux)|r < [IT@)][r + U@ < [T+ U]
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Tomando o supremo do lado esquerdo, obtemos
[T+ Ul < [[T] + |U]-
(b) Considere z,y € FE, com x # 0 e y = z/||z||. Note que |ly|]| = 1. Assim
ITW)lr < 1T = Izl T @)le = 1T/ lzlle)lr < 1T = 1T@) e < 1T o]

(c) Vamos mostrar que se £ é um espac¢o normado e F' é um espago de Banach, entao
(L(E,F),| - ||) ¢ um espago de Banach, com norma || - || definida no item (a). Seja (7},)
uma sequéncia de Cauchy em L(FE, F'), entdo dado ¢ > 0 existe ng € N, de modo que
se m,n > ng € N entao |15, — T,||ze,r) < €. Fixando 2 € E e usando o item (b) do

teorema, nds temos
[T — Thz|lp = (T — To)zllp < | Th = Talle,p izl <e-|[z|e. (1.5)

Perceba que (T,,x) é uma sequéncia de Cauchy em um espago de Banach F, logo
para cada x € E, existe Tx = lim T,x. Isso define uma aplicagao T" : E — F', onde
n—oo

Tx = lim T,x. Pelas propridades de limite, dados a« € K e z,y € F, temos

n—oo

T(ax+y) = lim T,(ax +y) =a lim T,z + lim T,y = oTx + Ty,
n—00 n—00 n—o00

isto é, T é linear. Além disso fazendo n — oo em (1.5) temos que para todo m > ny € N

e x € F temos

(Lo = T)zl| < el]].

Pelo Teorema 1.3.1, (T" — T,,) € L(E,F) e como esse espaco ¢ um espago vetorial,
concluimos que T'= (T' = T,,,) + T,, € L(E, F). Portanto L(F, F') com a norma definida

em (a) é um espaco de Banach, quando F' é um espago de Banach. O

Observacao. Observamos que, ao tratar de operadores lineares T' :  — F, onde E
e F' sao espacos normados, lidamos com trés normas distintas: a norma do dominio F,
denotada por || - ||g; a norma do contradominio F', denotada por || - ||F; € a norma do

operador no espaco L(E, F'), denotada por ||-||z(g,r). Quando o contexto nao deixar claro
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a qual norma nos referimos, recorreremos a essas notacoes com subindices; caso contrario,

usaremos simplesmente || - ||.

Definicao 1.3.2. Uma algébra de Banach é um espaco de Banach X sobre o corpo K,
munido de uma operacao de produto entre seus elementos (x,y) — xy, que satisfaz as

propriedades: Dados z,y,2 € X e a € K
(i) Associatividade x(yz) = (zy)z;
(ii) Distributividade a direita x(y + 2) = xy + xz;
(iii) Distributividade & esquerda (x + y)z = x2z + yz;
(iv) a(zy) = (ax)y = z(ay);
V) [yl < =l [yl

Observe que o espago L£(X, X) é uma algebra de Banach, com a operacao de
produto sendo a composicao de fungoes. Para A, B € L(X,X), definimos o produto
de A por B como A o B (que denotaremos simplesmente por AB). Temos entao que
AB € L(X,X) e que ||AB| < ||A]l - || B||- A esta tltima relagdo faremos referéncia, ao
longo do texto, como “propriedade da algebra dos operadores”.

Agora apresentaremos dois resultados estruturais fundamentais da Analise
Funcional: o Teorema de Banach-Steinhaus (ou Principio da Limita¢do Uniforme) e
o Teorema do Grafico Fechado. Ambos desempenham papel central na teoria dos
operadores lineares continuos em espacgos de Banach. Para a demonstracao do Teorema
de Banach—Steinhaus, serd necessario recorrer a um importante resultado da Topologia

dos espacos métricos: o Teorema de Baire, que enunciaremos a seguir.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Baire). Sejam (M,d) um espago métrico completo e (F},)

uma sequéncia de subconjuntos fechados de M tal que

Entao, existe ng € N tal que F,,, possui interior nao-vazio.

Demonstragao. Veja em [2, Teorema 2.3.1]. O
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Teorema 1.3.3 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam X um espago de Banach, F' um
espago normado, e (T;);cr uma famdlia de operadores em L(X, F') satisfazendo a condi¢ao

de que, para cada v € X, existe C, < 0o (C, > 0) tal que

sup || Ty(z)|| < Cs.
iel
Entao,

sup || T;|| < oo.
iel

Demonstracao. Seja X um espago de Banach e (7});c; uma familia de operadores lineares

continuos de E num espaco normado F'. Suponha que, para cada x € X,

sup | Ti()]| < C.

el

Note que o conjunto
F,={z € X :|Ti(x)|| < n} = (|- e T5)~'([0,n])

¢ fechado para cada n € N e i € I uma vez que T; é continuo, || - || é continua, e a
composi¢ao de fungoes continuas (||-|| o 7;) é continua. Sabemos que a pré-imagem do
conjunto fechado [0, n] por uma fungao continua é fechado, logo cada F,, é fechado. Dessa

forma, o conjunto

A= {o € X ssuplTa)]| < 0 p = (o € X s [T < )

el iel

¢é fechado por ser uma intersecao de fechados. Perceba que esses conjuntos sao iguais

porque se r € ﬂ{x € X : ||Ti(z)|| < n}, isso significa que para todo i € I, || T;(x)| < n.
el
Em particular o sup||T;(z)|| < n, logo, x € A,. Agora, se x € A,,, entao sup||T;(z)|| < n.
i€l il
Nesse caso, para cada i € I, |T;(z)|| < sup||Ti(z)]| < n, ouseja, x € {x € X : ||T;(x)] <
iel

n} para cada i € I. Portanto, x € ﬂ{x € X :||Ti(z)]]| < n}.
i€l
Como por hipétese para cada x € X temos sup ||T;(z)|| < C., segue que X =
iel

U A, e, pelo Teorema 1.3.2 (Teorema de Baire), algum A,, possui interior nao-vazio.

n=1
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Seja ng um numero natural tal que int(A4,,) # 0. Sejam a € int(A,,) e r > 0 tais

que a bola fechada de centro a e raio r esteja contida no interior de 4,,,, ou seja,
{r e X ||z—al <r} Cint(A,,).
Seja y € X com |ly|| < 1. Se definirmos = = a + ry entdo
lz = all = llryll = rllyll < r.

Portanto, * € A,,. Pela definigdo do conjunto A,,, temos que sup||T;(z)|| < ng e
il

sup||Ti(a)|| < ng. Usando a linearidade de T; obtemos

iel

ITi(x = a)|| = [ Ti(x) = Ti(a)]]
<T@l + |1 T:(a) |

<ng+mne (paratodoi € I).
Logo, ||T:(ry)|| = || Ti(x — a)|| < 2ny. Como r > 0 e T; é linear temos
27’L0 .
IT;(y)|| < — (para todo i € I).
”

Uma vez que esta desigualdade é valida para todo y € X com |ly|| < 1, e para todo i € I,

segue que
2710
sup|| ;]| = sup (sup HTZ-(@/)H) < — <o
el el \ lyll<t r
Portanto, o conjunto das normas dos operadores ¢é limitado. O

Definicao 1.3.3. Sejam F e F espacos normados e T': E — F um operador linear. O

grdfico de T' é o conjunto

GT)={(z,y):z e Fey=T(x)} ={(z,T(x)):x € E} C Ex F.

Observe que G(T') é um subespago vetorial de F x F'; uma vez que dados a € K

e (z1,T(x1)), (x2, T(x2)) € G(T), temos

aTzy + Txy = T(axy + 3).
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Concluimos que (axy + xo, T(awy + x2)) € G(T).

Teorema 1.3.4 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam X e Y espagos de Banach e
T : X — Y um operador linear. Entdo, T é continuo se, e somente se, G(T) € fechado

em X xXY.

Demonstracao. (=) Suponha 7" continuo. Nesse caso vamos considerar a funcao
f:XxY =R fr,y) = [T() -yl

Note que essa funcao é continua, porque é a composicao de funcoes continuas, nesse
caso f(z,y) = (|| - ||y o (T(z) — y)). Além disso, perceba que f~1({0}) = {(z,y) €
X xY:||[Tx—y|ly = 0}, ou seja o par ordenado (z, Tz) € f~*({0}), portanto, o gréfico de
T é o conjunto G(T) = {(z,T(z)) € XxY :x € X} = f*({0}). Como {0} é um conjunto
fechado em R e f é continua, a pré imagem de {0} é fechado, logo G(T) = f~'({0}) é
fechado em X x Y.

(<) Reciprocamente, suponha G(7') fechado. Primeiramente, veja que por [18, Corolario
1 do capitulo 7], X x Y, com a norma ||(z,y)||s = [|z||x + ||ly|ly, ¢ um espaco de Banach.
Como G(T') é um subespago vetorial fechado de um espago de Banach, G(T') é, ele préprio,

um espago de Banach. Definimos a funcao projegao = : G(T) — X como
m(x, T(x)) = .

A fungdo 7 é linear, porque dados o € K e z,y € X, temos w(ax + y,T(ax + y)) =
ar +y = an(x,Tz) + 7(y, Ty). Note que a imagem de 7 é igual ao conjunto X, o que
garante que 7 é sobrejetora. Além disso, se 7(x, Tx) = m(y,Ty) entdo necessariamente
x =y o que implica que Tx = Ty. Logo 7 é injetora e, consequentemente 7 é bijetora.

Podemos afirmar também que 7 é continua, de fato para todo x € X tem-se

I (, T(2))lx = llzllx < llzllx +1T@)]y = [z, T (@)l

Portanto, a continuidade segue do Teorema 1.3.1 item (g). Do Teorema da Aplicacao
Aberta [2, Teorema 2.4.2], segue que a inversa 7' : X — G(T) é continua (visto que X

e G(T) sao Espagos de Banach e 7 é bijetora, continua e linear). Portanto, existe C' > 0



1.3. ELEMENTOS DE ANALISE FUNCIONAL 24

tal que |7 *(z)|s < C||z|x, para todo # € X (novamente pelo Teorema 1.3.1 item (g)).
Ou seja,

|(z,T(x))||s < Cllz||x paratodo z € X.

Desenvolvendo a norma ||-||s, temos

IT(@)ly < IT@)lly + [[zllx = [z, T(2)]ls < Cllzllx,

para todo x € X. Isso prova que T' é continuo, pelo item (g) do Teorema 1.3.1. O

Definicao 1.3.4. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear nao limitado de
X em Y é uma aplicagao linear A : D(A) C X — Y, definida em um subespago vetorial
D(A) C X e com valores em Y. O conjunto D(A) é chamado de dominio de A. O caso
em que A ¢ limitado (ou continuo), corresponde ao caso em que D(A) = X e ¢ > 0 tal
que

|Az|| < c||z||, paratodoz € X.

Definicao 1.3.5. O operador linear

A:D(A)CX Y

¢ densamente definido se D(A) = X, ou, equivalentemente, se para todo x € X existe

uma sequéncia (x,) C D(A) tal que z,, — = em X.

Definigao 1.3.6. Sejam X e Y espacgos de Banach. Um operador linear A : D(A) C

X — Y é dito fechado se o seu grafico
G(A) ={(z,Az) e X xY :x € D(A)}

¢ um subconjunto fechado de X x Y. De maneira equivalente, podemos dizer que A é

fechado se para toda sequéncia (x,) C D(A), tal que
rp, —2x em X e Ar, —y em Y,

tem-se

re€D(A) e Ax

I
=
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Observagao 3. Note que, mesmo que um operador linear A : D(A) C X — Y seja
fechado, nao podemos concluir que A é continuo aplicando o Teorema do Grafico Fechado
(Teorema 1.3.4). Isso ocorre porque, nesse caso, o operador A estd definido apenas em
um subespago D(A) do espaco de Banach X. Por exemplo, se X =Y = (0, 1], munido
da norma do supremo || f|| = sup |f(z)|e A: D(A) C X — Y é o operador derivada,
ou seja, Af = f', onde D(A) :x EC[(’]il[]O, 1], entao afirmamos que A é linear, possui grafico
fechado em X X Y, mas nao é continuo. Do calculo, vimos que A é linear. Para verificar

que ¢é fechado, consideramos uma sequéncia (f,) C D(A) tal que f, — f em C[0,1] e

fl— g em C]0,1]. Como a convergéncia é uniforme, temos para todo = € [0, 1],

fa(z) = £,(0) + /Ox fh(t)dt.

Passando ao limite e usando a continuidade da integral, obtemos

f(2) = F(0) + / gt dt.

de modo que f é diferencidvel em [0,1] e f' = g. Logo f € D(A) e Af = g, 0 que mostra
que o grafico é fechado. Porém A nao é continuo. De fato, tomando f,,(z) = sin(nx), temos
|Afnllce = n, 0 que mostra que A é nao limitado. Assim, para que o referido teorema

seja aplicavel, é necessario provar que o dominio de A coincida com todo o espaco X.

1.3.2 Espacos de Hilbert

Nesta secao, apresentamos a definicdo de produto interno e suas principais
propriedades. Em seguida, definimos o espaco de Hilbert e destacamos um exemplo

importante desse tipo de espaco, o L*(€).

Definicao 1.3.7. Seja F um espago vetorial sobre o corpo K. Um produto interno em F
é uma aplicacao

<'7'>:EXE_>K7 (x7y)'_><$7y>a
tal que, para quaisquer x,z1,x2,Y,y1, Y2 € £ e A € K, valem as propriedades:
(1) <.I'1 + :L‘27y> = <$17y> + <$27y>a

(i) (A\z,y) = Mz, y);
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(iii) (z,9) = (¥, z);
(iv) Se x # 0 entao (x,x) > 0.
O par (E,(-,-)) é chamado de espaco com produto interno.
A partir da definicao acima é possivel encontrar algumas propriedades:
1. (x,0) = (0,y) = 0, uma vez que {x,0) =0- (z,y) = 0;

2. (z,z) =0 se, e somente se, z = 0. De fato, se x = 0 o argumento é mesmo do item

anterior, e se (x,z) = 0, segue da contrapositiva de (iv);

3. {x,y1 +y2) = (x,y1) + (x,y2). De fato, temos que (z,y1 +1y2) = (y1 + yo,x) =

(Y1, ) + (y2, ) = (z,y1) + (,92) por (i) e (iii);

4. (z, \y) = Ma,y). Isto segue, de (ii) e (iii): (z, A\y) = \y,z2) = Ay, z) = X {z,y);

5. Se (z,y1) = (z,y2) para todo z € E, entdao y; = y2. Note que (z,y; —y2) = 0, e
como isso vale para todo z € F, em particular vale para z = y; — y,. Pelo item (2)

segue y; — y2 = 0, logo 1 = 1.

Proposicao 1.3.2 (Desigualdade de Cauchy—Schwarz). Seja E um espago vetorial com

produto interno. Entao

[z )| < ] - Nyl

para quaisquer x,y em E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores

x ey sao linearmente dependentes. Nesse caso a funcao || - || : E — R € definida como
2l = V{z,2), € E

Demonstragao. Veja em [2, Proposicao 5.1.2 ]. O
Observagao. A fungao || - || : £ — R definida como ||z|| = v/{z,x), © € E é conhecida

como a norma induzida pelo produto interno. Vamos verificar que essa funcao satisfaz as

trés propriedades de norma: Dados z,y € F e a € K

(i) ||z]] = 0 se e somente se = 0. Veja a propriedade (2) abaixo da Definigao 1.3.7:
(=) Se ||z|| = 0 entao \/(z,z) =0 = (z,z) =0= 2 = 0.

(<) Se z =0 entao (z,z) =0 = ||z|| = 0.
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(i) flaz| = [alllz|:

loz|l = oz, az) = V]a(z,2) = |alV/(z, ) = |o||z].

(iii) (Desigualdade triangular) ||z + y|| < [|z|| + ||y]]:

o +yl? = (V{z+y,z+9)° = (x+y,z+y) = (z,2) + (2,9) + (y,2) + {y,9)
= [ll® + (@, 9) + (@) + lyl)> = ll2]® +2- R, ) + (3, 9)
< l® + 2/ (,y) | + llyll?
< |l=|l* +2l|lz|l - Jv]l + lyl> (Desigualdade de Cauchy-Schwarz 1.3.2)

= [lz +yl <[zl + vl

Definigao 1.3.8. Um espago com produto interno que é completo na norma induzida pelo
produto interno é chamado de espaco de Hilbert. Em particular, um espago de Hilbert é

um espag¢o de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 1.3.1. O espaco L*(X, Y, 1) é um espaco de Hilbert com o produto interno

<fag>L2 :/ngdﬂ

Vamos verificar que essa funcao satisfaz a definicao de produto interno, dados na Defini¢ao

1.3.7. Sejam x, 7179,y € L*(X, %, 1). Entdo

(1) (z1+ 22, y) 12 = (X1, Y) 12 + (T2, Y) 12 :

(1 + l’z,y>L2 = /

(a:1+x2)ydu:/x1§+x2@du
X

X

:/xl-?d/wr TG dp = (x1,Y) 12 + (T2, Y) 2.
X X

(il) Az, y)re = M, y) e

(A, y)r2 = / ey du = )\/ x g dp = XNz, y) 2.
X X
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(i) (z,y)r2 = (¥, ) 2:

<:E,y>L2=/ xﬂd,u:/f_'yd/l:/T'ydlt:@,ﬂ?)m-
X X X

(iv) Se x # 0 entdo (z,x)r2 > 0:

@alo= [ wzdu= [ Jo dp=alfs >0
X X

Note que (z,x) = ||z/|72, ou seja mostramos que esse produto interno induz uma norma

em L*(X, X, 1) e como corresponde temos que se x # 0 entdo (x,z) = ||z||3 > 0.

1.3.3 Espectro de um operador linear limitado

Nesta secao, introduziremos os conceitos de espectro e resolvente de um operador
linear continuo em espacgos normados. A definicao do espectro estende a nogao classica
de autovalores para o contexto de operadores em espacos de dimensao infinita, sendo
fundamental para o estudo de equagoes funcionais. Uma exposicao sobre o espectro e
o resolvente de operadores ilimitados serd apresentada posteriormente (veja a Definigao
2.0.4), no capitulo seguinte, onde esses conceitos sao aplicados a andlise de operadores

geradores de semigrupos fortemente continuos.

Definicao 1.3.9. Sejam V um espaco vetorial e T : V' — V um operador linear. Um

autovalor de T é um escalar A para o qual existe um vetor nao-nulo z € V tal que
T(zx) = Ax.
Vamos verificar que o conjunto V) definido como
Vw={z eV :T(z) = Az}

¢ um subespago de V', chamado de autoespago associado ao autovalor A e seus elementos
sao chamados de autovetores de T associados ao autovalor A. Note que, V), C V. além

disso, dados v,w € V) e a € K

T+ aw)=Tw)+ oT(w) = 2+ adw = A(v + aw).
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Portanto V) é um subespaco vetorial de V.

Observe que em dimensao finita, quando A é um autovalor da transformacao T,
a aplicacao (T'— AI) nao é injetora portanto nao existe a inversa de (7' — \I), ou seja em
dimensdo finita os autovalores A sdo os escalares para os quais (T — AI) ™" ndo existe, esse

argumento nao funciona da mesma forma em dimensao infinita.

Definicao 1.3.10. Seja E um espago normado e T' € L(E, E). O escalar A € K é um

valor regular do operador T" se (1" — AI) é bijetora e
(T —X)™': E — E é continua.

O conjunto dos valores regulares de T' é chamado de conjunto resolvente de T' e denotado

por p(T). Seu complementar (K\ p(7")) é chamado de espectro de T" e denotado por o (7).

1.3.4 Espacos de Sobolev

Nesta sec@o, introduzimos os espagos de Sobolev W™P(2), que estendem o
conceito de derivada para fungoes que nao sao necessariamente diferencidveis no sentido
classico, por meio da nocao de derivada fraca, definimos uma norma nesse espaco,
e verificamos que esse espaco é completo. Além disso, destacamos o caso particular
H™(Q) = W™2(Q), que forma um espaco de Hilbert. A seguir apresentamos a definicdo
do espaco.

Seja @ C RY um aberto. Definimos o espaco de Sobolev W'*() por

Whe(Q) = {u € LP(Q):3g1,92,...,98 € LP(Q) tais que

0
/u Sde:—/gigodsv, Vo e C5°(92), izl,...,N}.
‘ Q

Os elementos g; sao denotados por
ou

g = axia

sendo chamados derivadas fracas de v em relacao a x;.

ou ou
Vu = (a—xl,,%)

Denotamos
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» 1/p
LP(Q)> '

O espaco W'?(2) é munido da norma

N

1/p
lullwro) = (Il ey + 1Vulney) = (uunfzp(m +2

=1

Ou
83:2-

Finalmente, definimos

H'(Q) = W3(Q).

Agora seja m > 2, um numero inteiro, e 1 < p < oo. Definimos, por inducao, os espagos

de Sobolev de ordem m como

W (Q) = fue wrte() 2

: wmbr(Q), i=1,...,N}.
G € WTI(Q), i =1, N}

De forma equivalente, pode-se definir

WmP(Q) = {u € LP(Q) :Yacom |af <m, Jg, € LP(Q) tal que

/uDo‘gpdx: (—1)|a|/gagodx, VgoECgo(Q)},
Q Q

onde usamos a notagao multi-indice @ = (a1, aa,...,ay) com a; € N, |a| = a; + ay +

e Fan e
0y — dlly
0x{10xs? -+ Qx N

D

Denotamos D%u = ¢, (chamamos de derivada fraca de ordem «, ou derivada no sentido
das distribuicdes). No caso 0 = (0,0,...,0), o operador D° estard representando o
operador identidade.

O espago W™P(Q)) é munido da norma

1/p

lallwmoy = [ D 1Dl | (1.6)

laj<m

Além disso, definimos
H™(Q) = W™2(Q).

Para maior familiaridade, vamos verificar que a fungao definida em (1.6) de fato

satisfaz as trés propriedades de norma. Sejam u,v € W'™P:
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(i) |lullwmr@) = 0 se e somente se u = 0.

De fato. Se [Ju|lwm»@) = 0. Note que

HUHme Z ”DauHiP(Q) -
o] <m
onde || - |lr() é a norma definida no espaco LP(Q2), logo como || - ||zr() satisfaz as

propriedades de norma obtemos que para todo « tal que || < m, D% = 0, em particular
para a = 0 temos que u = 0.

Por outro lado, se v = 0, entao D%u = 0 para todo |a| < m, logo |[ul[wm.r@) = 0.

(ii) Dado A € K tem-se || Au|lwmnr) = |All|ullwme@:

P /|DaAu|de — ey /|D°‘ Pz | = Jullwmeo.

lo|<m |a|<m

(iii) Desigualdade Triangular: ||u 4+ v|jwmas) < [Jullwme@) + [[0]lwme@)-

Temos que

HU—FUHme = Z HDau"i_Dangp(Q)

la|<m
Para cada multi-indice a, a funcdo D%u + D%v pertence a LP()). Pela desigualdade de

Minkowski para Integrais (Teorema 1.2.2), obtemos
D%+ D[ o) < || D%l o) + [ D0 2o ()
Elevando a ambos os lados a poténcia p, obtemos:
1D+ D[, ) < (ID%ull o) + 1Dl 1oey)”

(Note que, como a base é positiva, a desigualdade se mantém). Agora, definimos as

componentes:

ao = [|D%ullLr(),  ba = [|D0||Lr(e)
Comecamos com a expressao da norma de Sobolev e substituimos a desigualdade

1/p 1/p

lutvllwmey = | D 1D+ DIy | < | D (1D ullw) + 1 D*0lloe))”

laj<m laj<m
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Utilizando a desigualdade de Mikowski para sequéncias [2, Proposi¢ao 1.4.2]

1/p 1/p 1/p
Do (atb)| S| Dodh] | D]
la|<m |a|<m |a|<m
obtemos
1/p 1/p 1/p
> (ID%ull ooy + D0l o) | < | Do ID%ulbgy | +[ D 1D I%, 0,
la|<m la|<m |a|<m

Portanto, a desigualdade triangular esta verificada.

Observacao. Uma vez que o dominio €2 esteja claramente determinado pelo contexto,
adotaremos a notacao simplificada para as normas: ||-|lwme@) = [|-[lwme, ||||lzm@) =

e e [-llzo@) = I-lze = [I-llp-

Proposicao 1.3.3. Os espagos de Sobolev W™P(Q), 1 < p < 0o, m € N sao espacos de
Banach.

Demonstracao. Note que o espaco de Sobolev W™P(Q), onde £ é um subconjunto
aberto do R", é um espaco vetorial. J& demonstramos que esse espaco possui uma norma
(a norma de Sobolev ||-|[yym.»). Agora, queremos mostrar que esse espago é completo em
relacao a essa norma, ou seja, ¢ um espaco de Banach.

Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy no espago de Sobolev W™P?(Q). Queremos
mostrar que (u,) converge para um u em W™P(Q). Como (u,) é uma sequéncia de

Cauchy, para r e s suficientemente grandes (ou seja, r, s > ny para algum ny € N), temos

que
|y — us||yyme = Z /|Daur — D%ug4|Pdx — 0 quando r,s — 0.
laj<m 7€
Veja que
[1D%ullr < [ullwm.
para todo u € W™P(Q) e |a] < m (porque a norma || - ||ym» é composta pelo somatério

de normas das derivadas fracas de v em LP(Q2)). Portanto, segue que

| D%up — DU || o) = [[D(ty — us)|| o) < ||tr — usl|lwms — 0 quando r, s — oo.
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Portanto, para cada |a] < m, a sequéncia de derivadas fracas (D%u,) é uma sequéncia
de Cauchy do espago de Banach LP(£2). Entao, para cada multi-indice a com |a| < m,
existe uma fungao v, em LP(2) tal que a sequéncia de derivadas fracas converge para v,
na norma L”:

D%, — v, em LP(Q2) quando n — co.

Em particular, para o = (0,0,---,0) (o préprio uy,):
U, — vg em LP(Q).

Para provarmos a proposigao, ¢ suficiente mostrarmos que D%vy = v,. Seja, entao,

v € C5°(R2). Para cada n, pela defini¢ao de derivada fraca, temos

/unDo‘gpdx: (—1)|a|/Daung0d3:.
) Q

Podemos passar ao limite quando n — oo. Com efeito, como u,, — vy em LP(2) e

D% € L)), com 1/p+1/q = 1, pela desigualdade de Holder ( Teorema 1.2.1) obtemos

‘ /Q(“n — ) D% dx‘ S Mun = vollr @) 1D oo == 0.
1.2.1

Portanto

/un Dagod:c—>/v0 D%pdzx.
Q Q

De forma analoga, como D%u,, — v, em LP(Q2) e ¢ € LI(£2), obtemos

n—o0

’/(Daun —v0) @ dz| < [ D°uy = el Il o) "= 0,
Q

isto é,

/Daungodx—>/vag0dx.
Q Q

Tomando o limite na identidade de integracao por partes para u,, obtemos

[ woDede = (1" [ vapds, paratodo o € CF(@),
Q Q
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Portanto, v, é precisamente a derivada fraca D%vg. Assim, verificamos que W™?(Q) é

um espaco de Banach.

]

Corolério 1.3.1. Os espacos H™(Q) = W™*(Q) sdo espacos de Hilbert. Neste caso

particular, a estrutura de produto interno € dada por

<u7 /U>Hm(Q) — Z <Dau7 DaU>L2(Q) .
o] <m
Demonstracao. Da proposicao anterior verificamos que o espaco H™ é um espaco de

Banach, resta verificar que

(u,v)gm = Z / D%u(x)D*v(x) dz
ol <m €
define um produto interno no espago H™(f).
Primeiramente, queremos mostrar que (u; + g, v)gm = (uy, v)gm + (Ug, V) gm €

(Au, v)gm = ANu,v)gm. Veja que:

(U1 + ug,v)gm = Z /Da(ul + ug)Dv dx
0

laj<m

= Z /(Do‘ul + D%s)Devdx  (Linearidade de D)
Q

laj<m

= Z (/ D%uy Dv dx—l—/DQUQD% d:c> (Linearidade da Integral)
0 0

la|<m

= (u1,v) gm + (U2, V) pm.

A segunda propriedade é verificada a seguir:

(Au,v)gm = Z /QDO‘()\u)mdm

la|<m

= /Q A(Du) Do dx:

la|<m

=A> / DuD%v dz = Mu, v) gm.
Q

laf<m
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Na terceira propriedade, queremos mostrar que (u,v)gm = (U, U) ym.

VU prm = Dy D dx
= 2

|a|<m

- > [ DD
Q

laj<m

= Z /W-Daudx
Q

lal<m

- Z /Do‘uDavdx: (u,v)gm.
Q

|a|<m

Por fim, queremos mostrar que (u,u)gm > 0 e (u,u)ym = 0 se e somente se u = 0. Veja

que:

(u,uygm = Z /DauDaudm = Z /|Dau|2dx = ||ul|Zm2 > 0.
Q Q

|a|<m |a|<m
Agora (u,u)gm = 0 se e somente se u = 0, uma vez que ja foi demonstrado que ||-||yym.2 é

uma norma. Assim concluimos a demonstracao. O]

Definigao 1.3.11. Definimos o espago W;""(Q2) como sendo o fecho de C§°(£2) na norma,
do espago W™P(Q), isto é,
——WmP(Q)

Coo(8) = Wy ().

Em especial, representamos Wg"*(Q) por HI' ().

A seguinte desigualdade mostra que em H} (), a norma do gradiente
[Vullr20)
é equivalente a norma completa

1/2
lullin oy = (lulZaq@) + IVullE )

de Hy(9), onde © ¢ um dominio limitado. Para uma demonstracdo veja [7, Teorema

A.3.37).
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Teorema 1.3.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q2 C RY um dominio limitado e conexo,
com fronteira suficientemente reqular. Entao, existe uma constante C > 0, que depende

apenas de (), tal que

|ullze < C||Vullgz, para todo u € Hy().

1.4 Derivacao e Integracao em espacos de Banach

Nesta se¢ao, iniciamos com o estudo de séries em espagos de Banach,
estabelecendo critérios de convergéncia e resultados como o teste M de Weierstrass. Em
seguida, apresentamos as nocoes de derivada e integral de fungoes com valores em espagos

de Banach, e o Teorema Fundamental do Célculo para espacos de Banach.

Definigao 1.4.1. Seja X um espago de Banach e (z,,) uma sequéncia em X. Chamamos

(sn) de sequéncia das somas parciais da série E T, em que cada elemento de (s,) s@o

n=1
as somas:
S1=x1, So=x1+2T2, ..., Sp,=x1+---+x, neN
(o]
Se existir o limite s = lim s,, dizemos que a série E xr, é convergente, e chamamos s de
n—oo
n=1

soma da série. Se, por outro lado, a sequéncia das somas parciais nao converge, dizemos
o0

que a série E x, ¢ divergente.

n=1
)

Além disso, dizemos que a série E xr, € absolutamente convergente em X, se

n=1

[e.e]
Z |z, || for convergente.
n=1
[e.e]

Proposicao 1.4.1. Toda série an absolutamente convergente em um espaco de
n=1
Banach X, é convergente.

Demonstracao. Como X é um espaco de Banach, toda sequéncia de Cauchy em X é

convergente, entao resta mostrar que a sequéncia das somas parciais é de Cauchy. Sejam
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n n
Sp = Zazk e ¢, = Z ||xk||, onde (c,) é convergente (por hipétese), entao (c,) é de
k=1 k=1

Cauchy, (de acordo com a Proposic¢ao 1.1.1) logo dado € > 0, existe ny € N, de modo que

se m,n € Nem >n > ng temos

m
lem — ol <e= > ] <=
k=n-+1

Portanto, para todos m,n € N, tais que m > n > ny,

m n m m
lm = sull = D= D>l = || D2 wnl[ < X llawll <,
k=1 k=1 k=n-+1 k=n+1

onde a ultima desigualdade vem de que (¢,) é uma sequéncia de Cauchy. Verificamos que

(sn) é uma sequéncia de Cauchy em um espago de Banach, logo é convergente. O

Proposicao 1.4.2. (Teste da Comparagio) Sejam (x,) uma sequéncia no espago de

Banach X, e (M,) C R tal que ||z,| < M,, para todo n € N. Se ZM" ¢ convergente,

n=1
[eS)

em R, entao a série E Tn € absolutamente convergente em X.

n=1
Demonstragao. Por hipdtese temos que ||z,|| < M, para todo n € N, entao [|z1]] <

My, ||zo]| < My, ..., ||z,|| < M,, dessa maneira obtemos, para cada n € N,
n n
sl < 30 M (17)
k=1 k=1

n oo
Por hipétese, temos que a série real E é convergente, E M, = M, tomando o limite

k=1 k=1
em 1.7
n n
lim s, = lim E |zl < lim E My, =M.
n—oo n—oo n—oo
k=1 k=1
oo
Logo, pelo teste da comparacao de niimeros reais segue que E ||zn|| é convergente, assim
n=1
oo
E x, ¢ absolutamente convergente. ]

n=1
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o An

n!
n=0

Proposicao 1.4.3. Seja a aplicagio linear A € L(X,X). FEntdo, a série

absolutamente convergente em L(X, X). Por analogia ao Cdlculo, definimos:

exp(A) = et = Z A

n=0

A =1T.

!’

Além disso, vale a desigualdade ||e?|z(x,x) < elAlecxx)

Demonstracgao. Primeiramente vamos lembrar que vale a propriedade
|AB|| < ||Al|||B]], paratodo A, B € L(X,X).

Assim, dadon € N, e A € L(X, X),

ATL

1,1
= =l < S A <

All™ = 14|
onde M,, = u € R. Perceba que a série E & = el € R converge. Segue do Teste
n! n!
n=0

o0 n

A
da Comparacio (Teorema 1.4.2) que a série e = E — ¢ absolutamente convergente
n!
n=0

(uma vez que L£(X, X) é um espaco de Banach) e, ainda,

J

< tim 1A _
T j—oo s n!

I gn

A
Jom DT
n=0

le]] = lim
%

O
Observacdo 4. Uma propriedade fundamental da exponencial real é que e’ =

e’ para a,b € R. No contexto de operadores lineares, uma propriedade andloga se

verifica quando os operadores sdo comutativos: se A, B € L(X, X) e AB = BA queremos

verificar que e?TP = e4eP.
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A+B i (A+ B)*

Podemos expandir a série e = o
k=0 ’

, da seguinte forma, lembrando

que AB = BA

A% +2AB + B? A3 +3A%B 4 3AB? + B3
eA+B:I+(A+B)+( i * )+ B SADT

2 3!
"L /n\ Ak Bk
++Z<k) St
k=0
_i - n)A”—’fB’f
n=0 k=0 k: TL'

Agora, vamos olhar produto e’e? = Z — Z -7 lembrando que por hipétese AB =

BA,

et = (4 =+ . )+ + (= =+

AB_A0<BO B! ) A1<BO B! ) A2<BO B! >+
o\ ol 1! 1! ‘ 21\ 0! 1!

Podemos agrupar de modo que:

A'B° B+ A B2 2.AB A?
A B - -
cC T +< 1 ) (2!+ 21 +2!)

(B_3+3-ABQ+3-AQB+A_3>+ i n A”—’fB’“Jr
3! 3.9 3.2 3! k

> n n An—kBk
=2 (k) nl

Concluimos que se os operadores limitados A e B comutam, entao a exponencial da soma

n!
k=0

pode ser fatorada como o produto das exponenciais, eA+? = eAe?.

Observagao 5. Uma funcao F : [0,00) — L(X, X) satisfaz as condigoes:
() B(0) =1,
(b) E(t+s)= E(t)E(s),
(¢) |E(t) = I|lzx,x) — 0 quando ¢t — 0%,

se, e somente se, F(t) = e, onde A € L(X,X) e e ¢é definido acima, ou seja, a
exponencial do operador funciona como a exponencial real. A demonstracao desse fato

pode ser encontrada em [19, Teorema 1.19].
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Proposicao 1.4.4. (Teorema de Neumann) Seja A € L(X,X) com [|Allzxx) < 1.

Entao, a série ZA” converge para (I — A)™' em L(X,X) e, além disso, vale a
n=0
desigualdade

1
1= A) exx) € ————.
=1 Al e

Demonstracao. Pela Proposicao 1.4.1, basta mostrarmos que a série é absolutamente

convergente. Notemos inicialmente que, como ||Al| < 1, entdo

A" =
ZII I IIAII

Uma vez que sendo ||A|| < 1, a sequéncia (1, ||A|, ||A|I% [|A|%,...) se trata de
uma progressao geométrica e a soma de seus termos é dado por: 1/(1 — ||A|]). Agora,
de acordo com o Teste da Comparacao (Teorema 1.4.2), fazendo M,, = ||A||", n € N e,

notando que

|A™|| < ||A||" para todo n € N,

[e.e]
resulta que a série E A" é absolutamente convergente e, por conseguinte, convergente.

n=0
Além disso,

Jim ZA” < lim ZHA”H < lim ZHAH” = HAH (1.8)
Por fim , mostraremos que i A" = (I — A)™. Veja que,
n=0
k k k
(7= A)(fim D A" = Jim (T = QAN = Jim (), A" =5 A"
= lim A°+ZA” ZA” y=T=(1—-A)I-A4)"
Verificamos que i A™ é o inverso de (I — A) a direita, da mesma maneira verificamos o

n=0
inverso a esquerda

%s) k
n _ — 1 n o n n+l _ 1; 0 pAk+1 —
;%A (I —A) ]}LIEOHX%A (I — A) 15202A ZA lim A% — A I

n=0
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pois [|AF| < A" — 0 quando k — oo (dado que ||A| < 1). Concluimos que

ZA” = (I — A)™', e pela equacdo 1.8 temos
n=0

1

T—A) Y < ——
10 =47 < 7=

O que encerra a prova. L]

=1
Proposicao 1.4.5. Seja A € L(X,X) tal que ||Allzx,x) < 1. Entao, a série E —A"
n
n=1

converge em L(X, X). Definimos o limite desta série por log(I — A).

Demonstragao. Pelo teste da comparacao (Teorema 1.4.2):

A" A|l"
A _ JAL _ g
n n
o0
A série Z |A||™ converge visto que se trata da série geométrica. O
n=1

Definicao 1.4.2. Uma fungao x : (a,b) — X é derivavel a direita em ty € (a, b) se existe

y € X tal que
h—07+ h

—y=0.

(Sendo o limite entendido no sentido da norma de X). Da mesma forma, definimos a

derivada a esquerda em ty € (a,b), como:

h—0~ h

—y=0.

Quando ambas as derivadas existem e sdo iguais, dizemos que z : (a,b) — X ¢ derivavel
em to € (a,b), e denotamos y por z'(to).

Proposicao 1.4.6. Uma fun¢ao x : (a,b) — X derivdvel em ty € (a,b) € continua em t.

Demonstracao. A demonstracao dessa Proposicao pode ser vista na Proposicao 1.9 em

[19]. O

Proposicao 1.4.7. Para t € R, seja T'(t) = exp(tA) o operador exponencial, onde A €
L(X,X). Entao:

(i) PI% \T(t) = Illzxx)y =0 (T(t) € continua emt =0 e T(0) =1);
—
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Tt)—1
(i) lim W=r_ A =0 (T(t) € diferencidvel em t =0 e T'(0) = A);
t—0 L(X,X)
T(t+ty) —T(t
(iii) limH (£ 1) = Tlto) — AT (1) =0.
0 t LX)
Demonstracao. (i) Veja que:
AT
_ tA _
T(t)—IT=et—T=)" s
n=0
A" = A"
— A0 _
= A +2 w —1_21 - (1.9)
Deste modo,
k
_ A" t”A“ 1" ||A|I"
7@ 10 =i ) = | < ) ) D s

onde as desigualdades vem da desigualdade triangular e da propriedade da algebra dos

™| A|l™
operadores. Veja que pelo teste da razao em séries reais a série 5 M converge

n!
n=1

uniformemente para todo ¢t € R, uma vez que || A|| é finita,

[t A
n t|||A
o S Al

n!

=0< 1, para qualquer t finito.

Para cada n € N fixo temos que

tn A n
Al
t—0 n'
Assim, do exposto acima resulta que
o AL o AL
i — T o (L1

Combinando (1.11) em (1.10) obtemos
o Al ||A||"
0< hmHT —I|| < E t—>0 =0,

o que prova o desejado em (i).
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(ii) Note que, de (1.9)

e n—1 n
. . - LA
Analogamente ao que fizemos nos no item (i), a série E ————— converge
n:

n=2
uniformemente e, além disso,

o AL
H%gT = 0. (1.12)
Contudo,
T@) -1 AL
[rO=1 ) <ot s
n=2
Dessa forma, de (1.12) e (1.13), tem-se
Tt) —1I - ¢t Al
0 < lim ®) —AH§ limwzo.
0 =10 n!

Resulta o desejado.
(iii) Segue imediatamente de (ii), usando que T'(t + to) = T'(t)T(to), lembre-se que essa

propriedade ¢é valida pela Observacao 5. O]

Defini¢ao 1.4.3. Seja f : (a,b) — X, onde X é um espago de Banach, uma fungao
continua. Dada uma decomposigao (particao) 7 de [a,b], isto é, n 4+ 1 nimeros reais
to, ..., t, satisfazendo a =ty < t; < --- <t, = b, e n ntimeros reais &, ¢t = 1,...,n, com

& € (ti_1,t;), define-se a Soma de Riemann de f com

n

ox(f) =Y (ti = ti1) f(&)-

=1
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Evidentemente, o.(f) € X. Definimos |7| por

|| = fg?sﬁ{ti —ti-1}.

Como f é continua no intervalo compacto [a, b], f é uniformemente continua. Seja
(7,) uma sequéncia de parti¢oes com |m,| — 0. Mostraremos que (o, (f)) é de Cauchy

em X. Dado ¢ > 0, pela continuidade uniforme de f, existe § > 0 tal que

t=s| <= () = F$) < =

Como |m,| — 0, existe N € N tal que, para todo n > N, tem-se |r,| < §. Em
particular, se n,m > N, entdo |m,| < § e |m,| < 4.

Fixados n,m > N, considere a particao m que contém todos os pontos das
particoes 7, e m,,. Assim, 7 é um refinamento comum de 7, e m,,, e todo subintervalo de

7 tem comprimento menor que . Escrevendo as somas de Riemann correspondentes,

p q

orn(f) =Y (wi = i) flew),  ox(f) =D (v; = v;-0) f(5)),

i=1 j=1

onde o € [ui—1,u;] e f; € [vj_1,v;], com u; —u;—1 < 6 e v; —vj_1 <9, temos

q

low, (f) = o=(N] =1 Z(u — i) flaw) = (v = 00) f(5))l]

J=1

'b_&:é‘.

O mesmo vale entre o, (f) e o.(f), logo (o, (f)) é uma sequéncia de Cauchy e converge

em X. Como X é um espaco de Banach existe z € X tal que,

lim o,(f) = =.
||—0

Como no caso numérico, diz-se que x é a integral de f em [a, b] e escreve-se

r = lim o.(f) :/ f(t)dt.

|7w|—0
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Proposicao 1.4.8. Sejam f,g : |a,b] — X fungdes continuas, K € K uma constante.

Sao vdlidas as sequintes propriedades para a integral:

o | Kty = K / " an
i [Graoa= [ roas [ oo
(111) Sea <c<b, /abf(t)dt:/acf(t)dt—i—/cbf(t)dt;

/ bf(t)dtH </ e

/abf Q dtH < max [ £(1)]| (b — ).

(v |

2

Demonstracao. A demonstracao das propriedades segue da definicao anterior. O]

Proposicao 1.4.9. Sejam E e F espacos de Banach, A : D(A) C E — F um operador
b b
fechado e f € C([a,b]; E), com f(s) € D(A). Entao, A/ f(t)dt :/ Af(t)dt.

Demonstragao. Veja em [12, Proposicao C.4, pg. 524] O

Observacao 6. A proposicao acima continua valida se o operador A for limitado. Nesse
caso, tem-se D(A) = E, e a conclusao segue diretamente da linearidade e continuidade

de A, ndo sendo necessaria a hipdtese de que A seja fechado (veja [19, Proposicao 1.12]).

Lema 1.4.1. Sejam f,g € C([a,b]; X) funcdes diferencidveis em [a,b] e tais que ¢ (t) =
f'(t) para todo t € [a,b]. Entao, existe & € X tal que

g(t) = f(t)+ &, para todot € [a,b].

Demonstragao. Seja w € C([a,b]; F) uma funcao derivavel em [a,b]. Primeiro vamos
verificar que se w'(t) = 0 para todo t € [a, ], entdo w é constante em (a, b).
Suponha que w’, = 0 (andlogo para w’ ) entdo, por definicao de derivada & direita,

dadoe >0, c € [a,b)

H w(c+h) —w(c)
h

—w'(c)

<e=|lw(c+h)—w()] <h-e. (1.14)
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Faca t = ¢ + h, entao
|lw(t) —w(c)|]| <e-|t—c =¢c-(t—c), paratodote (c,c+h).

Podemos retirar o modulo na tltima desigualdade porque estamos considerando a derivada

a direita. Seja [c,ty) o maximo subintervalo de [¢, b) onde vale
|lw(t) —w(c)|]| <e-|t—c|=¢e-(t—c), paratodot € [c,tp). (1.15)

Deve-se ter to = b. Por contradi¢ao, suponha que t, < b. Entao, como ' (ty) = 0, seja

t =19+ h, com h > 0, temos

[w(t) — w(to)|| < e(t —to) (1.16)

para todo t > t; e suficientemente préximo de ty. De (1.14) (vélida em [c, ) pela

continuidade em t;) e de (1.16), resulta que

[w(t) = w(e)|| < Jw(t) = wlto)]| + [[w(to) —w(c)]

<e(t—ty) +e(to—c)=¢e(t—c).

Isto é, a desigualdade (1.14) é valida para todo t > ¢, suficientemente préximo de ¢y, o que
contradiz a defini¢ao de g como o extremo do subintervalo maximo onde a desigualdade
(1.15) é valida. Logo, to = b, e temos ||w(t) — w(c)|| < e(t — ¢) para todo t € [c,b]. Pela
arbitrariedade de ¢, fazendo ¢ — 0, concluimos que w(t) = w(c), para todo ¢t € [c,b].
Como ¢ é um ponto arbitrario de (a,b), segue que w é contante em (a,b). De fato, fixe
c1 € (a,b), entdo w(t) = w(cy),Vt € [c1,b]. Seja t € (a,b) qualquer, entdo ¢t € (0,¢;) ou
t € [c1,b]. Set € [c1,b] entdo nao hd o que verificar, w(t) = w(cy), agora, se t € (a,cy),
entdo fixe ¢y € (a,c1) tal que co < t < ¢1, pelo que foi mostrado w(t) = w(ce) = w(cy)
(pois ¢; € [eg,b]. Desta forma, w(t) = w(cy), para qualquer t € (a,b).

Por fim, consideremos, agora, f,g € C([a,b]; X) diferencidveis em [a, b] tais que
g (t) = f'(t), para todo t € [a,b]. Definindo w = g — f, temos que w € C([a,b]; E). Além

disso, a fungado w é derivavel (a direta em a e esquerda em b) e

w'(t) =4¢'(t) — f'(t) =0, paratodot € [a,b].
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Pelo que vimos acima, existe & € X tal que w(t) = &, para todo t € [a,b]. Portanto,

g(t) = f(t) + &

b
Proposi¢ao 1.4.10. Seja M : [a,b) — R nao negativa tal que / M(zx) dr < o e
If(@.y)| < M(z), yeY, a<z <D,

sendo (Y d) um espago métrico, e f : [a,b) X Y — X onde X € um espago de Banach.

Entao / f(z,y) dx converge absolutamente e uniformemente em X.

Demonstracao. Seja / M(z)dx = L < oo. Por defini¢ao, para cada € > 0 existe um
ro € [a,b) tal que
L—€</ M(z)de < L. ro<r<b.

Portanto, se rg < r < r; < b, entao

0< / M(z)dz — (/ M(:c)dx—L) - (/;M(x)dx—L> <e.

b
Isso ocorre pela hipdtese de / M (z) dx < oo. Entao, da hipétese || f(x,y)|| < M(x), y €

Y, a <2 <btemos que
1 1
/ ||f(x,y)\|da:§/ M(x)de <e, yeS, a<ry<r<r <b.

Segue que a integral converge absolutamente e uniformemente. O]

t
Proposicao 1.4.11. Seja f € C([a,b]; X) e considere g(t) = / f(s)ds. Entdo, g €

C'([a,b]; X) e g'(t) = f(t) para todo t € [a,b]. Além disso, se f EaCl([a,b];X), temos a

1dentidade
b
~ [ s

Demonstracao. Essa demonstracao sera dividida em duas partes, na primeira vamos
t

mostrar que se f € C([a,b]; X) e g(t) = / f(s)ds, entdo g € C'([a,b]; X) e ¢'(t) = f(t),

para todo t € [a, b]. Para isso, basta mostrar que ¢'(t) = f(t) para todo t € [a, ).

Na segunda parte, o objetivo é mostrar que se f € C'([a,b]; X), entdo f(b) —

=é%@w
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Para a primeira parte, considere ¢y € [a,b] e ¢ > 0. Como f € C([a,b]; X), existe

d =0(g) > 0 tal que, se |h| < et € [a,b], entdo

| f(to+h) — f(to)] <e. (1.17)

Entao, para todo 0 < h < § (defini¢do de derivada lateral a direita), e da hipdtese que
t

t) = / f(s)ds ( e a propriedade (iv) da Proposigao 1.4.8) resulta que

to+h to
i f(s)ds—% [ s = rie)

ottt ) ato) _

~~~
hipdtese
to-i—h
= E/ dS— (to)
1 t0+h to+h
= |- ds — — f(to)ds
T Z; (t)
1 to-l—h
=% / (to)] ds
1 to+h
<] W s

1.4.8

to+h
Note que E/ flto)ds = f(to)s }tﬁh h™' = f(ty). Fazendo a mudanca de varidvel

to
£ =s—tp, temos s =ty + &, de acordo com (1.17) obtemos:

H g(to+h) —g(to)
h

h
S%Aﬂﬂm+®—ﬂm%H

1 1
< E/ e dé = (5 h) =
(1.17)

dr d*g
Isto mostra que existe a derivada lateral a direita —g(to) e — (to) = f(to).

d
Analogamente, é possivel demonstrar que existe a derivada lateral a esquerda —g(to)

" dt
e (1) = f(to).

Portanto, temos que g é derivdvel em ¢ e ¢'(tg) = f(to). Pela arbitrariedade de
to € (a,b), concluimos que g é derivavel em (a,b) e ¢'(t) = f(t), para todo t € (a,b).
Quando ty, = a ou ty = b, estamos considerando apenas a respectiva derivada lateral.

Como f(t) é continua e ¢'(t) = f(t), concluimos que g € C*([a, b]; X).
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Para a segunda parte vamos supor que f € C*([a,b]; X). Definimos

o) = fla)+ [ F(s)ds, telab)

Pela parte anterior, temos que ¢'(t) existe para todo ¢ € [a,b] e, ainda, ¢'(t) = f'(t), para
todo t € [a,b]. Segue do Lema 1.4.1, que existe £ € X tal que g(t) = £ + f(t), para todo
t € [a,bl.

Em particular, para t = a, temos
ga) =&+ f(a)
f@)+ [ Fe)ds =6+ (@
fla) +0=¢+ f(a),

o que implica que £ = 0. Ou seja, g(t) = f(t), para todo t € [a,b]. Em particular, para
t = b resulta que f(b) = g(b). Substituindo ¢g(b) na definigao, temos:

ﬂmzmwzﬂw+/fwws
de onde resulta que \
f@—ﬂ@=/f®w

0 que encerra a prova. O]

Lema 1.4.2 (Férmula do valor médio (versao em Banach)). Seja f € C([a,b], E), onde

E ¢ um espaco de Banach. Ezxiste

k

k
z € conv f([a,b]) = {Z Nif(z;), zj € [a,b],\; > O,Z)\j =1,k e N/{0}}

7=1 7j=1

(conv f([a,b] é chamado envoltdria convexa) tal que

b
/ fe)dt = (b—a)i.

Demonstracao. Veja [16, Proposicao 1.2.12].
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Proposicao 1.4.12 (Teorema da Média). Seja f € C([a,b], E), onde E é um espaco de

Banach. Para todo t € [a,b] tem-se

;lg%h/ f(rydr = £).

Demonstragao. Seja h # 0 suficientemente pequeno com t, t + h € [a,b]. Pelo Lema

1.4.2, aplicado a [t,t + h], existe x}, € conv f([t,t + h]) tal que

t+h 1 t+h
/ f(r)dr = huay, logo 5/ f(r)ydr =
t t

Como f é continua em ¢, tem-se f([t,t + h]) — {f(t)} quando h — 0, e portanto
conv f([t,t + h]) — {f(¢)}. Assim, z, — f(1).
[

Teorema 1.4.1 (Substituicao na integral em espacos de Banach). Seja E um espago de
Banach e f : |a,b] — E uma funcao integravel. Se ¢ : [¢,d] — |a,b] € uma funcdo de

classe O, entdo a funcdo g(s) = f(p(s)) ¢'(s) € integrdvel em [c,d] e vale

d w(d)
/ fetNee)as = [ g a

Demonstragao. Veja [16, Proposi¢ao 1.2.6]. O
Proposicao 1.4.13 (Convergéncia uniforme para a integral em espagos de Banach). Seja

E um espago de Banach e f, : [a,b] — E fungdes integraveis tais que

lim sup [|fu(t) = f(#)]] = O,

=0 tecla,b]

isto €, f, — f uniformemente em [a,b]. Entdo f € integrdvel e

lim fn t)dt = /f

n—oo

na norma de E.

Demonstracao. De fato,

| [t sy < [ 10~ 50l < @) s 100) - 501

t€[a,b]
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Pela hipdtese de convergéncia uniforme, o termo a direita tende a zero quando n — co. [J



Capitulo 2

Teoria de Semigrupos e o Teorema

de Hille—Yosida

A teoria de semigrupos de operadores lineares em espacos de Banach teve inicio
na primeira metade do século XX. Ela se fundamentou em 1948 com o advento do Teorema
de Hille-Yosida, e atingiu seu primeiro apice com a publicagao Semigroups and Functional
Analysis de E. Hille e R.S. Phillips em 1957 [15]. Nas décadas seguintes, mateméticos
como Phillips, Lumer, Kato, Engel e Nagel expandiram a teoria, consolidando técnicas
para o estudo de equacgoes diferenciais parciais, analise espectral e controle de sistemas
dinamicos. Nas décadas de 1970 a 2000, a teoria se consolidou, sendo bem representada
pelas monografias de E.B. Davies (1980) [9], J.A. Goldstein (1985) [14], A. Pazy (1983)
[20], K.-J. Engel e R. Nagel (2000) [12], entre outros trabalhos relevantes. Hoje, a
situacao é caracterizada por multiplas aplicagoes dessa teoria, nao apenas as areas
tradicionais, como equagoes diferenciais parciais ou processos estocasticos, mas também
em campos mais recentes e interdisciplinares da Matematica e de outras ciéncias.
Semigrupos tornaram-se ferramentas importantes para equagoes integro-diferenciais e
equagoes diferenciais funcionais, na mecanica quantica, no estudo de sistemas dinamicos
continuos, em teoria espectral de operadores e em problemas de controle e otimizagao
de processos evolutivos. A seguir apresentaremos os fundamentos basicos dessa teoria,
bem como o Teorema de Hille-Yosida, o qual é considerado o pilar da teoria moderna
de semigrupos. Os resultados sao provenientes principalmente da obra de Juan A.S.

Palomino, Marcelo M. Cavalcanti e Valéria N.D. Cavalcanti [19].
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Definigao 2.0.1. Seja (X, ||-||) um espago de Banach e £(X, X) a dlgebra dos operadores
lineares e limitados de X (veja a Definigao 1.3.1). Uma aplicagao S : [0,00) — L(X, X)

¢é dita um semigrupo de operadores limitados de X se:
(i) S(0) =1, onde I é o operador identidade de X;
(i) S(t+s)=S5(t)S(s), para todo t, s € [0,0).

O semigrupo S ¢ dito de classe Cj se:

(iii) lim [|(S(¢t) — I)z|| =0, paratodo z € X.

t—0t

Observacao. Nos resultados a seguir, assumiremos que X ¢é um espago de Banach, a

menos que seja dito o contrario.

Proposicao 2.0.1. Se S : [0,00) — L(X,X) é um semigrupo de classe Cy, entdio, a

fungao t € [0,00) — [|S(t)|lzx,x) € limitada em todo intervalo limitado [0,T].

Demonstracao. Primeiro vamos verificar que existe um ¢ > 0, para o qual a funcao
I|IS(t)]| é limitada em [0, 4], isto é, mostraremos que existem d > 0 e M > 0 tais que
|1S(t)]] < M, para todo t € [0,0]. Para tanto, usaremos um argumento de contradigao.

Suponha que para todo § > 0 e M > 0, existe 5y € [0,0] (possivelmente dependente
de 0 e M) tal que ||S(tsar)|| > M. Para cada n € N, escolhemos § = 1/n e M = n.
Entao existe uma sequéncia (t,) € [0, 1] tal que ¢, € [0,1/n] para cada n € N e tal que
|S(t,)]] > n. Dessa forma temos que t, — 07 quando n — oo e ||S(t,)]| > n, para todo
n € N. Tomando o supremo, na tltima desigualdade, obtemos que sup ||S(t,)|| z(x,x) = o0,
portanto, pela contrapositiva do Teorema de Banach—Steinhaus (%Zirema 1.3.3), existira

x € X tal que sup ||S(t,)z||x = oco. Contudo, isso contradiz o fato de S ser um semigrupo
neN

de classe Cy, uma vez que a conclusao acima implica que existe x € X tal que
1(S(t,) — Dzl > ||S(t.)z| — ||Iz|| = oo, quando ¢, — 0F.
Por outro lado, a propriedade (iii) da Definigao (2.0.1) garante que:
lim ||(S(¢t) — I)z|| =0, paratodoz € X.

Isso demonstra o desejado.
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Observe que, se ||S(t)|| < M, para todo t € [0,6], entdao M > 1 uma vez que
SO =[] =1 < M.
Agora considere ¢t € [0,7], com T > 0 arbitrdrio. Entao existe n e Ne 0 <r < ¢

tal que t = nd + r. Logo, usando a propriedade (ii) da Definigao 2.0.1 de semigrupo e em

seguida a propriedade ||AB|| < ||A]| - ||B]|, da dlgebra dos operadores £(X, X), obtemos
IS = [[5(nd +r)|| = [150)"S()[ < [SEN"IS)I-

Finalmente, usando a afirmacao que demonstramos acima, e uma vez que nd <t < T,

nos temos
t 1 t
IS@I < IS@I" IS < M"M < MEM = (MF) M = Me*' < Me“",

sendo w = (In M)/é (note que w estd bem definido uma vez que M > 1). Isto conclui a

prova. O]

Corolario 2.0.1. Todo semigrupo S : [0,00) — L(X,X) de classe Cy € fortemente

continuo em [0,00), ou seja, se t € [0,00), entao

lim S(s)x = S(t)x, para todo x € X.

s—1

Demonstragao. Sejam ¢, h € [0,00) e € X. Usando a propriedade (ii) da definiao de
semigrupo, dada na Defini¢ao 2.0.1, e a propriedade de um operador continuo, dada na

Proposigao 1.3.1 item (b), obtemos

1S(t+ h)x = St)zllx = [[(S(E+ h) = S(E) ()]
= [(S()S(h) — S(t)(x)|| (Propriedade de semigrupo)
= [|S(®)[S(h) — I](2)||
(Propriedade de um operador continuo)

< [1S@lleexx)[[(S(h) = D)(z)]|x

Como S é um semigrupo de classe Cy a Proposicao 2.0.1 garante que |S(t)||zcx,x) ¢

limitada, para t € [0,7] com T >t + h.
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Entao quando h — 0%,
|(S(h) —I)(x)|| = 0 isso garante que ||S(t+ h)x — S(t)x| — 0.

Desse modo, mostramos que lirl{l S(s)x = S(t)r. Agora vamos mostrar o limite a
S—ly

esquerda. Se 0 < h < t, entao como no calculo anterior, segue que
[(S(t = h) = S@)) ()| = |5 = h)T = SW)(2)]] < [[S(E = )l ccx,x0I(S(h) = I)(2)] x-

Como ||S(t — h)||z(x,x) ¢ limitada, para t —h € [0,T], com T > ¢, resulta quando h — 0F
que

|(S(h) — I)(x)|]| — 0, o que mostra que ||S(t —h)x — S(t)z|| — 0.

Assim lim S(s)z = S(t)z.

s—t~
O]
No final da demonstragao da Proposicao 2.0.1, mostrou-se que se a aplicacao
S :]0,00) = L(X,X) é um semigrupo de classe Cp, entao existem constantes M > 1 e

w > 0 (sendo w dependente de M), tais que
|S(#)]| < Me**, para todo t > 0.

A seguir, mostraremos que na realidade, o parametro w pode ser escolhido
independentemente de M (Proposicao 2.0.2). Para isso, introduziremos a definigao e

o lema a seguir.

Definicao 2.0.2. Uma funcao p: R — R ¢ dita subaditiva se
p(t+s) < p(t)+p(s), paratodot,seR.

Lema 2.0.1. Seja p uma func¢ao subaditiva definida em [0,00) e limitada superiormente

p(t)

em todo intervalo limitado. Entao, & tem limite quando t — 400, €

lim @ = infzﬂ.
t

t—oo ¢ t>0
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p(t)

Demonstracao. Defina wy = gg 4 Caso wy > —oo, pela definicao de infimo, dado
e > 0 existe T' > 0 (dependente de ¢) tal que p(T)/T < wy+¢e. Seja t € [0,00), com
t > T. Entao existe n € N tal que t = nT +7r com 0 < r < T. Como p é uma fungao

subaditiva temos:

y < p) _pT+r) _n-p(T)+p(r) _n'T~p(T)+p(7“)
0="4 - t = t T Tt t
< n- T (two ) + p(tr)’ parat > T. (2.1)

Recordamos que, por hipdtese, a funcao p é limitada superiormente em [0, 7). Logo existe

c € R tal que p(r) < ¢ para todo r € [0,7). Além disso, pelo fato que t = nT + r, temos

nT_t—r

; e 1, quando ¢t — oo. (2.2)

Como nao sabemos se tlim p(t)/t existe, vamos tomar o limite inferior e superior em (2.1).
—00

De acordo com (2.2), temos:

t
wp = lim inf wy < lim inf ]L)
t—o00 t—o0 t

< lim inf (”'T(“’O“) +p(r))

t—o00 t t

= (wo + €) lim inf (#) + lim inf (@) Swote.

t—00 t—o00
A

(22)

De maneira analoga podemos calcular o limite superior. Portanto, temos:

t t
wo < lim inf‘lﬂ < lim sup]ﬁ < wg + €.
t—o00 t t—00 t

Pela arbitrariedade do € > 0 concluimos que

t t t
Wy = liminf& = limsup]M = lim Zﬂ
t—00 t t—00 t—oo
Agora resta verificar o caso em que wy = —o00. Nesse caso, para qualquer w € R
T
existe T' > 0 (T dependente de w) tal que p(T ) <w.
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Procedendo de forma analoga ao caso anterior, parat > T escrevemos t = nl +r,
comn € Ne 0 <r <T. Observando que (t —r)/t < 1 e que p(r) é limitada em [0, T"),isto

é p(r) < ¢, obtemos

- ¢ = =TT T
(t—=r)p(T) ¢
=TT
p(T) ¢
<P/ =
<SRt
Sw—i—% (2.3)

Encontramos que

t
w§w+g, onde ¢ > 0
t t
Logo,
t t
lim 1nf& <w e limsup Zﬂ < w
t—+00 tstoo L

O]
Proposicao 2.0.2. Seja S : [0,00) — L(X, X) um semigrupo de classe Cy. Entao:
1 t 1 t
o WIS WS _
t—+o00 t t>0 t
e para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que
1S(#)]| < Me*t,  para todo t > 0. (2.4)

Demonstracao. Para verificar a primeira parte dessa proposicao, vamos mostrar que

a funcao In||S(t)|| é subaditiva e limitada superiormente. Usando a propriedade (ii) da
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Definicao 2.0.1, o fato de que a funcao In é crescente, e a propriedade da algebra dos

operadores, |AB|| < [|A|| - ||B||, temos
I [|S(t + )| = W [[S@)S(s)[| < W([[SENNS(S)I) = W [[S@I] + I [[S(s)]]

Portanto, p(t) = In||S(¢)|| é subaditiva. Além disso, pela Proposigao 2.0.1, ||S(t)]| é
limitada superiormente em intervalos limitados. Como a funcao In é crescente, segue que

In||S(¢)|| também é limitada superiormente em intervalos limitados. Pelo Lema 2.0.1:

L WlISOI ] S@)
t——4o00 t t>0 t

= Wy-

Agora, seja w > wy. Afirmamos que existe ¢y € [0, 00) tal que

In || S(t
M <w, paratodo t>t,. (2.5)

Para verificar essa afirmacgao, vamos considerar dois casos. Primeiro, se wy < +00, pela

definigao de limite, tome € = w — wy > 0, entdo existe ty € [0, 00) tal que

In [lS(@)]]

; < e, paratodo t>t.

Como z < |z|, se z € R, isto implica que

In ||S(¢
M < w, paratodo t > t.
Para o segundo caso, se wy = —o0, o resultado segue da definicao de limite.
Se tlim In||S(t)||/t = —oo entao existe ty € [0,00) tal que In||S()||/t < w para todo
—00

t > 1.
Logo a afirmagao (2.5) esta provada. Sabemos (pela Proposigao 2.0.1) que ||S(t)||
é limitada em [0, o] e ||S(0)|| = 1, entao, existe My > 1 tal que

|1S(t)]] < My para todo t € [0, tg].
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Como a funcdo In é crescente e My > 1 (portanto In My > 0), temos
In||S(t)|| <InM, paratodo t € [0,t). (2.6)
Seja w > 0. Segue de (2.5) e de (2.6) que
sete[0,to] In||SE)|| <InMy<tw+InM, (poisw >0)

set >ty In|S()| <wt<wt+1InMy, (pois My>1entao InMy > 0).

Entao

In[|S(t)|| < wt+1In My, paratodot>0.

Aplicando a funcao exponencial, na desigualdade anterior, obtemos
1S()]] < Mye*"  para todo t > 0.

Pondo-se M = M, obtém-se o desejado. Se w < 0, resulta que —wty > 0 e, portanto, de
(2.5) vem que
In||S(t)|| < wt <wt—wty paratodot > t. (2.7)

Concluimos de (2.6), (2.7), que

sete€[0,tg] In||SE)|| <InMy<w(t—ty)+InMy (pois, w(t—ty) >0)

set >ty In|| S| <w(t—ty) <w(t—1ty) + In M.

Assim,

1S(t)|| < Mpe*=):  para todo t > 0.

Pondo-se M = Mye " (note que M > 1, pois My > 1, w(t —ty) > 0, o que implica

ew(t=to) > 1) fica provada a proposicao. n

Observagao. Quando wy < 0, podemos considerar wy < w < 0 e, de (2.4), existe M > 1
tal que
IS(t)]] < M, para todo t > 0.
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Neste caso, dizemos que S é um semigrupo uniformemente limitado de classe Cjy. Se, além

disso, M =1, S é dito um semigrupo de contracoes de classe Cj.

Definigao 2.0.3. Seja S : [0,00) — L£(X,X) um semigrupo de classe Cy. O operador
A:D(A) C X — X definido por

h—0t

D(A) = {a: € X; lim %x existe} :

h)—1
Az = lim %x, para todo x € D(A),

h—0t

é dito o gerador infinitesimal do semigrupo S.

O semigrupo S possui um tnico gerador infinitesimal pela Defini¢ao 2.0.3 (veja
mais em [20, pg. 2]). Note que, como S : [0,00) — L(X, X) é um semigrupo de classe Cj,
pelo Corolario 2.0.1, para cada x € X o operador t — S(t)z é continuo com ¢ € [0, 00).Em
particular, para todo h > 0, o operador S(h) — I pertence a L£(X, X). Assim, para cada

r € X, a expressao
S(h)—1

? xr, para h >0,

estd bem definida como elemento de X, uma vez que (S(h)—1)z € X e a divisao por h > 0
¢ vélida. O dominio do gerador infinitesimal, D(A), é o subconjunto de X constituido

pelos vetores x para os quais o limite

S(h)—1
lim —(h) x
h—0+
existe, isto é, existe y € X tal que
S(h)—1
lim () z—uyll =0.
h—07t X

Nesse caso, definimos Az = y.
Portanto, o operador A estd definido apenas em D(A) C X. Essa restricao é
necessaria porque, embora o semigrupo S(t) seja fortemente continuo para todo z € X,

o limite acima pode nao existir para todos os vetores de X.
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Proposicao 2.0.3. Seja A: D(A) C X — X, o gerador infinitesimal de um semigrupo
S :[0,00) = L(X,X) de classe Cy. Entao o conjunto D(A) é um subespago vetorial de

X e A € um operador linear.

Demonstracao. Comecemos verificando que D(A) é um subespago vetorial de X.

Sabemos que D(A) C X. Consideremos u,v € D(A), « € K e L, e L, dados por

lim Mu: L, e lim MU:LU.
h—0+ h h—07t
Entao,
lim M(O&u +U) — lim S(h)(au+v) — I(au+v)
h—07F h—0*t h
_aS(h)(u) + S(h)(v) — ol (u) — I(v)
= lim
h—0*t h
— o tim S =T o SO =I0)
h=07% h—0+ h

(2.8)

Essas operagoes sao vélidas, porque S(t) : X — X e I : X — X sao transformagoes
lineares para cada t > 0 e porque u,v € D(A), garantindo entdo que os limites (2.8)
existem. Resulta que au + v € D(A), e portanto D(A) é subespago vetorial de X.
Perceba que

Alau +v) = lim %(au +v) = aA(u) + A(v).

h—0t

Entao A é um operador linear. O

A préoxima proposicao é a primeira que fornece fortes indicios sobre a aplicagao

da Teoria de semigrupos para a andlise da solucao de equagoes diferenciais do tipo

du

— = Au,

dt
onde A é um operador linear. Repare que o gerador infinitesimal de um semigrupo atua
como um canal entre a estrutura de semigrupo e equagoes diferenciais. Além disso se a
aplicacao S : [0,00) — L(X,X) é um semigrupo de classe Cp, entao S(t) ndo apenas
preserva o dominio D(A) do gerador, como também comuta com ele. Assim, para dados

iniciais © € D(A), a funcao u(t) = S(t)x é diferencidvel. Este resultado fornece a base
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tedrica para a reformulacao da Equacao de Schrodinger que seréd apresentada no Capitulo

3.

Proposicao 2.0.4. Seja S : [0,00) — L(X, X) um semigrupo de classe Cy e A: D(A) C

X — X o gerador infinitesimal de S. Entao:

(i) Se x € D(A), entao S(t)x € D(A), para todot > 0, e verificam-se as sequintes

tgualdades:
%S(t)a: = AS(t)x = S(t)Az, para todo t > 0, (2.9)
onde
d . S(t+h)z—S(t)x
a7 = Jim h ’

e quando t = 0 entende-se este limite apenas como limite lateral a direita.

(i) Se x € D(A), entdo

S(t)x — S(s)x = /t AS(&)xdE = /tS(g)Ax ¢, 0<s<t. (2.10)

(iii) Se x € X, entdo /tS(f)xdf € D(A) e A/tS(f)xdf =S(t)r — x.
0 0

Demonstracao. (i) Se t = 0 temos que S(0) = I e, portanto
S(0)x =x € D(A).

Consequentemente, pela Definicao 2.0.3 temos

— S(0)z = lim -

d* S(h—l—O)JI—S(O)x
dt h—0+t

|- a0

Consideremos, agora, t > 0. Provaremos que S(t)x € D(A), ou seja, que existe o

lim {%1 S(t)z.

limite
h—0+

Com efeito, sendo h > 0, temos pela propriedade de semigrupo que

{M} S(t)e = BN =SB _ o {M} r (2.11)
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Podemos tomar o limite com h — 0T, pois por hipdtese * € D(A) e além disso S(t) ¢

uma aplicagao continua (lembre-se do Corolario 2.0.1), assim obtemos

lim {%} Stz = lim S(¢) {%} v = S(t) lim {%1 = S(t)Az € X,

h—0+ h—0+ h—0t

0 que nos permite concluir que S(t)z € D(A) para todo t > 0, e, portanto, pela prépria

definicao de A, temos

Provaremos, agora, que é vélida a identidade (2.9). De fato, se h > 0 e ¢ > 0 entao, pelo

que ja foi visto acima

d~ . S(t+h)—5S(t) :
dt oo+ h v =50 hlgél+

S(h) — I

r=S(t)Ax = AS(t)x.

Verificamos a derivada a direita, agora vamos verificar a derivada a esquerda.

Consideremos, agora, 0 < h < t. Entao:

S(t— h)x —_Sh(t —hERE gy [—_—Sh(h) m}
— S(t—h) :%@)1 (2.12)
s (01 s
st [0 ] e mas

N

- II

h
T

Vemos que I — 0 quando h — 07, uma vez que ||S(t — h)|| é limitada no intervalo [0, ¢]

conforme a Proposicao 2.0.1, e

fse-n (35 <-4

<1500 [[(245°1)2- ]

(57)

2 (29 -0 -o

<c

)

onde
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pela definicdo de gerador infinitesimal. Por outro lado , como S(t — h)x é fortemente

continua (Corolério 2.0.1), IT — S(t)Az quando h — 0. Assim

d- . S(t—h)z—St)x
£S(t)x B hlg(r)l+ —h
= hli)rél+ [S(t —h) {(%) T — Am} +S(t—h)Ax| = S(t)Ax.

Portanto, verificamos que

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Az, paratodo t > 0.

(ii) Seja x € D(A). Do item anterior, concluimos que t +— d/dtS(t)z é uma aplicagao
continua em ¢, para todo x € D(A), posto que S é fortemente continuo e d/dt[S(t)z] =

S(t)Ax. Logo, podemos integrar em intervalos compactos de [0, c0) e obter

/:d%s(f)xdf=/:A5(g)xdg:/:5(g),4xdg,

ou seja,

S(t)x — S(s)x = /t AS(&)xdE = /tS(f)Aac dg,

conforme foi mostrado na Proposigao 1.4.11 (Teorema Fundamental do Célculo em espagos
de Banach).

(iii) Seja x € X. Conforme a definigao de gerador infinitesimal, queremos mostrar que

lim {%} /0 () de = Sty — . (2.13)

h—0t+
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S(h) — I
h

Seja 0 < h < t. Como consequéncia da linearidade do operador

ﬂ%lﬂlkﬁn%]

{Az%£+hndf—[jsﬁnd4

t+h 1 t
S)xdé —— | S()xd
| sewas — [ s

mudanga de varidvel 1.4.1

1 t 1 t+h 1 h 1 t
5 [ swdce [ s@ade— [ s@ade—7 [ s

1 t+h 1 h
—5 | swde—g [ s@aae

resulta que:

Se tomarmos o limite com h — 0%, pelo Teorema da Média (Proposi¢io 1.4.12)

encontramos:

t+h h
lim %/tJr S€xdé=S{t)r e lim l/0 S(&)xdé = S(0)x.

h—0t

Assim, das equacoes anteriores, verificamos a partir da definicao de A que

t
A/ S)xdé = S(t)r — .
0
Isso termina a prova. O]

Proposicao 2.0.5. O gerador infinitesimal A : D(A) C X — X de um semigrupo
S :[0,00) = L(X, X) de classe Cy é um operador linear fechado e D(A) € denso em X.

Demonstragao. Provaremos, inicialmente, que D(A) é denso em X, exibindo uma
sequéncia (x,) C D(A) convergindo para € X (arbitrario).

Seja x € X e para cada n € N*, definimos a sequéncia

1 1/n S
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Note que z, € D(A) para cada n € N* porque, pela Proposicao 2.0.3, D(A) é um
1/n

subespaco vetorial de X e pela Proposicao 2.0.4, / S(t)xdt € D(A). Além disso, pelo
0

Teorema da Média (Proposigao 1.4.12), temos que

. 1 1/n
nl_l)gloo 1/_n/o S(t)x = S(0)x = x.

Mostramos que para cada x € X, existe uma sequéncia (x,) C D(A) tal que z,, — x.
Logo, D(A) é denso em X. Agora vamos verificar que A é fechado (conforme Definigao

dada em 1.3.6). Seja (z,,) C D(A) tal que:
z, > xem D(A) e Az, —y em X.
Queremos mostrar que y = Ax. De (2.10) podemos escrever
h
S(h)x, — S(0)x, = / S(t)Azx,dt, h> 0. (2.14)
0
Pela Proposicao 2.0.2 temos que ||S(t)|| < Me** < C, para todo t € [0, h]. Entao
1S(@)Azn = S@yll < 15Ol x| Azn — yll < Cll Az — yll.

Como Az, — y, temos que S(t)Ax, — S(t)y uniformemente, quando n — co. Da mesma
forma S(h)x, — S(h)x uniformemente, quando n — oo, porque z,, — x. Entao podemos
tomar o limite com n — oo em (2.14) (observe que a convergéncia dentro da integral é

vélida pela convergéncia uniforme conforme a Proposicao 1.4.13), assim obtemos

S(h)x —x = /Oh S(t)y dt.

Isto implica que

S(h)yx —Iz 1 ("
—— = [ S(t)ydt.
. . /0 @)y
Tomando o limite com h — 07 e utilizando o Teorema da Média (Proposigao 1.4.12)
obtemos
. S(h)x— Iz 1
lim ———— = lim — [ S(t)ydt = Az = S(0)y =y.
ti S = g [ sy 4= S0 =y

Portanto x € D(A) e Ax,, converge para Az, logo A é fechado. n
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Definigao 2.0.4 (Espectro e resolvente de operadores ilimitados). Seja A : D(A) C X —
X um operador linear em um espaco de Banach X. O conjunto formado pelos A\ € C para
os quais o operador A\I — A é invertivel, seu inverso é limitado e densamente definido, é
dito conjunto resolvente de A e é representado por p(A). O conjunto o(A) = C\ p(A) é

chamado de espectro de A.

Definicao 2.0.5. Seja A: D(A) C X — X um operador linear de um espaco de Banach
X. Se A € p(A), o operador (A — A)™ : Im(M — A) — D(A), representado por R(\; A),

¢é dito resolvente de A.

Observe que, R(\; A) é, por definigao, um operador linear, limitado e densamente
definido. As duas ultimas propriedades seguem pelo fato que A € p(A). A linearidade
pode ser verificada da seguinte maneira: sejam y;,y, € Im(Al — A) e a € K. Existem

x1,T9 € D(A) tais que (A — A)z; = y; para i = 1,2. Como A\ — A é linear, temos

RO A)(ag + 2) = RO A)(a(M — A)a + (AT — A)a)
= RN AN — A)(axy + x9) = axy + 9 = aR(A; A)yp + R(A; A)ys.

A principio, ndo hé como assegurar que Im(Al — A) = X. A proposigao a seguir mostra

que para que isso ocorra, ¢ necessario que A seja um operador fechado.

Proposicao 2.0.6. Seja A: D(A) C X — X um operador linear fechado em um espago
de Banach X e consideremos A € p(A). Entao, D(R(\; A)) = X, e, portanto, R(\; A) €
fechado.

Demonstracao. Seja y € X. Sendo D(R(X; A)) denso em X, existe (y,) C D(R(X; A))
tal que
Yo —y em X. (2.15)

Queremos mostrar que y € D(R(X; A)).

Sabemos que, para cada n € N, existe z,, € D(A) tal que

Yn = (M — A)zy, (2.16)
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uma vez que y, € D(R(\; A) = Im(AI — A). Por outro lado, para todo x € D(A), temos
pela limitagao de R(A; A),

[l = (1] = [[RA; AYA = A)ze|| < [[ROA; A AL = A)z|| < CLI(AM = A,

limitado

onde C] é uma constante positiva. Logo,
|(AL — A)z|| > ||x||/Cy = Ce||z|| para todo z € D(A),
onde Cy é uma constante positiva. Em particular, para a sequéncia (x,,) resulta que

190 = ymll = |(AL = A)zp — (A = A) |
= [[(AM = A) (20 — )|

> Cy||xy — x|, paratodo m,n € N.

Como (y,,) é uma sequéncia convergente em X, é uma sequéncia de Cauchy. Entao dado
qualquer ¢ > 0, existe ng € N de modo que , se m,n > ng, entdo ||y, — yml| < € - Cs.

Consequentemente, para m,n > ng, temos
20 = Zmll < Nlyn = ymll/Co <2 Cy/Cr =&

Assim resulta que a sequéncia (z,,) é de Cauchy em X, um espago de Banach, e portanto,

existe z € X tal que z,, — x em X. De (2.15) e (2.16) decorre que
Yo =N — A)x, >y em X.

Entretanto, sendo A fechado, (Al — A) também o é. Entdo G(A — A) é fechado. Como
(Tp, A[—A)x,) € GIN[—A) paratodon € Ne (z,, M —A)x,) = (x,y), n — oo, resulta
quezx € D(A) ey, = (A[—A)z,, = (A[—A)z, pela unicidade do limite y = (A — A)z, logo
y € Im(AI — A) = D(R(X; A)), o que prova que D(R(\; A)) = X. Desta forma, R(\; A)
¢ um operador continuo, definido em D(R(A; A)) = X. Portanto, segue do Teorema do
Gréfico Fechado (Teorema 1.3.4) que R(A; A) é fechado (veja também a Observagao 3), o

que encerra a prova. O]
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A préxima proposi¢do apresenta uma representagdo do operador resolvente
R(\; A) associada ao semigrupo (S(t))s>0, no caso em que A é o gerador infinitesimal

1
- “S( )l . A partir dessa

de um semigrupo de classe Cy e A € C verifica R(A) > wy = %nf
representacao, o Corolario 2.0.2 apresenta férmulas para as derlvadas do resolvente em

relacao ao parametro .

Proposicao 2.0.7. Seja S : [0,00) = L(X, X) um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A : D(A) C X — X. Se A € C ¢ tal que R(\) > wy , onde

1 t
—00

/ e MS(t)x dt
0

existe para todo v € X e A € p(A). Além disso,

entao a integral

R\ A)x = / e MS(t)xdt, para todo v € X.
0

Demonstragao. Sejam x € X e A € C tal que R(\) > wp. Consideremos R(A) > w > wp.

Entao, pela Proposicao 2.0.2 existe M > 1 tal que

IS(#)]] < Me**  para todo t > 0. (2.17)

Lembrando que || = v/cos?0 +sin?0 = 1 e sendo A = R(N) 4+ i3()), segue que

|€7>\t| — R ,—iS(N)t

|67 e ‘ — |678‘E(>\)t| |€7i£‘r()\)t‘

= [e7 RV vt > 0. (2.18)
Dessa forma, obtemos, por (2.17)

leS (el < e - IS - el =™ SO - o]
(2.18)
< M [l Vet = et (2.19)

\/-’
(2.17)
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A funcio t € [0,00) — M|z|le Mt € R é continua e integravel em [0, 00), porque,

nesse caso, M||z|| é uma constante para cada = € X e

00 —(R(\)—-w)t Tt=o0
/ M ||z|[e ¥ Mtevtat = M||x|| { ¢ ]
0 t=0

—(R(A) —w)
M|z|| L —(RO)-w)t 0
= oy o lme " =]
Ml
—(R(A) —w)
= % uma vez que R(A\) > w. (2.20)

Ora, sendo a aplicagio t € [0,00) +— e S (t)z € X continua (pois e e S(t)z
sao continuas) e, portanto, integréavel em todo intervalo da forma [0, b], b > 0, resulta em

virtude do teste de Weierstrass (Proposigao 1.4.10), e das estimativas (2.19) e (2.20), que

/ e S (#)z]|dt < +oo.
0

[e¢]
Consequentemente a integral / e MS(t)x dt existe, uma vez que
0

/00 e MS(t)x dtH < /00 e S(t)x dt|| < oc.
0 0

(Veja Proposigao 1.4.8 item (iv)).
Para a segunda parte da demonstragao, considere, para cada A € C com R(\) >

w > wy, 0 seguinte operador de X
Ryx :/ e‘AtS(t)x dt.
0
Veja que Ry € linear, pois se z,y € X e a € K, temos

Ry(ax +vy) = /OOO e M i(’t_)/(ax +y)dt = /OOO e MaS(t)x + S(t)y] dt

linear

= a/ e MS(t)x dt +/ e MS(t)ydt = aRx(z) + Ra(y).
0 0
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De (2.19) e (2.20) vem que

| Raz|| = H/OOO e_’\tS(t)xdtH < /OOO e S (#)a dt]| < (%) I,

ou seja, Ryxr é Lipschitz, portanto, pelo Teorema 1.3.1 é continuo, com || Rx|zx,x) <

M

m . Aﬁrmamos que

lim
h—0+

-1
{S(hz } Ryr = ARyr — r para todo z € X.

Observe que pela Proposigao 1.4.9 (aplicada no caso em que o operador é limitado, veja
a Observacio 6), uma vez que t € [0,00) — e *S(t)z € X é continua, tem-se

1 [ 1 [
= —/ e MS(t + h)x dt — —/ e MS(t)x dt.
h Jo h Jo

Fazendo a mudanga de varidvel (veja o Teorema 1.4.1) & =t + h, obtemos

[S(hz— f} Ryx — %/h e NER §(¢) d — %/0 e MS(t)x dt.

1 h
Agora, somando e subtraindo o termo 7 / e MM S (1) dt, obtemos
0

CIOREY / e NSt dt + T / e NStz dt
h h h h 0

1" 1 [
— —/ e MM Sz dt — —/ e MS(t)x dt
h Jo h Jo

A oo A h 1 [
= —/ e MSMadt — — [ e MS(t)wdt — —/ e MS(t)x dt
hJo hJo h Jo

A ph

Ah 00
= (6 1> / e MS(t)a dt — % e MS(t)z dt.
0

h 0

Tomando o limite com h — 0T, temos

Ah

. S(h) -1 s M —1 Y . € " —At
lim [T} Ryx = hm( - /0 e S(t)xdt_hll{&?/o e " S(t)x dt.

h—0t h—0t
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No primeiro limite, usando a regra de L’Hospital, obtemos

A q Ah
lim (e Ryx = lim (M) Ryx = AR, x.
h—0+ h ~—~ h—0+ 1

indenpende de h

No segundo limite podemos utilizar o Teorema da Média ( Proposi¢ao 1.4.12)

A fh 1t
lim —/ e MS(t)xdt = lim M - lim —/ e MS(t)xdt = *S(0)r = .
0 0

h—0+ h—0+ h—07+

Desse modo, mostramos que Ryx € D(A) para todo z € X, isto é, Ry : X — D(A), e

que vale

ARy x = ARyx — x.

Segue-se disso que

T = /\R)\[L‘ — AR)\I‘ = ()\[ — A)R/\ZL‘

Portanto, Ryz = (A — A)~'z. Mostramos que Ry é o operador inverso de (Al — A) &
direita. Se z € D(A) entao S(t)z € D(A) (pela Proposicao 2.0.4) e AS(t)x = S(t)Ax.
Como A é fechado (Proposi¢ao 2.0.5), temos

Ry\Az = / e MS(t)Ax dt = A/ e MS(t)xdt = ARyx para todo x € D(A).
0 0 )

Vv
usando a Proposicao 1.4.9

Como RyAx = ARyx = AR\x — x, segue que
r = ARy — RyAz = Ry(\ — A)z,

onde utilizamos a linearidade de R,. Desse modo, mostramos que R, é um inverso a
esquerda de (A — A) para todo z € D(A). Por outro lado, ja verificamos que Ry é um
inverso a direita de (Al — A) em X. Portanto, R, é inverso a direita de (Al — A) em X e
inverso a esquerda em D(A).

Dessa forma concluimos que Ry = (A — A)™!, para cada A € C com R(\) > wy.

Resta mostrar que A € p(A). Para isto, basta notar que R, é limitado (veja a Defini¢ao
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2.0.4), para cada A € C com R(A\) > wy e densamente definido, pois D(R)) = X. Logo

A € p(A) e portanto, conclui-se que

R(MA) =Rz = / e MS(t)xdt paratodor € X e A € p(A).
0

]

Corolario 2.0.2. Seja S : [0,00) — L(X,X) um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A : D(A) C X — X. Se A € C € tal que R(\) > wy, onde

entao:

(i)

dn
WR()\; Az = (=1)"n! R\ A)™ e, para todo x € X,
(ii)
d &
NR()\; A)x = / e M(=t)"S(t)xdt, para todo x € X,
0

sendo a deriwada no sentido de Fréchet, isto €, no sentido da Defini¢ao 1.4.2.

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que

lim R(u; A)r = R(A\; A)z, para todo x € X, (2.21)

n—A

ou seja, mostraremos que a aplicagdo A\ — R(A, A) é fortemente continua.

Seja A € C tal que R(A) > wy > w > wp. Considere uma sequéncia (u,) C C tal
que g, — A quando v — +oo e R(p,) > wy para todo v.

Comecemos mostrando que para cada x € X et € [0,00),

lim e *!S(t)r = e MS(t)x em X. (2.22)

v—-+00

(Esse resultado serd essencial para verificar (2.21)).
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Uma vez que a exponencial é uma funcao continua e y, — A entdao lim e " —
V—r 00

e M| = 0. Além disso, sabemos que ||S(t)z|| é limitada, para cada z € X, e t € [0,00).
Assim,

lim || ™*S(t)r — e_AtS(t):L‘H = lim e ™" — e_’\t|||S(t)x|| =0.
V—00

vV—r00

— |efﬂ?(uu)t| |€fi%(uu)t| <

Portanto, (2.22) estd verificada. Por outro lado, como |e "

e Rt obtemos
le S ()| = e[S (#)x]| < e NS (Bl x ]l

Pela Proposigao 2.0.2, ||S(t)|| < Me** para w > wy, em particular, para w; > w > wp.

Segue-se disso, e do fato que —R(u,) < —w; que
le™tS(t)a|| < Mem =N |g]| < Mem = ). (2.23)
Como —(w; —w) < 0, temos que

/ M ||z||e”@r—)tat = MH:I:H/ “(rmw)t gy
—(w1—

=M
]| = — _w) .
—(w1—w)t 0
= M| lim ¢ -
—(w —w)  —(w —w)
1

De (2.23) e (2.24) podemos utilizar o Teste de Weirstrass (Proposicao (1.4.10)) para

concluir que:

/ e S dt < +oo e / e MS(t)xdt < 400, paratodo v € N,
0 0
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Como (e ™*S(t)xr) é uma sequéncia de fungoes integraveis em [0,00) e dominada pela
funcdo integravel Me=“'=“)||z|| (veja (2.24)), resulta do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue (Teorema 1.2.5) que

o0

lim R, A) = lim | e "tS(t)z dt — / MG (t)a dt
V—00 V—00 0 0

=R(ju,A) =R(),A)

Segue entao (2.21).
Note que se R(p) > wp entao a Proposigao 2.0.7 garante que A, i € p(A). Assim,
os operadores R(\; A) e R(u; A) estdo bem definidos e temos que

R(u; AYR(N A) = (u = A)TH AT = A)™H = (M = A) 7 (I — A)™ = RO\ A)R(; A),
(2.25)
ou seja, operadores resolventes sdo comutativos. De fato, (A — A)(ul — A) = (ul —

A)(M — A), por consequéncia de
M = A)(ul — A) =Ml —MNA—pA+A* e (ul — A)M — A) = pu\ — pA — NA+ A%
Segue-se disso que

(AT = A)(u = A)]7H = [(u] = A)A = A" = (A = A)"H(ul = A)~".
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Combinando a tltima igualdade com [(A] — A)(ul — A)] ™" = (uI — A" (A — A)™', segue
(2.25). Portanto,

RO\ A) = R(u; A) = (AT = A) 7' = (ul = A)~!
= (uI — A)(pul = A)7'M = A) ™ = (M = A)(N = A) " (u] — A)7!
I(Ider:‘gdade) I(IdeI:;dade)
= (pl = A) (I = A)H A= A)7 = (M = A) (AT = A) N (pul — A)™

TV TV
Comutam Comutam

= [(ul — A) = (A = A)J(M — A) ™ (ul — A)™

=[ul — A= X+ A|(M — A)"H(ul — A)7!
= (u— NI — A) " (ul — A~
= (=M1 R\ A)R(; A).

Encontramos que

R(p; A) — R(A; A)
(1= A)

= —R(NA)R(u; A), desde que p # A.

Entao utilizando (2.21)

d o [R(u; A) = RN A)
dAR(A,A)x—igr}\ T x
— tim [~ RO\ A)R(s Al
p—

= —R(\; A) lim R(p; A)x
U=

= —R(\;A)’z paratodo € X.
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Deste modo mostramos que o item (i) vale para n = 1. Usaremos indugao em n para
os demais casos. Para isso, suponhamos que a identidade (i) é vélida para n e provemos

para n + 1. Da hipdtese indutiva vem que

dntl d [d"
d n n
== [(=1)"n!R(\; A" =
d
— (1| . n+1
(—1) n'd)\R(A’A) x
= (=1)"n!l(n+ 1)R(\; A)"%R(A; A)x

(=1)"(n+ IR A)" (= R(A; A))z

= (=1)"™(n + DIR(\; A)" 2,

Note que usamos a regra da cadeia em espacos de Banach para derivar R(\; A)""'z. Uma

versao deste teorema pode ser encontrado em [2, Teorema 9.6.5]. Isto conclui a prova de
(). ]
(i) Antes de iniciar a demonstragao desse tépico é necessario verificar se at”e”\tS (t)r =

—t"Te™S(t)2. Perceba que a funcdo t"e *S(t)z é continua em relacio a A. Além disso,

para R(A) > w; > w > wp, temos

[#"e™ S ()|l < *le IS )l ecxx 1]
< tne—éﬁ(k)tMethxH

= Mt"e’(%()‘)’“’)tHxH.

Portanto

[t"e S () z|| < Mt"e™ @1 =)||z]. (2.26)

Vamos verificar que

/ le” Wl dt < 400 para w; >w >wy e cadan e N.
0
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Argumentaremos com indugao. Paran =0

—(w1—w)t o
/oo ot gy e~ (wi—w)
; o),

i 6—(w1—w)t 1 1
= lim — = < Q.
tooo —(W] —w) —(w—w) (W —w)

Agora, suponha que a integral exista para m e vamos mostrar que existe para n + 1.

Utilizando a integracao por partes

[eS) n+1,—(w1—w)t e [e%S)
/ tn+1 6—(w1 —w)tdt — _t € ' o / (n + 1) tne—(w1 —w)tdt
0 0 0

w1 — W — W] — W
=u =dv ! #,_)/
(Constante)
' tn+1€—(w1 —w)t 0n+le—(w1 —w)0 n-+1 oo o
= lim — + + ( ) the~ W@l
t—o0 w1 — w w1 — W (wl_w) 0
Por L’Hospital =0 0 ng

A 1ultima integral é finita pela hipdétese de inducao. Entao concluimos que
/OO the” @t < foo para w; >w>wy e cadan e N/{0). (2.27)
0
Tendo em vista (2.26) e (2.27), temos que
/00 Mt~ @11 2|| dt < oco.
0
Logo, pelo Teste de Weierstrass (Proposigao 1.4.10) temos que a integral
/OO t"e NS (t)x dt
0

converge absoluta e uniformemente para R(A\) > w; > w > wy, e n = 0,1,.... Sendo
assim,

/ t" e MS(t)x dt
0

também converge absoluta e uniformemente para R(\) > w; > w > wy e, portanto, é

permitido diferenciar a integral

/ t"e MS(t)x dt
0
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com respeito a A para obtermos

4 t"e ™ MS () dt = / 4 (the ™ MS(t)z) dt = — / t" e MS(Hwdt.  (2.28)

Agora vamos a demonstragao do tépico (ii). Queremos mostrar que

jWR()\ A)x = / e M(—t)"S(t)xdt, para todo z € X. (2.29)
0

Vamos mostrar por indugao, veja que o caso n = 0 ja foi mostrado na Proposigao 2.0.7

R()\;A)a::/ e MS(t)x dt.
0

Entao suponha que (2.29) seja verdadeiro para n, e vamos mostrar que vale para n + 1.

Veja que
dn+1 d dn
d)\”-HR()\’ ):C A\ (d)\nR()\ ) )
d o0
— 7 </ e*/\t<_t)n5(t)x dt) (Por hipétese de indugao)
= (—1)”i / N e M S (t) dt
d\ \ Jo
— (=1 (— = n+1_—\t
\—,8/( D™ 1)/0 e MS(Ha dt
/ M) LS (b) 2 dt.
Isto conclui a demonstracao. -

O proximo Teorema é o principal resultado deste capitulo, permite caracterizar
um operador linear como o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. O
Teorema de Hille=Yosida tem origem nos estudos de Einar Hille, norte americano que
iniciou as pesquisas sobre semigrupos lineares em espacos de Banach, por volta de
1936. Ele publicou diversos trabalhos fundamentais nessa area. Em 1948, Hille e o
matematico japonés Kosaku Yosida publicaram, de forma independente e no mesmo
ano, resultados equivalentes que caracterizavam os operadores geradores de semigrupos
fortemente continuos, consolidando o teorema que leva seus nomes, Hille publicou seus

resultados em um livro sobre Andlise Funcional e Semigrupos de Operadores, enquanto
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Yosida publicou um artigo, com resultados equivalentes aos de Hille. Na formulacao
original, o resultado foi estabelecido para o caso particular em que M =1 e w = 0.
Posteriormente, a teoria foi ampliada, passando a abranger valores gerais de M e w,
correspondendo a versao moderna do teorema amplamente utilizada na literatura atual.

A biografia de Einar Hille descreve suas principais contribuigoes [21].

Teorema 2.0.1 (Hille-Yosida). Para que um operador linear A : D(A) C X — X, seja
o gerador infinitesimal de um semigrupo S : [0,00) — L(X, X)) de classe Cy, € necessdrio

e suficiente que:
(i) A seja fechado e seu dominio D(A) seja denso em X.

(i1) Ezistam nimeros reais M e w tais que, para cada real X > w, se tenha X\ € p(A) e

| RN A)" || £x,x) < para todo n € N. (2.30)

M
(A —w)’
Neste caso,

1Sl zcxx) < Me*, &> 0.

Demonstragao. (=) Necessidade.

Suponhamos que um operador linear A : D(A) € X — X seja o gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. O item (i) vem direto da Proposic¢ao 2.0.5 que
afirma que 7O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é um operador linear

fechado e D(A) é denso em X7.

WIS gendo (S(t))s0 um

Provaremos o item (ii). Seja w > wy = lim
t—00

semigrupo de classe Cy, entao, pela Proposicao 2.0.2, existe M > 1 tal que
IS < Me**, t>0. (2.31)
Logo, se A € R, A > w > wy, entdo, pela Proposigao 2.0.7, temos que A € p(A) e pelo

item (i) do Corolario 2.0.2 temos

n—1
%R()\; A)x = (=" n—-1)IR(\; A"z, paratodo x € X,
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o que implica que

(_1)n—1 dn—l

X A)rz =
RO AN = oy

Além disso, pelo item (ii) do Corolario 2.0.2 temos que

n—1 o]
%R(A;A)xz/ e M(=t)" 1S (t)x dt.
0

Substituindo essa expressao na igualdade anterior obtemos

(-1

T /OOO e M(—t)" LS () dt
1

= T / e M TLS () dt.
1),

R\ A)"x =

Assim, para cada x € X, de (2.31) e (2.32) resulta que

. n _ 1 > —Atyin—1
(2.32)
1 [e's)
< M= S]] - ||| dt
S v A EOI

1 o0
< / eVt 3| di
(2.31)
S MHxH /Oo tn—le—()\—w)t dt
(n—=1!Jo

Para concluir a desigualdade desejada, (2.30), mostraremos que
/ Tt =t gy (= DY
0

Por indugao, para n = 1, temos

R(\; A)x, paratodo z € X.

00 —(A—w)t o —(A—w)t

/ ety — ()| = lim = IS

: 0w TR0 G-w)
—_—— —

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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Agora, suponhamos que (2.34) se verifique para n e provemos indutivamente para

n + 1. Utilizando a integracao por partes

0o n,—(A—w)t]t=° oo —(A\—w
N fe—(A—w)t B Wl € (A—w)t
t" e dt = | —— nt" T ——dt
vl Iy we | R ML g
n,—(A—w)t] 1= oo
— [w} + L/ tnflef()\fw)tdt
—A=w) ]y A—w Jo
n —(A—w)t on —(A—w)0 00
= lim — +—° +— / (e Oy
o —A—w)  (A-w) S A-w .
L’Hos;;:al =0 ‘Or Hipétes;rindutiva
_on (n—1)!
CA—w (A—w)n
n!
A —w)nrt

Portanto, (2.34) vale para todo n € N. Consequentemente, encontramos que

M|
RNA) x| < ———.
IR Ayl < 7o
Tomando o supremo com a ||z|| < 1, obtemos
M|z
sup [[R(A; A)"zf| < sup ———=F,
Jall<1 faf<t (A —w)"
o que implica
M

A A < —.
1RO A) ek < =g

Assim, verificamos que se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy os
itens (i) e (i) sado satisfeitos.
(<) Suficiéncia.

Suponhamos, agora, que existam nimeros reais M e w tais que para cada real

A > w, tenhamos A € p(A) e

| RN A) " 2x,x) < para todo n € N, (2.35)

M
(A —w)™’

e, além disso, que A seja fechado e densamente definido.
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Defina, para cada real A > w, o operador linear
By := NR(\ A) — AL (2.36)

Como A é fechado e A € p(A), entdo D(R(N, A)) = X (Proposicao 2.0.6). Portanto,
B, : X — X. Os operadores definidos em (2.36) sao conhecidos como aprozimagoes de
Yosida de A. Como A € p(A), temos que R(\; A) é continuo e consequentemente By
também o é. Para conveniéncia do leitor, explicaremos o que sera feito no restante da

demonstracao, a qual consistira de 5 etapas:

e Na primeira etapa vamos mostrar que

lim Byx = Az, paratodo x € D(A).

A—00

e Na segunda etapa vamos mostrar que dado 7 > w existe A\g > w tal que se A > g

||6tB>‘||£(X7x) S M@t’y. (237)

e A terceira etapa consiste em mostrar que, !B para cada t > 0, converge para um

operador linear limitado S(t) quando A — oc.

e Na quarta etapa vamos mostrar que a aplicagdo S : [0,00) — L(X, X), definida

acima é um semigrupo de classe Cj.

e Finalmente, na quinta etapa vamos verificar que A é o gerador infinitesimal de S.

12 etapa. Nesta etapa vamos verificar que

lim Byz = Az, paratodo x € D(A).

A—00

Seja x € D(A). Por definicio R(\, A)(\ — A)x = x, porque R(\, A) = (A — A)~*. Por

consequéncia, temos

RMNAYN —A)x =2z
= AR\, A)x — RN A)Az =z
= AR\, A)x —z = R(\, A)Ax. (2.38)
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Sabemos que a desigualdade (2.35) é satisfeita, por hip6tese, entdo tomando a norma na

ultima igualdade de (2.38) e usando n = 1, obtemos
M
IMR(A, A)z — zf| = [[R(A, A)Az]] < [|RO All e Azl < s—— ][ Az]).
Aqui podemos tomar o limite com A\ — oo
: , M
0 < lim [[AR(N, A)x — 2| < lim ——||Az| — 0.
A—00 Asoo A — w

O dltimo limite tende a zero justamente porque, para cada x € D(A), o termo ||Az|| é

uma constante em relagdo a A. Dessa forma encontramos que /\lim IAR(N, A)z — z|| = 0,
—00

e usando a definicao de limite podemos concluir que

lim AR(A\, A)zr =z para todo x € D(A). (2.39)

A—00

Agora queremos mostrar que a convergéncia se da para todo x € X. Isso sera feito em
duas partes, primeiramente, mostraremos que ||[AR(X, A)||z(x,x) ¢ limitada para A > 7,
onde 7 é algum numero positivo, e em seguida usaremos isso e a densidade de D(A) para
estender (2.39) para todo = € X.

Notemos inicialmente que (2.35) garante que

M
R(X\ A <
1RO All e < v—»
e, desta forma,
Al
AR(MN A < —M. 2.40
MR Al e < v (2.40)
Al [A|M

Como — M quando A — oo. Assim, dado

— 1 quando A — oo, vem que \
e =M >0, existe n > 0 tal que se A > 7 tem-se

AIM

M| < M.
A—w ’<

Disso e de (2.40), obtemos

A M
IAR(A; A)| gixx) — M < |A|— - M‘ <M, se\>n.

— W
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Portanto,

H)\R()\, A)HL(X,X) < 2M, se A > 1. (241)

Consideremos = € X. Sendo D(A) denso em X, existe (x,) C D(A) tal que

z, -2 em X quando n — oo. (2.42)

Da convergéncia em (2.42), dado € > 0, existe ny € N tal que

|lzn — x| < para todo n > nyg. (2.43)

5

2M +2’

Da convergéncia em (2.39) e de z,, € D(A), /\lim AR(N; A)xy,, = xy,, portanto, para o
—00

mesmo ¢ > 0 dado, existe § > 0 tal que

INR(X; A) g — Tl < se A > 4. (2.44)

&
2M +2°

Logo, definindo £ = max{n;d} > 0, onde 7 estd definido em (2.41) e § em (2.44), temos
para x € X, x,, € D(A) e A > &,

INR(X; A)z — x| = [[AR(N; A)x — AR(A; A)xyy + AR(N; A)xyy — Ty + Ty — |
<AR(A; A)z — AR(A; A) g || + [[AR(A; A) g — T || + (|20 — 2]
(Desigualdade Triangular)
- H)‘R()"A)[I - xno]” + H)‘R()"A)xno - wno” + ”xno - JZ”
<[ARNA) [ - |2 = g || + IARA, A)Zng — T || + |20 — |
——

(2.41)

< 2M c + ° + c
QM +2  2M+2  2M +2

Il
™

Como € > 0 é arbitrario, isto prova que

lim AR(\, A)z =z, para todo z € X. (2.45)

A—00
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Lembre-se que de (2.36) e de (2.38)
Byxr = (M*R(\, A) — Az = AAR\, A)z — 2] = M(R(A, A)Az).
Entao, de (2.45), para todo x € D(A)
)\h_)rgo Byr = /\h_)nolo AR\, A)(Az) = Ax. (2.46)

Note que foi necessario verificar que (2.45) converge para todo z € X, justamente porque
Az € X, mesmo que x € D(A). Isto finaliza a primeira etapa.

22 etapa. Nesta etapa vamos mostrar que

Dado v > w, existe \g > w tal que se A > \g > w, entao (2.47)

tBy

He < Me".

HL(X,X)

Veja que, para z € X, temos (usando a propriedade de exponencial de um operador

e B = 6P vista na Observacio 4)

||etBAIH _ et(AQR()\,A)—)\I)xH

2 _
JNPR(NA) t,\IxH

VAN

GAZROA) ” He—t)\IxH ‘ (2.48)
L(X,X)

Contudo, pela definigao de exponencial de um operador

”€_t>\ll‘|| — Z (_t)\)nfnl‘

n!
n=0
2 (—tA)"
-
nl
n=0

]l = e[| (2.49)
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Pela hipétese sobre a norma do operador resolvente em (2.35), temos para todo t > 0

tAZR(A A)H i (t/\2)n (R()\ A))n
e ’ =
L(X,X) — n! ’
()" n
<> 1RO A)
n=0 ’
(N M
<
- ; nl (A—w)”
N (A —w)h)”
B MZ n!
n=0
M A=) (2.50)
Entao combinando (2.48), (2.49) e (2.50), obtemos
HetB)\xH < Met)\Q()\—w)*le—tA ”:L,H
_ Met)?()\fw)—lft)\ HxH
= Ml |z|| paratodo z€ X et>0 (2.51)
Note que
_ A\ —w) + \?
A4+ A2\ — =
+ A\ —w) -
N N
A—w
Aw
= 2.52
o (2.52)
Logo, de (2.51) e (2.52) chegamos a
ez < Me's=s |lz||, paratodo z € X. (2.53)
) Aw . .
Entretanto, lim —— = w. Seja 7 > w e consideremos ¢ = v — w > 0. Desta

A—=o00 A — W

ultima convergéncia obtemos a existéncia de \g > w, tal que, se A\ > A\g > w, entao

— W

‘ Aw
<e=7v-—uw,

A—w
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ou seja,
Aw
A—w

<. (2.54)

Assim, desde que v > w. Para todo x € X, obtemos que, para todo t > 0

ez < Me's=s Izl

< Me"||x|], paratodo A > .
Portanto,

sup ||e"z|| < sup Me" ||z,
=<1 [[=]]<1

o que implica

tB)

e < Me", (2.55)

HL(X,X)

como queriamos demonstrar. Isto encerra a segunda etapa.
32 etapa. A préxima etapa consiste em mostrar que e'?* converge, para cada t > 0 para

um operador linear limitado S(¢) quando A — oo. Para isto, definimos
Sy(t) =e'P» paratodot>0e )\ > w. (2.56)

Mostraremos que (Sy(t)x)ys>w é uma sequéncia de Cauchy uniforme em X para ¢
em intervalos limitados de [0,00), ou seja, que ||[S\(t)z — S,(t)z|| — 0, para A, p
suficientemente grandes, x € X e ¢t € J, J um intervalo limitado de [0, 00), e em seguida,
usando o fato que X é Banach, definiremos S(¢)z como o limite pontual de Sy (t)z, quando
A — 00. Mostraremos por fim que S(t) é limitado.

Como a aplicacdo t +— Pz pertence a C'([0,00), X), para qualquer ¢t > 0
(Proposigao 1.4.7), podemos usar o Teorema Fundamental do Calculo em espagos de
Banach (Proposigao 1.4.11) para obter

t

d

(etB* . etB“)x _ / d_(e(t—r)BueTBA)x dT, para todo z € X.
0 T
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Na notagao (2.56) isso fica reescrito como

(Sa(t) = S,(t)r = /Ot i(Su(t —7)S\(7))x dr, paratodo x € X. (2.57)

dr

Por outro lado, pela Proposi¢ao 1.4.7, item (ii), temos

2 (Sult =TS = (eI
T T
d
_ e (etB,H-T(B/\_Bu)):L»

= (B)\ _ Bu)etB“J’_T(B’\_B“)[L‘
= (B) — Bu)e(t_T)B”eTBAI

= (Bx — B,)S,(t — 1)S\(7)z. (2.58)

Antes de substituir (2.57) em (2.58), vamos verificar que By e B,, comutam com
S, (t). Lembre se que, de (2.25), desde que A\, € p(A) temos que R(\, A)R(u, A) =
R(u, A)R(X, A). Como By := A*R(\, A) — A, obtemos que B, e B, comutam, ou seja,

BB, = P2RO\ A) — M| R(p, A) — )
= NPRO A)R(py A) — N uR(N, A) — M RN, A) — Al
= [®R(p, A) — pI|[N’R(\, A) — M| = B,B.

Portanto
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para todo x € X. De forma analoga verificamos que B, comuta com S,,. Agora podemos

substituir (2.58) em (2.57):

(S5) = Su(t)e = [ (S, =Sr)adr
_ /Ot(BA — B)S,(t — T)Sa(r)x dr

= /Ot Su(t —7)S\(T)(B) — B,)x dr.

Tomando a norma, obtemos:

1(Sx (1) = Su(®)z]] < /0 15t = 7)S\(T)(Bx = By)x|| dr
< /0 15t = T)SNT)I [I(Bx = Bzl dr

< [ 1 e 1B - Buel dr
0

TV
Por definicao de Sy, S,

Dado v > w, segue de (2.47) que ||| < Me™ para A > \g. Em especial, se \, i > Ao,

obtemos

¢
ISa(0)e = S,(0)all < [ (M) (41 [ Brz ~ Bl dr
0
¢
= M?||Byxz — B,x|| / e dr
0

= M*te" || Bxz — B,z
Se x € D(A), tomando o limite na expressao acima quando A, u — oo, e concluimos que
0< lim [[Sy(t)x — Su(t)z] < M*te™ lim ||Byx — Bz| — 0.
A, 4—00 A, 4—00

Lembre-se que na primeira etapa foi demonstrado que /\lim Byx = Ax paratodox € D(A).
— 00
Porisso lim |Byz — B,z| = ||[Az — Az|| = 0.
A, —00
Perceba que acabamos de demonstrar que (S)(t)z) >, ¢ uma sequéncia de Cauchy
uniforme para todo z € D(A) e todo intervalo limitado de ¢ (" ¢ limitada em todo

intervalo limitado). Mostraremos agora que essa sequéncia converge, para todo x € X.
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Considere J um intervalo limitado e fechado de [0,00) e v > w. De (2.55) e
(2.56), temos

IS\l 2x.x) = HetB*”E(X’X) < Me" < C, paratodote Jel>N>w. (2.59)

Agora, considere x € X. Por hip6tese, D(A) é denso em X, entdo existe uma sequéncia
(zn) C D(A) tal que

lim z, - z em X.
n—oo

Dessa forma, pela definicao de limite, dado € > 0, existe ng € N tal que

|zn — 2| < para todo n > ny, (2.60)

€
20+1
onde C' é a constante dada em (2.59).
Por outro lado, como a sequéncia (Sy(t)Zn,)r>w € de Cauchy, para o intervalo J,

e com x,, € D(A), existe a > 0 tal que se A, u > max{w, A9, a} := 3, temos

|SA(t)Zny — Spu(t)an, || < para todo t € J. (2.61)

€
2C+1
Assim das desigualdades (2.59), (2.60) e (2.61) podemos concluir que a sequéncia
(Sx(t)x)r>w é de Cauchy para x € X. Veja que, somando e subtraindo o termo

intermedidrio Sx(t)x,, € S,(t)Ty,, € usando a desigualdade triangular, obtemos

1Sz = Su(t)z|| = [15x()x = Sx(B)wny + Sx(E)Tny — Spu(t)ng + Su(t)n, — Su(t)||
< 198(8)z = Sx ()2, | + (153 ()2ng = Spu() g || + 19 ()ng — Spu(t)]|

< SO 2 x) 17 = T | + 1153 @) T g = S (O) g | + 115D £ (x x) 1200 = ]l

< Cllz = ol + (1S3 (#)2ng = Su(t)n, || + C llan, — 2|
.59

~~
(2.59)

< 20 |[wny = f| + 153 (E)Tng — Spu(t)2n||

& g
< 9 _
< 20+ 1 2041
(2.60) e (2.61)

<,

para todo A\, > [ e para todo t € J, o que prova que a sequéncia {Sy(t)z} s, é de

Cauchy uniforme em X para ¢ em intervalos limitados de [0,00). Resulta dai, em vista
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de X ser Banach, que existe, para cada t > 0, uma aplicacdo linear S(t) : X — X, tal

que para todo z € X,

S(t)x = /\_)loior7r)1\>w Sx(t)xr em X  uniformemente nos intervalos limitados da reta.
(2.62)
Para finalizar essa etapa, precisamos verificar que esse operador é limitado, ou seja, que
S(t) € L(X, X).
Sabemos que {S)\(t)}rsw C L(X, X) pela forma como foi definido. Além disso

sabemos que para cada r € X a sequéncia converge, logo sup ||Sy(¢)z| < +oo. Entao
A>w
pelo Teorema Banach-Steinhaus (Teorema 1.3.3) temos que

Sup SO £x,x) < € < o0,
ou ainda,
[S: (8] < 15(8) | gy lall < Cllell - para todo o € X € A > w,
Tomando-se o limite nesta ultima desigualdade quando A — oo de (2.62) resulta que
|1S(t)z|| = )\11_}1210 |1S\(t)z|| < C||x||, paratodo z € X.
Se tomarmos o supremo com ||z|| < 1, obtemos

IS0 o) = sup 1S < sup Clall = € < oc,
llzll<1 llzll<1

e, desta forma, S(t) € L(X, X), o que prova a afirmagao. Isto finaliza a terceira etapa.

42 etapa. O objetivo dessa etapa consiste em mostrar que o operador S é um semigrupo

de classe Cy. Precisamos verificar as trés propriedades da Definigao 2.0.1

(i) A primeira propriedade é a mais simples. Usamos a defini¢ao via limite de S e que

e’ = I para obtermos

S(0)z = lim Sy(0)z = lim e"®*z = z; para todo = € X.

A—00 A—00
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(ii) Dados t,s > 0 e z € X, obtemos

S(t+ s)z = lim S\(t + s)x = lim 9P = lim P e*Br = lim S, (¢)S\(s)x.
A—00 A—00 A—00 A—00

Nesse ponto, queremos verificar que

)\11_)11010 Sx(t)Sa(s)x = S(t)S(s)z. (2.63)
De fato, sejam € > 0 e v > w. De (2.55) resulta que:
IS\ 2xx) < Me" | para todo A > ). (2.64)
Portanto, se J é um intervalo limitado de [0, 00) que contém t e s, de (2.64) inferimos

1S3l zxx) < €, para todo A > Ag e para todo § € J. (2.65)

Por outro lado, resulta de (2.62), para o ¢ > 0 dado, que existem Aj, Ay > w tais que

|SA(s)x — S(s)x| < para todo A > Aq, (/\lim Sx(s)x = S(s)a:) (2.66)

€
C+1

e, trocando x por S(s)z,

I1Sx(t)S(s)x — S(t)S(s)x| < para todo A > As. (2.67)

£
C+1
Das desigualdades (2.65), (2.66) e (2.67), obtemos

|1Sx(t)Sx(s)x — S(t)S(s)x| = [|Sx(t)Sa(s)z — Sx(t)S(s)x + Sx(t)S(s)z — S(t)S(s)z|]
Sa(s)z — Sa(D)S(s)al + [1r(1)S(s)z — SB)S(s)e]
(s)x — S(s)2)] + [1SA(1)S(s)x — S(B)S(s)e|
g ISa(s)z = S()zl| + [[Sx()S(s)x — 5(1)S(s)al

N —— — Vv Vv -
(2.65) (2.66) (2.67)

S~— S~— SN— SN—
—
n
>
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desde que A > A := max{\g, A1, A2}, 0 que prova (2.63). Concluimos que
S(t+s) = S(t)S(s); paratodot,s> 0. (2.68)

(iii) Neste item queremos verificar que S é um semigrupo de classe Cy, ou seja, queremos
mostrar que

lim [|(S(t) — I)z||x = 0, para todo x € X.

t—0t

Primeiramente, note que Sy é um semigrupo de classe Cy, pois, para cada A >

Ao > w
. T tBx : tBx _
0.< lim [|(5(t) — Dallx = Tim (&% — Dallx < Tim (% — Dllecxlellx = 0

(Pela Observagao 5 sabemos que [|(e'® — I)||z(x,x) — 0 quando t — 0™).

Sejam ¢ >0, x € X e 0 < h < 1. Entao, por (2.62), existe Ay > w tal que
|Sx(h)z — S(h)z|| < % para todo A > Ao e h € (0, 1)(/\lim Sx(h)x = S(h)x). (2.69)
—00

Agora, pelo fato de S, ser um semigrupo de classe Cj, existe § > 0 tal que se 0 < h < 4,

tem-se

IS ()z = < 5. lim [[(Sy () — Dllx = 0). (2.70)

Portanto, para 0 < h < min{1, 4} resulta de (2.69) e (2.70) que

[S(h)z — xl| = [[S(h)z = Sx,(h)z + S, (h)x — ]|

(2?89) (2??0)
<S4S
2 2 7
0 que prova que
li S(h) — DNzl = 0. 2.71
lim [|(S(h) — )a (2.71)

Assim, provamos que S é um semigrupo de classe (. Isto termina a quarta etapa.
52 etapa. Nesta etapa vamos verificar que A é o gerador infinitesimal do semigrupo S. De

fato, seja B o gerador infinitesimal de S. Provaremos, inicialmente, que D(A) C D(B) e
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que A = B com x € D(A). Para isso, serd necessario mostrar que /\11_{210 S\(t) Bz = S(t)Ax
uniformemente nos intervalos limitados da reta.
Sejam x € D(A), A > w e h > 0. Temos, pela Proposicio 1.4.11 (S)\(t) = e'P* €
CH([0, h], £(X, X)) g
Sx(h)x —z = /0 —(S\(t)z) dt.

dt

Note que,

d d tBy tBy

a(SA(t)a:) = E(e x) = Bye'x = B\S\(t)x,
o que implica que

h
S)\(h,).’lﬁ — T = / S)\(t)B,\x dt h> 0, (272)
0

pois Sy(t) e By comutam para A > 0, como foi mostrado na terceira etapa.
Agora vamos verificar que

lim Sy(t)Byx = S(t)Ax, (2.73)

A—00

uniformemente nos intervalos limitados da reta.
Sejam J um intervalo limitado da reta, v > w e € > 0. De (2.62) existe \; > w

tal que

9

C+1

155 (t) Az — S(t)Az| < para todo A > \; e t € J, ( Jim 8,(t)(Ax) = S(t)(Ax)),
(2.74)

onde C' é a constante que aparece em (2.65).
Lembre-se que em (2.65) temos [|Sy(€)|| < C, paratodo A > Xy, todo & € J,
e lembre-se que foi visto na etapa 1 que )\11_)1210 Byx = Az, para x € D(A) (veja (2.46)).

Dessa forma a partir do mesmo ¢ > 0, existe Ay tal que A > Ao,

€
| Brxx — Az|| < oxl (2.75)
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Assim de (2.65), (2.74) e de (2.75), resulta, para A > max{Ag, A1, A2}, e x € D(A) que

[1Sx(t) Bz — S(t)Az|| = [|Sx(t) Bz — Sx(t) Ax + Sx(t) Az — S(t) Az|]
< [[Sx(8) Bax — Sx(t) Az || + [[Sa(1) Az — S(¢t) Ax|
= [|Sx(#)(Bxz — Az)|| + [[S\ (1) Az — S(t) Ax|
< 1S3l oxx) [|[Bre — Az||+ [|Sx(¢) Azx — S(t) Az||
N—— — Vv Vv
(2.65) (2.75) (2.74)
g g
<CO+1+O+1_&

o que prova (2.73). Resulta dai, de (2.62) e de (2.72) que

h h
lim (S)(h)z —x) = lim S\(t)Byrdt = S(h)x —x = / S(t)Azdt h > 0.
0

A—00 A—00 0

Perceba que mostramos que a convergéncia em (2.73) é uniforme em intervalos limitados,
h h
por isso que lim / Sx(t)Byx dt = / lim S\(t)Byx dt.
A—00 0 0 A—00

Desta ultima igualdade e do Teorema da Média (Teorema 1.4.12) resulta

— 1 [h
lim Sth)e —z = lim —/ S(t)Ax dt Az, paratodo z € D(A). (2.76)
0

~—
1.4.12
A relagao em (2.76) mostra-nos que x € D(A), assim

D(A) C D(B)e A= Bem D(A).
Por fim resta mostrar que D(A) = D(B).

Por hipétese temos que, se A > w entdo A € p(A), porém, como B é o gerador

n [|S@

—00

infinitesimal de S, pela Proposicao 2.0.7, se A > wy = 1 , entao A € p(B).
Logo, se A > max{w,wp} vem que A € p(A) N p(B).
Além disso, também por hipdtese, temos que A é fechado e A € p(A). Desse

modo segue daProposicao 2.0.6 que

D(R(\, A)) = D((M — A)™Y) = Im(M] — A) = X.
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Da mesma maneira, como B é o gerador infinitesimal de S, pela Proposicao 2.0.5, B ¢é
fechado e novamente pela Proposi¢ao 2.0.6 Im(A] — B) = X.
Entao

(M — A)(D(A) =X e (M—B)D(B)) =X.

Dessa forma podemos escrever
(M — B)(D(B)) = (M = A)(D(A)) = D(B) = (M — B)"' (Al — A)(D(A)).

Como ja verificamos que A = B em D(A), obtemos

D(B) = (\[-B)"Y(\I—A)(D(A)) = D(B) = (\[—B)""(\I-B)(D(A)) = D(B) = D(A).

Concluimos que D(A) = D(B) e que A = B. Portanto A é o gerador infinitesimal do
semigrupo S de classe Cy. Isto termina a etapa cinco e consequentemente a demonstracgao.

]

O Teorema de Hille-Yosida fornece condigoes necessarias e suficientes para que
um operador linear gere um semigrupo fortemente continuo. Essa caracterizagao é
fundamental para o estudo da existéncia e unicidade de solugoes do problema de Cauchy
Abstrato. A seguir apresentamos a defini¢ao desse problema e da solucao, além do teorema

que garante a existéncia e unidade da solucao do Problema de Cauchy Abstrato.

Definigao 2.0.6. Seja (X, |- ||) um espago de Banach, A : D(A) C X — X um operador

linear de X e consideremos, para cada ug € X, o Problema de Cauchy Abstrato:

du
() = Au(t), t>0, (2.77)

u(0) = wp.

A segunda condigao de (2.77) é chamada condicao inicial do problema e ug o seu valor

inicial.

Definigao 2.0.7. Uma funcao u : [0, 00) — X diz-se:

(a) uma solugao cldssica (ou forte) de (2.77) se:

i) w é continua para todo t > 0;
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ii) u é continuamente diferenciavel para t > 0;
iii) u(t) € D(A) para todo t > 0;
iv) w satisfaz (2.77).
(b) uma solucao mild de (2.77) se:
(i) u é continua para todo ¢t > 0;

t
(ii) / u(s)ds € D(A) para todo t > 0;
0

(i) u(t) = A /0 u(s) ds + o,

Lema 2.0.2. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado. Para cada x € D(A), seja

[2llpeay = llzllx + [[Az] x.
Entao, || - ||pay € uma norma em D(A) e (D(A),] - ||pay) € um espago de Banach. A
norma | - || pcay € conhecida como norma do grdfico.

Demonstragao. Seja x,y € D(A). Primeiro, para verificar que D(A) é um subespago

vetorial de X, basta notar que para =,y € D(A) e o € K, temos

aAxr + Ay = Alax +y).

Obtemos que ax+y € D(A) uma vez que A é linear, entao D(A) é um subespago vetorial
de X. Agora, vamos verificar que ||z|pay = ||z||x + ||Az||x satisfaz as trés propriedades
de norma:

(i) Vamos verificar que ||z pa) = 0 se e somente se = 0.

(=) Se ||z||pcay = 0, temos

|lz||x + ||Az||lx =0 o que implica que 0 < [|z||x = —||Az||x < 0= 2 =0.
Perceba que || - ||x j& sabemos que é uma norma, por isso usamos que ||z||x > 0.
(<)Sex=0

12l peay = 1100lx + [AO)[[x = 0+ [0] x = 0.
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(ii) Vamos verificar que ||ax| pay = | - ||| pea), desde que o € K
lez|pay = llozllx + [[A(az)]lx.
Lembre-se que A é um operador linear e novamente || - || x é uma norma, entao
loz] peay = o - llz]lx + flo- Az]]
= laf - [lzllx + laf - |Az]] = |a[([lz] x + [Az]x) = |af - [|z] pca)-

(iii) (Desigualdade triangular). Queremos mostrar que ||z +y|/pa) < ||zl peay + |yl p(a)-

Como A é linear e || - || x é uma norma temos

1+ yllpa) = llz+ylx + A +y)llx
= [lz + yllx + [[Az + Ayllx
< [lzllx + lyllx + [[Az]x + [| Ayl x
= [lzllx + lAz([x + llyllx + [|Ayllx

= ||z|lpcay + lyllpeay-

Veja que usamos a desigualdade triangular na norma do espaco de Banach X.

Agora vamos verificar que o espaco (D(A), |||/ p(a)) é um espago de Banach. Note
que D(A) C X, onde X é um espaco de Banach.

Precisamos verifcar que (D(A), ||-|[pa)) é completo, ou seja que toda sequéncia de
Cauchy dentro desse espago é convergente. Seja (z,,) C D(A) uma sequéncia de Cauchy,

entao, por definicao de sequéncia de Cauchy, temos

mlir_I}oo [0 — @ml|p(ay = 0 = MIEOO |20 — @l x + [[A(zn — 2m)|[x =0

=0< lim (o, — 2n|x+ lm [|A(x, — 2,)||lx =0
m,n—00

m,n—00
= lm |z, —2mlx=0 e lim [[Az, — Az,|lx =0,
m,n—00 m,n—00

ou seja, temos duas sequéncias de Cauchy no espago de Banach X, entao existem x,y € X

tais que z, — = e Az, — y. Entretanto, como (z,, Az,) € G(A) e G(A) é fechado em
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X x X, por hipdtese, vem que (x,y) € G(A), ou seja, y = Ax. Assim, z, — = em (D(A),

| llpcay)-
O

Teorema 2.0.2. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um semigrupo
S :[0,00) = L(X, X) de classe Cy. Entao:

(a) Para cada ug € D(A), existe uma tunica func¢ao
u € C%([0, +00); D(A)) N C([0, +00); X),

a qual € solugao classica do Problema de Cauchy dado em (2.77). Além disso, se S for

um semigrupo de contracoes, temos que

du

lu@I < lluoll e —

(1) = [[Au@)]| < [[Aucl|, ¥t = 0.

(b) Se ug € X, existe uma unica solugcao mild do Problema de Cauchy dado em (2.77).
Demonstracao. (a) Seja uy € D(A). Definimos:
u(t) = S(t)ug, t>0. (2.78)
Vamos mostrar que u é solucao classica do Problema de Cauchy Abstrato, ou seja pela
Definigao 2.0.7, precisamos verificar que:
(i) u é continua para todo ¢t > 0;
(ii) w é continuamente diferenciavel para t > 0;
(iii) wu(t) € D(A) para todo t > 0;
(iv) w satisfaz. (2.77)

Veja que como uy € D(A), vem da Proposigao 2.0.4 que S(t)ug € D(A), para
todo t > 0, logo u(t) € D(A) para todo t > 0, verificamos o item (iii). Além disso, da

mesma Proposicao 2.0.4 temos:

%S(t)(uo) = AS(t)ug = S(t)Aug = %(t) = Au(t) paratodo t>0. (2.79)
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De (2.78) temos, em particular, que

u(0) = S(0)uy = up. (2.80)

Entao concluimos que a aplica¢ao u definida em (2.78) realmente verifica (2.77), de modo
que esta verificado o item (iv). Precisamos verificar os itens (i) e (ii). Primeiro, vamos
verificar que u é continua para t > 0.

Seja tg € [0, +00) e t, — ty em [0, +00), como S é de classe Cy de (2.78) e (2.79)

resulta que

1S (tn)uo — S(to)uollx = [Ju(tn) — u(to)]|x — 0 quando n — +o0 (2.81)
e
0 < [[Au(tn) — Aulto)||lx = [|AS(tn)uo — AS(to)uolx
= [[(S(t,) — S(tg))Aug|lx — 0 quando n — +o0
= || Au(t,) — Au(ty)[|x — 0 quando n — oo. (2.82)
Ou seja,

[utn) = ulto)lpay = llultn) — ulto)llx + | Au(ts) — Aulto)[ x — 0,
quando n — 400, provando que
u € C°([0;4+00); D(A)).

Verificamos assim o item (i). Precisamos verificar que ¢ diferencidvel, tépico (ii). Veja

que de (2.81), verificamos que
u € C°([0; +00); X).
Da mesma forma em (2.82) mostramos que

= [|Au(t,) — Au(ty)||x — 0.
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Entao

du 0
— ; ; X).
7 € C7([0; 4+00); X)

ou seja, u € C*([0; 4+00); X). Verificamos que
u € C°([0; +00); D(A)) N CH([0; +00); X).

Perceba que foi mostrado que u é uma solucao classica do Problema de Cauchy Abstrato,
é necessario verificar que a solucao é tnica. Por contradicao, suponha que u e v sejam
solugoes de (2.77), isto é

du dv

i Au(t), u(0) =uy e o= Av(t), v(0) = up.

Entao, w = u — v satisfaz o Problema de Cauchy

dw
E(t) = Aw(t) t>0; (2.83)
w(0) = (u—v)(0) = up — ug = 0.

O objetivo é mostrar que w = 0. Sejam ¢,s > 0,0 < s <t < +00. Entao se |h—0| < t—s,

temos
280t~ syu(s)
~ im S(t—s—h)w(s+h)— St —s)w(s)
h—0 h
~ lim S(t—s—h)w(s+h) =St —s)w(s) n S(t—s—h)w(s)—S(t—s—h)w(s)
h—0 h h
— tim S(t—s—hyw(s+h)—=St—s— h)w(s)} N [S(t —s—h)w(s) — S(t — s)w(s)
h—>0\ h ] h
(2.84)
Na primeira parte queremos mostrar que:
lim St = s = Muls + hf)L =S s =W | g4 gyuf(s) = S(t—s) Aw(s). (2.85)

Note que a tltima igualdade vem da hipétese de que w satisfaz (2.77).
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Na segunda parte queremos mostrar que

lim
h—0

[S(t —5— h)w(s})L —S(t— s)w(s)} = —S(t — s)Aw(s). (2.86)

Para mostrar (2.85) podemos usar a defini¢ao de limite

S0 -5 = 1) | MR s syl

h
::sa_s—m[w“+2_w“q—sa—s—mw@y%ﬂpﬂ—nmmg—5@—@w@)
- su_s—m[w“*Jz_w“f—w@ﬂ4{5@—s—hy—su—$wm@.

Usando a desigualdade triangular e a propriedade da &algebra dos operadores,

obtemos

< Hs@ o) [“’(3 Hh ) w/<s>} H 11180 — s —h) = St —8)] w(s)]

<0 = s =) | MR

+ (S = s = h) =St = s))w'(s)]].
(2.87)

Note que para intervalos limitados, ||S(t —s — h)|| < M. Além disso, por defini¢ao

lim w(s+h) —w(s)

o
h—0 h =w/(s),

também temos que o semigrupo S é fortemente continuo. Entao de (2.87) obtemos,

quando h — 0 que

h) —w(s)
h

~
0 (Por defingao)

sg—s—m{ws+2_w“q—su—gw@)

w(s +
IIS(t—s—h)IIH (
—_———

<M

—w'(s)

7

~~

+ (St —s—h) = S(t = s))w'(s)| =0

0 (S é fortemente continuo)

=

— 0.

Portanto, (2.85) estd provado.

Agora, para provar (2.86) temos que considerar dois casos: h < 0e h > 0.

(i) h < 0. Neste caso —h > 0 e portanto
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lim S(t—s— h]z — S(t— 5)1 wls) = tim {S(t — s)S<—]/Z) — S(t— s)] w(s)
= lim —5(t —s) {S(;Z_I] w(s)
= st - i [S0 g

= —S(t — s)Aw(s).

Lembre-se que, S(t — s) € L(X,X), ou seja é uma fungao continua, o que justifica a
peniltima igualdade. Além disso perceba que w(s) € D(A), uma vez que por hipdtese

w=wu—vcomu,v € D(A) e por fim A é o gerador infinitesimal de S, entao por definigdo

S e P

(ii) h > 0. Neste caso temos

i [S(t—s—h})L—S(t—s)} wls) = T {S(t—s—h)—i(i—s—h—kh)} w(s)
= Jimy S0 =) [T i)

~ lim —S(t—s—h) {%} wl(s)

h—0t

= —=S(t — s)Aw(s).

Da mesma forma que o caso anterior S é um semigrupo fortemente continuo e A é o
gerador infinitesimal de S. Portanto (2.86) estd provado.

Assim, de (2.84), (2.85) e (2.86), para 0 < s <t < +o0, resulta que

d%[S(t —s)w(s)] = S(t — s)Aw(s) — S(t — s)Aw(s) =0,
o que implica que

S(t— s)w(s) = c(t), (2.88)

sendo ¢(t) constante em relagdo ao parametro s. Se tomarmos uma sequéncia (s,) com
s, — t obtemos que

S(t — sp)w(s,) = S(0)w(t).
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Lembre-se que como S(t) ¢é de classe Cp temos que lin} S(s) = S(t) e além disso como w
S—>

é solucao forte de (2.77), w é uma fungao continua, entdo como ¢(t) ndo depende de s,

obtemos

S(0)w(t) = c(t) paratodo t >0,

e como S(0) = I vem que
w(t) = c(t) paratodo t>0. (2.89)
Por outro lado, se s = 0 em (2.88) obtemos
S(t)w(0) = ¢(t) paratodo t >0,

e como w(0) = 0 vem que ¢(t) = 0 para todo ¢t > 0. Retornando a (2.89) concluimos que
w(t) = 0 para todo t > 0, ou seja, u(t) = v(t) para todo t > 0, o que prova a unicidade.

Finalmente, se S for um semigrupo de contragoes, resulta de (2.78) e (2.79) que
[u(@)]| = [[S(E)uoll < [[S@Iuoll < [luoll  para todo ¢ = 0.

A ultima desigualdade se justifica por S ser um semigrupo de contracgoes, e além disso

i

o que conclui a prova.

du
g(t)H = [[AS(t)uol| = [|S(t) Auoll < [[SE)[I[[Auol| < [|Auo| para todo ¢ >0,

(b) Nesse caso, queremos mostrar que, se uy € X existe uma tnica solugdo mild do
Problema de Cauchy dado em (2.77), ou seja, uma solugao que satisfaz a Defini¢ao dada

em 2.0.7:
(i) w é continua para todo t > 0;

t
(ii) / u(s)ds € D(A) para todo t > 0;
0

(i) u(t) = A/o u(s) ds + uo.
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Seja uy € X. Definimos u(t) = S(t)up. Segundo a Proposicao 2.0.4 item (iii),
¢ t

dado uy € X temos que / S(&)ugdé € D(A), ou seja, / u(s)ds € D(A) (satisfazendo
0

0
o item (ii)) e além disso ainda, pelo item (iii) da Proposicao 2.0.4,

A / S(E)uo dé = S()uy — uo,
0

isto é,

u(t) = S(t)uy = A/t S(&)ugd€ 4+ ug;  com uy € X. (2.90)
0

Por fim, verifiquemos o item (i) da definigao, isto é, a continuidade de w(t), para todo
t > 0.

Para isso, seja t,, — to em [0, 00). Entao,
[u(tn) — uto) || = [[S(tn)uo — S(to)uoll — 0,

quando n — o0 pois S é fortemente continuo. Dessa forma, u(t,) — u(ty), o que implica
que u é continua para todo t > 0, isto é, u € C°([0; +00); X). Assim, u(t) = S(t)ug é
uma solugao mild para o Problema de Cauchy (2.77).

Para concluir este item, vamos mostrar a unicidade desta solucao dividindo a
demonstracao em duas etapas, na primeira etapa vamos mostrar para ug = 0 € X que
a solugao é u(t) = 0 e na segunda etapa mostraremos por contradicdo que a solucao é
Unica.

Etapa 1: Unicidade para uy = 0.
Suponha que u seja solugao mild do Problema de Cauchy 2.77 para ug = 0 e tome

t > 0. Assim, para cada s € (0;t), veja que

diS(t —s)x =—AS(t —s)x, comz € D(A)
s

e pela Proposigao (1.4.11) veja que

d S

ds Jo

u(r)dr =u(s) —u(0) = u(s) — ug = u(s).
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Lembre-se que estamos na hipétese de uy = 0. Entao, obtemos

dis [S(t —3) /05 u(r) dr] =S(t— S)a% /05 u(r) dr + %S(t —s) /Osu(r) dr
=S(t—s)u(s) — S(t — S)A/O u(r) dr
= S(t —s)u(s) = S(t — s)u(s) = 0. (2.91)

Lembre-se que como u é solu¢ao mild pela Definicao dada em 2.0.7 temos que / u(r)dr €
0

D(A) e que A/ u(r) dr = u(s). Veja que, integrando a igualdade em (2.91) no intervalo
0

(0;t) com respeito a s, pela Proposigao 1.4.11 obtemos

[ s [ 1] as= [0z

\:EJS(t—t)/O u(r)dr—S(t—O)/O u(r)dr = 0;

1.4.11

t t
= S(O)/ u(r)dr = / u(r)dr =0
0 0
e, aplicando o operador A em ambos os lados da ultima igualdade concluimos que:
t
A/ u(r)dr =A0) =0=u(t) =0
0

em (0,1) e u(t) = u(0) = 0, mostrando assim que se u é solugao mild do Problema (2.77),
para ug = 0, entao u = 0.
Etapa 2: Unicidade Geral.

Sejam v e w solugoes milds do Problema em (2.77) entao, considere u(t) = v(t) —

w(t), para t € [0,00). Note que

A/Otu(s)dSZA/Otv(s)—w(s)ds
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para ug = 0; ou seja, u verifica a condigao (iii) na definigdo de solugao mild. Além disso,
temos também que u, por defini¢do, é continua (para todo ¢ > 0) pois v e w 0 sdo e ainda,
u € D(A). Sendo assim, u é solugdo mild do Problema (2.77) para ug = 0. Dali, pela
Etapa 1, temos que u = 0, ou ainda, v(t) = w(t) para todo t > 0, donde segue a unicidade

da solucao mild e conclui a prova deste teorema. O



Capitulo 3
Aplicacao a Equacao de Schrodinger

Consideremos a equagao de Schrodinger

(
%(t) = —iAu(t), em Q x (0,00),
u=0, em 02 x (0, 00), (3.1)
u(0) = o, em 2,

\

onde 2 C R"™ é aberto, limitado e com fronteira regular.

A equacao de Schrodinger foi desenvolvida em 1926 pelo fisico austriaco Erwin
Schrédinger. Sua motivagao foi encontrar uma equacao para a matéria que evoluisse com
o tempo, fundamentada na hipétese de Louis de Broglie, segundo a qual toda particula
material possui comportamento ondulatério. Inspirado pela teoria ondulatoria da luz,
Schrodinger procurou uma equagao de onda para a matéria que explicasse o movimento
das particulas.

A Equacao de Schrédinger tornou-se a base da mecanica quantica moderna. Ela
é uma equacao diferencial cuja solucao é a funcao de onda 1. A partir desta solucao, é
possivel determinar os estados possiveis de uma particula, sem a necessidade de hipdteses
arbitrarias.

Ao resolver sua equagao para o atomo de hidrogénio, Schrodinger obteve
resultados idénticos aos da teoria de Bohr, mas de forma mais geral e fundamentada.
Posteriormente, Max Born reinterpretou o significado fisico da solugao 1, propondo que
|1|? representa a probabilidade de encontrar a particula em determinado ponto do espaco

(veja mais em [11]).
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A forma da equagdo de Schrodinger depende do sistema em questdao, mas a
equagao geral para uma particula nao relativistica (ou seja, particulas que nao se movem

a velocidades préximas a da luz) é:

ov h?
h— = ——AV + V.
ot 2m +
Nessa equacao:
e i representa a unidade imagindria, tal que i = —1;

h
e h é a constante de Planck reduzida, dada por h = o onde h é a constante de
T

Planck;

¥ é a funcao de onda;

t é o tempo;

e m ¢ a massa da particula;

e A ¢ o operador laplaciano, que descreve a divergéncia do gradiente;
e IV é um potencial.

O estudo matematico da Equacao de Schrodinger revela-se de grande interesse
para diversas areas da matematica, especialmente para a teoria de equagoes diferenciais
parciais (EDP), teoria do controle, teoria de operadores, andlise espectral e geometria
microlocal, porque ela combina, de modo complexo, aspectos de dinamica, oscilagao
complexa, propagagao de ondas, dispersao, invariancias e transformacao de fase.
Destacamos a teoria de controle, na qual ha diversas linhas de pesquisa ativas atualmente.
Nela a funcao de onda é considerada como estado de um sistema quantico, e podemos
atuar sobre o sistema por meio de potenciais ou pela geometria do dominio, buscando
controlabilidade ou estabilizagao desse sistema descrito pela EDP (veja por exemplo [3],
[10], [17], [22]. Nesse contexto, sao resolvidos problemas tais como “em que condigoes
posso levar o sistema de um estado quantico inicial a um estado destino em tempo finito?”,
ou “quais sao espagos-fun¢ao adequados para garantir existéncia, unicidade e regularidade
das solugoes sob controle?”. Além disso, do ponto de vista da andlise, hd problemas

extremamente dificeis sobre as estimativas de dispersdo (Desigualdades de Strichartz,
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veja por exemplo [22, pg. 74]), de comportamento assintético o que torna a equagao
atrativa para estudo.

O objetivo deste capitulo ¢ reformular a equacéo (3.1) como um Problema de
Cauchy abstrato (definido em 2.77) em um espago de Banach apropriado. A partir dessa
formulacao, utiliza-se a Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares para analisar a
existéncia e unicidade da solucao. Como foi mostrado no Teorema 2.0.2, basta mostrar
que o operador linear —iA em (3.1) é o gerador infinitesimal de um semigrupo. Essa
demonstragao serd feita aplicando o Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.0.1) que fornece
as condicoes necessarias e suficientes para que um operador linear seja o gerador de um
semigrupo.

Inicialmente, estabeleceremos algumas defini¢oes e propriedades sobre o adjunto
de um operador, operador autoadjunto, antiadjunto e espacos de Hilbert complexos. O
que serd explanado aqui pode ser consultado com mais detalhes em [4] e [§].

Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-, -) (veja a Definigao 1.3.8).
Seja A : D(A) C H — H um operador linear em H com dominio D(A) denso. Gragas
ao Teorema da representacao de Riesz [4, Teorema 4.11], H* pode ser identificado com
H. Assim, o adjunto A* de A pode ser definido como se segue. Primeiro definimos seu

dominio como
D(A*) = {m € H*; 3C < oo tal que Yy € D(A), | (Ay,z) | < C||y||}

Comegemos verificando que D(A*) é um subespago de H*. Sejam u,v € D(A*) e a € K|

entao por definicao de D(A"), para todo y € D(A) temos que
| (Ay,w) | < Chllyll e [(Ay,0) [ < Callyll.
A partir dessas desigualdades, obtemos

| (Ay, au +v) | = [a (Ay, u) + (Ay, v) |
< |a|Cillyll + Callyll = (Ja|Cy + Co)lyl|-

Logo au + v € D(A™) o que implica que D(A*) é um subespago vetorial de H*.
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Agora, dado z € D(A"), consideremos a aplicagao
9:D(A) =R,y gy) = (Ay,z).

Veja que essa funcao é linear porque se u,v € D(A) e a € K, por defini¢ao da g, linearidade

de A e propriedades do produto interno, tem-se

glau+v) = (Alau 4+ v), )
= (0Au + Av, x)
= a (Au,z) + (Av, z)

= ag(u) + g(v), x € D(AY).

Além disso, como = € D(A") a aplicagao satisfaz |g(y)| = | (Ay, x) | < C||ly|| para
todo y € D(A). Consequentemente, (veja [2, Corolario 3.1.3]) essa aplicagdo pode ser
estendida, por continuidade, a uma aplicacao linear continua f : H — R. Segue-se que

f € H*, e denotamos A*x = f. O operador linear
A*:DA")CH" - H*, Az=Ff,
é chamado de operador adjunto de A. Neste caso, podemos considerar
A*:DA")CH—H, Aux=/f
A relacao fundamental entre A e A* é dada por
(Ay,z) = (y, A*x), Yy e D(A), x € D(AY). (3.2)

Definicao 3.0.1. Um operador A em H com dominio denso é chamado de simétrico

(respectivamente, antissimétrico) se

G(A) C G(A*) (respectivamente, G(A) C G(—A")).
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Um operador A em H com dominio denso é chamado de autoadjunto

(respectivamente, antiadjunto) se
A= A" (respectivamente, A = —A").

Proposicao 3.0.1. O operador linear A : D(A) C H — H ¢é simétrico, se e somente
se, (Ax,y) = (x, Ay), para todo x,y € D(A). Do mesmo modo, A é antissimétrico se, e
somente se,

(Az,y) = — (z, Ay), para todo x,y € D(A).

Demonstracao. Se A é simétrico por defini¢ao temos que G(A) C G(A*). Dessa forma
dados x,y € D(A), temos que o par (y,Ay) € G(A), logo (y,Ay) € G(A"), ou seja
A*y = Ay, desde que y € D(A), nesse caso note que y também pertence a D(A*). Pela

propriedade de operador adjunto

(Az,y) = (z, A™y)
= (z, Ay) .

Agora, suponha que (Az,y) = (z, Ay), pela propriedade do operador adjunto, temos
(Az,y) = (z, Ay) = (z,A"y) .

Concluimos que quando y € D(A), Ay = A"y, por isso o par (y, Ay) € G(A), e (y, Ay) =
(y, A*y) € G(A"), logo G(A) C G(A™).

A demonstracao da segunda afirmacao é andloga. O

Além disso, se A é autoadjunto (respectivamente, antiadjunto), entdo A é
simétrico (respectivamente, antissimétrico). De fato, se A é autoadjunto, entdo por
definigao A = A* o que implica que, para todo y € D(A), Ay = A*y, logo G(A) C G(A").

Da mesma maneira é possivel verificar o caso em que A é antiadjunto.

Lema 3.0.1. Seja A um operador linear em um espaco de Hilbert H com dominio denso.

Se A € antiadjunto, isto €, A* = —A, entao A € fechado.
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Demonstracgao. Isso é consequéncia direta da [4, Proposigao 2.17|, porém vamos esbogar
os detalhes para conveniéncia do leitor. Suponha que (z,) C D(A) seja tal que z,, — x
em H e Az, — y em H. Queremos mostrar que = € D(A) e Az = y.

Para qualquer z € D(A), para todo n, pela propriedade de operador adjunto,

temos

(Azxp, z) = (z,, A*2) .

Como A* = —A, isto se escreve
(Azp, z) = (T, —Az) = — (z,,, Az) .
Tomando limite quando n — oo e usando que z,, — x e Ax,, — y, obtemos
(y,z) = —(x,Az), paratodo z € D(A).

Da ultima igualdade segue que a aplicacgao linear z — (z, Az) é continua em D(A) (com

a norma de H), de fato
[ (2, Az) | = [(y,2) | <[lyll lz[| para todo z € D(A),

logo existe C' = |ly|| < oo tal que |(z, Az) < C||z|| para todo z € D(A). Pela definicao

do adjunto, isto implica x € D(A*) e A*x é o elemento de H que satisfaz
(A%, z) = (x,Az) paratodo z € D(A).
Mas da igualdade anterior temos (x, Az) = — (y, z), logo

(A'r,2) = = (y,2)
(A*z,2) + (y,2) =0

(A*r +y,z) =0 paratodo z € D(A).
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Pela propriedade (5) de produto interno (veja a Defini¢ao 1.3.7), obtemos que A*z = —y.

Como A* = —A por hipdtese, obtemos
—Ar=—y = Ax=y,

e também = € D(A). Portanto (z,y) € G(A), mostrando que o grafico G(A) é fechado.
Assim, A é fechado. n

Estabelecemos, agora, uma propriedade tutil de operadores autoadjuntos em
espacos de Hilbert complexos. Seja H um espaco vetorial sobre C, equipado com uma
norma || - || que o faz um espago de Banach com o corpo R. Recordamos que H é um

espaco de Hilbert complexo se existir uma aplicacao b : H x H — C com as seguintes

propriedades:

(
b(Az + py, 2) = Ab(w, 2) + pb(y, 2), Va,y,z € H, VA, p € R;
by, z) = b(z,y), Va,y € H;

(3.3)

bliz,y) = 1b(z,y), Vr,y € H;
b(z,z) = ||z|* >0, Vo € H.

\

Segue que H, equipado com produto interno

(z,y) == R(b(x,)),

é um espaco de Hilbert real.

O operador adjunto de A : D(A) C H — H definido em um espago de Hilbert
complexo pode ser construido de maneira similar ao caso de espacos de Hilbert real, de
modo que a relagdo em (3.2) permanece valida. Destacamos que a operacao (AA)* =
AA*, X € C ndo é vélida nesse contexto. Para mais detalhes sobre espacos de Hilbert
complexos, consulte a secao 11.4 - Banach Spaces over C: What Is Similar and What Is

Different? de [4].
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Lema 3.0.2. Seja H um espaco de Hilbert complezo, e seja A um operador em H.

Suponha que A seja C-linear, isto é:
Alax +vy) = aAx + Ay, para todo o € C, para todo x,y € D(A)
e seja 1A o operador definido por
D(iA) = D(A), (iA)xz =i(Ax), para todo xz € D(A).
Se D(A) € denso em H, entao A* é C-linear e
(1A)" = —i(A").

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que A* é C-linear. Seja (x, f) € G(A").

Para todo (y,g) € G(A) e todo A € C, temos

(My) = (f, M)

= (A"z, \y)
= (z, ( Y))
= (w,

=

Ay)
A, Ay) = (A*(Ax), y) -

Logo, A*(Ax) = Af segue que (Az, A\f) € G(A"). Além disso seja (z1, f1), (w2, f2) € G(A"),
para todo (y,g) € G(A), temos

<f1+f27 > flv > <f27y>

A*xh y> + <A*I2, y>



CAPITULO 3. APLICACAO A EQUACAO DE SCHRODINGER 117

portanto A* é C-linear. Agora queremos mostrar que (1A4)" = —i(A*), dado (z, f) € G(A")
e (y,9) € G(A), temos

(=if,y) = ([ i)

A%z, iy)

z, A(iy)) = (v,iAy)

/\/\/\/\

(—i(A%x),y) =

Portanto, (z,—if) € G((iA)"), assim, G(—iA") C G((iA)"). Aplicando este resultado a
iA, obtemos G(—i(1A)*) C G(—A"), veja a seguir.
Sejam (x, f) € G((1A)Y), (y,9) € G(iA) e (x,—if) € G(—i(iA")). Temos

={
= ((iA)"z, —iy)
{
(

x, (14)(—iy)) = (z, Ay)
A z,y) .

Mostramos que A*z = i¢f. Multiplique ambos os membros por —i, obtemos —iA* =

Logo (z, f) € G(—iA") o que implica que G((1A)*) C G(—iA"), e portanto,
G((iA)*) = G(—iA").

Isto conclui a demonstragao. O]

Corolario 3.0.1. Seja H um espaco de Hilbert complexo, e seja A um operador em H.

Se A € C-linear, entdo as sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) A € autoadjunto;
(i1) 1A € antiadjunto.

Demonstracgao. Suponha que A seja autoadjunto, A = A*. Segue do Lema 3.0.2 que
(1A)" = —iA* = —iA,

e, portanto, 1A é antiadjunto.
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Reciprocamente, se iA é antiadjunto, entao
A* = (—iiA)”
(=9)"(2A)"

A) (pelo Lema 3.0.2)

i(1A
i(—iA) pois (1A)* = —iA
A.

Assim, A é autoadjunto.

]

Teorema 3.0.1 (Existéncia e unicidade de Solugao para a equagao de

Schrédinger). O problema (3.1) possui uma tunica solugdo u na classe
CY([0,00); Hy (2) N H*(R2)) N C([0, 00); L*(2)),

quando ug € Hy () N H*(Q), sendo Q um dominio limitado com fronteira regular.
Antes de provar o teorema, fagcamos algumas observacgoes técnicas:

(a) Hy(2) é um espaco de Hilbert complexo com norma

||u||H5 = IVul| 20 = /Q \Vul? dz (3.4)

induzida pela aplicacao

b(u,v) ::/Vu-de.
0

De fato, Hy(£2) é completo com a norma (3.4), gracas a desigualdade de Poincaré
(Teorema 1.3.5). Assim basta mostrar que a aplicagao b satisfaz as propriedades em (3.3).

A seguir faremos a verificacao:
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(1) Se A\, € R e uy,up, v € Hy(Q), entdo, pela linearidade do gradiente e da integral
b(Auy + pug, v) = / V(A\uy + pug) - Vo dx
Q
:)\/Vul ~Wd1:+,u/Vu2-de
Q Q

= Ab(uq, v) + pb(us, v).

(2) Para quaisquer u,v € Hy(Q),

b(u,v):/Vu-ﬁdx:/Vv-de:b(v,u).
Q Q

(3) Para u,v € Hj(f2) temos

b(iu,v):/V(iu)-dezi/Vu-de:ib(u,v).
Q Q

(4) Para qualquer u € H)(S2),
b = [ [Vul do = [Vl = ully; 0
Q
(b) Uma aplicagdo a : V' xV — C, onde V' é um espago de Hilbert complexo, é chamada

de forma sesquilinear se satisfaz:

(1) a(Au+ A, v) = Ma(u,v) + Aga(u', v)

(ii) a(u, Mo+ Av') = Aa(u, v) + Aga(u,v’)
para todos u,u’,v,v" € Ve A\, \y € C.

(c) A forma sesquilinear a(+, -), definida no espago de Hilbert complexo V' é dita continua

(ou limitada), se existe uma constante C' > 0 tal que

la(u,v)] < C|lull||lv|l, para todos u,v € V.

(d) A forma sesquilinear a(-, -) definida no espago de Hilbert complexo V' é dita coerciva

se existe uma constante a > 0 tal que

Ra(v,v) > a|lv||?, paratodowv € V.
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(e) Uma aplicagao ¢ : V' — C, V espago de Hilbert complexo, é chamada de antilinear
se

{(aw + Bw) = @l(v) + fL(w), para todos v,w €V, a, € C.

Ela é continua se existe C' > 0 tal que |¢(v)| < C||v|| para todo v € V.

O resultado a seguir constitui uma extensao natural do Teorema de Lax-Milgram
para o caso de formas sesquilineares, correspondendo a generalizacao necessaria quando
se trabalha em espacos de Hilbert complexos, onde as formas bilineares do caso real sao
substituidas por sesquilineares. Essa formulacao é essencial para tratar problemas que
envolvem operadores com coeficientes complexos. Uma demonstragao pode ser encontrada

em [5, Corolério 5.128].

Teorema 3.0.2 (Lema de Lax-Milgram). Seja £(v) uma forma antilinear e continua em
num espago de Hilbert complexo V' e a(u,v) uma forma sesquilinear continua e coerciva

em V. Entao, existe um unico u € V tal que
a(u,v) = £€(v), para todo v € V.
Demonstragao do Teorema 3.0.1. Defina X = L*(2) e o operador B em X por
D(B) ={u € H)(Q); Au € L*(Q)}, Bu = —iAu, paratodou € D(B). (3.5)

A estratégia da prova consiste em verificar que o operador B é o gerador
infinitesimal de um semigrupo S : [0,00) — L(X,X) por meio do Teorema de Hille
Yosida (Teorema 2.0.1). Resultard de maneira imediata do Teorema 2.0.2 a existéncia
e unicidade de solucao. Assim, comecemos verificando que o operador B é fechado e
densamente definido.

Notemos inicialmente que C5°(2) C D(B). Veja que pela Defini¢ao 1.3.11, o
conjunto C°(2) é denso em Hj(f2), portanto resta verificar que se u € C5°(Q) entdo
Au € L*(Q). De fato, como u : Q2 C R” — R, ¢ infinitamente diferencidvel, a funcao
0*u/0x; é continua, além disso possui suporte compacto. Portanto Au € L*(€2). Assim,
temos que

Cse(Q) € D(B) C Hy(Q) C L*(Q),
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mas, pela Proposicao 1.2.3, sabemos que C5°(€2) é denso em L*(Q), isto é, Cg°(Q) = L*(Q),

por isso,

L*(Q) = C°(Q) € D(B) C L*(9),

e segue que D(B) é denso em X.

Para mostrar que B é fechado, basta mostrar que —iB = —A é autoadjunto.
Pelo Corolario 3.0.1 seguird que —i>B = B é antiadjunto, e, portanto pelo Lema 3.0.1, B
serd um operador fechado.

Se u,v € C5°(£2) entdo, por integracao por partes (veja [13, Apéndice C - Teorema

3]) (os termos de fronteira se anulam) temos

(— A, v) e = /Q(—Au)mx

= %de—l—/Vu-de
a0 On Q

:/Vu-ﬁdx
Q

ov S
= — —udx+/u —Av)dz
a0 ON Q ( )

= (u, —Av) 2.

Resulta por densidade que a identidade acima é satisfeita para u,v € D(—A) = D(B).
Pelas consideragoes acima, segue que B é um operador fechado. Isto mostra que é vélido
a condic@o (i) do Teorema de Hille-Yosida.

Agora, vamos verificar a condi¢ao (ii) do Teorema de Hille-Yosida estudando o

resolvente do operador B. Vamos provar que para todo A > 0 tem-se A € p(B) e

IR, B)|lzx,x) < ~- (3.6)

> =

Tomemos A > 0 e f € L*(Q) arbitrdria. Inicialmente, vamos mostrar que existe

u € Hy () que resolve o problema

(M —Blu= (M — (—iA)u=f em L*(9). (3.7)
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Multiplicando a equacao por ¢, obtemos a forma equivalente
—Au+ i u=1if. (3.8)
Definimos em V := H}(Q) a aplicacdo
a(u,v) == (Vu, Vo) 2 +iX(u,v) 2, u,v € V.

Verifiquemos que a(-, -) é uma forma sesquilinear:

(i) Para quaisquer uy,us,v € Ve Ay, Ay € C, tem-se

a(/\1u1 + )\2“27 ’U) = <V(/\1U1 + )\2U2)7 VU>L2 + A <)\1U1 + )\QUQ, U>L2
= )\1 <VU1, V’U>L2 + )\2 <VU2, V’U>L2 + Z)\()\l <U1, ’U>L2 + )\2 <U2, ’U>L2)
= Ma(u1, v) + Asa(ug, v),

(S

(ii) Para quaisquer u,v;,v3 € Ve A1, Ay € C, tem-se

CL(U, )\1'111 —+ )\21)2) = <Vu, V()\l?)l + )\2U2)>L2 + Z)\ <'LL, /\1’01 + )\QU2>L2
= A (Vu, Vi) 2 + A (Vu, Vo) 2 + i\ ()\_1<U, v1)z2 + Ao (u, U2>L2)

= Ma(u,v1) + Aa(u, vs).

Como preparacao para o uso do Lema de Lax-Milgram, vamos mostrar que a

forma sesquilinear a(-,-) é continua e coerciva.
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e Continuidade. Usando respectivamente a desigualdade triangular, a desigualdade

de Holder (Teorema 1.2.1) e a desigualdade de Poincaré (Teorema 1.3.5), existe

C1 > 0 tal que

la(u, v)| = [(Vu, Vu) 2 + i\ (u, v) 12|

/Vu«Wda:—l—z’)\/uEd:c
Q Q

< / \Vu| |Vou| dz + )\/ |ul |v|dz (Desigualdade Triangular)
Q 0

= [[Vu- Vol pya) + Mu - v]|Lig)

< |VullL2@) VY| L20) + Allull 22 |v]] 220
1.2.1

< |IVulz2@) VOl 22(0) + AC?||Vull r2i0) | VO 220
1.3.5

= (L+AC?) [Jullgg vlly < Cullullag 0]
para todos u,v € V

e Coercividade. Observe que a parte real de a(-,-) é

Ra(u,u) = VulL = [lully;-

Assim a é coerciva em (V)| - ||v).
Agora considere a aplicagao ¢ : V — C definida por
E(U) = <Zfa U>L2-
Note que ¢ ¢é antilinear. De fato,

E(av + 6’(11) = <Zf7 av + Bw>L2 = a@f, U)LQ + B<Zfa w)L2 = ag(’l}) + ﬁf(lU),

para todos v,w € V e a, f € C. Além disso ¢ é continua em V pois, pela desigualdade de

Hoélder (Teorema 1.2.1), obtemos

[£(v)] = [(if, v) 2] < /Q i fl[olde < | fllz2l|v]| 2
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Aplicando o Lema de Lax-Milgram (Teorema 3.0.2), existe tinico u € V tal que
(Vu,Vo)rz + iA(u,v)2 = (if,v)2, paratodov € V. (3.9)

Desta identidade e do Teorema de regularidade do problema eliptico ([4, Teorema 9.25]),
resulta que u € H*(Q). Portanto u € D(B). Tomando v € C{°(R) e integrando por

partes em (3.9), obtemos
(—Au,v) 2 + iX(u,v) 2 = (if,v) 2.

ou seja,

(—Au+ i u—if,v)p2 =0.

Como Cg°(Q2) é denso em L*(Q) e a aplicagio v + (w,v)r2 é continua, podemos tomar
uma sequéncia (v,) em Cg°(§2) convergindo para —Au +idu —if € L*(£2), de modo que,

substituindo v por v, na identidade acima, e passando o limite, obtemos
| — Au+idu —if]|2: = (=Au+ i u —if, —Au + i u —if);2 =0,
ou seja, vemos que vale a identidade em L*(Q):
—Au+ i u=1if.
Isto prova a identidade (3.8). Voltando & forma original, na equagao (3.7), obtemos
(M — (—iA))u = f.

Portanto (A\] — B) : D(B) — L?*(Q) é sobrejetivo e, pela unicidade da solucdo, também é
injetivo, logo invertivel. Concluimos assim que se A > 0, entdao A € p(B).

Resta a estimativa resolvente. Tomando v = iu na identidade (3.9), temos
(Vu, V(iu))r2 + iX(u,iu) 2 = (if,iu) e,

de onde segue que

Mu,u) 2 — i(Vu, Vu)r2 = (f,u) 2.
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Tomando a parte real, e usando a desigualdade de Holder (Teorema 1.2.1), obtemos

AlullZe = R(f,u)re < ’/Qfﬂdfﬂ < ([ fllz2lullz2-

Dai,
Ullr2 - 2.
L2 > \ L

Como u = R(\, B)f, onde R(\, B) = (Al — B)~" (conforme (3.7)), nés obtemos

1
IR(A, B) fllzz < 11 £ll1z2-

Tomando o sup com | f||z2 < 1, chegamos em ||R(X B)|lzx.x) < 1/A, o que da a
desigualdade (3.6).
Tomando a poténcia n do operador resolvente, e usando a propriedade da algebra

dos operadores, obtemos também

1
|R(A, B)"|| < ||[R(A, B)||" < oo para todo n € N.

Isto verifica a condicao (ii) do Teorema de Hille-Yosida com M =1 e w = 0.
Conforme o comentdrio inicial, aplicando o Teorema de Hille-Yosida (Teorema
2.0.1), B é o gerador infinitesimal de um semigrupo S : [0, 00) — L(X, X)) de classe Cj.

Entao resulta do Teorema 2.0.2 que o problema (3.1) possui unica solugao na classe
CY([0, 00); Hy () N H?(2)) N CY([0,00); L*(9)),

como queriamos demonstrar. O



Consideracoes Finais

O presente Trabalho de Conclusao de Curso teve como objetivo compreender os
fundamentos da Teoria de Semigrupos de operadores lineares e aplicéd-la a equacao de
Schrédinger linear, buscando analisar a existéncia e unicidade de solugoes em problemas
de evolugao.

Ao longo do desenvolvimento dos capitulos 2 e 3, foi possivel demonstrar que
a teoria de semigrupos fornece uma estrutura abstrata capaz de garantir a existéncia
e unicidade de solugoes em espagos de Banach ou Hilbert adequados. Em particular,
mostrou-se que o operador —tA é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente
continuo em L*(Q), garantindo a existéncia e unicidade de solucdo para o problema de
Cauchy associado a equacao de Schrodinger linear.

O estudo evidenciou a relacao direta entre o Teorema de Hille-Yosida e a geracao
de semigrupos fortemente continuos, demonstrando a conexao entre a teoria abstrata de
operadores e suas aplicacoes em equacoes diferenciais parciais de evolucao.

Como continuidade deste estudo, pode-se aprofundar o conhecimento em outros
resultados importantes da teoria, como os Teoremas de Lumer—Phillips e de Stone,
que ampliam a compreensao sobre as condigoes nas quais um operador pode gerar um
semigrupo e suas principais propriedades. Além disso, futuras pesquisas poderao incluir
a andlise de problemas de evolugao nao homogéneos, que envolvem termos varidveis no

tempo e permitem uma visao mais ampla e detalhada dos fendmenos estudados.
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