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RESUMO

Neste estudo, comparamos o desempenho do método de Newton Riemanniano cléssico
com sua versao amortecida, equipada com a busca linear de Armijo, na resolucao do pro-
blema de diagonalizagdo conjunta de matrizes sobre a variedade de Stiefel. A formulacao
proposta insere-se no contexto da otimizacao Riemanniana, em que as direcoes de New-
ton sao determinadas a partir do gradiente e da Hessiana Riemannianos. Para viabilizar
o céalculo dessas direcoes, adotou-se uma estratégia de vetorizacao para a obtencao da
dire¢ao de Newton. Os experimentos numéricos envolveram a minimizagao de uma fungao
objetivo associada a diagonalizagao conjunta de matrizes simétricas, considerando dife-
rentes pontos iniciais para a geracao da sequéncia, e utilizando como métrica principal de
comparagao o niumero de iteragoes necessarias para a convergéncia. Os resultados mostra-
ram que o método de Newton Riemanniano amortecido apresenta potencial para resolver
problemas quando o ponto inicial estd mais distante da solucao, além de promover uma
redugao mais estavel da norma do gradiente. Paralelamente, o método de Newton classico
tende a convergir mais rapidamente quando o ponto inicial é favoravel. Na aplicacao ao
problema de separacao de imagens sobrepostas, cuja formulacao corresponde a diagona-
lizacao conjunta envolvendo matrizes que contém informacoes das sobreposicoes, o método
amortecido apresentou desempenho superior, alcancando solucoes satisfatérias com menor
nimero de iteragoes em comparagao ao método classico, embora ambos tenham retornado

solugoes satisfatorias.

Palavras-chave: Método de Newton Riemanniano; Busca de Armijo; Diagonalizacao

conjunta de matrizes.



ABSTRACT

In this study, we compare the performance of the classical Riemannian Newton method
with its damped variant, equipped with the Armijo line search, in solving the joint dia-
gonalization problem on the Stiefel manifold. The proposed formulation lies within the
framework of Riemannian optimization, where the Newton directions are computed based
on the Riemannian gradient and Hessian. To make the computation of these directions
feasible, a vectorization strategy was employed for obtaining the Newton direction. The
numerical experiments involved minimizing an objective function associated with the joint
diagonalization of symmetric matrices, considering different initial points for generating
the iterative sequence, and using the number of iterations required for convergence as
the main performance metric. The results showed that the damped Riemannian New-
ton method exhibits greater potential for solving problems when the initial guess is far
from the solution, as well as providing a more stable reduction of the gradient norm.
In contrast, the classical Newton method tends to converge faster when the initial guess
is favorable. When applied to the image separation problem, formulated as a joint dia-
gonalization involving matrices that encode information from the superimposed images,
the damped method achieved superior performance, reaching satisfactory solutions with
fewer iterations compared to the classical approach, although both returned satisfactory

solutions.

Keywords: Riemannian Newton method; Armijo line search; Joint matrix diagonaliza-

tion.
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Introducao

A ideia de otimizar esta presente de forma natural em diferentes aspectos da vida cotidiana
e em diversas dareas do conhecimento. Em termos gerais, otimizar significa buscar a
melhor escolha entre varias possibilidades, seja na tomada de decisoes, na administracao
de recursos limitados ou na busca de solucoes mais eficientes. Cada um desses problemas
quase sempre envolve 0 mesmo objetivo: maximizar ou minimizar uma certa funcao [1].
Em poucas palavras, podemos dizer que Otimizagao refere-se ao processo de determinar
pontos de minimo ou maximo de fungoes em um certo conjunto. Assim, dado um 2 < R”

e uma funcao objetivo f : R™ — R, o problema de minimizar f pode ser escrito como
minimizar f(z), x € Q.

Isto é, buscamos um ponto x, € Q) tal que f(x,) < f(z), para todo x € Q. Para atingir
esse objetivo, geramos uma sequéncia (z) que deve convergir para a solugao do problema
Ty

Uma das principais dificuldades nesse processo esta nas restrigoes impostas pelo conjunto
), que podem tornar a geracao da sequéncia de pontos computacionalmente custosa.
Entretanto, quando €2 for uma variedade diferencidvel, o problema restrito pode ser refor-
mulado como um problema irrestrito sobre a prépria variedade. Nesse contexto, a funcao
objetivo ¢é considerada diretamente sobre €2, ou seja, f : Q — R, o que facilita a busca
por solugoes do problema minimizar f.

Neste trabalho, consideramos um problema de otimizacao cuja restricao é a variedade de

Stiefel, denotada por St(p,n) e definida como
St(p,n) ={Y e R Y'Y = [},

onde I, ¢ a matriz identidade de ordem p e p < n. O problema de otimizacao, explo-
rado neste trabalho, consiste em diagonalizar simultaneamente um conjunto de matrizes
simétricas. Mais especificamente, dado um conjunto de matrizes simétricas A; € R™*™,

para [ = 1,..., N, buscamos encontrar uma matriz Y € St(p, n) tal que

YTAY ~D;, 1=1,...,N,



onde D; é uma matriz diagonal. O objetivo é tornar cada matriz Y7 A4;Y o mais préxima
possivel de D;.

Para atingir tal objetivo, adotamos o Método de Newton no contexto de otimizacao em
variedades diferenciaveis, munidas de uma métrica Riemanniana. Nesse caso, o gradiente
e a Hessiana Riemannianas sao utilizados para determinar uma diregao de descida na
atualizacao dos pontos da sequéncia. Especificamente, a direcao de Newton é obtida

como solucao do sistema

Hess f(Y)[¢] = — grad f(Y),

onde grad f(Y) e Hess f(Y) representam, respectivamente, o gradiente e a Hessiana da
funcao objetivo em Y € St(p,n).

Em particular, adotamos a estratégia de vetorizagdo proposta por [12] para o calculo
da dire¢do de Newton. No referido trabalho, [12] minimizou a mesma fungado objetivo
utilizada neste estudo aplicando o método de Newton classico, com sua estratégia de
vetorizagao.

Neste estudo, propomos uma comparagao entre o método adotado em [12] e o Método
de Newton Riemanniano amortecido, na busca da solugao do problema de diagonalizacao
conjunta. Para isso, equipamos o método de Newton classico com a busca de Armijo,
muito popular entre as buscas lineares usadas em métodos de otimizacao.

A fim de fundamentar a discussao do método de Newton Riemanniano a ser conduzida
ao longo deste trabalho e fornecer a base tedrica necessaria para o estudo do problema
de diagonalizagao conjunta, o Capitulo 1 apresenta os conceitos fundamentais sobre vari-
edades. Sao abordadas variedades topolédgicas e diferencidveis, seguindo para variedades
Riemannianas, que constituem o foco deste trabalho. Elementos essenciais, como car-
tas, espaco tangente e retragoes, também sao introduzidos, servindo de suporte para os
desenvolvimentos e resultados apresentados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, dedicamo-nos a apresentar o Método de Newton, inicialmente no contexto
euclidiano, onde discutimos suas propriedades fundamentais, como convergéncia local e
taxa de convergéncia. A partir desse entendimento, estendemos o método para o contexto
das variedades Riemannianas, introduzindo o Método de Newton Riemanniano. Nessa
versao, as direcoes de Newton sao determinadas a partir do gradiente e da Hessiana
Riemannianos, e os novos pontos sao obtidos por meio de retracoes, o que garante que os
pontos da sequéencia gerada pelo método permanecam na variedade.

No terceiro capitulo, apresentamos formalmente o problema de diagonalizagao conjunta
como um problema de otimizacao em variedades. Desenvolvemos o calculo do gradiente
e da Hessiana Riemannianos, necessarios para a determinacao da direcao de Newton
associada ao problema. Durante esse processo, surgem limitagoes que dificultam o célculo
de tal direcao; estas dificuldades sao apontadas ao longo do capitulo e motivam o uso

da estratégia de vetorizagdo proposta em [12], a qual é reproduzida e detalhada neste



trabalho. Com base nessa formulacao, apresentamos finalmente o algoritmo completo do
método de Newton Riemanniano cléssico proposto em [12].

Como mencionado anteriormente, o objetivo central deste trabalho é comparar o método
de Newton Riemanniano classico com sua versao equipada com a busca de Armijo, a qual
nos referimos como método de Newton amortecido, aplicados a minimizacao da mesma
funcao objetivo. No Capitulo 4, apresentamos a busca de Armijo, bem como a prova
de convergéncia do método amortecido. Por fim, descrevemos e analisamos os resultados
obtidos nos experimentos numéricos, destacando as diferencas de desempenho entre os
dois métodos comparados.

No quinto e ultimo capitulo, aplicamos os conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores
a um problema de separacao de imagens sobrepostas, interpretado como um caso particu-
lar de diagonalizacao conjunta de matrizes na variedade de Stiefel. O objetivo foi avaliar
o desempenho do Método de Newton Riemanniano cléssico e de sua versao equipada com
a busca de Armijo, verificando sua capacidade de recuperar imagens originais a partir de
sobreposicoes dessas imagens. Os resultados obtidos demonstram que ambos os métodos
produzem solugoes satisfatorias, mas o método amortecido apresenta vantagem em termos

de ntimero de iteragoes.



Capitulo 1

Introducao a Variedades

Com o objetivo de subsidiar a teoria apresentada nos capitulos seguintes, iniciamos com
uma breve introducao a nocao de Variedades Diferenciaveis, bem como aos conceitos

essenciais que servirao de base para os resultados posteriores.

1.1 Definicoes preliminares

Intuitivamente, uma variedade é uma generalizagao de curvas e superficies para dimensoes
mais altas, na qual é possivel, em cada ponto, aproximar localmente uma vizinhanca por
um aberto do R™, veja [15, p.47]. Para introduzir formalmente esse conceito, partiremos
da definicao de variedade topoldgica. Antes, porém, recordemos algumas nogoes funda-

mentais de topologia de conjuntos, conforme apresentadas em [8].

Definicao 1. Uma topologia num conjunto M é uma colecao 7 de subconjuntos M, cha-

mados os subconjuntos abertos (segundo a topologia 7) satisfazendo as seguintes condi¢oes:

1. geteMe T;
2. ;e Ui € T para toda familia {U;},er < T;
3. Uy n---nU, € T para quaisquer Uy, ..., U, € T.

O par (M, 1) é chamado de espago topoldgico. Usualmente, denotaremos o espago to-

poldgico (M, 1), apenas por M.

De forma analoga ao conceito de base de espacos vetoriais, também ¢é possivel definir
uma base em topologia. Uma base para o espaco topoldgico M é uma colecao B de
subconjuntos abertos de M tal que todo aberto Y < M exprime-se como reuniao U =
u B, de conjuntos B) € B. Em outras palavras, dados um aberto 4/ em M e um ponto
Y € U existe um aberto B € B com Y € B < U. Nosso interesse recai sobre bases

enumeraveis, a qual definimos a seguir.



Definigao 2. Um espago topolégico M possui uma base enumerdvel B = {B,;n € N}

para a topologia 7, se paratodoU e T e Y e U, existe B, e Btal que Y € B, c U.

Para introduzir formalmente o conceito de variedade topoldgica, é necessario recorrer

ainda as duas defini¢coes que se seguem.

Definicao 3. Um espaco topoldgico M é dito Hausdorff se, para quaisquer dois pontos
distintos Y, Z € M, existem vizinhancas abertas if de Y e V de Z tais que U NV = .
Em outras palavras, quaisquer dois pontos distintos podem ser separados por vizinhancas

disjuntas.

Ezxemplo 1. Considere o conjunto X = {a, b} com a topologia trivial 7 = {J, X'}.
Note que as unicas vizinhangas abertas de a e b sao X e (J. Portanto, nao existem duas
vizinhancas abertas disjuntas de a e b. Assim, X nao satisfaz a condicao de Hausdorff.

Portanto, (X, 7) nao é um espago Hausdorff.

Definicao 4. Um espaco topolégico M ¢é localmente euclidiano se, para todo ponto
Y € M, existe uma vizinhanga U < M de Y tal que, a funcao ¢ : U — ¢(U), onde
©(U) é um aberto do R™, é um homeomorfismo. O par (U, ¢) é chamado de carta de M,

enquanto os elementos ¢(Y') sdo chamados de coordenadas de Y na carta (U, ¢).

(>
D

Figura 1.1: Carta (U, ) de uma variedade M.

Em poucas palavras, uma variedade topologica M é um espaco topoldgico que satisfaz trés
propriedades: é Hausdorff, tem base enumeravel e é localmente euclidiano. Em particular,
a ultima propriedade é especialmente importante para os objetivos que serao apresentados

adiante.

Observagao 1. Dizemos que a variedade topolégica M é de dimensao m, se para toda
carta (U, ) de M, onde ¢ : U — ¢(U), tem-se p(U) < R™.

1.2 Variedade Diferenciavel

O interesse ao se definir o homeomorfismo ¢, estd em estabelecer um meio de “traduzir”
propriedades locais de uma vizinhanga de M, para o contexto familiar de um aberto do

R™ viabilizando a anélise de objetos definidos na variedade, a partir de suas imagens.
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Nosso objetivo é realizar célculo em variedades. Para isso, utilizaremos o fato de que
toda variedade topoldgica é localmente euclidiana. Assim, ao considerarmos uma funcao
F: M — N, onde M e N sao variedades topoldgicas, podemos investigar, por exem-
plo, a diferenciabilidade de F por meio de cartas. Mais precisamente, tomamos o0s
homeomorfismos ¢ : Uy — o(Uy) < R™, onde Uy é um aberto contido em M e
Y Upyy — ¢Upyy) © R", em que Upyy é um aberto contido e, N, e analisamos

a funcao composta ¢ o F o 1.

Como essa composicao é uma funcao entre abertos do
R™ e R", podemos aplicar as ferramentas usuais do Calculo Diferencial para verificar sua

diferenciabilidade.

Figura 1.2: Verificacao da diferenciabilidade de F por meio da composicio ) o F o @=L,

A primeira vista, essa abordagem parece adequada. No entanto, existe uma dificuldade
sutil: a conclusao sobre a diferenciabilidade de F' pode depender da escolha das cartas. E
possivel que, com uma certa escolha de cartas, a funcao composta nao seja diferenciavel,
enquanto com outras, seja. Essa inconsisténcia indica que a conclusao da diferenciabili-
dade de F', nao pode depender de cartas arbitrarias. Esse problema motiva a selecao de

um conjunto adequado de cartas.

Definicao 5. Sejam (Ui, ) e (Usz,1)) cartas de M, onde ¢ : Uy — pU) < R™ e
Y Us — o(Us) = R™. Dizemos que (U, ) e (Us, 1)) sao C®- compativeis se as fungoes
Yooty nlUy) — (U ") e potp™t (U nUy) — Uy nUs) sao de classe C®.

Definicao 6. Seja M uma variedade topoldgica. O conjunto A = {(Ua, pa)} é dito atlas,
se todas as cartas (Us, pa) de M, sdo C®- compativeis e {U,} ¢ uma cobertura de M.

Definicao 7. Um atlas A é dito mazimal se, dada uma carta (U, ) de uma variedade

topolégica M, compativel com (Uy, @), para todo (Us, o) € A, temos que (U, @) € A.

O conceito de atlas maximal é fundamental, pois garante que a estrutura diferencidavel

da variedade nao dependa da escolha particular das cartas. Em outras palavras, todas

11



Figura 1.3: Compatibilidade entre duas cartas de M.

as cartas compativeis ja estao incluidas no atlas. Com essa nocao estabelecida, podemos
agora apresentar a definicao de variedade diferenciavel, a qual pode ser encontrada em
[15, p.53].

Defini¢ao 8. Uma variedade diferencidvel é um par (M, A), onde M é uma variedade
topoldgica e A é um atlas maximal de M. O atlas maximal .4 também é chamado de estru-
tura diferenciavel em M. Por simplicidade, é comum referir-se a variedade diferenciavel

apenas por M, omitindo a menc¢ao ao atlas.

FExemplo 2. O espaco euclidiano R™*P_ conjunto das matrizes reais de ordem n x p munido
da topologia usual, é uma variedade diferenciavel.

Tomando a norma de Frobenius, dada por

(1.1)

Al = (22) :

i=1j=1

podemos definir a distancia entre duas matrizes A, B € R™*? como d(A, B) := ||A— B||r.
Com isso, se A # B, tomandor = $d(A, B) > 0, temos que B,(A4) = {X € R"?;d(A, X) <
r} e B,(B) sao disjuntas. Logo, R"*? é Hausdorff.

Além disso, dado um aberto U tal que A € U, existe r > 0 com B,.(A) < U. Escolhendo
qe€Qy ={reQr>0eCeQV? ={X = (vy5);2;; € Q1 <i<n,1<j<p}
tais que 0 < ¢ < re |[|[A—Cl|lr < r—g¢, temos que B,(C) < B,(A) < U. Logo,
B = {B,(C);C e Q"*?, q e Q} é uma base para R"*?. Como B é enumeravel, concluimos
que R™ P tem base enumeravel.

Note que R™"*P ¢ localmente euclidiano de dimensao np. De fato, considerando a aplicagao

vec : R"*? — Rnpv Vec(aij) = (alla a12, ..., Q1p, A215 - - - 7anp)a (12)

12



que é linear e bijetora, temos um homeomorfismo entre R"*? e R". Portanto, cada ponto
de R™ P possui vizinhancgas abertas homeomorfas a abertos de R".

Para mostrar que R™*? é uma variedade diferenciavel, consideremos a aplicacao dada
por (1.2). Tal aplicagao é linear e bijetora, logo um isomorfismo de espacos vetoriais
reais de dimensao np. Como aplicagoes lineares entre espacos de dimensao finita sao
continuas e vec é invertivel, a inversa vec™! ¢ linear e portanto, continua. Logo, vec é um
homeomorfismo entre R™*? (com a norma de Frobenius) e R™ (com a norma euclidiana).
Assim, obtemos um atlas A = {(R"*?,vec)}, uma vez que vec ¢ diferenciavel, pois ¢é
linear. Note que, conforme definimos o homeomorfismo em (1.2), obtemos a seguinte a
carta (R™*? vec) para a variedade topoldgica R"*P. Como essa carta é tinica, nao existem
compatibilidade entre diferentes cartas a serem verificadas. Portanto, a regularidade
necessaria para a estrutura diferenciavel é satisfeita trivialmente. Assim, A define uma
estrutura diferencidvel de classe C* em R"*P.

Concluimos que R™"*P é uma variedade diferenciavel de dimensao np. n

Definicao 9. Seja M uma variedade diferenciavel e seja X < M um subconjunto nao
vazio. O conjunto X é dito subvariedade de dimensao k de M, se para cada p € X, existir

uma carta (U, p) de M tal que
p(U N X) = p(U) N (R" x {0}),

onde 0 € RU™M-k A restricdo dessas cartas a U n X formam um atlas em X, que induz

uma estrutura diferenciavel em X, com dimensao menor ou igual que a de M.
Observacao 2. Se X é uma subvariedade de M, entao ele préprio é, por definicao, uma
variedade diferenciavel.

Exemplo 3. A wvariedade de Stiefel, denotada por St(p,n), é definida como
St(p,n) = {Y e R”?: Y'Y = [,}.

Trata-se de um subconjunto de R™*? que, conforme sera provado na Proposi¢ao 3, é uma

subvariedade de R™*P,

Definicao 10. Seja M uma variedade diferenciavel, Y e M e f: M — R. A funcao f é
C™ ou suave no ponto Y € M, se existe uma carta ¢ : Y — R, onde U é uma vizinhanca
de Y, tal que fop™:pU) >R éC®em p(Y). A funcao f é dita suave se é suave em
todo ponto Y € M.

Observacao 3. A suavidade de f no ponto Y independe da escolha da carta utilizada.
De fato, seja Y € U e (U, ) uma carta tal que f oo~ é suave em p(Y). Suponha agora
que (V, ) seja outra carta, com Y € Vel nV # ¢J. Entao, na regiao ¢ (U n'V), temos
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que
fov™ =(fop™o(poy™).

Como fop~tésuave em p(Y) e po1p~! é um difeomorfismo suave entre abertos de R™,
a composigao acima é suave em ¥(Y). Logo, a suavidade de f é bem definida, ou seja,

nao depende da carta escolhida.

Observacao 4. Seja f : M — R uma funcao suave em Y € M. Por definicao, isso
significa que, para uma carta (U,p) com Y € U, a funcao f o o~ é de classe C* em
©(Y), sendo, em particular, continua nesse ponto. Como ¢ também é continua (pois é
um homeomorfismo), segue que f = (fop ') oy é continua em Y. Portanto, toda funcao
suave é, em particular, continua. Assim, ao trabalharmos com funcoes suaves, nao ha

perda de generalidade em supor que tais fun¢oes sao continuas.

Definigao 11. Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensdes m e n, respectiva-
mente. Dizemos que um mapa F : M — N é C® ou suave em um ponto Y € M se
existirem cartas (U, p) de M, com Y € U, e (V,1) de N, com F(Y) € V, tais que a
composicao

YpoFop ™t ipUn F (V) cR"” - R"

seja de classe C® no ponto ¢(Y). Dizemos que F' é suave se for suave em todo ponto

Y e M.

Ezemplo 4. Seja S' = {(z,y) € R* 2? + y*> = 1}. Considere as variedades diferencidveis
M = S' < R? e N = R. Definimos o mapa F : S' — R, dado por F(x,y) = z.
Mostremos que F' é suave em um ponto arbitrario; para isso, verificaremos a suavidade
em Y = (1,0).

Seja U = SN{(0,1)}. A aplicacio ¢ : U — R, dada por p(x,y) = o ¢ uma carta
contendo o ponto Y, pois ¢(1,0) = 1. Para a variedade N, tomamos a carta (V, 1), onde
VYV =R e ¢(t) =t, para todo t € R. Note que

2t 21
-1
H=|—s, —— |.
v (1) (1+t2’1+t2)

Assim, a composicao 1 o Flop™!: R — R é dada por

(woFOgo—l)(t):F( 2t tz—l)_ %

1T+62 1+¢t2) 1+

A funcao Yo Fop™! é suave em toda a reta, pois é uma funcio racional cujo denominador é
estritamente positivo. Portanto, o Fop™! é de classe C* no ponto ¢(Y) = 1. Concluimos

que F' é suave no ponto Y.
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1.3 Espaco tangente

Uma vez estabelecido o conceito de diferenciabilidade para func¢oes definidas em variedades
diferenciaveis, o passo seguinte consiste em analisar como se define e se calcula a sua
derivada.

No R", a derivada de uma funcao consiste na sua linearizacdo em um determinado
ponto. De forma andloga, ao considerarmos um mapa suave definido entre variedades
diferenciaveis, também desejamos obter sua linearizacao. No entanto, para que isso seja
possivel, precisamos dispor de um espago vetorial associado a cada ponto do dominio e
da imagem da funcao, de modo a podermos definir uma aplicacao linear entre eles. Para
isso, construiremos um mapa cujo dominio seja o espago tangente a variedade no ponto

Y € M, e cujo contradominio seja o espaco tangente a imagem no ponto Y.

Defini¢ao 12. Seja F(M) o conjunto das fungoes suaves f : M — R. Uma derivacio de
(M) em Y € M é uma aplicacao D : F(M) — R tal que D é linear, isto é,

D(af +bg) =aDf +bDg, onde a,beR, e

D(fg) = (Df)g(Y) + f(Y)Dg, Vf,geFM).

Definicao 13. Um vetor tangente em um ponto Y em uma variedade diferenciavel M é

uma derivacao em Y.

O conjunto de todos os vetores tangentes a M em um ponto Y formam um espago vetorial
Ty M, chamado de espaco tangente. A uniao disjunta dos espacos tangentes Ty M para

todos os pontos Y € M, formam o fibrado tangente de M, usualmente denotado por T'M.

Definicao 14. Uma curva suave em uma variedade diferenciavel M é um mapa suave

c:(—e,€) > M tal que ¢(0) =Y, para algum ponto fixado Y € M.

A cada curva suave ¢ em M com ¢(0) = Y, pode-se associar uma aplicagao linear ¢/(0) :
F(M) — R, definida, para toda fungao f € (M), por

d

) = L o)

t=0

A aplicacao ¢/(0), assim definida, é uma derivacdo no ponto Y, isto é, uma aplicagao
linear que satisfaz ¢(0)(fg) = <(0)(f) - g(Y) + f(Y) - (0)(g), VYf,g € F(M). Dessa
forma, podemos definir o espago tangente a variedade M no ponto Y, como o conjunto
de todas as derivadas ¢’(0) de curvas suaves ¢ : (—g,¢) — M tais que ¢(0) =Y, ou seja,
TyM = {d(0)|ce C*((—¢,e), M), ¢(0) =Y}.

Observagao 5. Um campo vetorial € : M — Ty M é um mapa suave que atribui, a cada
ponto Y € M um vetor tangente £ € Ty M. O conjunto de todos os campos vetoriais

suaves em M ¢é denotado por X(M).
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Figura 1.4: Espaco tangente Ty M a variedade M no ponto Y. Cada vetor tangente
corresponde a derivada de uma curva suave em M que passa por Y.

Em um espaco euclidiano £, mover-se na diregao de um vetor é uma operacao simples:
dado um ponto x € £ e um vetor v, o ponto z + tv € £, para todo t € R. Em uma
variedade, essa operacao nao esta necessariamente bem definida, ja que somar um ponto
a um vetor tangente nem sempre resulta em um ponto na variedade. Para formalizar
deslocamentos ao longo de dire¢oes tangentes dentro da variedade, introduz-se o conceito

de retragao, que associa a cada vetor tangente um ponto da variedade.

Definicao 15. Uma retra¢ao R, em uma variedade M, é um mapa suave
R:TM —)M7 (Kg) '—)RY(€)>

tal que cada curva c(t) = Ry (&) satisfaz ¢(0) =Y e ¢(0) = &.

Ty M

o

Figura 1.5: Retracao R em uma variedade M, mostrando como um vetor tangente £ €
Ty M é mapeado para um ponto Ry £ € M.

Ezemplo 5. Dada uma matriz X € St(p,n) e uma diregao tangente £ € TxSt(p,n), define-
se a aplicacao
Rx(§) := af(X +¢),
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onde ¢f(A) denota o fator () da decomposicao QR de A, isto é, a decomposigao A = QR
com @ € St(p,n) e R triangular superior com diagonal estritamente positiva.
Essa aplicacao satisfaz as propriedades que caracterizam uma retracao. Para mais detalhes

e uma verificagdo completa dessas propriedades, veja [20].

Existem diversas escolhas possiveis de retragoes em variedades diferencidveis. A escolha

de cada uma delas pode ser mais adequada para diferentes objetivos.

1.4 Variedade Riemanniana

Para analisar variacoes de uma funcao f : M — R em diferentes direcoes sobre uma
variedade, é essencial dispor a esta variedade, uma métrica. Para isso, atribui-se a cada

espago tangente 7y M um produto interno (-, )y, como definimos a seguir.

Definicao 16. Um produto interno no espago tangente Ty M é uma aplicacao bilinear,

simétrica e definida positiva
Cooy tTyM x Ty M — R.

Ele induz uma norma para vetores tangentes dada por |Jully = +/{u,u)y. Equipar uma
métrica em M consiste em atribuir, a cada ponto Y € M, um produto interno (-, )y no

espago tangente Ty M.

Em particular, consideraremos métricas que variam suavemente ao longo da variedade.

Para formalizar essa nogao, apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 17. Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferencidavel M equipada
com uma métrica Riemanniana {-,-), isto é, um produto interno definido em cada espago
tangente Ty M tal que, para quaisquer campos vetoriais diferenciaveis 7 e £ definidos em

uma vizinhanga V < M, a fungao (ny,&y ), é diferencidvel em V.

Observagao 6. Se uma variedade M é munida de uma métrica Riemanniana, é natural
esperar que variedades construidas a partir de M possam herdar, de maneira adequada,

uma métrica Riemanniana induzida pela métrica de M.

Definicdo 18. Seja M uma variedade Riemannina e M uma subvariedade de M. O

complemento ortogonal de Ty M em Ty M, denotado por (Ty M)*, é o conjunto
(Ty M)* = {€ € Ty M;{€,n)y =0 para todo 1 e Ty M}. (1.3)

Observacgdo 7. Usando uma métrica Riemanniana de M, cada espaco tangente Ty M pode

ser decomposto como a soma direta de Ty M e de seu complemento ortogonal (Ty M)*.
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Assim, todo vetor ¢ € Ty M, com Y € M, admite uma decomposicao tinica da forma

£=PyE+Py¢ (1.4)

onde Py ¢ € Ty M, denota a projecio ortogonal de & em Ty M e Py € € (Ty M)*, é a
projecao ortogonal de & em (Ty M)*.

Associado a cada ponto Y € St(p,n), da variedade de Stiefel, tem-se o espago tangente
dado por
Ty St(p,n) = {£ e R™P; 7Y + YT¢ = 0}, (1.5)

Equivalentemente, pode-se escrever

Ty St(p,n) = { Y B +Y.C | B € Sqew(p), C € R"PP (1.6)

onde Y| é uma matriz arbitraria n x (n — p) que satisfaz YTY, = 0e YLTYL = Ihp,
e Sekew(p) denota o conjunto das matrizes p x p antissimétricas. Para mais detalhes,
consulte [12] ou [20, p.42]. Além disso, como St(p,n) é uma subvariedade de R™*?| ela

pode ser dotada da métrica Riemanniana

&, &)y =tr(¢ &), §1,62 € Ty St(p, n), (1.7)

a qual é induzida pelo produto interno em R™*?, veja [20]. Sob esta métrica, a projegao

ortogonal Py de uma matriz W no espago tangente Ty St(p,n) é dada por
Py (W) =W —Y sym(YTW), Y e St(p,n), W eR"P, (1.8)
onde sym(A) = (A + AT) denota a parte simétrica de A. Ou ainda,
Py(W) = (I = YYO)W +Y skew(YTW), (1.9)

onde skew(A) = 1(A — A’). Para mais detalhes sobre a estrutura, métrica e projegoes
associadas a variedade de Stiefel, bem como suas propriedades geométricas, consulte [20,
p.48].
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Capitulo 2
Método de Newton Riemanniano

Neste capitulo, apresentamos o Método de Newton, iniciando com sua formulagao no
espaco euclidiano e, posteriormente, sua versao para variedades Riemannianas. Abordam-
se conceitos fundamentais, como gradiente e Hessiana Riemannianos, a atualizacao dos

pontos da sequéncia gerada pelo método e suas propriedades matematicas.

2.1 Meétodo de Newton Euclidiano

Otimizar, de modo geral, consiste em determinar os pontos em que uma funcao atinge
valores minimos ou maximos, caracterizando as solucoes que proporcionam o melhor re-
sultado dentro do conjunto de possibilidades. Para formalizar essa ideia, consideremos
uma funcao f : R® — R. O problema de encontrar z, tal que f assuma seu menor valor

nesse ponto pode ser descrito como
minimizar f(z), z € R"™. (2.1)

Nosso objetivo é, portanto, identificar o minimizador da funcao, isto é, o ponto no qual o
valor de f é menor do que em qualquer outro ponto do dominio. Esse conceito é expresso

formalmente pela definicao a seguir.

Definicao 19. Dizemos que o ponto x, € R" é minimizador global de f: R™ — R se
fla.) < f(@), ¥z e R".

Com o intuito de solucionar problemas dessa natureza, busca-se construir uma sequéncia
de pontos (zy), onde z; € R", de modo que essa sequéncia convirja para o minimizador
xs de f. De modo geral, essa sequéncia é gerada da seguinte maneira: toma-se um ponto
inicial o € R"™ e, com o uso de diferentes técnicas, obtém-se aproximacoes sucessivas
X1, X2, X3, ..., cada uma representando uma melhoria em relagao a anterior. Isto é, a cada

novo ponto gerado, espera-se que este esteja cada vez mais proximo de x,.
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Em particular, para funcoes f : R® — R, a atualizacao de cada ponto da sequéncia é feita

a partir do ponto anterior e uma direcao de descida, conceito que sera definido a seguir.

Definigao 20. Dizemos que & € R™"\{0} é uma dire¢ao de descida da fungao f: R" — R

no ponto x € R”, se existe ¢ > 0 tal que

flz+1t&) < f(x) Vte (0,¢).

Observacgao 8. Seja f : R® — R uma funcao diferencidavel no ponto z € R". Se £ € R" é

uma diregao de descida de f, tem-se {f'(x),&) < 0. Para mais detalhes, veja [2].

A atualizagdo de pontos da sequéncia () é feita do seguinte modo:

Tp1 = Tk + &k, (2.2)

onde & é uma direcao de descida de f.

A escolha da direcao de descida, usada na atualizacao de pontos da sequéncia, distingue os
métodos da Otimizagao. Cada método apresenta caracteristicas préprias, com vantagens
e limitacoes que o tornam mais adequado para determinados tipos de problemas. Dentre
esses métodos, o Método de Newton distingue-se pela sua convergéncia excepcionalmente
rapida ao minimizador, decorrente do aproveitamento de informacoes de segunda ordem
durante o processo iterativo.

Tradicionamente, o método de Newton é empregado como uma ferramenta para a re-
solugdo do problema de determinacao de zeros de um campo vetorial F' : R" — R", [2].
Em particular, quando o campo vetorial em questao é o gradiente de uma funcao duas
vezes diferenciavel, f : R® — R, o problema se reduz a encontrar os pontos onde esse
gradiente se anula, ou seja, os pontos criticos de f.

Uma das principais caracteristicas do Método de Newton é o uso da Hessiana da fungao
para determinar a direcao de descida da sequéncia gerada. Especificamente, a direcao &

em um ponto x; é obtida a partir da solucao da equacgao linear

Hess f ())&, = — grad f (). (2:3)

O uso dessa informacao permite, em geral, uma convergéncia significativamente mais
rapida, desde que o ponto inicial z( esteja em uma vizinhanga suficientemente préxima do
minimizador x,. Por essa razao, dizemos que o Método de Newton apresenta convergéncia
local, ou seja, a convergéncia da sequéncia () para a solugdo x,, depende da escolha
adequada do ponto inicial [2].

A seguir, apresenta-se o algoritmo do Método de Newton, que descreve o procedimento

para a geracao da sequéncia (xy).
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Algoritmo 1: Método de Newton

1 Escolha um ponto inicial zo € R" e k = 0.
2 Calcule & = — Hess(f(zy)) ! grad f(zy).
3 Defina 11 = 21 + &

4 Tome k := k + 1 e retorne ao passo 2.

A velocidade com que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 converge para a solucao é
caracterizada, de forma mais precisa, por meio de sua taxa de convergéncia. Diz-se que
uma sequéncia (zy) converge superlinearmente para T, se
. Tyl — Ty
lim u =0. (2.4)
koo ||z — 2|
Além disso, a convergéncia é considerada quadrdtica se existir uma constante C' > 0 tal

que
o e =
11m —————— 5
k= ||z — 242

< C. (2.5)
O uso de informacoes de segunda ordem para a obtencao da direcao &, definida como
a solugao da equagao (2.3), confere ao método de Newton uma taxa de convergéncia
superlinear, podendo alcancar convergéncia quadratica, desde que o gradiente da funcao
objetivo seja Lipschitz em uma certa vizinhanca de x,. Essa caracteristica torna o método
extremamente eficiente no que diz respeito a rapidez com que a sequéncia gerada pelo
Algoritmo 1 se aproxima da solucao. Entretanto, conforme ja discutido, o método de
Newton apresenta convergeéncia local, isto é, sua eficiéncia depende da escolha apropriada
do ponto inicial.

Essas propriedades sao formalizadas pelo teorema de convergéncia local do Método de

Newton. Para demonstrar esse resultado, utilizamos o lema apresentado a seguir, cuja

prova foi retirada de [10, p.74].

Lema 1. Seja || - || uma noma do R™*™ tal que ||I|| = 1, onde I é a matriz identidade de
ordem n e E € R™". Se ||E|| < 1, entdao (I — E)~! existe e

1
17 = E)7 M < 7
1—[|E]]

Além disso, se A € R™™ & invertivel e [|[A~1(B — A)|| < 1, entao B € R™ " ¢ invertivel e

Ay
= A5 - 4]

1B~ <
Demonstragao: Suponha que I — F nao seja invertivel. Por consequéncia (I — FE)z = 0,

para algum z # 0, o que implica que z = Ex. Segue que, ||z|| = ||Ez||. Logo, ||E|| = 1,

uma contradigao. Portanto, I — F é invertivel, isto é (I — E)~! existe. Considere agora a
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identidade
<ZE’“> (I-E)=1-EN*. (2.6)

Como 0 < ||E|| < 1, temos que limy_,,, E*¥ = 0, pois ||E*|| < ||E||F. Passando o limite

m (2.6), quando N — o0, obtemos

(&%iia’“) (I-FE)=1.

Multiplicando a direita por (I — E)~!, temos

Q0
-1 _ Egllgk
k=0

7. a0 7 7 ,
Note que a série )| k=0 EF ¢ convergente. Como a norma é continua, podemos escrever

oe]

2,

17 = E)~l =

Segue que
e}

2B

o0 e 0]
< D IEA < Y IENN
k=0 k=0

Além disso,
1E|" =
Z IIEII

pois Y, || E]|" é uma série geométrica. Deste modo, obtemos

1 =E) M < ) lIElF =
Z HEH

Para a segunda afirmacao, tome B — A =F e E = FA™!. Assim,
F=FA'"A=FEA=A+F=A+EA=(I+E)A

Como ||E|| < 1, a matriz [ + E é nao singular e

1

I-BE)YY <« ————
10 = B)7| < T
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conforme ja mostrado. Logo, (A + F)™1 = A71(I + F)~! é invertivel. Temos ainda que

A+ ) ' —A ' =T -AYA+F) - (A+ )™
—{I-I1-ATF)-(A+F)\.

Escrevendo I = AA™! e agrupando termos para colocar A~! em evidéncia, obtemos

(A+F) ' —A = (A4 AL - ATTF)  (A+ F)!
=AY A-(A+F) - (A+F)".

Substituindo A + F por (I + E)A, temos

(I+E)A) ' —AT'=AY A- (I +E)A) - ((I+E)A)™
—ATA(I—(I+E)-A'I+E)™!
=-FEA'(I+E)!
= -FA'A Y I+ E)L

Segue que

(7 + E)A)™ = A7 = || - FAT A (I + B) |
<l = FI[ AP + B)~HL.

Usando (2.7), obtemos finalmente

IENA

-1 p-1y < A T
l(4+F) = A7 < =

O
O lema demonstrado ¢ também conhecido como Teorema sobre Perturbacoes Pequenas de
uma Matriz Nao Singular (ver [2, p.24]). Em nosso contexto, esse resultado é fundamental
para assegurar a convergéncia da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1, pois garante que, em
uma vizinhanca adequada de x,, a Hessiana permanece inversivel e seu inverso é limitado.
Dessa forma, a sequéncia esta bem definida nessa vizinhanga.
A seguir, apresenta-se a prova da convergéncia local do Método de Newton, evidenciando
as condigbes sob as quais a sequéncia (zy) atinge taxas superlinear e quadratica. A

demonstracao aqui apresentada, pode ser consultada em [2, p.104].

Teorema 1. Seja f : R® — R uma funcao duas vezes diferenciavel numa vizinhanca do
ponto z, € R™ com segunda derivada continua neste ponto. Seja x, uma solucao do
problema de minimizar f, que satisfaz a condigao suficiente de segunda ordem. Entao
para qualquer ponto inicial xq € R" suficientemente proximo a z,, o Algoritimo 1, gera

uma sequéncia (z) bem definida que converge a x,, com taxa superlinear. Se o gradiente
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de f é Lipschitz numa vizinhanca U de x,, isto é,
|| grad f(z) — grad f(y)|| < Ll|lz —yl|, Va,yeU,

entao a taxa de convergéncia de (zy) é quadratica.

Demonstracgao: Pelo Lema 1, existe uma vizinhanca U do ponto z, e um nimero M > 0
tais que
det(Hess f(z)) # 0, |[Hess f(z)'|| <M VzeU. (2.8)

Além disso, utilizando (2.8) e w41 = x — Hess f(z) ! grad f(z), podemos tomar uma

vizinhanga U de x, tal que, se z, € U, entao
[Tri1 — 24| = ka — x, — Hess f(ax)) " grad f(a)|].
Colocando Hess f(z;))~! em evidéncia e sabendo que grad f(z,) = 0, obtemos

ogar — ol = || Hess f(z))~ (Hess £ (z4) (zi — z.)) — grad f(zx))]
= ||(Hess f(xx)) " (Hess f(z) (2 — 74) — grad f(x1) + grad f(z4))]]-

Usando a desigualdade de Schwarz, temos
|21 — 24| < [[(Hess f () 7'|] || grad f(zx) — grad f(z.) — Hess (i) (2 — 2)|l.
Note que
1
orad f(zy) — erad () — J Hess f(tzp + (1 — £)22) (5 — 24)dt.
0

Assim, podemos escrever

|2k =2l < [|(Hess f (1)) || ||(f0 Hess f(twy+(1=t)a.) (2 —w.))dl—Hess f(xx)(xp—2.)]]

Segue que

k1 — 2] <||(Hess f(zi)) 7] | L (Hess f(tzy + (1 —t)x.) — Hess f(zx)) (wr — ) dt]]

<||(Hess f(zx)) || L || Hess f(tzx + (1 — t)a.) — Hess f(xp)||dt [[(x), — )]

<||(Hess f(zx)) "] Jup || Hess f(txy, + (1 = t)a.) — Hess f(ap)]] [[(zx — 24)]]-
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Como || Hess f(z)7!|| < M, obtemos
|Zrsr — 4] | < M supyeoqy || Hess f(tzr + (1 —t)a.) — Hess f(an)|| [[(zx — )] (2.9)

Sabemos, por hip6tese, que Hess f () é continua. Isto é, para todo € > 0, existe § > 0
tal que
x € B(xy,0) = || Hess f(zx) — Hess f(z4)|| <e.

Como zy, € B(xy,0), entao |z — x| < J. Para t € [0, 1], vale
[tz + (1 — t)xe — 24| = tlap — 24| <,
isto é, txy + (1 — t)z, € B(x,0). Note ainda que

|| Hess f(txy, + (1 —t)x,) — Hess f(x4)|| =|| Hess f(tz) + (1 — t)x,) — Hess f(z4)
+ Hess f(x,) — Hess f(z)|]-

Usando a desigualdade triangular, obtemos

|| Hess f(tzy + (1 —t)z,) — Hess f(x4)|| <||Hess f(tzx + (1 — t)z,) — Hess f(xy)|]
+ || Hess f(zx) — Hess f(z,)]
L€
;tg=¢
Logo, de (2.9), se supo 1) || Hess f(tzy + (1 —t)xs) — Hess f(z)|| — 0 (k — ), tem-se
que Ty — Ty, uma vez que ||z — x,|| é limitado para todo k — 0.
Tomando gz = M sup,cpqy || Hess f(tzy, + (1 —t)z.) — Hess f(x4)], da desigualdade (2.9),

obtemos
|| Zr 11 — 2]

[l — ]

< k-

Segue imediatamente que limy ., qx = 0. Concluimos que, para todo x( suficientemente
préximo a x,, o Algoritmo 1 gera uma sequéncia (x) bem definida que converge para z,.
Ademais, a taxa de convergéncia é superlinear.

Se a matriz hessiana de f é Lipschitz em U com moédulo L > 0, obtemos
|| Hess f(tzy + (1 — t)xy) — Hess f(zx)|| < L||(tzr + (1 — t)xy) — ]
Note que

||(txr + (1 —8)T) — x| = ||(txr + (1 = 8)T) — tay — (1 — )|
=1 —1t)||z —axl|, te][0,1].
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Segue que
|| Hess f(txy + (1 — t)x,) — Hess f(zx)|] < L(1 — t)||zs — x1]|.
Substituindo em (2.9), obtemos
|[zhs1 — || < M supyeo) L(1 —1)||2s — i
Note que o valor maximo de L(1 — t) ocorre quando t = 0. Logo,

SUDe(0,1] (L(1—1t)) = L.

Portanto

lwre1 — 2l | < ML||zi — 24"

Isto implica que a convergéncia é quadratica. O

2.2 Otimizacao em Variedades

O problema de otimizagao apresentado até aqui € classificado como irrestrito, ou seja, nao
estd sujeito a quaisquer restricoes sobre a varidavel x € R™. No entanto, é frequente que
problemas de otimizacao envolvam a minimizacao de uma funcao sob certas restrigoes.
Nesses casos, o problema passa a ser classificado como restrito, e sua formulagao geral
pode ser expressa por

minimizar f(z) sujeito a x € (2, (2.10)

onde f: R™ — R é uma funcao diferenciavel e {2 = R™ é nao vazio.

Para encontrar solugbes de problemas do tipo (2.10), torna-se necessario adaptar os
métodos empregados em problemas irrestritos. O método do gradiente, o qual adota
& = —grad f(zy) como diregao de descida é um exemplo disso. Em problemas restritos,
nem todas as direcoes de descida, fornecidas pelo método do gradiente, garantem que o
proximo ponto da sequéncia gerada permaneca dentro do conjunto 2. Para contornar
essa limitacao, utiliza-se a projecao da direcao de descida sobre o conjunto 2, obtendo-se
entao uma direcao viavel. A Figura 2.1 ilustra esse processo.

No entanto, projetar um ponto x; em um conjunto {2 é, em muitos casos, uma tarefa de-
safiadora, mesmo quando €2 possui uma estrutura relativamente simples. Essa dificuldade
pode ser atribuida ao fato de que a projecao nem sempre possui uma expressao fechada
e, mesmo quando existe, seu calculo pode ser computacionalmente custoso.
Evidentemente, lidar com problemas irrestritos é, em geral, mais simples do que com
problemas restritos. Convenientemente, é possivel transformar um problema restrito em

um problema irrestrito, desde que o conjunto {2 seja uma variedade diferenciavel. Assim,
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Tp1 = Tk + &k

&k /4

Figura 2.1: Projecao do ponto xj,1 no conjunto €.

se 1 = M, onde M é uma variedade diferencidvel, entao o problema (2.10) equivale a
minimizar f(Y), Y € M, (2.11)

onde f: M — R.

O procedimento para resolver o problema (2.11) mantém a mesma estratégia apresentada:
parte-se de um ponto inicial Yy € M e, a partir deste ponto, gera-se uma sequéncia Y
que deve convergir para a solucao (Yi). A atualizagao de cada ponto é feita a partir do
ponto atual Y e de uma direcao &.

Como discutido no Capitulo 1, atualizar os pontos da sequéncia utilizando (2.2) néo
garante que eles permanecam na variedade M. Por isso, para o problema (2.11), cada

ponto da sequéncia (Y}) é atualizado por meio de uma retragao:

Yk:-‘rl = RYk(gk)a (212)

onde Ry, é uma retracao sobre M e &, € Ty, M é a diregao de descida considerada.

Observacgao 9. Lembre-se de que a retragao Ry é construida de forma que, para qualquer
vetor tangente £ € Ty M, o ponto Ry () € M. Essa caracteristica é fundamental pois
garante que, ao atualizar cada iterado seguindo uma direcao tangente, todos os pontos
gerados permanecam no conjunto 2 = M. Em outras palavras, essa propriedade é a que
permite tratar o problema originalmente restrito como um problema irrestrito sobre a

variedade.

A seguir, apresentam-se nogoes fundamentais para a minimizacao de func¢oes definidas em

variedades.
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2.2.1 Condicoes de otimalidade em Variedades

Definicao 21. O minimizador de um mapa suave f : M — R, é o ponto Y, € M tal que
f(Yy) < f(Y), para todo Y € M. Em particular, dizemos que Y, é minimizador local de
f se existir um aberto U < M contendo Y, tal que f(Yi) < f(Y), para todo Y e U.

Assim, resolver o problema (2.11), considerando f como a func¢ao objetivo, consiste em

encontrar o minimizador Y+ € M de f.

Definicao 22. Um ponto Y € M é ponto critico da funcao suave f : M — R se
(foc)'(0) = 0, para toda curva suave ¢ em M tal que ¢(0) =Y.

Observagao 10. Equivalentemente, poderfamos exigir que (f o¢)’'(0) = 0 na Definigao 22,
bastando considerar simultanecamente as parametrizagoes t — c(t) e t — ¢(—t) da curva
¢. Deste modo, Y é ponto critico se, e somente se, Df(Y') = 0, ou seja, no caso M = R",

essa definicao coincide com a definicao usual de ponto critico.

Proposicao 1. Todo minimizador local da fun¢ao suave f : M — R é um ponto critico
de f.

A demonstracao apresentada a seguir for retirada de [19, p. 56].

Demonstracao: Seja Y, um minimizador local de f. Sabemos que existe uma vizi-
nhanga U < M de Y, tal que f(Yi) < f(Y) para todo Y € U. Suponha que Y, nao seja
ponto critico de f. Isto é, existe uma curva suave ¢ : (—¢,€) — M, com ¢(0) = Y, tal que
(foc)(0) < 0. Note que (f oc)" é continua, pois resulta da derivada da composicao de
fungoes suaves. Como f é suave em M (isto é, de classe C*) e ¢ é uma curva suave em
M, a composigao f o c é uma fungao suave, e, portanto, sua derivada (f o ¢)’ é continua.
Logo, sabendo que (f oc) : (—€,¢) — R, é correto afirmar que existe 6 > 0 tal que
(foc)(t) <0, Vte|0,6].

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que

Rearranjando, obtemos

pois Y, = ¢(0). Como (f oc)(t) < 0, temos que S(t)(f oc¢)/(t)dt < 0, para todo t € (0, ],

pois estamos somando valores negativos. Portanto,

Felt) = F(V2) + j (f o e (B)dt < f(V2).

0

No entanto, como ¢ é continua e Y é um aberto contendo Y = ¢(0), o conjunto ¢~ () =
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{t € (—€,€)|c(t) € U} é um aberto em (—¢,€) que contém o ponto t = 0. Assim, existe
t € [0,0] tal que ¢(t) eU.

Por outro lado, vimos que, para todo t € (0,6], f(c(t)) < f(Yy). No entanto, como
c(t) e U, e U é uma vizinhanga na qual f(Yi) < f(Y) para todo Y € U, isso implica que
f(Yy) < f(c(t)), uma contradigao. O

Definicao 23. Um ponto Y, € M é ponto critico de seqgunda ordem da funcao f : M — R
se (foc)(0)=0e (foc)(0) =0, para toda curva suave ¢ em M tal que ¢(0) = Y.

Proposicao 2. Todo minimizador local da fun¢ao suave f : M — R é um ponto critico

de segunda ordem f.

Demonstracao: Sabemos, pela Proposicao 1 que se Y, é minimizador local de f, entao
Y, é ponto critico de f. Suponha que Y, nao seja um ponto critico de segunda ordem
de f. Entao, existe uma curva ¢ : (—e¢,€) — M com ¢(0) = Y, tal que (foc)(0) =0e
(foc)"(0) <0.

Note que a fungao (f o¢)” é continua, pois f e ¢ sao suaves. Portanto, a composigao foc
é uma funcao de classe C'° em um intervalo real, garantindo que todas as suas derivadas,
incluindo (f o ¢)”, sejam continuas.

Deste modo, existe § > 0 tal que (f o¢)”(t) < 0 para todo ¢ € [0,d]. Usando a expansao

de Taylor, para cada 7 € [0, 4], existe um ¢ € [0, 7] tal que

7_2

F(e(®)) = f(e(0)) + 7 (foc)(0) + 5 - (foo)' (D).

Portanto, f(Yi) > f(Y) para todo 7 € (0, ], uma contradicao. O

Teorema 2. Seja f : M — R uma funcao suave, onde M é uma variedade Riemanniana.
O ponto Y, é ponto critico de segunda ordem de f se, e s6 se, grad f(z) = 0 e Hess f(z)

¢ semidefinida positiva, isto é (v, Hess f(Yi)[v]) = 0, para todo v € Ty, M nao nulo.

Demonstragao: Seja ¢ : (—¢,€¢) — M uma curva suave de M, com ¢(0) = Yy, v = (0)

e u = "(0). Sabemos que

(f €)' (0) = Df(c(0)[¢(0)] = {grad f(Y:), v)y, e
(f 0 0)"(0) = Cgrad f(Ys), wy, + (Hess f(Yi)[v], vy,

Suponha que grad f(Y;) = 0 e (v, Hess f(Yi)[v]) = 0. Temos que {grad f(Y%),v)y, = 0=
(foc)(0) =0. Além disso, (f o c)”(0) = (Hess f(Y:)[v],v)y,. Segue que (f oc)”(0) = 0.
Portanto, Y, é um ponto critico de segunda ordem de f.

Reciprocamente, suponha que Y, seja um ponto critico de segunda ordem de f. Temos
que (foc)(0) =0= (grad f(Ys),v)y, = 0= grad f(Y,) = 0.

Além disso, (f o ¢)"(0) = 0 = {grad f(Yi),wy, + (Hess f(Yi)[v],v)y, = 0. Como
(grad f(Yi), w)y, = 0, temos que (Hess f(Y;)[v],v)y, = 0. O
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A Proposigao 2, assim como o Teorema 2, foram retirados de [19, p.120].

2.3 Meétodo de Newton Riemanniano

O Método de Newton, apresentado anteriormente no contexto euclidiano, também pode
ser usado na busca pelo minimizador de fungdes definidas sobre variedades Riemannianas.
Nesses problemas, a direcao de descida considerada, pertence a um espaco tangente da
variedade. Em particular, a direcao de Newton &, também é obtida como solucao da
equacao linear

Hess f(Ye)[&] = —grad f(13). (2.13)

No entando, nesta versao para variedades, a Hessiana e o gradiente considerados sao,
respectivamente, a Hessiana riemanniana e o gradiente riemanniano, 0s quais serao apre-
sentados a seguir. Essa adaptacao do Método de Newton leva ao que chamamos de Método

de Newton Riemanniano.

2.3.1 Gradiente e Hessiana Riemannianos

Considere a funcao F': R™ — R™ e o vetor v € R". A derivada direcional de F' no ponto

x € R™ na direcao v é dada por

. F(zx+tv) — F(x)
DF(x)[v] = 11_{% ; .

Essa definicao nao é apropriada para uma funcao f definida em uma variedade M, pois
o ponto x + tv nao estd, em geral, bem definido em M.

Para contornar essa dificuldade, utilizamos a ideia de curvas na variedade. Em vez de
somar diretamente um vetor ao ponto z, consideramos uma curva suave c : (—e¢, ) — R
que passa pelo ponto Y e cujo vetor tangente em t = 0 corresponde a direcao de interesse
v € Ty M. Dessa forma, a derivada de F' ao longo de v é obtida derivando F' o ¢ em
relacao a t no ponto t = 0. Essa estratégia leva naturalmente a nocao de diferencial de

uma aplicacao entre variedades, definida a seguir.

Definigao 24. Seja F': M — N uma aplicacao diferencidvel entre variedades e Y € M.
O diferencial de F em Y, denotado por DF(Y) : Ty M — Trx)N, é definido como a
aplicacao linear que associa a cada vetor tangente v € Ty M a derivada direcional de F

ao longo de v, isto é,

DF(YV)[t] = % Fle(t)

onde ¢ : (—&,e) > M é uma curva suave tal que ¢(0) =Y e ¢(0) = v.

)
t=0

Definicao 25. Seja f uma funcao suave definida em uma variedade Riemanniana M e

Ty M o espago tangente a M no ponto Y € M. O gradiente Riemanniano de f no ponto
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Y, denotado por grad f(Y), é definido como o unico elemento de Ty M que satisfaz

(grad f(Y), &)y = DfF(Y)[§], Ve Ty M. (2.14)

O teorema a seguir, retirado de [20], é o resultado central que utilizaremos ao longo do

trabalho no que se refere ao célculo do gradiente em variedades.

Teorema 3. Seja f(z) uma funcdo definida em uma variedade Riemanniana M e f a
restricao da funcao f a uma subvariedade M de M. O gradiente de f é igual a projecao

ortogonal do gradiente f em T, M, isto é,
grad f(x) = P, grad f(z). (2.15)
Demonstragao: Sabemos que grad f(z) € T,M. Logo,
grad f(z) = P, grad f(z) + P, grad f(z).
Isolando P, grad f(x), obtemos P, grad f(z) = grad f(x) — P grad f(z). Segue que

(P, grad f(z),&) = (grad f(z) — P, grad f(z), &),

onde ¢ € T, M. Usando a bilinearidade do produto interno, obtemos

(P, grad f(z), &) = (grad f(x), &) — (P; grad f(x), ).

Sabemos que (P grad f(z), &) = 0. Portanto,

(P grad f(x),&) = (grad f(z),§) = Df(z)[¢] = Df(x)[¢].

m
O Teorema 3 é particularmente 1til porque permite reutilizar calculos feitos no espaco
euclidiano, que geralmente sao mais simples, ao invés de computar diretamente o gradiente
na subvariedade, o que pode ser mais trabalhoso.
Assim como o gradiente Riemanniano difere do gradiente euclidiano, a Hessiana Rieman-
niana apresenta caracteristicas préprias, ajustando-se a geometria da variedade. A seguir,
apresentam-se algumas definicoes e, posteriormente, o principal resultado em relacao a

hessiana que sera usado nesse trabalho.

Definigao 26. Seja X(M) o conjunto dos campos vetoriais suaves definidos em M. Uma

conexdao afim V em uma variedade M é uma aplicagao bilinear

Vi X(M) x E(M) — (M), (1, — V&,
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que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Vigigné = V€ + gV €, para todo n, X, £ € X(M) e f,g e F(M);
ii) V,(a& + b¢) = aV,& + bV, (, para todo n,§,( € X(M) e a,beR;
iit) V,(f§) = (nf)€ + fV,€, para todo n,§ € X(M) e f e F(M).

Uma conexao afim acrescenta a variedade informacoes que vao além de sua estrutura
diferencidvel, tornando possivel uma andlise mais detalhada de suas propriedades [20].
Em geral, uma variedade admite uma infinidade de conexoes afins distintas, entretando,
algumas delas possuem caracteristicas especificas que as tornam especialmente adequadas
para nosso estudo. Ao equipar a variedade com uma métrica Riemanniana, exigimos duas
propriedades adicionais para que a conexao e a métrica interajam de maneira adequada:
simetria e compatibilidade com a métrica Riemanniana. Com essas duas propriedades
satisfeitas, a conexao afim passa a ser chamada de conexao Riemanniana;

Para definir a simetria de uma conexao afim, precisaremos do conceito colchete de Lie de
dois campos vetoriais. Sejam & e ¢ campos vetoriais da variedade M, cujos dominios se
intersectam em um conjunto aberto U < M.

O colchete de Lie [, (] é a funcdo de F(U) em si mesma definida por

€. ¢1F = €(¢F) = C(&f),

para todo f € F(U).

Definigao 27. Seja M uma variedade Riemanniana. Se para todo U,V,W € F(M), a
conexao afim V satisfaz:

i) [UV]f=(VoV =VyU)f, VYfeF(M);

i) UV, W) =(VyV, W) +{V,VyW).

Entao V é uma conexdao Riemanniana.

Definicao 28. Dada uma funcao f : M — R, onde M ¢é uma variedade Riemanniana,
a Hessiana Riemanniana de f em um ponto Y € M é a aplicagao linear Hess f(Y) :

Ty M — Ty M, definida por

Hess f(Y)[€] = Ve grad f(Y),

para todo £ € Ty M, onde V é uma conexao Riemanniana em M.

Teorema 4. Sejam M uma subvariedade Riemanniana de um espago Euclidiano, f :
M — R uma fungao suave. Se G é um um campo vetorial suave definido em uma
vizinhanga de M, tal que G(Y) = grad f(Y) para todo Y € M, entao, para todo Y € M
e £ e Ty M, vale

Hess f(Y)[{] = Py DG(Y)[¢],

onde Py denota a projecao ortogonal de DG(Y')[¢] no espago tangente Ty M.
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Neste estudo, é conveniente calcularmos a hessiana Riemanniana a partir do resultado
apresentado no Teorema 4. Para a demonstracao de tal resultado, confira [19, p.56].
Em geral, a diregao usada no método de Newton, obtida como solu¢ao da equagao (2.13),

nao é necessariamente uma direcao de descida da funcao objetivo. De fato, temos

Df(Yi)[&] = {grad f(Ye), &) = —grad f(Y), (Hess f(Yy) ™" grad f(Y4)),

e nao se pode garantir, em geral, que esse valor seja negativo. Uma condicao suficiente
para assegurar que & seja uma diregao de descida é que o operador Hess f(Y}) seja definido
positivo, ou seja, (&, Hess f(Yy)[&k]) > 0 para todo &, # 0.

A seguir, apresenta-se o algoritmo do Método de Newton Riemanniano.

Algoritmo 2: Método de Newton Riemanniano

1 Escolha uma retracao R sobre M, f: M — R, uma conexao Riemanniana V de
M, um ponto inicial Yo e M e k = 0.

2 Calcule & € Ty M como a solucao da equagao de Newton

Hess f(Yy)&: = — grad f(Y),

onde Hess f(Yy)& := Vg, grad f.
3 Defina Y} := Ry, (&)

4 Tome k := k + 1 e retorne ao passo 2.

O Algoritmo 2, correspondente ao Método de Newton Riemanniano para fungoes reais
definidas em variedades, pode ser interpretado como um caso particular do seguinte Al-

goritmo.

Algoritmo 3: Método de Newton Riemanniano para campos vetoriais

1 Escolha uma retracao R de M, um ponto inicial Yy € M, um campo vetorial
suave &£, uma conexao afim V de M e k = 0.

2 Calcule n; € Ty M como a solugao da equacao de Newton

J(Ye)ne = —&v, (2.16)

onde J(Y) : Ty M — Ty M é dado por J(Y)E&, 1= Ve, &.
3 Defina Yy := Ry, (nx).

4 Tome k := k + 1 e retorne ao passo 2.

O Algoritmo 3 trata do problema geral de encontrar zeros de campos vetoriais em varie-
dades. No caso particular em que esse campo é o gradiente Riemanniano de uma fungao
f M — R, ou seja, tomando &y, = grad f(Y}), a formulacao do Algoritmo 3 reduz-se
naturalmente a do Algoritmo 2.

A caracteristica de convergéncia local do Método de Newton é preservada no contexto de

variedades diferenciaveis. Em outras palavras, se f : M — R ¢é a funcao a ser minimi-
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zada, onde M ¢é uma variedade Riemanniana, o ponto inicial Yy € M deve ser escolhido
suficientemente proximo do minimizador Y, de f. Nessas condigoes, o método preserva
sua rapida convergéncia, assim como no caso euclidiano.

A seguir, apresentam-se as defini¢oes de convergéncia superlinear e quadratica adaptadas
ao contexto de variedades, bem como o teorema de convergéncia local do Método de

Newton Riemanniano, retirado de [20, p.114], que formaliza essas propriedades.

Definigao 29. Seja M uma variedade, (Y;) uma sequéncia em M que converge para
Y, e Me (U, p) uma carta de M, com Y € U. Se

lim o (V1) — o(Yi)l|
k- ||p(Y) — o(Ya)]|

— 0, (2.17)

entao a sequéncia (Yj) converge superlinearmente para Yy. Se existir ¢ = 0 e K > 0 tais

que, para todo k > K, tem-se

lo(Virr) — (Yol < ello(Yr) — o(YOIP, (2.18)

entdo dizemos que a sequéncia (Yj) converge quadrdticamente para Y.

Observagao 11. Uma sequéncia de pontos (Yj) em uma variedade M é dita convergente
se existe uma carta (U, ¢) de M, um ponto Y, € M e K > 0 tal que Y; € U para todo
k > K e a sequéncia (¢(Y})) converge para ¢(Y;).

Para mais detalhes, consulte [20, p.63].

Observagao 12. Sejam E e F' dois espacos vetoriais normados de dimensao finita, e seja
F . E — F p-vezes continuamente diferenciavel em um conjunto convexo aberto U < FE,
com z € U. Suponha que a diferencial de ordem p, DPF : E — LP(E;F), em que
LP(FE; F) denota o espago das transformagdes p-lineares continuas de E' x --- x E em F,
seja Lipschitz continua em x em U com constante de Lipschitz a (usando a norma induzida

em LP(E; F)). Entao, para qualquer z + h € U, vale

(p+1)!

1

o e

HF@; L h) - F(z) — = DF(x)[h] -

1! DpF(x)[h,--.,h]H <

Em particular, para p = 1, isto é, F' continuamente diferenciavel com diferencial Lipschitz
continua, temos

@
|F(z + 1) = F(z) = DF(z)[h]] < Z |2
Para mais detalhes a respeito da observacao 12, consulte [20, p.198].

Teorema 5 (Convergéncia Local do Método de Newton em Variedades). Sob
as mesmas hipdteses e notacoes do Algoritmo 3, assumimos que existe Y, € M tal que
&, = 0 e J(Y,)! existe. Entao, existe um aberto U, onde Y, € U, tal que, para todo

Yy € U o Algoritmo 3 gera uma sequéncia (Yy) que converge superlinearmente para Y.
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Demonstragao: Seja (U, ¢) uma carta de M, com Y, e U e p : U — oU) < R™.
Para mostrar que a sequéncia (Y}) converge para Y, é suficiente mostrar que a sequéncia
(p(Yx)) converge para (Y;), conforme aponta a Observagdo 11. Primeiramente, obser-
vamos que Do (Yy)[€] : Ty, M — R™. Assim, cada vetor tangente &y, € Ty, M passa a
ser atribuido a um vetor no R”. De forma analoga, a Jacobiana J(Y}) : Ty, M — Ty, M
pode ser representada em coordenadas por J(Y}) := (Dg(Y3)) 0 J(Yi) 0 Dp(Y;)) ™!, que é
uma aplicacao de R™ em R™. Note ainda que J (Yk) ¢ linear, pois D ¢ é uma derivacao.
Para simplificar, adotaremos as seguintes notacdes: Y = ¢(Y3), {},k = Dp(Yy)[¢] e
Ry ¢ = ¢(Ry ¢). A atualizagao de pontos da sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 é entao
dada por

Yirr = Ry, () = Ry, (= I(Ye)'650), (2.19)

enquanto o método de Newton euclidiano aplicado a funcao é :R™ — R™ é dado por
Vi1 = Vi + (—Dg(yk)_léyk)- (2.20)

A estratégia nesta prova é mostrar que (2.19) estd suficientemente préximo de (2.20),
para que o resultado de convergéncia superlinear do método de Newton apresentado no
Teorema 1 seja preservado.

Sabemos que ¢ é um campo vetorial suave. Assim, é correto afirmar que J(Y) = V,¢,
onde n € Ty M, também é suave. Pela suavidade de ¢ e Dy, J também é suave, pois a

composi¢ao de aplicagoes suaves é suave. Logo, existem r; > 0 e v; > 0 tais que

A

11(Y) —

~ A

N < llY = 2],

<>

A~

para todo Y, Z € B, (Y;) = {Y e R |V — Y,|| < r)}.
Seja 8:= |lJ(Y.)~l e

. 1
€e=min{ry;, — .
{ g Qﬁ%}
Tome Y}, € BE(\A(*) e obtenha

1(V) = TEI < 75l ¥i = Yall.

Note que

~ A

J(¥) = JEII < T () = TF)]-

<
—
*
~—
L
—~

J(¥e) = JY )| < BV = Yl

<>
—
*
N—
L
—~

< Bryge <

DO | —
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Segue do Lema 1 que .J (Yk) ¢ nao singular e

A A

~ ~ J 1
HJ(Yk)le < _ || ( k) H

o < 2||J(Y) 7 < 28 2.21
L= [|J(Ye) 1 (J(Ye) — J(Y*))H< 1Y)l < 28 (2.21)

Por conseguinte, para todo Yy € BE(Y*), a direcao de Newton ék = j(f/k)_léyk esta bem
definida.

Sabemos que 7, = j(Yk)_léYk. Como € é suave e éf/* = 0, existe v > 0 tal que

€5, — &5 Il = 1z Il < A1V = Yl (2.22)

Usando (2.21), (2.22), para Y}, suficientemente préximo de Y;, é valido que
l7iel] = 11T (Vo) " o |l < 1T T IEp, || < 289[1Ye = Yal| = |V = Vil (2:23)

Note que R};k : R™ — R™. Além disso, RYk ¢é suave pois Ry e ¢ sao, por definicao, suaves.
Assim, usando a expansao de Taylor de segunda ordem para RYk (M) (ver [20, p.198]),

obtemos

~ A ~

Ry, (i) = Ry, (0) + DRy, (0)[] + 5 DRy, (0)[ie. ] + ().

Por definicao, sabe-se que Ryk(()) =Y. Logo,

N A ~ A

. . A . ~ . | R A
Ry, () = Ye + 7 + 5 DRy, (0)[, ] = Ry () = (Ve + ) = 5 DRy (0) [, 7]

Segue que
IRy, (k) — (Vi + )| < —HD Ry, (0)] 7[>

Devido a continuidade de DQR)”/k em uma vizinhanca de 0, existe uma constante K > 0
tal que | DRy 7. (0)] < K. Definindo ¢ = K/2, obtemos

IRy, () = (Vi + )| < el (2.24)
Usando (2.24) e (2.23), temos
| Ry, e — (Vi + )| < vrI[Ye — Yal %,

para algum vz > 0. Defina I'y v bor I gC — J(Y)¢ — DE(Y)[(]. Note que fy’é é um

operador linear. Novamente, pela suavidade de FY ¢, existem rp e 4r > 0 tais que

1Py ¢ = Thell < arllY — 211,
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para todo Y, Z € BTF(?*). Em particular,

1Ty ell < arl[Ye = Yil|,

~

para todo Y, € BE(}A/*). Ademais, para todo Y, 7 e Bringr, vy (Ys), temos

|DE(Y) = DE(Z) = (Ty ¢ = Tz 4)ll <|
|

De (2.19), obtemos

Segue que

[Yier = Yall < [Yi = J(V) 7'y, — Yall + el Vi — Y
< |T(VR) (&, — &5, — JER Ve = Vi) + [ (Vi) Ty, ¢ (Ve = Vi)
+ Ve[ Vi — Ya?

1 N N L
< 26500 +r)[Ye — Yal? + 2870 Ye = Yal* + vglYs — Y,

sempre que ||Y; — Y| < min{e, rp, rg}, onde usamos a Observagao 12.
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Capitulo 3

Problema de Diagonalizacao

conjunta de matrizes

Neste capitulo, apresentamos o problema de diagonalizacao conjunta de um conjunto de
matrizes simétricas, formulado como a minimizacao de uma fungao objetivo na variedade
de Stiefel. Para resolver esse problema, reescrevemos a equagao de Newton por meio de
uma estratégia de vetorizacao que permitiu representar a Hessiana da funcao objetivo
como uma transformagao linear. Essa reformulagao conduz a um sistema linear cuja
solugao determina a direcao de Newton, dando origem a versao vetorizada do método

empregada na resolucao do problema.

3.1 Introducao

Se uma matriz A € R™"™ possui n autovalores distintos, existe uma matriz invertivel
P e R™" tal que
P 'AP = D,

onde D ¢ uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao exatamente os autovalores
de A. No caso particular em que A é simétrica, existe de uma matriz ortogonal () € R™*"

satisfazendo

OTAQ = D.

Assim, diagonalizar uma matriz A significa encontrar uma matriz Y (invertivel ou orto-
gonal, dependendo do contexto) tal que a matriz transformada Y7 AY seja diagonal. Em
outras palavras, buscamos uma matriz Y que faca com que todos os elementos fora da
diagonal seja igual a zero, [5].
O problema de interesse neste trabalho consiste em diagonalizar simultaneamente um
conjunto de matrizes simétricas A,...,Ax € R™™ ™. Deseja-se encontrar uma matriz
Y e St(p,n) tal que

YTAY =Dy, 1=1,... K, (3.1)
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onde cada D; é uma matriz diagonal.

Quando as matrizes A; comutam duas a duas, isto é, A;A; = A;A; para todo i, j, existe
uma matriz Y que as diagonaliza simultaneamente [22]. No entanto, a exigéncia de
comutatividade é bastante restritiva e nem sempre ¢é verificada em problemas reais. As-
sim, quando as matrizes nao comutam, busca-se uma diagonalizacao aproximada, isto é,
procura-se uma matriz Y que torne cada matriz Y7 A4;Y o mais diagonal possivel, tornando
ao maximo os elementos fora da diagonal proximos de zero.

Essa ideia conduz naturalmente a formulagao do problema como uma tarefa de otimizagao.
Diversos métodos para diagonalizacao conjunta aproximada foram propostos na literatura,
distinguindo-se pela escolha da funcao objetivo, pelas estratégias de otimizacao empre-
gadas e pelas diferentes condigdes impostas ao problema [22]. A formulagdo adotada
neste trabalho segue [12] e consiste em um problema de otimizagao restrito a variedade
de Stiefel, cuja solucao fornece uma matriz Y, € St(p,n) que diagonaliza, de maneira
aproximada, o conjunto de matrizes simétricas A;.

Seja St(p,n) = {Y e R™?; Y'Y = [, }, onde I, é a matriz identidade de ordem p e p < n.

Consideremos a fungao g : R™*? — R, definida por

g(Y) =) |off (YTAY)

=1

|2, Y eStpn), (3.2)
em que A; € R™" [ =1,..., N, sdo matrizes simétricas, off (X) denota a parte fora da
diagonal da matriz, e |- |z é a norma de Frobenius. Para mais detalhes, consulte [12]. Note
que, quanto maiores forem os elementos fora da diagonal das matrizes Y7 A4;Y, maior é o
valor de ¢g(Y'). Logo, resolver o problema de diagonalizagao conjunta de matrizes consiste
em minimizar a funcao g.

Em vez de avaliar diretamente os termos fora da diagonal, pode-se considerar apenas
os elementos diagonais das matrizes Y7 A;Y. Isso conduz outra formulacio do mesmo

problema, na qual se busca uma matriz Y € St(p, n) que maximize a fungao g : R"*? — R,

dada por
N
g(v) = [l diag (Y"AY) |7,
=1
em que A; € R"™" com [ = 1,..., N sao matrizes simétricas, diag(X) denota a matriz
diagonal cujos elementos coincidem com a diagonal principal de X e || - ||z é a norma de

Frobenius. Equivalentemente, desejamos minimizar f : R"*? — R, dada por
B N
F(Y) ==Y |ldiag (YTAY) |3, Y € St(p,n). (3.3)
=1

Observe que o problema definido em (3.3) constitui um problema de otimizagao restrito.

Uma vez que St(p,n) é uma variedade diferencidvel, é possivel formular um problema de
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otimizacao irrestrito equivalente. Para estabelecer formalmente esta equivaléncia, recor-

remos ao seguinte resultado.

Observacao 13. Seja F' : M — N um mapa suave entre variedades diferencidveis e seja
Z € N tal que DF(Y) : Ty M — TyN ¢ sobrejetora para todo Y € F~1(Z). Entao o
conjunto F~Y(Z) = {Y e M | F(Y) = Z} é uma subvariedade diferencidvel M. Para
mais detalhes, veja [20, p.26].

Proposigao 3. O conjunto St(p,n) = {Y € R™?;YTY = [,} é uma subvariedade dife-

rencidvel de R"*P.

Demonstragao: Considere a fungao suave
F:R"” — S (p), dadapor F(X)=X"X -1,

onde Sgym denota o conjunto de todas as matrizes reais p x p simétricas.
Note que, para todo X € St(p,n) temos X = F~1(0), pois X satisfaz XX — I, = 0, logo
F(X) = 0. Além disso, a derivada de F' em X, na direcao Z € R™*P, pode ser obtida

observando que

FX+2Z)=X+2)"(X+2) -1,
=X'X- L+ X"Z+7Z"X)+2"Z
=X'Z7+72"X+ 717

Segue que
DF(X)[Z]=X"Z+Z"X.

Precisamos mostrar que DF(X) é sobrejetora para todo X € St(p,n). Em outras palavras,
queremos provar que, dado qualquer W e S;ym(p), existe Z tal que X727 + ZTX = W.
Escolhendo Z = %X W, temos

DF(X)[Z] = XT <—XW> + <—XW>TX

onde utilizamos X*X =1, e W =W.
Portanto, DF(X) é sobrejetora para todo X € St(p,n) e, pela Observacao 13, segue-se
que St(p,n) é uma subvariedade diferenciavel de R"*?. O

Para mais detalhes a respeito do resultado apresentado na Proposigao 3, consulte [20,
p.26].
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A partir da estrutura diferencidvel de St(p,n), é possivel reformular o problema (3.3)
como um problema de otimizacao irrestrito. Em particular, consideremos a minimizacao
da fungao f : St(p,n) — R dada por

N

FY) == [l diag (Y AY) [[3 (3.4)

1=1

O problema definido em (3.4) é conhecido como o problema de diagonalizagdo conjunta
sobre a variedade de St(p,n). Este problema surge em diferentes dreas, incluindo a andlise
de sinais multivariados, que sera discutido com mais detalhes adiante.
Nosso objetivo é determinar a solu¢do do problema irrestrito (3.4) utilizando o Método
de Newton Riemanniano. Para isso, é necessario calcular a diregao de Newton definida
pela equagao (2.13), fazendo uso de resultados discutidos anteriormente.
Em particular, pelo Teorema 3, o gradiente Riemanniano da fungao f : St(p,n) — R é

dado por

grad f(Y) = Py(grad f), (3.5)

onde Py é a projecao ortogonal sobre o espaco tangente da variedade Stiefel em Y, e
grad f é o gradiente euclidiano da funcdo f : R"*? — R, conforme definido em (3.3).
Além disso, sabemos que a Hessiana Riemanniana de f no ponto Y aplicada a um elemento

do espaco tangente

Hess f(Y)[¢] = Pv(D(grad f(Y))[¢], (3.6)

onde D(grad f(Y))[£] ¢ a derivada direcional do gradiente Riemanniano na direcao &.

Notemos que, a partir de (1.8) e (3.5), obtemos
grad f(Y) = grad f(Y) — Y sym(Y T grad f(Y)).
Como D é um operador linear, obtemos

D(grad f(Y))[¢] = D(grad f(Y))[¢] = D(Y sym(Y™" grad f(Y)))[€].

Aplicando a regra do produto, segue que

D(grad f(Y))[¢] = D(grad f(Y))[¢] — &sym(Y" grad f(Y)) — D(sym(Y" grad f(Y)))[¢]-

Seja M = D(sym (YT grad f(Y)))[¢], podemos escrever

D(grad f(Y))[¢] = D(grad f(Y))[¢] = §sym(Y" grad f(Y)) — Y M. (3.7)
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Como Py ¢ linear, de (3.6) e (3.7), temos

Hess f(Y)[¢] = Py (D(grad f(Y))[&] = €sym(Y ™" grad f(Y)) — Py (Y M).
Além disso, sabendo que Y € St(p,n) e M é simétrica, é vélido que
Py(YM)=YM —Ysym(Y'YM)=YM — Y sym(M) = 0.
Portanto, concluimos que a Hessiana Riemanniana pode ser calculada como

Hess f(Y)[¢] = Py (D(grad f(Y)[¢] — & sym(Y " grad f(Y)). (3.8)

Proposicao 4. O gradiente euclidiano de f é dado por

N
grad f(Y) = =4 A)Y diag(Y"A)Y), (3.9)

=1
onde A;,l =1,..., N sao simétricas.

Demonstracgao: Seja g; : R"*? — R uma funcao tal que
a(Y) = | diag(Y"AY)| %,

eY = [yi,...,yp] € R"?, com y; € R" denotando a i-ésima coluna de Y. O produto
YTAY € RP*P tem entradas dadas por

(YTAl ) =Y; Alyja 'Laj:177p
Em particular, a diagonal de YT A;Y é

yTAlyl

T A
diag(vTAY) = |27 | e me.

ygAlyp

Segue que
p

| diag(YTAY) 7 = > (u Awi)*.

i=1
Além disso, para A € R™? (A # 0), onde A = [01,02,...,6,] (6; € R, i = 1,...,p),
temos

a(Y +A) ((ys + ;) Alyz+(5))

p

=1

42



Notemos que,

a(Y +A) (i + 8)T Ayl + 6,))°

I
-M”@

-
I
—

(yZTAlyZ + yZTAl(Sz + 5ZTAlyZ + 5?Al52)2

Il
.Mﬁ

-
I
—_

(v Avys + 2y Ai; + 6] Ai6;)?,

I
.ME

-
I
—_

((yf Aa)® + Ay! Aya) (5 Aidi) + 13(65)),

-

-
Il
i

onde 7;(0;) = 4(y] Ai6:)* + 2(y Ary:) (0] Aid;) + 4(yl Aidi) (67 Aidy) + (6] Aid;)?. Usando a
propriedade [u? Av| < |lu| ||A] [lv|, obtemos

i Ausil < wall 1A N0:l, 167 Audil < LA 8.
Assim, existe uma constante C' > 0, tal que
[rs(0:)] < CJla .
Tomando 7(A) = Y7 7;(8;) e usando |A[* = XF , [d;]?, podemos escrever
r(A) < A

Dividindo ambos os lados por ||Al|, temos

(&)
[A]

< C]A].
Tomando o limite quando A — 0, segue do lado direito que
lim C'||A] =0,
A—0
e, pelo Teorema do Confronto, concluimos que
- [r(A)]

lim —* =
a0 A
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Assim

-

S
Il
—

gV + A) = 3 (0 i) + 4 A (57 A)) + 7(2)

[
-M“

~
I
—_

p
() Awi)” + Y 4! Awa) (] Aidi) + r(A)
=1

Logo,
(grad ¢;(Y),A) = 24 T Ayl Ao

Note que,

p p p
Z4<yiTAlyi) yi Ay = Z Ayl Awyi) Avyi, 0y = Z QA+ Ay (v Awi), 6.
=1 i=1

Deste modo, podemos concluir que
grad g;(Y) = 2(4; + A}) Y diag(YTA)Y).

Como f(Y) = =3V, g(Y), temos
N
grad f(Y Z grad g;(Y) = —2 Z (A + AD)Y diag(dV).
=1
Finalmente, usando a simetria de A;, obtemos

N
grad f(Y) = =4 )" A)Y diag(Y"A)Y). (3.10)

=1

A Proposigao 4 corresponde a um resultado previamente estabelecido em [12].

O célculo do gradiente euclidiano da funcdo f é importante, pois serve como ponto de
partida para obter o gradiente Riemanniano, por meio da projecao sobre o espaco tangente
da variedade. Para determinar a Hessiana Riemanniana, no entanto, é necessario também
determinar D(grad f)(Y)[£], onde Y € M e ¢ € Ty M.

Note que, ao substituirmos Y + t£, onde t € R e £ € Ty St(p,n), em (3.9), obtemos

grad f(V + t€) = =4 Y AV + t€) diag (Y + t&)TA/(Y + ££)). (3.11)
=1
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Usando a formula de Taylor, temos
Y +tOTAY +t) =YTAY +t(YTAE+ETAY) + o),
onde lim; o+ o(t)/t = 0. Assim, podemos escrever
diag (Y + t&)"A(Y +t€)) = diag(Y"A)Y) + t diag(Y" A + ETAY) + o).

Substituindo em (3.11), obtemos

grad F(Y +t€) = — 42 [AlY diag(YTAY) + t(Ag diag(YTAY)
& (3.12)

+ AY diag(YT A€ + £TAZY))] +o(t).

Por definicao, temos que

D(grad F)(Y)[€] = lim grad f(Y +t£) — grad f(Y)

t—0 t

(3.13)
Substituindo (3.12) e (3.9) em (3.13), obtemos

N
D(grad f)(Y)[§] = -4 (A diag(Y"AY) + AY diag(YT A€ + TAY)).

=1

Como A; é simétrica, entdo £TA)Y = (YT A4,6)T. Segue que
diag(YT A6 + €T A)Y) = 2diag(Y7T 45€).
Portanto, a derivada direcional do gradiente na direcao & é
N
D(grad f)(Y Z (Alf diag(YTAY) + 24,Y diag(YTAlf)> . (3.14)

Assim, usando (3.8), (3.9) e (3.14), obtemos

N
Hess f(Y)[¢] = — 4 Py (A diag(Y"A)Y) + 24)Y diag(YT Ai)—
=1

Esym(YTAY diag(YTA)Y))).

Logo, a diregao de Newton para o problema (3.4) é obtida como a solugao & € Ty St(p,n)
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da equacao
N
—4 Z Py (A diag(YTAY) + 24)Y diag(YT A4i€) — Esym(YTAY diag(YTAY)))
=1
N
= 4) Py (AY diag(Y"4Y)).
=1
(3.15)

Usando o fato de que Py ¢é linear, obtemos

N
— 4> Py (A€ diag(YTA)Y)) + 2Py (AY diag(Y" AiS))
=1
N (3.16)
— Py (£sym(YTAY diag(YTA)Y))) = 4> Py (AY diag(Y"AY)) .

=1

Para a primeira projegao do lado direito da equagao (3.16), usando (1.8), teremos

Py (A diag(YTAY)) = Al diag(YTAY) — Y sym(Y" A€ diag(YTA)Y))

1

= Agdiag(YTAY) = V5 (YT A)E(diag(Y T AY)

1
+Y= (dlag(YTAl NTELAY.

Para a segunda projecao, usaremos as seguintes observagoes:

Observagao 14. Denotaremos por Ez(jp 9 3 matriz de dimensio p X q cujo elemento na

posicgao (7, 7) é igual a 1, enquanto todos os demais elementos sao iguais a 0.

Exemplo 6. Sejap=q=3e (i,j) = (2,1), temos

00 0
E&® =11 0 0
000

Observagao 15. Sejam Y € R™*P A; € R™" simétrica e £ € Ty St(p,n). Entao, a matriz

diag(YT Ai€) pode ser reescrita como

p
diag(Y"Ai) = > (y] Aig) Ei,
=1

onde y; € R™ denota a i-ésima coluna de Y.
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Note que

yi yi Aig
T TA
YTAlé,: y2 Algz y2‘ lg
Yy Yy A
Por definicao,
Ak 0 0
0 A 0
diag(Y" 4i€) = 2
0 0 e ygAlé
Seja Fj; a matriz p X p com 1 na posicao (i,7) e 0 em todas as outras entradas.
que,
yi A - 1 0 a 0 yr A 0
0 TAae1 - 0 0 TA
ding(vTag - | L BT B A
0 0 “e ygAlﬁ -1 0 0

Assim, obtemos

p
diag(Y"A4i) = > (y A E
=1

Sabe-se que

Notemos

Py (4Y diag(YTAi€)) = (AY diag(Y"A4€)) — YV sym(Y T (4Y diag(Y" Ai€))

1
= A)Y diag(YT A¢) — §YYTAIY diag(YT Aj€)

1
— EY(onag(YTAlg))TYTAIY.
Usando a Observagao 15, tem-se

Py (AY diag(Y' A€)) AZYZ TA6)E; — %YYTA YZ T A8)E;

i=1

T
p
— —YET (Z T Ai8) ) YTAY.
i=1
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Para a terceira projegao do lado esquerdo da equagao(3.16), temos

Py (5 sym (YTAIY diag (YTA,Y))> — ¢ sym (YTAIY diag (YTAZY))
=Y sym (Y7€ sym (YTAY diag (Y7 AY)))
= &sym (YTAY diag (Y7 AY))
~3YYTE sym (YTAY diag (YT AY))

T
— 3V sym (YA diag (YT AY)) €1
Para o lado direiro da equacao (3.16), temos
Py (AY diag(YTA)Y)) = A)Y diag(YTAY) — Y sym(A;Y diag(Y7AY)).

Note que, ao substituirmos as projegoes em (3.16), obtemos para &, uma equagao linear

da forma

D AEB+).C;¢"D; = E,
i J

onde A;, B;, Cj, D; e E sao matrizes conhecidas. Esta é uma generalizacao da equa¢ao
de Sylvester e, embora linear em &, sua resolucao é em geral dificil, pois gera alto custo

computacional. Para mais detalhes, veja [21, p.111].

3.2 Estratégia de vetorizacao

Com o objetivo de contornar as dificuldades associadas ao cdlculo da diregao de Newton
para o problema (3.4), H. Sato em [12] propds uma estratégia que consiste em obter a
matriz que representa Hess f(Y) como uma transformacao linear em St(p,n), para um
Y fixado, de modo que possamos reescrever (3.15) como uma equacao linear do tipo
Ax = b. Para tanto, é conveniente utilizar a seguinte propriedade: todo vetor tangente

¢ € Ty St(p,n) pode ser decomposto como
E=YB+Y.C, (3.17)

onde B € Sgew(p) ¢ C € RMP*P yeja [12]. Em particular, como Hess f(Y)[¢] €

Ty St(p,n), podemos escrever
Hess f(Y)[¢] = YBy + Y. Cy, (3.18)
onde By € Sgew(p) € Oy € RP)*P,
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Proposigao 5. Seja Y € St(p,n), com p < n e Y, € St(n—p,n) satisfazendo YTV, =0 e
YTY =1, Se £ € Ty St(p,n), em que £ = YB+Y,C, entao Hess f(Y)[£] = Y By +Y,Ch,

onde

N
By = —4) skew((Z,B + Z*C) diag(Z) + 27, diag(ZB + Z}-C)

=1
— Bsym(Z;diag(7%;))),

N
e Cy = —4> (((Z")"B + 2C) diag(Z)) + 2(Z})" diag(ZB + Z;C)
=1
— Csym(Z, diag(Z1))),
onde Zl = YTAZY, ZlJ‘ = YTAZYL (§] ZIJ‘J‘ = YEAZYL

Demonstracgao: Note que, dado W € R"*P_ ¢ vélido que

YIP,(W) =YT[(I - YYD)W + Y skew(YTW)]
=YW -~ YIW + skew(YTW)
= skew(YTW).

Além disso,

YIP (W) =YW = Y sym(YTW)]
=Y (W) - Y'Y sym(YTW)
=Y (W),

para todo W e R™*P. Multiplicando Y7 em ambos os lados da equacao (3.18) e usando

as relagoes Y'Y = [, e YTY| = 0, temos
By = Y" Hess f(Y)[¢]

N
=—4 Z skew (YT<AZ§ diag (YTAZY) +2A,Y diag(YT A€)

=1

— & sym (YTAIY diag(YTAlY)>>>.
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Similarmente, ao multiplicarmos Y na equacao (3.18), obtemos

Cy = Y] Hess fY)[¢]

N
——4>YT (Alg diag(YTAY) + 24, diag(YT A)

=1

_ £sym (YTAZY diag(YTAlY)>).

A Proposicao 5 foi retirada de [12].

3.2.1 Produto de Kronecker e operadores vec e veck

Nesta secao, introduziremos alguns operadores que serao fundamentais para o desenvol-

vimento das etapas subsequentes.

Definigao 30. Sejam A € R™*" e B € RP*?. O produto de Kronecker A® B € R™P*"4 &

definido como

anB tet alnB
A®B = :

amiB - amnB

Definicao 31. Seja W = (w;;) € R™*". Definimos o operador vec como

vec(W) e R™.

I
S
3

Definigao 32. Seja S = (s;;) € R™" uma matriz antissimétrica, isto é, ST = —8S.
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Definimos o operador veck como

521
531
Sni
n(n—1)
veck(S) = | s32 [eR™z
Sn2
Sn,n—1
FEzxemplo 7. Seja
0 —s12 —S13 —Sus
512 0 —S823 —S24
S = e R4
S13 523 0 —s3
S14  S24 534 0

uma matriz antissimétrica. Aplicando o operador veck, temos

521 —S12

531 —S813
veck(S) = MUl | T e,

532 —823

542 —S24

| 543 | | 534 |

Proposigao 6. Seja U € R™*P V € RP*? ¢ W € R?”*". Entao
vec(UVW) = (WT @ U) vec(V). (3.19)
Demonstracao: Note que, dadas A € R™*P ¢ X € RP*?, entao
vec(AX) = (I, ® A) vec(X).

De fato, escrevendo X = [z1,22,...,24], onde z; (j = 1,...¢q) denota a j-ésima coluna
de X, obtemos

AX = [Axy, Axs, ..., Az,
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Considere a matriz

0 --- 0
0 A - 0
LeA=| " |ermom
0 0 A
Assim, podemos escrever
Al’l I
Al’g T
vec(AX)=| | =(,®A)
Az, Zq
Portanto, vec(AX) = (I, ® A) vec(X). Agora, seja B = [bl by - bn] € R?*" onde
Xb
Xbs
by, by, b, € RL. Entio XB — [Xb1 Xby - an] - Logo, vee(XB) = |
Xb,
b bl @1,
by by ® 1,
Se escrevemos BT = | 2 | | entdo BT@ L, = | - "
b bl @I,
Multiplicando por vec(X), obtemos
Xby
, Xb,
(B" @ I) vee(X) = |
Xb,
Portanto, vec(X B) = (BT ® I,,) vec(X). Assim, podemos escrever
vec(VW) = (WT ® I,) vec(V). (3.20)
Além disso,
vec(U(VW)) = (I, ®U) vec(VW). (3.21)

Substituindo (3.20) em (3.21), obtemos vec(UVW) = (I, @ U)(WT ® I,,) vec(V'). Observe
que,
(LRU)YW'RIL,)=(W"'®U).

Logo, vec(UVW) = (WT @ U) vec(V). O
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A Proposigao 6 segue do resultado apresentado em [9].

Observagio 16. Para toda matriz W e R™*", ¢ vélido que Ty, vec(W) = vec(WT), onde
o - (nxmn) (nxn)
T.= ) EeE!™.
ij=1

Para mais detalhes, veja [9].

Ezxemplo 8. Para ilustrar a construcao do operador T,,, consideremos n = 2. Nesse caso,

2
T, = Z Ei(]2><2) ®E§2x2)_

%
3,j=1

Segue que
To=E1 QL + Eo@FEy + Eu®Ejn + Ep® L,

10 01 (0 0 00
By = . B = R - R .
H [0 0] N 0] 2 1 0] 2 [0 1]

Assim, obtemos

onde

o O O
o = O O
o O = O

Proposicao 7. Para qualquer W e R™"*",

vec(sym(W)) = %([n2 + T,)vec(W), e vec(skew(WW)) = %(Inz —T,) vec(W).

Demonstracao: Escrevemos W = [w; wy ... w,], onde w; € R™ sao as colunas de .
Entao
w1
Wo T
vee(W)=| |, vec(W")=T,vec(W).
Wn,

Sabemos que
1 T 1 T
vec(sym(W)) = vec (§(W + W )> = §VGC(W +W).
Usando a linearidade do operador vec, temos
vec(sym(W)) =

(vec(W) + vec(W™)) = = (vec(W) + T,, vec(W)).

N | —
N =
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Portanto,
1
vec(sym(W)) = §(In2 + T,,) vec(W).

Para a parte antissimétrica, lembraremos que
1 T
skew (W) = §(W —W).
Aplicando o operador vec e usando sua linearidade, obtemos

vec(skew (W) = VGC(%(W - WT)> = 2 (vec(W) — vec(WT)).

1
2
Como vec(WT) =T, vec(W), segue que

vec(skew(W)) = 1 (vec(W) — T, vec(W)) = 5(L,2 — T,,) vec(W).

O
A Proposicao 7 foi retirada de [9].
Observacao 17. Seja
. (n?xn(n—1)/2) . (n?xn(n—1)/2)
Dy = Z <En(j—1)+i,j(n—(j+1)/2)—n+i En(i—1)+j,j(n—(j+1)/2)—n+i) : (322)

n>i>j>1
Além disso, vale DT'D,, = I(n—1)/2. Para mais detalhes, consulte, [12].

Para toda matriz n x n antisimétrica .S, vale que

1
vec(S) = D, veck(S) e veck(S) = §DE vec(S) .

Para mais detalhes, consulte [9)].

Ezxemplo 9. Seja n = 3, obtemos D3 € R**3 dada por

0 0 0
1 0 0

0 1 0

-1 0 0
Dy=|0 0 0
0 0 1

0 —1 0

0 -1

_0 0_

Proposigao 8. Para todo n € N, é vélido que DI = —DIT,,.
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Demonstragao: Sabemos que

vec(S) = D, veck(S), e veck(S) = %DZ vec(S).

Aplicando DT em ambos os da igualdade, obtemos
DT vec(S) = DI D, veck(S) = 2veck(S).
Para qualquer matriz S antisimétrica,
vec(ST) = T), vec(S) = vec(—S) = — vec(9).
Multiplicando ambos os lados por DI
DT vec(ST) = DI'T, vec(S) = DI (—vec(S)) = —DI vec(9).
A 1ltima igualdade nos dé
DT vec(S) = —DIT, vec(9),
Segue que

DI = -DI'r,.

O resultado estabelecido na Proposicao 8 encontra-se originalmente em [9].

3.2.2 Equacao de Newton

Sabe-se que a Hessiana Riemanniana, Hess f(Y), é um operador que recebe um vetor
¢ € Ty M e retorna outro vetor Hess f(Y)[¢] € Ty M.

Seguindo a estratégia proposta em [12], interpretaremos a Hessiana de f no ponto Y €
St(p,n) como uma transformacao linear definida sobre o espaco tangente Ty St(p,n).
Para isso, representamos vetores £ € Ty M segundo a decomposicao £ = Y B +Y,C, onde
Y € M, B € Syew(p) € C € R®P)*P como j4 mostrado em (3.17).

Note que veck(B) € RPP~D/2 ¢ vec(C) € RP"P), Definindo K := @ + p(n — p), temos

veck(B)
vee(C)

veck(Bpg)
vec(Cy)

K

bl

e RY,

onde By € Sqew(p) € Crr € RMPIXP 530 0s coeficientes que satisfaz (3.18). Dessa forma,
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podemos definir o operador

H:RY —RF
veck(B) veck(Bpy)
vec(C') vec(Cy)

A fim de mostrar que o operador H ¢é linear, consideremos

veck(By)
vec(Ch)

veck(By)
vec(Csy)

K
r1 = s = R,

onde By, By € Sgew(p) € C1,Co € R®P)XP e tomemos a, 3 € R. Para cada par (B;, C;),

onde 7 = 1,2, definimos o vetor tangente
&' =YB;,+Y C;eTy M.
Pela linearidade da Hessiana, segue que

Hess f(Y)[a&1 + B&] = a Hess f(Y)[61] + 8 Hess f(Y)[&].

Multiplicando ambos os lados por Y7 e Y[, e usando as relagoes Y'Y = I, e YTV, = 0,
obtemos By = aBy, + 6By, ¢ Cy = aCy, + fCh,, onde

By, = YTHess f(Y)[6] e  Cu, = Y] Hess f(V)[<]

Como os operadores veck e vec sao lineares, segue que

[ veck(By)
| vec(Ch)
[ veck(aBy, + Bu,)
| vec(aCl, + BCH,)

H(axy + Bxs) =

veck(Bpy, )
vec(Chy)
= aH(xy) + fH(x3).

veck(Bp,)
vec(Ch,)

Portanto, o operador H é linear.
Nosso objetivo, portanto, é determinar a matriz de representacao desse operador H, que

permitira reescrever a equacao de Newton como uma equacao da forma Ax = b.

Proposicao 9. Seja K = ’# +p(n —p). Seja H uma transformagao linear em R¥ tal
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que

veck(B) veck(Bpy) | (3.23)
vec(C) vec(Ch)
em que B € Sgew(p), C € R"P>P Entdo, a matriz de representacio Hy de H é dada
por:
Hyy, H
Hy = 11 2 ’
Hy Hao
onde
N
Hy = —QDZZ [diag(Z) ® Z, + 2(1, ® Z;) A, (I, ® Z;) — sym(Z; diag(Z)) ® I,] D,,
=1
N
Hyy = —2D) Y [diag(Z) ® Z} + 2(I, ® Z) A, (I, ® Z}')],
=1
N
Hy = _42 [diag(Zl) ® (ZZL>T + 2([10 ® (le)T) A10 ([p ® Zl)] Dy,
I=1
N
Hyy = —42 [diag(Z) ® Z;" + 2(1, ® (Z;")") A, (I, ® Z;") — sym(Z; diag(Z)) ® -] -

~
Il
—_

(3.24)

Demonstragao: Usando a expressao obtida para By na Proposicao 5 e veck(By) =

1DT vec( By ), obtemos

1 N
veck(By) = §D§ vec(—4 ) skew((Z,B + Z;C) diag(Z) + 27, diag(Z,B + Z;C)
=1

— Bsym(Z;diag(Z;)))).

Como vec(skew(W) = £(I,,, — T,,) vec(W) para todo W € R™*", obtemos

N
veck(By) = =D} (I, = T,,) Y | vec((Z,B + Z;"C) diag(Z)) + 27, diag(Z,B + Z;-C)
=1
— Bsym(Z,diag(Z)))))
N
= =D} (I, — T,) Y ,vec((ZiB + Z,"C) diag(2)) + 2 vec(Z, diag(Z,B + Z-C))

=1
— vec(Bsym(Z; diag(Z;))).
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Usando a propriedade (3.19), temos

N
veck(By) = Z (diag(Z)) ® Z;) vec(B) + (diag(Z) ® Z;-) vec(O)
I=1

2(1, ® Z;) vec(diag(Z, B + Z;-C)) — (sym(Z; diag(Z)) ® 1,) vec(B).

Tome
N
Hyy = —2D; ) [diag(Z) ® Zi + 2(I, ® Z1) A, (I, ® Zi) — sym(Z; diag(Z))) ® I,] D, e
=1
N
Hy, = —2D] ) [diag(Z) ® 2" +2(1, ® Z) A, (I, ® Z")]
=1
e obtenha

veck(By) = Hyy veck(B) + Hya vec(C).

Analogamente, usando a expressao para C'y obtida na Proposicao 5, temos

N
vec(Cy) = vee( Z (ZHTB + Z+0) diag(2) + 2(Zi")" diag(Z,B + Zj-C)
— C'sym(Z;diag(7;))))

Pela propriedade (3.19), é valido que
N
vec(Cy) = —42((diag(Zl) ® (ZiH)T) vee(B) + (diag(Z)) ® Zi**) vec(C)
=1
+2(1, ® (Zi)) vec(diag(Z,B + ZiC)) — (sym(Z; diag(Z;)) ® I,_,,) vec(C)).

Assim, podemos escrever

vec(Cy) = Hoy veck(B) + Ho2 vec(C),

]

A Proposi¢ao 9 corresponde a um resultado previamente apresentado em [12]. Note que
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obter ¢ € Ty M como solucao da equagao Hess f(Y)[£] = —grad f(Y), onde Y € St(p,n)

equivale a resolver o sistema

YT Hess f(Y)[¢] = =Y T grad f(Y)
Y Hess f(Y)[¢] = =Y grad f(Y),

com Y, satisfazeno YTY| = 0. Além disso, sabendo que Hess f(Y) = Y By + Y,.Cy,
obtemos
YT Hess f(Y)[€] = Bi

(3.25)
YT Hess f(Y)[£] = Chg.

Aplicando o operador veck & primeira equacao de (3.25), o operador vec a segunda equagao

e usando (3.23), obtemos

veck(B) | | veck(YT grad f(V)) (3.26)
vec(C) vee(Y grad f(Y)) |’ '
onde £ =Y B +Y,C. Se H, for inversivel, podemos resolver (3.26) como
T
veck(B) _ g1 veck(Y" grad f(Y)) . (3.27)
vec(C) vec(Y ] grad f(Y))

Uma vez obtidos veck(B) e vec(C), podemos obter B € Skew(p) e C € R™"P)*P_ Portanto,
conseguimos calcular a solugao £ = Y B + Y, C da equacao de Newton (3.25).
A seguir, apresenta-se o algoritmo do método de Newton, incluindo a estratégia de veto-

rizagao adotada para o cdlculo da dire¢ao de Newton, proposto por [12].
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Algoritmo 4: Método de Newton Riemanniano vetorizado

1 Escolha uma retracao R de M, um ponto inicial Yo e M e k = 0.
2 Calcule Yfk) que satisfaca

T
) v® =0 o (vI?) v -1,

T
s Caleule 2% = (Y®)" Ay ®), Z = (y®)T 4,y ") Z4®) — (Yj’”) AY®,
paral=1,2,..., N.

s Caleule (Y®)T grad f(Y®) o (Yfk)) grad f(Y¥) por

M=

(Y®)” grad £(y¥) = f4skew( 7" diagwf’“))) e

l

Il
—_

(Yf“) grad f( Y(k = 4%( dlag(Z( ))>

=1

5 Calcule as matrizes Hl(lf), Hl(];), 2(1;)7 HQ(’;) usando (3.24), respectivamente, com

Z =20, 7zt = 7V ztt = ZHE),
6 Calcule b®) e RP?—1/2 ¢ (k) ¢ RP("=P) ysando

<b(k)> Y g® ! [veck ((Y<k>)Tgrad f(YUf)))
W) \my w1y )\ vee (V) grad £(v®))

7 Calcule B e Skew(p) e C*) e R"=P)*P ta] que veck(B®) = bk ¢
vec(CH)) = ),

8 Calcule & = Y By + Y 1 Ch.

9 Calcule Yk+1 = Ryk (gk)

10 Tome k := k + 1 e retorne ao passo 2.
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Capitulo 4

Método de Newton Riemanniano

Amortecido

Neste capitulo, apresentamos a busca de Armijo, escolhida para equipar o método de
Newton Riemanniano, bem como o algoritmo completo do método com tal alteragao.
Além disso, provamos o resultado de convergéncia associado a esse método de Newton
amortecido e analisamos os experimentos numéricos realizados ao comparar o desempe-
nho dos métodos de Newton com e sem busca de Armijo na resolucao do problema de

diagonalizagao conjunta.

4.1 Busca de Armijo

Até o momento, a atualiza¢ao dos pontos da sequéncia (Yy) foi considerada apenas como a
aplicagao direta de uma retracao a uma direcao & pertencente ao espaco tangente em Y.
Entretanto, é possivel introduzir um parametro «j > 0, antes da aplicacao da retracao.

Assim, o novo ponto é definido por

Yit1 = Ry, (i),

onde R é uma retracao e o > 0 é denominado comprimento de passo.

A escolha adequada desse parametro é realizada por meio de um procedimento denomi-
nado busca. O objetivo da busca é definir um critério que permita selecionar «;, de forma
eficiente, pois passos muito grandes podem comprometer a convergéncia do método, en-
quanto passos excessivamente pequenos tendem a tornar a convergéncia lenta.

Uma das estratégias utilizadas é a busca de Armijo, que assegura que o valor da funcao
objetivo decresca suficientemente a cada iteracao. Formalmente, a condicao de Armijo é

expressa por

FY) = f Ry (aw) = —olgrad f(Y), axn), (4.1)

61



em que Ry (azn) é uma retracao sobre St(p,n), {grad f(Y),axn) = ay tr(grad f(Y)Tn),
onde tr é o trago de uma matriz, o € (0,1) e n pertence ao espacgo tangente de St(p,n)
em Y.

Observe que, se 1 é de fato uma dire¢ao de descida, entao {(grad f(Y),n) < 0. Consequen-
temente,

—o{grad f(Y),aun) >0, Vap > 0,0¢€ (0,1).

Portanto, quando a condicao de Armijo é satisfeita, obtemos

FY) = f(Yir) = f(Y) = f(RY(OéM?)) > —o{grad f(Y), axn) > 0. (4.2)

Em outras palavras, a condicao de Armijo impde, necessariamente, o decréscimo de f.
A seguir, apresentamos o Método de newton Riemanniano vetorizado, detalhado no Al-
gorimo 4, equipado com a busca de Armijo. Quando o método de Newton é combinado

com uma busca, ele passa a ser conhecido como método de Newton amortecido.
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Algoritmo 5: Método de Newton Riemanniano vetorizado equipado com a busca

de Armijo
1 Escolha uma retracao R de M, um ponto inicial Yo e M e k = 0.

2 Calcule Yfk) que satisfaca

T
) 'yP =0 e (V) v =L,

T
s Caleule 2% = (Y®)" Ay ®, Z = (y®)T 4,y Z-®) — (Yj’”) Ay ®,

paral=1,2,..., N.
1 Caleule (Y®)” grad f(y®) ¢ (V)" grad £(y®) por

1=
N
=
=
&
PR
N
=
N———
@)

N
I
—

(Y(k))T grad f(Y(k)) = —4 skew (

(Yj’“))T grad f(Y®) — —4% (2" )7 diag(2")) .

5 Calcule as matrizes Hl(]f), Hl(g) , Q(If), Hé’;) usando (3.24), respectivamente, com
Z =20, 7k = 70zt = 77,

6 Calcule b®) e RP(P—1)/2 ¢ k) ¢ RCPP-1/2 ysando
()< ) (el
Y

ct Hy HY vec <(Yl(k))T grad f(Y(k))>

7 Calcule B® e Skew(p) e C*) € R™=P)*P ta] que veck(B®)) = bk ¢
vec(C®)) = k),
8 Calcule &, = Y. By, + Y1 ,Cy

9 Calcule oy, > 0 tal que

F(Vi) = f(Ry, (awér)) = —odgrad f(Y3), arée),

onde o € (0, 1].
10 Calcule Y41 = Ry, (aiék).
11 Tome k := k + 1 e retorne ao passo 2.
A convergéncia do método de Newton Riemanniano vetorizado se mantém rapida, preser-
vando as propriedades locais do método de Newton, mesmo com a introducao da busca
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de Armijo. Esta busca linear desempenha um papel importante no algoritmo, ja que o
comprimento do passo ay, € escolhido de forma a garantir que a funcao objetivo decresca a
cada iteragao. Ao controlar o tamanho do passo, a condi¢ao de Armijo evita, por exemplo,
oscilagoes excessivas.

O teorema de convergéncia do método de Newton Riemanniano amortecido é um caso par-
ticular do Teorema 5. A seguir, apresentamos o enunciado do teorema de convergéncia
local do Método de Newton Riemanniano equipado com a busca de Armijo, cuja demons-

tragdo pode ser consultada em [16].

Teorema 6. Seja M uma variedade Riemanniana, 2 ¢ M um aberto, e X : Q@ - T M
uma funcao suave. Seja R uma retracao sobre M. Se Y, € 2 é um ponto de acumulagao
de uma sequéncia (Y}), gerada pelo Algoritmo 6, entao grad f(Y;) = 0. Além disso,
assumindo que Hess f seja nao singular em Y, e que 0 < 6 < 1/cond(VX(p)), onde

cond(X) = || X]|| - |[|[X ]|, a sequéncia (Y}) converge superlinearmente para Y.

Neste trabalho, propomos comparar o método de Newton Riemanniano vetorizado classico,
descrito no Algoritmo 4, com sua versao amortecida, apresentada no Algoritmo 5. A
principal diferenca entre os dois algoritmos estd no calculo do ponto Yj,i: enquanto
no Algoritmo 4 temos Yjii1 = Ry, (), no Algoritmo 5 o ponto é atualizado como
Yit1 = Ry, (axék), em que a; é um comprimento de passo escolhido para satisfazer a
condicao de Armijo. A seguir, apresentam-se os experimentos numéricos comparando 0s

dois métodos na minimizagao da funcao (3.3).

4.2 Experimentos numéricos

Os experimentos numeéricos conduzidos ao longo deste trabalho foram direcionados a mi-

nimizagao da fungao f : St(p,n) — R, onde

FY) = =3 [diag (YT AY) .

a qual esta associada ao problema de diagonalizacao conjunta das matrizes simétricas A,
(l=1,...,N), de ordem n.

Para a realizacao dos testes, usamos a linguagem de programacao Julia e seguimos as
recomendagoes apresentadas em [12] para a construcao das matrizes A;, com o intuito de
garantir que a solucao do problema seja conhecida.

A geragao das N matrizes simétricas foram realizadas a partir de N matrizes diagonais
nxn, AW A® AW cujos elementos diagonais )\gi),...,)\,(f) (i = 1,...,N), sdo

positivos e dispostos em ordem decrescente. Em seguida, é escolhida, de forma aleatoria,
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uma matriz ortogonal P € R™". As matrizes A, sao entao dadas por
Ay =PAOPT ¢ =1,... N.

Cada Ay, assim obtida, é simétrica e preserva os autovalores das diagonais de A®. Com a
solucao W = PI,, , obtida, é possivel aplicar e comparar os métodos propostos, avaliando
sua eficiéncia na aproximacgao de W.

Nos experimentos apresentados, fixamos n = 10, p = 7 e N = 10, aplicando o método de
Newton Riemanniano proposto em [12] (Algoritmo 4) e o método de Newton Riemanniano
com busca de Armijo (Algoritmo 5). O desempenho desses métodos foi avaliado a partir
de diferentes pontos iniciais na variedade, construidos da seguinte maneira: escolhe-se

uma dire¢ao aleatoria n € Ty St(p,n) e um escalar S € R, e define-se o chute inicial como

Yo = Rw(6n) € St(p, n).

A retracao empregada tanto para atualizar os pontos das sequéncias geradas pelos métodos
quanto para construir os pontos iniciais foi a retracao qf. Essa retracao consiste em
calcular a fatoracao QR da matriz Y + &, onde Y € St(n, p) é o ponto atual na variedade e
¢ € Ty St(n, p) é o vetor tangente associado. Na decomposicao Y + & = QR, Q € St(n,p)
possui colunas ortonormais e R é uma matriz triangular superior com elementos diagonais

positivos. Define-se, entao,

onde ¢f(+) representa o fator () da decomposi¢ao QR.

Adotamos como critério de parada a norma do gradiente Riemanniano, exigindo que
| grad f(Y)|| < 1078, e estabelecemos um limite méximo de 500 iteradas. Assim, cada
método encerra sua execugao ao atingir a tolerancia prescrita para a norma do gradiente ou
ao ultrapassar o nimero maximo permitido de iteragoes. Nesse tltimo caso, entendemos
que a sequéncia gerada pelo método nao convergiu.

Para o método de Newton amortecido, os passos a devem satisfazer a condi¢ao de Armijo;
enquanto a condicao nao é atendida, o é reduzido até satisfazé-la. Para evitar que o
comprimento de passo se torne excessivamente pequeno, fixamos a tolerancia minima em
10~2. Quando essa tolerancia é atingida, exigimos que a busca de Armijo retorne o 1ltimo
comprimento de passo computado, o que pode ocasionar eventuais nao decrescimentos da
funcao objetivo em iteracoes pontuais. No entanto, essa estratégia mostrou-se adequada,
pois, sem ela, observamos que o comprimento de passo reduzia rapidamente em algumas
iteracoes, retardando a convergéencia do método. Com as modificagoes implementadas,
ainda foi possivel observar um comportamento predominantemente decrescente da funcao
objetivo ao longo da maior parte das iteragoes.

Na Figura 4.1, apresentamos os resultados obtidos a partir de 10 diregoes distintas no
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Figura 4.1: Comparacao de desempenho entre e método de Newton cléssico e o método
de Newton Amortecido, variando as diregbes no espaco tangente Ty St(7, 10).

espaco tangente, considerando vetores unitarios, isto é, tomando § = 1. Nesse cenario,
cada método foi avaliado em 10 chutes iniciais diferentes na variedade St(10, 7). Conside-
ramos como critério de comparacao dos métodos o niimero de iteracoes.

Verificamos que o método de Newton classico supera o amortecido em praticamente todos
os niveis da taxa de desempenho considerados. Logo no inicio do gréfico, a esquerda, é
possivel notar que o método classico ja resolve cerca de 80% dos problemas com o menor
nimero de iteragoes em relagao ao método de Newton amortecido. Observamos ainda que
o método de Newton clédssico atinge rapidamente a marca de cerca de 90% de problemas
resolvidos com melhor deesmpenho em relacao ao método de newton amortecido.

Note que o método de Newton amortecido resolve 20% dos problemas com seu menor
nimero de iteradas. O método alcanca aproximadamente 40% dos problemas resolvidos
apenas em taxas de desempenho maiores, e nao ultrapassa cerca de 40% a 45% de resolucao
total.

Y W=
Ponto Inicial 1 0.93007
Ponto Inicial 2 0.90784
Ponto Inicial 3 0.90023
Ponto Inicial 4 0.91900
Ponto Inicial 5 0.94717
Ponto Inicial 6 0.93346
Ponto Inicial 7 0.92699
Ponto Inicial 8 0.92982
Ponto Inicial 9 0.95966
Ponto Inicial 10 | 0.92348

Tabela 4.1: Norma da diferenca entre a solucao W e 10 pontos iniciais aleatérios.
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Na Tabela 4.1, apresentamos a norma da diferenca entre a solucao W e os pontos inici-
ais utilizados no primeiro experimento, obtidos a partir das diferentes direcoes testadas.
Entre esses casos, observamos que, no Ponto Inicial 1, o método de Newton amorte-
cido apresentou desempenho superior ao método de Newton classico. Ele alcancou uma
solugao com norma do gradiente menor, indicando maior precisao, e também exigiu menos
iteracoes para convergir.

As Tabelas 4.2 e 4.3 exibem as tultimas cinco iteracoes de cada método, contendo os
valores da funcao objetivo avaliados nos pontos correspondentes e as respectivas normas
do gradiente Riemanniano. Observa-se que, no método de Newton classico, a norma do
gradiente apresenta uma variagao mais acentuada entre as iteragoes comparado ao método

de Newton equipado com a busca.

Iteragao (k) | || grad f(Y%)|| Iteracgao (k) | ||grad f(Yz)||
91 0.14641 4 1.31008 x107°
92 0.02486 75 6.55043x107°
93 0.00268 76 3.27521ex107°
94 6.05880x107° 7 1.63760ex10~°
95 1.02222x1078 78 6.08310ex10~13

Tabela 4.2: Ultimas 5 iteracoes do método  Tabela 4.3: Ultimas 5 iteracoes do método
de Newton classico. de Newton amortecido.

Fixando uma direcao aleatéria em Ty St(7,10) e variando os chutes iniciais por meio dos

valores
5, = 1
S0y

obtivemos uma lista de pontos iniciais, cuja norma da diferenca entre cada Yy = Ry (8sn)

s=1,2,...,100,

e o ponto W, permanece dentro de um intervalo bastante pequeno.

1.00 E

075

0.50 ¢

praoblemas resolvidos [%]

0.25 F

Newton Amortecido
Newton Classico

0.00

2° 2I1 2I2 2I3 2I“
taxa de desempenho: # iteradas

Figura 4.2: Comparacao de desempenho entre e método de Newton cléssico e o método
de Newton Amortecido, fixando a direcao e variando 3.
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Observando a Figura 4.2, verificamos que o método de Newton amortecido apresenta
desempenho melhor do que no primeiro teste (Figura 4.1), embora ainda inferior ao do
método classico. Este comportamente nos motivou a reproduzir outro teste considerando
pontos iniciais pouco mais distantes da solucao. Para isso, fixamos uma unica direcao
escolhida aleatoriamente em Ty St(7,10) e adotamos 8 = 15. O ponto inicial gerado com
esses parametros apresentou norma da diferenga em relagao a solugao (W) igual a apro-
ximadamente (3,30225), um valor superior aos observados na Tabela 4.1. Nesse cenério,
o método amortecido demandou 48 iteracoes para atingir o critério de convergéncia, en-
quanto o método de Newton classico demandou 58 iteracoes. Tal resultado nos induz a
pensar que o método de newton amortecido tem grande potencial ao consideramos pontos

iniciais mais distantes da solucao.

Iteracao | grad f(Y)]
496 1.35766 x 107°
497 1.33644 x 107°
498 1.315565 x 107
499 1.29500 x 1075
500 1.27477 x 107°

Tabela 4.4: Ultimas 5 iteragoes do método de Newton amortecido para o ponto inicial
inicial 5, considerando maximo de iteradas igual a 500.

Iteracao | grad f(Y)|
946 1.13514 x 107°
947 1.11741 x 1078
948 1.09995 x 1078
949 1.08276 x 1078
950 1.06584 x 1078
951 1.04919 x 1078
952 1.03279 x 1078
953 1.01666 x 1078
954 1.00077 x 1078
955 9.85138 x 107

Tabela 4.5: Ultimas 10 iteragoes do método de Newton amortecido para o Ponto Inicial
5, considerando maximo de iteradas igual a 1000.

Durante os experimentos também foi possivel observar que, apesar do decrescimento da
funcao objetivo e da norma do gradiente, esta ultima diminuia de forma bastante lenta
quando comparada ao comportamento do método de Newton classico, no qual a norma do
gradiente costuma oscilar de maneira mais acentuada entre iteragoes. Em diversos casos,
notou-se, por exemplo, que a norma do gradiente permanecia em torno de 10~® por vérias
iteracoes antes de atingir a ordem de 107°. Esse comportamento fazia com que o critério

de convergéncia demorasse a ser satisfeito, ainda que a sequéncia ja estivesse efetivamente
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muito préoxima da solu¢ao. A seguir, apresentamos um exemplo em que esse fenomeno é
evidente.

Na Tabela 4.4, exibimos as cinco ultimas iteragoes do método de Newton amortecido para
o Ponto Inicial 5, cuja norma da diferenca para a solucao exata pode ser consultada na
Tabela 4.1.

Ao aumentar o nimero maximo de iteracoes para 1000, a sequéncia convergiu apés 955
iteragoes, cujas dez ultimas sao apresentadas na Tabela 4.5. A partir de uma andlise mais
detalhada, observou-se que a norma do gradiente ja se encontrava da ordem de 1078 desde
a iteracao 808. Esse comportamento nao esta relacionado a escolha da tolerancia, pois a
ordem 1077 foi atingida ainda na iteracao 662 e permaneceu praticamente estdvel até a

iteracao 801, padrao que também se repetiu para os demais testes.
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Capitulo 5
Separacao de imagens sobrepostas

Neste capitulo, empregamos o método de Newton Riemanniano amortecido, equipado
com a busca de Armijo, para resolver um problema de separacao de imagens sobrepostas,
definido na variedade de Stiefel. Comparamos o referido método com o Newton classico

apresentado no Capitulo 3, considerando nimero de iteradas para tal comparacao.

5.1 Analise de componente independente

A busca pelo aprimoramento de imagens é incentivada pelas diversas aplicagoes em que
o reconhecimento e a anélise de informacoes visuais sao fundamentais, como em sistemas
de vigilancia e diagndsticos médicos. Em alguns contextos, as imagens capturadas podem
conter sobreposicoes indesejadas que dificultam a identificacao de elementos originais de
tais imagens. Neste caso, é de interesse buscar uma aproximagao razoavel das imagens
originais, a partir apenas das informagcoes dessas sobreposigoes.

De modo geral, o problema de separacao as cegas de fontes se resume em encontar uma
representacao linear em que os componentes sejam estatisticamente independentes.

Seja, portanto, X7, Xs,..., X, um conjunto de varidveis aleatorias definidas no mesmo
espaco de probabilidade. Dizemos que essas variaveis sao independentes se, e somente se,
quaiasquer eventos determinados por qualquer grupo de variaveis aleatoérias distintas sao

independentes, [4]. Por definigdo, as varidveis aleatérias X; sdo independentes se
P(Xy,Xs,...,X,) = P(X1)P(Xs)--- P(X,),

onde P denota a medida de probabilidade associada ao espago considerado.

A Anélise de Componentes Independentes (ACI) é uma técnica estatistica e computaci-
onal voltada a identificacao de fatores que dao origem a conjuntos de sinais, medigoes
ou varidveis aleatdrias, [3]. A ideia central consiste em supor que as observagoes dis-
poniveis correspondem a combinagoes de certas fontes desconhecidas, sendo tanto essas

fontes quanto o sistema de mistura igualmente desconhecidos. No modelo adotado, essas
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variaveis devem ser nao gaussianas e estatisticamente independentes entre si; tais variaveis
recebem o nome de componentes independentes, [3]. O papel da ACI é justamente estimar
essas fontes/varidveis ocultas a partir dos dados observados.

Para ilustrar o modelo bésico, considere que existam n sinais independentes s, so, . . ., Sp.
O que se observa, entretanto, nao sao esses sinais diretamente, mas sim n combinagoes
misturadas xi, T, ..., x,, que podem ser expressas como r = As, onde

)T

r = (21, 29,...,2,)", s =(81,82,--,8n

Y

e A é uma matriz de mistura quadrada n x n, desconhecida.

A tarefa, portanto, é estimar uma matriz de separagao B capaz de inverter (a0 menos
aproximadamente) o processo de mistura feito por meio da matriz A. Dessa forma, o
vetor z = Bx deve representar uma reconstrucao, o mais fiel possivel, das fontes originais
s. Idealmente, se o modelo for exato e B = A™!, entdo z = s.

Na pratica, contudo, nem A nem s sao conhecidos, de modo que o objetivo passa a ser
encontrar uma matriz B que maximize a independéncia estatistica entre os componentes
de z. Essa busca ¢ realizada com base em medidas de distribui¢cao, que servem como
critérios para avaliar o grau de independéncia obtido, [3].

O problema de ICA é frequentemente resolvido minimizando uma fungao objetivo, deno-
minada fungao de contraste. Uma opgao é a fungao de contraste JADE (Joint Approxi-
mate Diagonalization of Eigen-matrices), denotada por ¢, que corresponde a soma dos
cumulantes de quarta ordem dos elementos z1, 2, . . ., z, de z, [12].

Em particular, vale a pena relembrar que, para uma variavel aleatéria continua z; com
fungao densidade de probabilidade f,(z;), a esperanga matemética (ou valor esperado) é

definida por
o0

—Q0
e}
onde f.,(z) = 0e (" f.(z)dz = 1.
De forma analoga, para duas varidveis aleatérias continuas z; e z; com funcao densidade

de probabilidade conjunta f, . (2, 2;), o valor esperado de z;z; é dado por

o0 0
E(ZZZ]) = J J ZiZj fzi,Zj (Zi, Zj) dZZ de.
—o0 J—o0
Além disso, se z; e z; sao independentes, entao
E(zizj) = E(2)E(z)).

O valor esperado de de uma variavel aleatoria z; é usada no calculo dos cumulantes, que sao
medidas de dependéncia estatistica entre variaveis. A independéncia entre componentes

implica em cumulantes de ordem superior iguais a zero, [3]. Conforme descrito por [13],

71



tais cumulantes sao calculados como

Ciri(2) = E(zizjzz) — E(zi2;) E(ze21) — E(zi2) E(2520) — E(zi21) E(252).
A funcao JADE ¢ de uma variavel aleatoria z é definida como,

2
d(z) = Y, (Cijm(2))*.
gkl
i#]
Para reformular o problema como um problema de diagonalizagao conjunta, definem-se
as matrizes de cumulantes de acordo com [13]. A matriz de cumulantes Q*(M), associada

a uma dada matriz n x n, M = (m;;), é definida de modo que o seu elemento (i, j)-ésimo

seja dado por

(QZ(M))M = Z Cijkl(z)mkl-

Desejamos procurar uma matriz de separagdo B € St(p,n), com p = n. Utilizando

z = Bz, conforme [12], temos que

$(2) = D I off (Q (M) [

k<l

onde off (A) denota a parte fora da diagonal da matriz A, e

E}(sz)’ se k=1,

My, =
B e

7 ,

Definimos, portanto, Ay, As, ..., Ay como Q%(My,), para k < [, e definirmos Y = BT,

se k < .

Nosso objetivo, ao resolver o problema de separacao de imagens sobrepostas, consiste em
diagonalizar conjuntamente as matrizes Ay, Ao, ..., Ay, ou seja, resolver o problema de
minimizar (3.4).

Buscando obter um ponto inicial adequado para a geracao da sequéncia, seguimos a
seguinte estratégia: tomamos uma matriz A ~ A, tal que A = A+ 0.001 x rand(n), onde
rand(n) denota uma matriz de nordem n aleatéria. Note que, em geral At ¢ St(p,n)
(n = p). Portanto, dada A, calculamos By := qf(A ), onde gf(-) denota o fator @ da
decomposicio QR. Assim, obtemos o ponto inicial Yj := BZ € St(n,p), onde p = n. Esta
estratégia, sugerida por [12] é razoavel pois construimos a sobreposigao das imagens para
o experimento e portanto, conhecemos a matriz de mistura.

Dado o ponto inicial Y, aplicamos o método de Newton apresentado no Algoritmo 6 para
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obter uma solucao 6tima Yy e a matriz de separaciao correspondente By = Y. Por fim,

calculamos Z = By X e estimamos as imagens separadas.

Algoritmo 6: Método de Newton Riemanniano vetorizado para n = p

1 Escolha uma retracao R de M, um ponto inicial Yo e M e k = 0.
Calcule Zl(k) = (Y(’“))TAZY(’“), paral=1,2,...,N.
" diag(Z k))> .

N

w

Calcule (Y(k))T grad f(Y(k)) por

an

(Y(k))T grad f (Y = —4skew (

4 Calcule as matrizes H 1(];), usando
N
Hy, = —2D! 2 [diag(Z) ® Z + 2(1, ® Z)) A, (I, ® Z;) — sym(Z, diag(Z))) ® 1,] D

com /; = Zl(k).

Calcule b® e RP?P=1/2 ysando

(b(k)) = — <H1(’f)>_1 <Veck ((Y(k))T grad f(Y("“)))> :

(S}

6 Calcule B® e Skew(p) tal que veck(B®) = p*.
7 Calcule & = Y, B;.
8 Calcule Y11 = Ry, (o).

9 Tome k := k + 1 e retorne ao item 2.

Note que, quando n = p, nao existe subespago ortogonal nao trivial a Y dentro da
variedade St(p,p). Nesse caso, a matriz Y|, que no Algoritmo 5 representa uma base
ortonormal para o complemento de Y, nao existe, pois a dimensao desse complemento é
zero. Como consequéncia, todos os termos que dependem de Y, desaparecem, isto é, nao
h4 termos Z;* ou Zi-+, nio ha projecao do gradiente na diregao de Y|, e Hessiana reduz-se
exclusivamente ao bloco Hy;. Assim, o Algoritmo 6 é um caso particular do Algoritmo 5,
para o caso n = p.

Observamos ainda que, o método de Newton vetorizado, apresentado no Algoritmo 6 em
[12], diferencia-se do método de Newton amortecido principalmente na etapa de retracao.
Enquanto em [12] a retracao é realizada por Ry (£), neste estudo adotamos Ry (an), em que
« representa o comprimento de passo determinado pela regra de Armijo. Nesse contexto,

quando « = 1, o Algoritmo 6 corresponde ao método de Newton classico. Por outro lado,
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para « > 0 satisfazendo a condicao de Armijo, obtemos a versao amortecida do método

de Newton.

5.2 Experimentos numéricos

Para esse experimento, consideramos n = 3 imagens obtidas de [14], mostradas nas Fi-
guras 5.1, 5.2 e 5.3. Essas imagens foram carregadas de modo a ter o mesmo nimero de
pixels 500 x 500. Em virtude das imagens serem coloridas, foi necessario transformé-las

em preto e branco.

—
frr |
i

Figura 5.1: Imagem original 1. Figura 5.2: Imagem original 2. Figura 5.3: Imagem original 3.

Inicialmente, tratamos de construir as imagens sobrepostas para posteriormente realizar o
processo de separacao. As matrizes correspondentes as imagens apresentadas nas Figuras
5.1, 5.2 e 5.3, foram vetorizadas empilhando as colunas de cada uma e obtendo respec-
tivamente 3 vetores I, I, e I3, com dimensao 5002. Em seguida, esses vetores foram
organizados em uma matriz S = [I], [T, IT]" de dimensao 3 x 5002. Por fim, calculamos
a mistura X = MS, onde M € St(n,n) é a matriz de mistura. Este produto gerou as

imagens sobrepostas apresentadas nas Figuras 5.4, 5.5 e 5.6.

Figura 5.4: Imagem sobre- Figura 5.5: Imagem sobre- Figura 5.6: Imagem sobre-
posta 1. posta 2. posta 3.
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Ao observar a imagem apresentada na Figura 5.4, notamos que ela aparece completa-
mente preta. Esse comportamento esta relacionado a forma como a maquina interpreta
as matrizes associadas as imagens. As imagens originais sao matrizes cujos elementos
pertencem ao intervalo [0, 1], uma vez que representam intensidades em tons de preto
e branco. J4 a matriz de mistura, escolhida aleatoriamente em St(n,n), pode produzir
combinacoes lineares que resultem em valores fora desse intervalo, inclusive negativos.
Diante disso, ao tentar exibir a imagem, a maquina interpreta tais valores como zero,
gerando uma visualizacao inteiramente preta. Contudo, a matriz correspondente contém
corretamente as informagoes da sobreposicao; a limitacao é exclusivamente visual. Assim,
os dados numéricos que permanecem integros, foram utilizados normalmente no processo
de separacao, sem qualquer prejuizo sobre os resultados.

No estudo numérico, tomamos a tolerancia para a norma do gradiente igual a 1071, Isto
é, quando || grad f(Y3)|| < 10715, é declarado convergéncia do método. Se a quantidade
de iteracoes for maior que 50, ou o comprimento de passo se tornar menor que 1077, o
algoritmo ¢é interrompido. Além disso, novamente optamos pela retracao qf, ja usada
em experimentos anteriores. As aproximagoes das imagens originais obtidas a partir do
método de Newton amortecido e método de Newton cléssico estao dispostas na Figura 5.7 e
Figura 5.8, respectivamente. O cédigo foi executado em um computador com processador
11th Gen Intel(R) Core(TM) i3-1115G4, utilizando a linguagem de programagao Julia.

1
=l

[ ]
i

Figura 5.7: Aproximagoes das imagens originais 1, 2 e 3, respectivamente, obtidas via
método de Newton amortecido.

Observa-se que ambos os métodos produziram aproximagoes satisfatérias das imagens
originais, em tempos muito proximos: o Método de Newton Classico levou 1,634 segundos,
enquanto o Método de Newton Amortecido levou 1,617 segundos. Entretanto, a diferenca
no numero de iteragoes foi consideravel, favorecendo o método amortecido. O método de
Newton classico precisou de 40 iteragoes para convergir, enquanto o método de Newton
amortecido alcancou o mesmo resultado com apenas 23 iteracoes.

Com o intuito de avaliar de forma mais precisa o desempenho dos métodos na aproximagao

das imagens originais, construimos histogramas para cada imagem e para suas respectivas
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Figura 5.8: Aproximagoes das imagens originais 1, 2 e 3, respectivamente, obtidas via
método de Newton cléssico.

aproximacoes obtidas por ambos os métodos. Isto é, desejamos analisar o contetido de
cada imagem aproximada de forma numérica, observando como seus tons de cinza se
distribuem ao longo da matriz da imagem aproximada em comparagao a imagem original.
Para gerar o histograma, percorremos todos os elementos da matriz da imagem e regis-
tramos quantas vezes cada intensidade de tom de cinza aparece. Como cada pixel assume
um valor entre 0 e 255 (sendo 0 totalmente preto e 255 totalmente branco), o grafico
resultante é composto por 256 barras, cada uma correspondente a frequéncia de um nivel
especifico de cinza. Barras mais altas indicam intensidades predominantes na imagem,
enquanto barras mais baixas indicam tons pouco presentes.

10000 1.50x10" 6000

5000
8000

1.00x10" 4000
6000
3000
4000

5.00x10° 2000

2000
1000

Figura 5.9: Comparacao entre Figura 5.10: Comparagdo entre Figura 5.11: Comparagdo entre
os histogramas da imagem sobre- os histogramas da imagem sobre- os histogramas da imagem sobre-
posta 1 e imagem original 1. posta 2 e imagem original 2. posta 3 e imagem original 3.

Inicialmente, geramos os histogramas das imagens sobrepostas apresentadas nas Figuras
5.4, 5.5 e 5.6, e os comparamos com os histogramas das imagens originais apresentadas nas
Figuras 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente. Esses resultados estao reunidos nas Figuras 5.9,
5.10 e 5.11, onde o histograma em cinza representa cada imagem original e o histograma
em verde corresponde a sua sobreposicao.

O objetivo dessa comparacao é evidenciar o quanto a mistura altera a distribuicao dos
tons de cinza, algo que pode ser verificado claramente quando observamos os histogramas.
Em particular, para o primeiro par de histogramas apresentado na Figura 5.9, observa-se

um pico acentuado na intensidade 0 no gréafico verde, refletindo o fato de que a primeira
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Figura 5.12: Histogramas da imagem original 1 e de suas aproximacoes obtidas pelos
métodos de Newton classico e Newton amortecido.

imagem sobreposta se apresentou totalmente preta, o que ja era esperado.

1.50x10% 1500

1200

900 B
1.00x10% | i
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100 110 120 130 140 150
5.00x10° E
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Figura 5.13: Histogramas da imagem original 2 e de suas aproximacoes obtidas pelos
métodos de Newton classico e Newton amortecido.

Além da andlise das imagens sobrepostas, realizamos também uma comparacao entre cada
imagem original e suas respectivas aproximacoes obtidas pelos métodos de Newton amor-
tecido e Newton classico. Nas Figuras 5.12, 5.13 e 5.14, o histograma de tom mais claro
corresponde a imagem original, o tom intermediario representa a aproximacao produzida
pelo método de Newton amortecido e o tom mais escuro indica a aproximagao obtida pelo
método de Newton classico.

E evidente que a comparagao por meio dos histogramas tornou mais nitida as diferencas
que nao eram perceptiveis quando observamos apenas as imagens aproximadas apresenta-

das nas Figuras 5.7 e 5.8, as quais pareciam visualmente muito semelhantes. Pelas Figuras
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Figura 5.14: Histogramas da imagem original 3 e de suas aproximacoes obtidas pelos
métodos de Newton classico e Newton amortecido.

250

5.12, 5.13 e 5.14, nota-se que o método de Newton amortecido produz aproximacoes mais
fiéis ao histograma da imagem original, reproduzindo com maior precisao as variacoes
presentes na distribuicao de tons de cinza.

Embora, em alguns intervalos, os histogramas das aproximacoes produzidas pelos dois
métodos parecam muito proximos entre si, e também relativamente préximos do histo-
grama da imagem original, uma analise mais cuidadosa revela que o método de Newton
amortecido mantém uma precisao superior. Mesmo nas regides em que os histogramas se
sobrepoem, pequenas variacoes evidenciam que o método de Newton amortecido aproxima

de maneira mais precisa o histograma da imagem original.
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Conclusao

Os experimentos numéricos realizados neste trabalho permitiram avaliar o desempenho
do método de Newton Riemanniano cléssico e do método de Newton Riemanniano amor-
tecido, equipado com a busca de Armijo na resolu¢ao do problema de diagonalizacao
conjunta de matrizes sobre a variedade de Stiefel. A andlise considerou diferentes pontos
iniciais, obtidos a partir de variacoes nas direcoes do espaco tangente a variedade e do
parametro (3, escolhido de modo a gerar diferentes chutes na variedade.

Verificou-se ainda que, quando o ponto inicial foi tomado mais distante da solucao, o
método de Newton amortecido apresentou desempenho superior ao do método de Newton
classico. Por outro lado, em situacoes nas quais os pontos iniciais ja eram favoraveis
ao método de Newton, o comportamento esperado, onde o método de Newton classico
convergiu mais rapidamente.

Outro ponto importante observado é que o método amortecido apresenta uma tendéncia
mais estavel de reducao da norma do gradiente a cada iteracao, enquanto o método de
Newton classico, apesar de mais eficiente em certos casos, pode exibir oscilagoes mais
pronunciadas ao longo da convergéncia. Dessa forma, o método amortecido pode se
mostrar mais assertivo em cendrios nos quais o ponto inicial nao é ideal, ampliando o raio
de pontos aceitaveis para alcancar a solucao.

Por fim, ao aplicar ambos os métodos ao problema de separacao de imagens sobrepostas,
em que as matrizes a serem diagonalizadas carregam as informagoes das sobreposigoes,
verificou-se uma clara superioridade do método de Newton Riemanniano amortecido em
relacao ao método classico, mesmo quando se utilizou um ponto inicial adequado. Esse
resultado indica que o uso do amortecimento pode ser particularmente vantajoso em certos
problemas.

Em sintese, os resultados obtidos demonstram que, embora o método de Newton Rieman-
niano classico possa apresentar desempenho superior quando bem inicializado, o método
amortecido se mostra mais estavel e previsivel, especialmente em contextos em que nao se
dispoe de um ponto inicial préximo a solucao ou em que é possivel estabelecer um niimero

maximo de iteradas expressivo.
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