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Resumo

O Teorema da Aplicacdo Aberta (TAA) é um dos teoremas cldssicos da Andlise Funcional.
Ele garante que se um operador linear é definido entre dois Espacos de Banach e esse é
continuo e sobrejetor, entdao é uma aplicacdo aberta. Para o (TAA), a sobrejetividade
do operador é essencial, pois toda aplicacao linear aberta entre Espacos Normados é
necessariamente sobrejetora. Outro resultado classico é o Teorema do Grafico Fechado
(TGF) afirma que em Espacos de Banach um operador linear continuo tem seu gréfico
fechado, valendo também a reciproca sob as mesmas hipoteses. Temos, portanto, como
objetivo abordar um estudo sobre todas as definigoes e teoremas principais que contribuem
para compreender estes resultados importantes. E relevante ressaltar que o presente texto
introduz estes teoremas importantes para o estudo de operadores com aplicacoes classicas
presentes no estudo da Analise Funcional. Queremos trazer exemplos de aplicagoes,
comentar com compreensibilidade sobre os teoremas, abordar os pesquisadores que
contribuiram para o (TAA) e o (TGF). Esta pesquisa adota uma abordagem qualitativa,
com o objetivo de levantar topicos teoricos importantes e o estudo dos teoremas da
Aplicacao Aberta e do Grafico Fechado na Analise Funcional, com foco na compreensao
de suas demonstragoes, inter-relagoes e aplicagoes com embasamento teérico de [3] [12]

[13] [16] [6] [2] [5] [18] entre outros referénciais teoricos citados no trabalho.



Abstract

The Open Mapping Theorem (OMT) is one of the classical theorems of Functional
Analysis. It guarantees that if a linear operator is defined between two Banach Spaces and
is continuous and surjective, then the it is an open mapping. For the OMT, the surjectivity
of the operator is essential, as every open linear mapping between normed spaces is
necessarily surjective. Another classic result is the Closed Graph Theorem (CGT), which
states that for Banach Spaces, a continuous linear operator has a closed graph, with the
converse also holding under the same hypotheses. Our objective, therefore, is to address
a study of all the main definitions and theorems that contribute to the understanding
of these important results. It is relevant to emphasize that this text introduces these
important theorems for the study of operators with classical applications present in the
study of Functional Analysis. We want to provide examples of applications, comment
comprehensibly on the theorems, and address the researchers who contributed to the OMT
and the CGT. This research adopts a qualitative approach, with the objective of surveying
important theoretical topics and the study of the Open Mapping and Closed Graph
Theorems in Functional Analysis, focusing on understanding their proofs, interrelations,
and applications, it is theoretically grounded in [3] [12] [13] [16] [6] [2] [5] [18], among

other theoretical references cited in the work.
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Introducao

A Andlise Funcional é uma das areas mais influentes no estudo de matematica
avancada, sendo uma disciplina importante nos cursos de pos-graduacao em matematica
pura e aplicada. Estende os conceitos do calculo e da Algebra Linear para contextos de
dimensao infinita, fornecendo estruturas importantes para a investigacao, por exemplo,
de Equacgoes Diferenciais. No cerne desta disciplina encontram-se os espacos de Banach,
espacos vetoriais normados e completos, que generalizam a nocao de espagos euclidianos e
permitem a formulacao rigorosa e a solucao de uma vasta gama de problemas analiticos.

Este trabalho tem como objetivo percorrer a jornada conceitual que parte dos
fundamentos da teoria dos espacos métricos e culmina em dois dos teoremas fundamentais
da Analise Funcional: o Teorema da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico
Fechado. Estes resultados nao sao apenas marcos de elegancia matematica, mas
também ferramentas essenciais, pois estabelecem condigoes sob as quais aplicagoes lineares
continuas entre Espagos de Banach sao abertas (imagens de abertos sao abertas) ou, de
forma equivalente, possuem graficos fechados.

Este estudo adota uma metodologia qualitativa para explorar os aspectos centrais
dos Teoremas da Aplicacao Aberta e do Grafico Fechado, como serd apresentado na
subsecao (5.2.1). Nossa pesquisa concentra-se em quatro linhas de agdo: apresentar
0s pré-requisitos necessarios para entender os teoremas, discutir de forma detalhada
as demonstracoes dos teoremas, expor como se relacionam e por fim apresentar suas
aplicagoes no contexto da Analise Funcional. Mais detadalhamente vamos fazer uma
revisao dos Espagos Métricos, explorando conceitos topoldgicos fundamentais como
conjuntos abertos, fechados e a completude através das sequéncias de Cauchy, esse alicerce

é crucial para a compreensao da estrutura dos Espacos de Banach. Em seguida, o foco

il



direciona-se para as Aplicacoes Lineares continuas e para a investigacao das propriedades
que caracterizam os espagos de Banach, com base em referéncias téoricas de [3], [12], [13],
16], [6], (2], [5], [18].

Este trabalho tem como ntcleo a apresentacao detalhada e a demonstracao
dos Teoremas da Aplicagdo Aberta e do Gréfico Fechado, presentes nas Segoes (5.2) e
(5.3). Além disso, serd explorada a equivaléncia entre estes dois teoremas em (5.4),
uma caracteristica que enfatiza a coeréncia e a profundidade da teoria. Adicionalmente,
serao examinadas extensoes e contextos relacionados, incluindo uma incursao ao caso
bilinear na segao (5.5), que ilustra a versatilidade e o poder de aplicagao desses resultados
fundamentais.

Por fim, as Consideragoes Finais sintetizarao as contribuicoes do trabalho,
reafirmando a importancia desses teoremas no panorama da Anélise Funcional. Através
de uma abordagem didética e sequencial, este trabalho busca nao apenas apresentar uma
exposicao clara e rigorosa desses topicos, mas também destacar a beleza e a interconexao

das ideias matematicas que os sustentam.

il



Capitulo 1

Espacos Normados e Espacos

Meétricos

Os espagos vetoriais possuem uma estrutura algébrica que nos permite realizar
operagoes [14], os espagos normados vao mais além, valendo as operagoes feitas nos espagos
vetoriais. Sua formalizagao axiomatica surgiu no inicio do século XX com a Anélise
Funcional, com as primeiras mencoes a norma no trabalho Uber die Auflosung linearer
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten [Sobre a resolucao de equagoes lineares
com infinitas incégnitas] de SCHMIDT em 1908 [19], e em 1922 BANACH introduz
axiomaticamente a nocao de espago normado em Sur les opérations dans les ensembles
abstraits et leur application auxr équations intégrales [Sobre as operagbes em conjuntos

abstratos e sua aplicagdo a equagoes integrais] [1].

1.1 Espacos Normados

Definicao 1.1.1. Seja F um corpo espago vetorial, sobre um K, onde K =R ou K = C.
Uma funcao || - ||: £ — R, que a cada x € E atribui um ntimero real nao negativo ||z, é
chamada de norma se e somente se, sao validas as seguintes condigoes.

(@) [[ 2] =0=2=0;

@) [ Az || =Xl lell, VAeK zeE;

@) [e+yll <lel+lyllVaeyek;



Essas trés condigoes sao importantes para definirmos uma norma de modo que
uma dessas condigoes falharem para um espaco, pode resultar em um espaco nao munido
de norma. A seguir veremos um exemplo de norma que costuma aparecer no curso de
Anidlise no R". Um espago vetorial £ munido de uma norma, (F, || . ||), serd chamado de

espaco vetorial normado, ou simplesmente espaco normado.

Exemplo 1.1.1. No espago euclidiano R" os pontos sao as listas * = (z1,...,x,), onde
cada uma das n coordenadas z; é um numero real. A norma euclidiana em R", a qual é

a mais usual, é dada por:
|z ||=1/23+ -+ 22 ,onde . = (z1,...,T,).
Uma outra norma em R", chamada norma do méximo, é definida por
l|z||pr = max |x;|.

1<i<n

Provemos abaixo que de fato satisfaz as trés condigoes de norma:

(i) Se ||z|lar = 0, entao max |z;] = 0. Como |z;| > 0 para todo i, isso implica |z;|] = 0
<i<n
para cada ¢ =1,...,n, logo x; = 0 para todo i. Portanto z = 0.
(ii) Seja a € R (ou C). Entao
lazllar = max Jazi| = max (|af|ai]) = |a| max |z;| = [alllz]]ar-
(iii) Pela desigualdade triangular para valores absolutos, temos, para cada i:
7 + yil < il + (il

Seja k o indice em que |zy + yi| = ||z + y||ar. Entao

2+ yllar = |2k + yil < |ze| + |ye] < m?X|fEi| +m?X|yz‘| = ||lz|lar + lyllar-




Portanto, ||z +y||xm < ||z||a + ||yllaz. A defini¢ao (1.1.2) apresentada abaixo é importante
porque garante que sequéncias convergentes, topologias e nogoes de continuidade sao as
mesmas para ambas as normas, em outras palavras, se duas normas sao equivalentes.
Resultados analiticos (como limites, continuidade de operadores e completude) nao

dependem de qual delas se usa.

Definigao 1.1.2. Duas normas || - ||, e || - ||, em um espago vetorial X sao ditas

equivalentes se existem constantes positivas ¢ e C' tais que para todo x € X, tem-se
clzlla < llzlle < Cllzlla

Com essa definicao ja podemos enunciar um resultado que diz sobre a equivaléncia

de normas definidas em vetores do R™.

Proposicao 1.1.1. Sejam || - |, || - ||ls, || - [|, e || - [[ar normas em R™ definidas por:

n
|z|| = Zx? (norma euclidiana),
i=1

n

lz|ls = Z |z;|  (norma da soma),

i=1

|z||pr = max |x;]  (norma do mdzimo),
1<i<n

n 1/p
lz|l, = (Z |xi|p> (norma de Minkowski).
i=1

Entao:
(a) |- 1l, Il - lls;, I - [[ar s@o normas equivalentes em R™;
(b) Sen =2, entao lim ||z||, = ||z| m;
pP—00

(¢) Duas normas quaisquer em um espago vetorial de dimensdo finita sio equivalentes.

Demonstracao. (a) Mostraremos que as normas sao duas a duas equivalentes.

Equivaléncia entre || || e || - [|s:




Para todo = € R", pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

n n n 2
>t 3oiaf < (Sohal)
i=1 i=1 i=1

Logo,
]l < =]
Por outro lado, para cada i, |z;| < ||z]|. Somando,
lzlls < nfl].
Portanto,
el < llzlls < nij]]

Equivaléncia entre || - ||s e || - ||a
Para todo = € R",

[zllar < llzlls < nflfla-

Equivaléncia entre || - || e || - ||x:

Combinando as desigualdades anteriores,

1 1
—llellar < —llzlls < llofl < [lells < nllzflar-
n n

Logo, as trés normas sao equivalentes.

b) Para x = (x1,29) € R? temos
( ) ) )
Hpr - (|x1‘p |x2‘p>1/p-

Note que

max{|z1|, |22} < [21[F + |22]P < 2max{|zy], |22}

Elevando a 1/p,

lzllar < llllp < 2% llar.




Como lim 27 =1, pelo teorema do confronto,
p—00

lim [, = [[z[|ar-
p—+00
(c) Seja X um espago vetorial de dimensao finita n com base {ej, es,...,e,}. Seja || - ||

uma norma qualquer em X e defina a norma

n n
|||« :Z]ai| parax:Zaiei.
i=1 i=1

Para todo = € X,

]l =

n
E ;€
i=1

n n
<> lalled < ( ax e ) 3 leil = Bl
=1 - 1

i=

onde B = max Iles|l-

Suponha, por absurdo, que nao exista A > 0 tal que Al|z||, < |lz] para todo
x € X. Entado, para cada k € N, existe z € X com ||zg]|« = 1 e ||zx] < % Como a
esfera unitaria S = {x € X : ||z||, = 1} é compacta em (X, | -||«), a sequéncia (z) possui
uma subsequéncia convergente para algum zy € S. Denotemos essa subsequéncia ainda
por (xy) por simplicidade.

Usando a desigualdade ja obtida,

1
lzoll < llzo — will + lzell < Bllwo =zl +

1
Como |lxzg — x|« — 0 e 7 0, segue que ||zo|| = 0, logo xy = 0. Contradicao, pois
ol = 1.
Portanto, existe A > 0 tal que A|z|. < |[z|]| para todo z € X.
Consequentemente, || - || e || - ||« sdo equivalentes. Como a equivaléncia de normas é

uma relacao de equivaléncia, quaisquer duas normas em X sao equivalentes. O




1.2 Espacos Métricos

O estudo dos espacos métricos teve inicio nos trabalhos de Maurice Fréchet em
1906, nos quais surgiram os primeiros conceitos sobre distancia (FRECHET, 1906) [7].
Em 1910, David Hilbert abordou, em seus trabalhos, axiomas relacionados a distancia
(HILBERT, 1910) [9]. Outros dois mateméticos importantes que contribuiram para o
desenvolvimento da teoria foram Henri Poincaré, que ja trabalhava com ideias relacionadas
a distancia, e Felix Hausdorff, que introduziu o termo metrischer Raum (espagos métricos)
em sua obra (HAUSDORFF, 1914) [8]. Neste capitulo, abordaremos os espagos métricos,

conceito fundamental para a compreensao dos capitulos subsequentes.

Definicao 1.2.1. Seja M um conjunto nao vazio. Uma fungao d: M x M — R, que a
cada par ordenado (a,b) € M x M associa o nimero real d(a,b), é dita uma métrica em

M se para quaisquer a, b, e ¢ € M, sao validas as seguintes condigoes.
(1) d(a,b) >0 ;

(17) d(a,b) =0 <= a=10;

(731) d(a,b) = d(a,c) ;

(i) d(a,b) < d(a,c)+d(c,b).

Um espago métrico é um par ordenado (M,d) onde M é o conjunto e d é uma
métrica de M, também podemos dizer que d(z, y) é a distancia entre dois pontos. Baseado

no Exemplo (1.1.1) podemos definir a métrica euclidiana.

Exemplo 1.2.1. Em um espaco euclidiano n-dimensional, a distancia euclidiana é dada

por: T = ($1,$2, 7xn) ey = (y17y27 7yn)

d(z,y) = V(@1 —11)> + oo+ (@0 — yn)? = |z =y

Um fato interessante que conecta a definicao de espaco normado com a definicao
de espago Métrico é que uma norma || - || em X define uma métrica d em X, e podemos

chama-la de métrica induzida pela norma, dada por

d(x,y) = [z —y|.




Para demonstrarmos esse fato segue a seguinte proposicao.

Proposigao 1.2.1. Se E = (E, ||-||) € um espago vetorial normado real e d(z,y) = ||x—y||,

x,y € E, dizemos que d é uma métrica em E e, portanto (E,d) € um espago métrico.

Demonstragcao. Para mostrar que d ¢ uma métrica em E, dados z,y, z € E, vamos mostrar
que d satisfaz as seguintes propriedades:
(i) d(z,x) = 0. De fato, d(z,z) = ||z — z|| = ||0]| = 0, onde a segunda igualdade segue do
fato de que E é espago vetorial e a tltima igualdade segue da propriedade da norma.
(ii) d(z,y) > 0, se © # y.

Segue da propriedade da norma que d(x,y) = ||z — y|| > 0, pois x —y # 0.
(iii) d(z,y) = d(y, z).

Temos também pela propriedade da norma que d(x,y) = ||[z—y|| = |—1|-||z—y]|| =
| = (@ =yl =lly -zl = dy, z).
(iv)d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).

Pela Desigualdade Triangular valida para a norma, segue que
d(z,z) = [lo = zl| = le =y +y = zll < le =yl + ly — 2[| = d(z, y) +d(y, 2).

]

Em resumo espacos vetoriais sabemos somar seus elementos e multiplicar seus
elementos por escalares, nos espacgos métricos sabemos calcular a distancia entre dois de
seus elementos. Como vimos na Proposi¢ao (1.2.1) um espac¢o normado é a estrutura
matematica na qual tudo isso pode ser feito em um mesmo ambiente.

Abaixo veremos um exemplo de fungao que contradiz (iv) Desigualdade triangular

[16], e portanto nao define uma norma em R".

Exemplo 1.2.2. A funcio d : R> — R definida por d(x,y) = (z —»)* ndo é uma métrica.
Onde vale as condicoes exceto a da desigualdade triangular, que podemos verificar com

um simples contra exemplo:

d(z,y) = (4—0)2 < (4—-1)2+(1-0)?




= d(z,y) =16 <9+ 1.

Apresentaremos a seguir a chamada métrica discreta (ou “zero-um”), essa
métrica é um exemplo cldssico, e que se mostra bastante 1til para contraexemplos em
analise, é importante notar que a métrica que apresentamos a seguir difere da nocao
usual de distancia. Em contextos mais avangados, o estudo de métricas como esta revela-

se fundamental.

Exemplo 1.2.3. A métrica d : M x M — R definida por

]" s€ T % y7
d([L‘, y)disc =
0, sex=y,

Essa métrica foge da nocao usual de distancia euclidiana, ela atribui distancia 1
a quaisquer dois elementos distintos, independentemente de sua “proximidade” numeérica.
Um fato importante é que esta métrica nao provém de uma norma em R. Esse é um
exemplo que ilustra que nem toda métrica é induzida por uma norma. Podemos verificar

o caso da homogeneidade, a métrica discreta em R falha na homogeneidade, pois:
daisc(2-0,2 - 1) = dgisc(0,2) = 1 mas, 2-dgie(0,1) =2-1=2# 1.

Abaixo veremos um exemplo importante, visto e replicado em cursos de Analise

Real [13], [6].

Exemplo 1.2.4. Seja M = R o conjunto dos nimeros reais e d definido da seguinte

forma:
d(a,b) =]a—">|; a,b € R.
onde | - | denota a fun¢ao médulo, entao (M, d) é um espago métrico.

Exemplo 1.2.5. Considere a funcao dr: R" x R" — R, definida por:

dT((xla s 7xn)7 (yb s 7yn)) = Z ’331 - yz‘
=1




Vamos verificar que dr é uma métrica, ou seja, satisfaz as seguintes propriedades para

todos x,y,z € R™:

(i) dr(x,y) <0, e dr(x,y) =0 seesomentese X=y.
(ii) dr(x,y) = dr(y,x).

(iii) dr(x,y) < dr(x,z) + dr(z,y).

(1) Se dr(x,y) = 0, entao:
i=1

Como cada termo |x; — y;| é ndo negativo, a soma sé é zero se todos os termos forem zero,
ou seja:

|r; —y;| =0 paratodoi=1,... n.

Portanto, x; = y; para todo i, e assim x = y. A reciproca e a nao negativa sao imediatas.

(77) Pela simetria do valor absoluto:

n

dr(x,y) =Y |wi =yl =Y |yi — @il = dr(y,%).
i=1 i=1
(17i) Para cada ¢ = 1,...,n, vale a desigualdade triangular do valor absoluto:
|2 — yil < o — 2| + |2 — il

Somando sobre todos os i, obtemos:

n n n
Z‘Iz —y| < Zm — zi] +Z |2 — il
i—1 =1 i1




10

que é equivalente a:

dr(x,y) < dr(x,z)+ dr(z,y).

Assim dp(x,y), satisfaz todas as propriedades de uma métrica, sendo portanto chamada

de métrica do taxista.




Capitulo 2

Topicos de Topologia em Espacos

Normados

2.1 Conjuntos Abertos

Antes de abordar nogoes de continuidade é necessario entender os principais
conceitos e resultados referentes a topologia dos Espagos Métricos. Neste capitulo
apresentamos o que ¢é o interior de um conjunto, o que significa um ponto ser interior
a algum conjunto, conjuntos abertos, conjuntos fechados e nao menos importante
enunciamos também alguns teoremas e resultados importantes. Para mais informacoes
deixo como sugestao o livro de [15] a saber [15], e para um estudo mais aprofundado
sugerimos o que [17] fez em [17]. Antes de explorarmos sistematicamente as propriedades

dos conjuntos abertos, convém comentar conceitos preliminares cruciais.

Definigao 2.1.1. Seja (M, d) um espago métrico. Para cada a € M onde r > 0, definimos

Bla;r) ={z € E[ ||z —al <r},
Bla;r] ={x € E | ||x —a|] <1},
S(a;r) ={z € E||lz —a| =r}.

Considere d(z,y) =|| = —y ||. Os conjuntos B(a;r), Bla;r] e S(a;r) sdo chamados,

respectivamente, de bola aberta, bola fechada e esfera de centro a e raio r.

11
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Definicao 2.1.2. Seja X C M um espago normado. Um ponto a € X chama-se ponto
interior a X quando é centro de alguma bola aberta B(a;d) C X, ou seja, quando existe

d>0talque ||z —al<d=2¢€ B(a;0) C X.

O interior de X é o conjunto int(X), formado pelos pontos interiores a X. O
interior de um conjunto consiste na cole¢ao de todos os seus pontos interiores aqueles em
torno dos quais podemos encontrar uma vizinhanga completamente inserida no conjunto.
Ao longo deste capitulo, exploraremos como estas nocoes se articulam no contexto dos
espagos métricos, estabelecendo os alicerces para a compreensao de conceitos topologicos
mais avancados. Dizer que um ponto a € X nao ¢é interior a X equivale a afirmar que
toda bola aberta de centro a, contém pontos do complementar de X, ou seja, que para
todo 0 > 0 existe y € R" — X com | y —a ||< 6. Perceba que esse y arbitrario nao

pertence a X, mas apenas ao seu complementar.

Definicao 2.1.3. Seja M um espaco métrico. Dado um ponto a € M, chama-se
vizinhanga de a a qualquer subconjunto V' C M que contenha uma bola aberta de

centro a. Isso significa que existe » > 0 tal que

B(a;r)={x € M |d(z,a) <7} CV.

Definicao 2.1.4. Um conjunto X C M chama-se aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, isto é, quando para cada x € X existe 0 > 0 tal que B(x;0) C X. Assim,

X é aberto & int X = X.

Demonstramos a seguir que toda bola aberta definido em um espaco métrico

qualquer é um conjunto aberto.
Proposicao 2.1.1. Toda bola aberta de M €é um conjunto aberto.

Demonstracao. Com efeito, qualquer x € B(a;¢), temos ||  — a ||< €. Logo o existe um
d>0talque || x —a || + 6 = e . Assim teremos que B(x;d) C B(a;e). De fato, se
y € B(x;0). entao pela desigualdade triangular, ||y —a [|<||y—z || + || z — a ||< 6+ ||

r—al|=e=y€Bar).
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B(z;0) C B(a;¢)
FIGURA 1. Fonte: Autor.

2.2 Conjuntos Fechados

Na topologia dos espacos normados, além dos conjuntos abertos definidos na
segao (2.1), é igualmente fundamental a classe de conjuntos fechados. Eles representam,
em certo sentido, o complemento logico dos abertos e possuem propriedades de

“fechamento”em relacao a limites e fronteiras.

Proposicao 2.2.1. Sejam M wm espaco métrico, X C M ea € M. Entdo a € X se, e

somente se, existe uma sequéncia (x,) em X tal que limz, = a.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (z,,) seja uma sequéncia em X tal que limz,, = a. Dado
e > 0, existe ng € N* tal que ||z,, — a|| < € para todo n > ngy. Logo z,, € B(a,e) N X para
todo n > ng, implicando que B(a;e) N X # (). Portanto a € X.

Reciprocamente, suponhamos que a € X. Para cada n € N*, B(a;1/n) N X # 0.
Assim podemos tomar z,, € B(a;1/n) N X para cada n € N*. A sequéncia (x,) é uma

sequéncia em X que satisfaz ||z, — a|| < 1/n para todo n € N*. Portanto limz,, =a. O

Definicao 2.2.1. Seja M um espaco métrico. Um ponto a € M ¢é dito ser ponto de

acumulacao de X C M se, e somente se, para todo £ > 0 tem-se:
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(B(a;e) ={a}) N X #0
onde B(a;¢) é a bola aberta de centro a e raio € em R".
Podemos definir pontos de acumulacao usando a definicao de sequéncias.

Definicao 2.2.2. Uma sequéncia em um espago métrico M é uma funcao z: N —
M, que associa a cada numero natural £ um ponto x;, € M. As notacOes usuais sao

(x1,T9, ..., Tk, ...), (Tx)reny Ou simplesmente (zy).

Podemos também definir o que é o limite de uma sequéncia (z,)pen em M.

Dizemos que (x,) converge para um ponto a € M, e escrevemos

lim z, =a ou =z, — a,
n—oo

se para todo € > 0 existe ng € N tal que
d(z,,a) < e paratodo n > ng.

Nesse caso, dizemos que a é o limite da sequéncia.

Definicao 2.2.3 (Ponto de acumulacao via sequéncias). Seja M um espago métrico e
X C M. Dizemos que z € M é um ponto de acumulacao de X se existe uma sequéncia
(Zn)nen em X \ {x} tal que

lim z, = z.
n—oo

Exemplo 2.2.1. Se tomarmos X = B(0;1) C R" a bola aberta de centro na origem e

raio 1 em R", o ponto a = (1,0,...,0) ndo pertence a X. Considere a sequéncia (zy)
1
P |
x € X e xp # a. Além disso, |z —al = z — 0, portanto lim z;, = a. Pela caracterizacao

1
dada por z; = (1 — —,0,...,0). Para todo k € N, temos |z;| < 1 (pois 1 — % < 1), logo

sequencial, a é ponto de acumulacao de X.

A definicao de ponto de acumulagao é importante para entender o conceito de

limites de fungoes.
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Definigcao 2.2.4. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, f: E — Y uma funcao
definida em E C X e a € X um ponto de acumulacao de E. Diz-se que b € Y é o limite

de f(z) quando = tende para a e escreve-se

lim f(z) =10

Tr—a

quando a seguinte condicao é satisfeita:
“Para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que z € E e 0 < dx(z,a) < & implicam
dy(f(x),b) <e.”

Teorema 2.2.1. A sequéncia (x) em R™ converge para o ponto a = (ay,...,a,) se, e

somente se, para cada i =1,...,n, tem-se

lim T = Q4,
k—o0

isto €, cada coordenada de x) converge para a coordenada correspondente de a.

Demonstragao. Para cada i =1,...,n, tem-se |xg; — a;| < ||z — a||rs, portanto

lim z, = a = lim x; = a;.
k—o00 k—o0

Reciprocamente, se vale esta tltima igualdade entao, dado € > 0, existem
ki, ..., k, € N tais que

k>k5i:>\:1:ki—ai]<5 (221,,71)

Tomando kg = max{ky,...,k,} e adotando em R" a norma do maximo, vemos
que
k> ko= ||ZL‘k —CLHM < €.

Logo lim z; = a. O]
k—o00

Definicao 2.2.5. Sejam M um espago métrico e X C M. Dizemos que um ponto a € M

é aderente a X quando, para todo € > 0, tem-se B(a;e) N X # 0.
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Chamamos de fecho ou aderéncia de um conjunto X C M, ao conjunto X

formado pelos pontos de M que sao aderentes a X.

Por exemplo, todo ponto a pertencente a X é aderente a X pois podemos escrever
a = limzy, com x; = a para todo k£ € N. Mas a pode ser aderente a X sem pertencer a

X, neste caso, a é necessariamente um ponto de acumulacao do conjunto X.

Exemplo 2.2.2. Sejaa € R, e x € X onde a nao é aderente a X C R. Existe pelo
menos um ¢ > 0 tal que o intervalo (a — €, a + £) ndo contém elementos de X.

¢ X

I~
3
I~
g4

FIGURA 2.
Fonte: Autor.

Ou seja

(a—e,a+e)NX =1

Podemos pensar que a € R estd “isolado”de X, no sentido de que existe uma vizinhanca

de a que nao contém pontos de X.

Teorema 2.2.2. Seja M um espa¢o métrico e X C M. Um ponto a € M é aderente a

X se, e somente se, existe uma sequéncia (x) C X tal que lim zj = a.
k—00

Demonstracao. Suponha que a seja aderente a X. Entao, para cada k € N, a intersecao

1 1
B (a; E) N X é nao vazia. Escolha, para cada k, um ponto z, € B (a; E) N X. Temos

1
d(xy,a) < — para todo k, logo lim z = a.
k k—o00
Reciprocamente, suponha que exista (xy) C X com klim xr = a. Dado € > 0,
—00

existe ko € N tal que d(xy,a) < e para todo k > ko. Em particular, xx, € B(a;e) N X,
portanto B(a;e) N X # (). Como € > 0 é arbitrario, a é aderente a X. n

Definicao 2.2.6. Dizemos que um conjunto F' C M é um conjunto fechado num espaco

métrico E quando F = F, isto é, se todo ponto aderente a F pertencer a F.

Proposicao 2.2.2. Se X C F e F € fechado entio X C F.
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Demonstragio. Para cada a € X, podemos tomar (z,) € X,V n € N, uma sequéncia em
X que tende ao ponto a. Logo, a € F = F j& que (,,) é uma sequéncia em F. Segue daf

que X C F. ]

Definicao 2.2.7. Seja M um espaco normado e consideremos a € M,r > 0, e A > 0.
Definindo
a+ B(0;r)={r e M;z=a+vy, comy € B(0;r)}

A-B(0;r) ={x € M;x = \y, comy € B(0;r)}.

Lema 2.2.1. Com a notagao acima, em espagos normados temos:
(i) a+ B(0;r) = B(a;r) ¥V a € M,
(ii) A~ B(0;r) = B(0; \r) YA > 0.

Demonstracao. (i) Para mostrarmos essa afirmacao, tomemos w € B(a;r) e consideremos
y = w — a. Temos, entao, que w = a + y, sendo y € B(0;r), ja que |ly|| = ||lw —a| < r.
Com isso, vemos que w € a + B(0;r).

Por outro lado, tomemos w € a + B(0;r). Por definicdo, w = a + y, onde

y € B(0;7). Assim ||w — al| = ||y|| < r, o que mostra que w € B(a;r).

(ii) Tomemos w € B(0;Ar). Logo |w| < Ar. Seja y = w/A. Temos w = Ay, com
y € B(0;r), ja que

Com isso, temos que w € A - B(0;r).
Para mostrarmos a outra inclusdo, tomemos w € A - B(0;7). Dai temos que

w = Ay com y € B(0;7). Notemos que
Jwll = Xyl = [A]- Iyl = Ayl < Ar,

o que mostra que w € B(0; \r). ]
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Proposicao 2.2.3. Seja M um espago normado. Se F é um subespaco vetorial de M,

com F # M, entdo int(F) = ().
Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que int(F') # (). Entao existem x € F'er >0
tais que B(x;r) C F. Pelo Lema (2.2.1), temos:

x+ B(0;r) = B(x;r) C F.

Como F' é um subespaco vetorial de E, segue que:

BO;r)CF—xCF (2.1)

B(0;r) CAT'F CF. (2.2)

Para todo A > 0. Como
A B(0;7) = B(0; Ar)

de (2.1) obtemos:
B(0; A\r) C F' para todo A > 0.

Tomemos agora y € E arbitrério:

Se y = 0, entdo y € F' (pois F' é subespago).

2
Se y # 0, escolha A = M Logo:
T

B(0;2[lyl]) = B(0; Ar) C F.

Como y € B(0;2||ly]|), temos y € F.
Concluimos que M C F, o que é absurdo pois F' é subespaco proprio de M.

Portanto, int(F) = (). O

Proposicao 2.2.4. Seja FF C M um conjunto fechado. Entdo F' = int(F') U OF, onde
int(F).
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Definicao 2.2.8. Seja £ um espago normado e X C E. O conjunto dos pontos b € F

tais que, para todo r > 0, se tem
Bb;r)yNX #£0 e Bb;r)Nn(E\X)#0

é chamado de fronteira de X e denotado por 0.X.

a € int(X)ebe dX.

FIGURA 3.
Fonte: Autor.

Corolario 2.2.1. Sejam M um espaco métrico e F C M. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
(a) F € fechado,

(b) Se (x,) é uma sequéncia em F convergindo para a € M, entdo a € F.

Demonstragdo. (a) = (b): Suponhamos que F' = F e que (z,,) seja uma sequéncia em F
tal que lim x,, = a. Pela Proposicao anterior, temos que a € F. Dai a € F.

(b) = (a): Com efeito, basta mostrar que F C F. Tomemos a € F. Pela Proposicio
(2.2.1), existe uma sequéncia (z,) em F tal que limz, = a. Pela hipdtese, temos que

a € F e, portanto, F C F. Dai F ¢ fechado. O
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2.3 Sequéncia de Cauchy

Do curso de Anélise Real sabemos que toda sequéncia de niimeros reais mondtona
limitada é convergente. Porém esse critério nao é geral. Pois nem toda sequéncia
convergente é mondtona [4]. Logo se faz necessario o estudo de um novo critério, que
para o estudos em espacgos de Banach mostra-se extremamente importante. As sequéncias
de Cauchy sao assim nomeadas em homenagem ao matematico francés Augustin-Louis
Cauchy, essas sequéncias caracterizam-se por uma propriedade notavel: seus termos se
aproximam uns dos outros a medida que avancamos na sequéncia. O que torna as
sequencias de Cauchy particularmente importantes é que elas fornecem um critério
interno de convergéncia apenas se o espaco for um espago métrico completo, podemos
determinar se uma sequéncia converge sem necessariamente conhecer seu limite. Esta
propriedade é crucial em contextos onde o limite é desconhecido ou dificil de calcular
diretamente.

No contexto de R"™ e espagos vetoriais, as sequéncias de Cauchy revelam uma
caracteristica essencial desses espacos: a completude. A famosa propriedade de que
“toda sequéncia de Cauchy em R" é convergente” nao é trivial e reflete a continuidade do

espaco e distingue R"™ de outros espacos que podem ter “buracos” ou “falhas”.

Defini¢ao 2.3.1. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M, é dita uma sequéncia
de Cauchy quando, para cada ¢ > 0, existe ng € N tal que d(x,,z,) < ¢ sempre que

n,m > ny.

Proposicao 2.3.1. Seja (zx) uma sequéncia convergente em R". FEntao (xy) € uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja (xr) uma sequéncia convergente em R". Entao existe a € R" tal que
: €
x — a. Tomemos € > 0. Existe kg € N tal que ||z —a|| < 5 bara todo k > ko. Tomando

m, k > kg, temos

E €
lzk = 2wl < llox = all +llzm —all < 5+ 5 =<

Portanto, (zx) é de Cauchy. O
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A existéncia de uma métrica permite definir o conceito de distancia entre pontos,
o que é essencial para caracterizar sequéncias de Cauchy. Uma maneira natural de obter
tal estrutura é trabalhar com espacos normados, pois toda norma induz uma meétrica.
Nesse contexto, vale a importante propriedade de que toda sequéncia convergente em um
espaco métrico é de Cauchy. Este resultado fornece um método pratico para construir

sequencias de Cauchy.

Teorema 2.3.1. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico € uma sequéncia de

Cauchy. A prova € andloga a da proposi¢ao (2.3.1).

Em geral, a reciproca nao é verdadeira em qualquer espago métrico.




Capitulo 3

Espacos de Banach

3.1 Espacos de Banach

Os espacos de Banach formam uma classe especial de espacos normados. Os
espacos de Banach, nomeados em homenagem ao matematico polonés Stefan Banach,
representam um dos pilares fundamentais da Andlise Funcional. Espagos vetoriais
normados e completos, eles constituem um conceito fundamental para o entendimento
de operadores lineares, reunindo em uma tunica estrutura as propriedades algébricas
dos espacos vetoriais, as propriedades topoldgicas da convergéncia e a além é claro da
completude.

Devemos mencionar que no diagrama abaixo inclue apenas um lado da escola
polonesa, a saber, a ramificacao que trabalhou com a Analise Funcional. Tao importante
quanto o ramo de Lwéw é o ramo de Varsévia, que inclui, entre outros nomes ilustres,
os seguintes matematicos: Zaremba, Sierpinski, Mazurkiewicz, Kuratowski, Saks, Borsuk,

Zygmund, Tarski, Marcinkiewicz e Janiszewski.

22
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;

Kac, Schauder

Orlicz — Cliesielski — Kwapien Ulam
( (

Hilbert —  Steinhaus — Bessaga

Banach — { Mazur — < Rolewicz

Zelazko
\
Tomczak
—Jaergerman

Mazur — Petczynski —
Figiel

\ Wojtaszczyk

Em 1903, J. Hadamard passou a chamar uma transformacao linear a valores no
corpo de escalares de funcional, e assim o termo Anélise Funcional, apareceu pela primeira
vez em um livro de P. Lévy publicado em 1922 [3], [5].

Os axiomas de norma apareceram nos anos 1920-1922 em trabalhos de N. Wiener,
E. Helly, S. Banach e H. Hahn. Em um notavel trabalho de abstracao a partir de problemas
mais concretos estudados por Volterra e Hadamard, Banach apresentou os axiomas como
os conhecemos hoje em sua tese, defendida em 1920 e publicada em 1922. Banach e seus
companheiros poloneses se referiam aos espagos normados completos como espacos de
tipo B. O termo espaco de Banach foi cunhado pelo matematico francés M. Fréchet em
1928. Alguns trabalhos de Banach da drea sao: [1929a] Sur les fonctionnelles linéaires,
Studia Math. 1,[A: Banach, 1979].[1932] Théorie des opérations linéaires, Monografie
Matematyczne 1, Warszawa; reprint: [A: Banach, 1967]; translations: Ukrainian (Kiev,

1948, translated by M. Zaryckij), English (North-Holland, 1987; Chelsea, n.d.) [5].

Definicao 3.1.1. Os espacos normados que tém a propriedade de que toda sequéncia de

Cauchy é convergente sao chamados espagos de Banach.

O fato de que uma sequéncia converge em R" se, e somente se, é sequéncia de

Cauchy é geralmente conhecido como critério de convergéncia de Cauchy. O critério de
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convergéncia abaixo é importante para verificar se um espago é completo. Quando nos
referimos a espago normado completo, estamos falando sobre um espaco de Banach. Sabe-
se que uma sequéncia de nimeros reais é convergente se, e somente se, ela é de Cauchy.
Assim por exemplo R, com sua norma usual, é um espaco de Banach. O conjunto dos
nimeros complexos C também ¢ um espaco de Banach. Mais precisamente podemos

generalizar e afirmar que todo espago normado de dimensao finita é um espago de Banach.

Teorema 3.1.1. Todo espagco normado de dimensao finita é um espaco de Banach.

Consequentemente, todo subespaco de dimensdo finita de um espaco normado E € fechado

em E.

Demonstragao. Sejam E um espaco normado de dimensao finita e B = {f1, 82, ..., 0n}
uma base normalizada de E (isto é, ||5;|| = 1 para todo ). Dada uma sequéncia de
Cauchy ()%, em F, para cada k € N, existem tinicos escalares (2%, ..., z%) tais que

Ty = x’fﬁl +"'+$Zﬁn~

Dado ¢ > 0, pode-se tomar ny € N tal que ||z — z,,,|| < ¢- e para todo k, m > nq,

onde c ¢é a constante. Segue que

n

n
1 1
Z|xf —372”| < - Z(ﬁ —xT)ﬁj = EHJJk — x| <e, VYk,m>n,.

=1
Dai, para cada j = 1,...,n, a sequéncia de escalares (xf),é’il ¢ de Cauchy e,
portanto, convergente.
Seja b; = lim xf para 7 = 1,...,n. Neste caso, temos
k—o0

n
li Z k_ bl =0.
2k =kl =0
7=1

Definindo x = b8 + - - - + b, 3, temos x € E e

n

kh_)IEOka—xH: hHolo Z(x?—bj |l < lim Z|x —b;| =0.

k— T k—oo
J=1

Assim, podemos concluir que z, — x. Portanto, FE é espaco de Banach.
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]

Além disso, sendo F um espaco normado qualquer, todo subespaco de dimensao
finita de E sera Banach pelo que acabamos de provar e, em particular, serda fechado em

E pela Proposicao 3.1.1, apresentada e demonstrada a seguir.

Proposicao 3.1.1. Sejam E um espago de Banach e F' um subespago vetorial de E. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) F' é um espago de Banach;

(b) F é fechado em E.

Demonstracao. (a) = (b): Suponhamos que F' é um espago de Banach. Tomemos (z,,)
sendo uma sequéncia em F' que converge para a € E. Temos que (x,) é de Cauchy em
F pois se a sequéncia é convergente em um espaco normado ela entao é de Cauchy por
definigao. Logo existe b € F' tal que (z,) converge para b, ja que F' é um espaco de
Banach. Pela unicidade do limite de uma sequéncia convergente em um espaco normado,
temos a = b. logo, I é fechado.

(b) = (a): Suponhamos agora que F' é fechado. Tomemos (z,) uma sequéncia
de Cauchy em F'. Segue que (z,) é de Cauchy em E e, como E é um espaco de Banach,
existe a € E tal que =, — a. Pelo fato de F' ser fechado, novamente, pelo Corolario

(2.2.1), a € F. Assim F' é um espago de Banach. ]

Definicao 3.1.2. Denotemos por ¢y o conjunto de todas as sequéncias de nimeros reais
ou de nimeros complexos que convergem para zero. Mais precisamente, fixado K = R ou
C, temos

co = {(z,) : &, € K para todo n € N* e z,, — 0}.

Consideremos em ¢ as seguintes operagoes de adicao e multiplicacao por um

escalar: sejam (z,) e (y,) em ¢y e A € K:

(xn) + (Yn) = (2n), em que z, = x, + y, para cada n € N*
A (x,) = (2,), em que z, = A - x, para cada n € N,

Entao ¢y com as operacoes que foram definidas, é um espaco vetorial.
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Definicao 3.1.3. Denotemos por /., o espaco vetorial das sequéncias limitadas de

nimeros reais ou complexos. Formalmente,
loo ={x = (21,29,...) = (Ti)ieny : I M, >0 tal que |z;| < M, para todo i € N}.

As operacoes de soma e multiplicacao por escalar sao definidas coordenada a

coordenada, dadas por x = (x;),y = (y;) € {oc e a € K (K =R ou C),
r+y=(r;+u), or=(ax).

Com essas operagoes, {, é um espaco vetorial sobre K.

Podemos equipar /., com uma norma, chamada norma do supremo ou norma

infinito, definida por
|z]|oo = sup |x;], parax = (x;) € l.
ieN

A métrica induzida por essa norma é d(z,y) = ||z — Y|l = sup|z; — yil.

ieN

O espaco {,, formado por todas as sequéncias limitadas de escalares, desempenha
um papel fundamental na Anélise Funcional. Na seguinte proposicao, verifica-se que £, é
um espago de Banach, ou seja, um espaco normado completo, o que significa que toda
sequéncia de Cauchy em /., converge para um elemento dentro do proprio espaco.

A completude de /., é essencial para diversas aplicacoes, como na teoria de
operadores lineares e em estudos de dualidade, garantindo que limites de sequéncias
limitadas permanecam limitados. Esse resultado reforca a importancia de /., como um
ambiente robusto para analise e demonstragoes. A seguir vamos verificar que £, é um

espaco de Banach.
Proposicao 3.1.2. Seja (, é um espaco de Banach.

Demonstracao. Seja (Tm,)men uma sequéncia de Cauchy em /... Entao, para todo ¢ > 0,
existe ng € N tal que, se m,n > ng, entao ||z, — T,/ < €.

Temos que, para cada m € N, z,, = () jen € uma sequéncia em K:
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T = ($11>$127$13, ce ),
Ty = (I‘gl,IQQ,ZEgg, Ce ),
Ty = (Imlu Tm2y Lm3y - - - )7
Portanto, a desigualdade
|Tmj = Tnj| < SUP [Ty — Tnj| = [|Tm — Talloo <,
jeN

para m,n > ng e qualquer j € N, mostra que (Z,,j)men ¢ uma sequéncia de Cauchy em

K (para qualquer j). Sendo K =R ou C completo, entdao para cada j € N existe

a; = lim Z,;.
m—0o0

Afirmamos que a = (a;) en € 0 limite da sequéncia (2, )men em {o. De fato, para qualquer
JeN,

‘xMJ - xnj' <&

para m,n > ng (por hipdtese). Tomando o limite quando m — oo, temos
la; — xn;] < e,
para qualquer j € N. Portanto,
lla — zp|lc = sup |a; — z,;] <e,
jeN

para n > ng. Logo,

lim z, =a em /.
n—oo

Finalmente perceba que o limite a estda em /... De fato, para qualquer m > ny,

lalleo < fla = Znlloo + [[Znlloo < &+ [[Znllee < C < 00,
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Proposicao 3.1.3. O espaco normado ¢y € um espaco de Banach.

Demonstracao. Seguindo as mesmas ideias da demonstragao da Proposi¢ao (3.1.2), dada
qualquer sequéncia de Cauchy (Z,,)men em o, como ¢y C o € Ly é completo, existe
a = (a;) € l tal que

lim ||z, — a]le = 0. (1)
m—0o0

Resta, portanto, comprovar que a € ¢y, ou seja, que

lim a; = 0.
]—}OO

De fato, pela convergéncia em (1), para qualquer £ > 0, existe my € N tal que se
m > mg entao

€
|Tm — al|e < 3

Isto implica, em particular, que para um m fixo com m > mg e para todo j € N,
vale
€
2mg = 5] < o — allo < 3,
onde denotamos ,, = (Tm.1, T2, - - - )-

Por outro lado, como z,, € ¢, temos lim z,, ; = 0. Logo, para o mesmo € > 0,
j—)OO

existe jo € N tal que |z, ;] < 5 para todo 7 > 7jp.
Assim, combinando as desigualdades, para todo 7 > j, obtemos

g £
|a;] < am — ajl + |zm] < 5ts5=¢

Concluimos que lim a; = 0 e, portanto, a € co. 0
]—>

A seguir, apresentaremos um exemplo de um espaco normado que nao é completo.
Utilizaremos o fato de que, para ser um espago de Banach, é necessario que toda sequéncia

de Cauchy no espaco convirja para um elemento do préprio espago.

Exemplo 3.1.1. O espago E = (C([0,1]), com norma || f||; definida por:

i = [ 5ol
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¢ um espago normado. Mostraremos que E = (C([0, 1], |- ||) ndo é um espago de Banach.

De fato considere a sequéncia de fungoes { f, }nen C C([0,1]) dada por:

fa(t) =1t", paratel0,1].

Verifiquemos que { f,,} é de Cauchy Para n < m, temos:

1 1 1 1
n— Jml1 = " —t"dt = t" —t")dt = - .
o= Sl = [ 1=t = [ =yt = =g =
Quando n, m — oo, temos:
1 1
— — 0.
n+1 m+1
Portanto, {f,} é uma sequéncia de Cauchy em (C([0,1]).|| - ||1). Agora mostremos que a

sequéncia {f,} nao converge em C([0,1]) O limite pontual de {f,} é dado por:

0, se0<t<l,

f(t) = lim fo(t) =

n—oo

1, set=1.

Note que f nao é continua em ¢t = 1, logo f ¢ C([0,1]). Calculando a distancia entre f,

e f na norma | - [

1 1
n n o 1 n—o00
O e R L

Isso mostra que f, — f, mas f ¢ C([0,1]). A sequéncia {f,} é de Cauchy
em (C([0,1]),] - ||1), mas ndo converge para um elemento de C([0,1]). Portanto, £ =
(C([0,1]), || - 1) nao é um espago completo. Apresentamos a abaixo mais um critério para

determinar se um espaco ¢ de Banach ou nao.

Proposicao 3.1.4. Seja E um espaco normado sobre um corpo de escalares K. FEntao
E ¢ um espaco de Banach se, e somente se, toda série de elementos de E absolutamente

convergente € convergente.
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[e.9]

Demonstragao. (=) Suponha que E é um espago de Banach e seja ka uma série
k=1
absolutamente convergente em F, isto é,

{zx} CE e Z |2k < o0.
k=1

Definamos as somas parciais:
n
S, = E T
k=1

Para n > m, temos:

n n
190 = Sl = || D @ < D -
k=m-+1 k=m+1

o0
Como a série Z |zx|| converge, para todo € > 0, existe N € N tal que para n > m > N:

k=1
o0 o0 n
ol = D Ml = D el <<
k=n k=m+1 k=m-+1

Portanto, ||S, — Sn|| < € para n > m > N, o que mostra que {S,} é uma
sequéncia de Cauchy em FE. Sendo E completo por hipotese, existe S € FE tal que
o)
S, — S, ou seja, a série E X converge.
k=1
(<) Reciprocamente suponha agora que toda série absolutamente convergente em E é
convergente. Seja {z,}neny C F uma sequéncia de Cauchy. Devemos mostrar que {z,}
converge. B suficiente mostrar que {z,} possui uma subsequéncia convergente, pois em
um espaco métrico, se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergente,
entao a sequéncia original converge para o mesmo limite, a demonstracao desse fato pode
ser encontrada em [16].

Como {z,} é de Cauchy, podemos escolher uma subsequéncia {x,, }ren tal que:

1
||Ink+1 - xnk” < ?, Vk € N.
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Counsidere a série:

('Tnk+1 - ajnk)

NE

b
Il

1

Esta série é absolutamente convergente, pois:

oo oo 1
Z HxnkH — T || < Z? =1 <oo.
k=1 k=1

Por hipotese, a série converge. Observemos que as somas parciais sao telescopicas:

NE

S =

(xnk+1 - xnk) = Tnypyr — Tng-

i

1

Como S, converge quando m — oo, existe y € F tal que S, — y. Portanto:

Tppor = Sm +Tp, = Y+, €F.

Assim, a subsequéncia {z,,, } converge. Sendo {z,} uma sequéncia de Cauchy
com uma subsequéncia convergente, segue que {z,} converge. Portanto, E é completo,

ou seja, ¢ um espaco de Banach. O

Este resultado fornece uma caracterizagao util dos espacos de Banach que é
frequentemente empregada em andlise funcional. A demonstracao da volta constroéi

explicitamente uma subsequéncia convergente usando o critério das séries absolutamente

convergentes.
Proposicao 3.1.5. Seja Fy X -+ X E, munido de uma norma, € Banach se, e somente
se, B, ..., E, sao Banach.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que E; X -+ X Ej, sejam espagos de Banach com a norma
[z, mp)lle = llealle + - + llzlle,
Seja (r;) uma sequéncia de Cauchy em (Ej, || - ||g,). Entao a sequéncia

Ym = (0,...,0,24,,,0,...,0),
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em Fy X -+ X Ej, é de Cauchy em E; X --- X Ey, porque,
lye = Ymll2 = llz¢ — Tm|lz;, = 0 quando £,m — oo.

Pela completude, existe y = (a',...,a") € Ey x -+ x E}, a qual ¢ limite de (y;). Resulta
disso que

0= lim ||ly, —al > lim |z, — |,
m—00 m—00

Portanto, a’ = lim z,, em E;. Assim resulta que E; é completo. Como j é arbitrario,

m—00
segue que Fy, ..., E sao todos completos, logo espagos de Banach.
(<) Seja yr, = (2%, ..., 2%) uma sequéncia de Cauchy em E; x --- x Ej. Por definicio,

dado € > 0, existe kg € N tal que, se k, ¢ > kg, entao

(21, ) = (2, )l < e
Logo ||lzF — 2¢||z, < € para cadai = 1,...,n. Como cada E; é espaco de Banach, existe
r; = lim 2. Claramente y = (x1,...,2,) é o limite de y, = (2F,...,2%) em By x---x E,,,

k—o0

logo Fy x --- x E, é espaco de Banach. [




Capitulo 4

Operadores Lineares Continuos

Os espagos normados tém uma estrutura algébrica de espago vetorial, a qual
estao associadas as transformacoes lineares, e uma estrutura topoldgica de espaco
métrico, a qual estao associadas as fungoes continuas. Assim os morfismos entre espacos
normados sao as funcoes que sao simultaneamente lineares e continuas. Tais funcoes sao
normalmente chamadas de operadores lineares continuos. Sendo assim, um operador
linear continuo do espago normado F no espaco normado F', ambos sobre o mesmo corpo

K, é uma funcao T: E — F que ¢ linear, isto é
T(x+y)=T(x)+T(y) para quaisquer z,y € F

T(azx) = aT(x) paratodo a € K e qualquer z € E,

e continua, isto ¢, para todos zp € F e € > 0 existe ¢ > 0 tal que || T(z) — T'(zo)|| < €
sempre que x € F e ||z — o] < §. O conjunto de todos os operadores lineares continuos
de E em F serd denotado por L(FE, F). E claro que L(E, F) é um espaco vetorial sobre
K com as operacoes usuais de funcoes. Quando F é o corpo dos escalares, escrevemos £’
no lugar de £(FE,K), chamamos esse espaco de dual topolégico de E, ou simplesmente
dual de FE, e dizemos que seus elementos sao funcionais lineares continuos. Seguindo
a linha de que os morfismos entre espacos normados sao os operadores lineares continuos,
dizemos que dois espacos normados E e F sao topologicamente isomorfos, ou
simplesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor T: £ — F

cujo operador inverso T7': F — E — que é sempre linear — é também continuo. Tal
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operador T é chamado de isomorfismo topolégico, ou simplesmente isomorfismo.

Uma fungao f: F — F — ndo necessariamente linear — tal que || f(z)] = ||zl
para todo z € E é chamada de isometria. Um operador linear T: £ — F' que é uma
isometria é chamado de isometria linear. Observe que toda isometria linear é injetora
e continua. Um isomorfismo que é também uma isometria é chamado de isomorfismo

isométrico, e nesse caso dizemos que os espagos sao isomorfos isometricamente [3].

4.0.1 Caracterizagoes dos operadores lineares continuos

Relembremos duas classes importantes de funcoes no contexto de espagos

métricos: uma fungao f: M — N entre espacos métricos é:

e Lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que d(f(x), f(y)) < L - d(x,y)
para todos x,y € M,

e textbfUniformemente continua se para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que

d(f(x), f(y)) < e sempre que z,y € M e d(z,y) <.

Sabe-se que para funcoes entre espacos métricos, as implicagoes
lipschitziana = uniformemente continua = continua = continua em um ponto,

sao verdadeiras e que, em geral, todas as implicacoes inversas sao falsas. O proximo
resultado, que remonta aos trabalhos de F. Riesz, mostra que todos esses conceitos sao
equivalentes no contexto de operadores lineares entre espacos normados. Ou seja, a
linearidade, ou em ultima instancia a estrutura algébrica, simplifica o comportamento
topoldgico. Além disso provaremos outras equivaléncias que muito tteis serao no decorrer

do texto.

Teorema 4.0.1. Sejam E e F espacos normados sobre K e T: E — F linear. As

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.
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(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de E.

(e) T € continuo na origem.

(f) sup{||T(z)|| : x € E e ||z]| <1} < o0.

(9) Existe uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < C||z|| para todo z € E.
Demonstragao. As implicagoes (a) = (b) = (¢) = (d) s@o vélidas no contexto de

espagos métricos, isto é, nao dependem da linearidade de T.

(d) = e)SuponhaT continuo no ponto zy € E. Seja € > 0. Entao existe § > 0 tal que
|T(x) — T(xp)| < € sempre que ||z — o] < d. Tome z € E tal que ||z — 0| = ||z] < 6.

Entao ||(z + zo) — zo|| = ||z|] < J. Portanto

17 (z) = T(O) = [IT(z) = O} = [T (@)]| = [IT(z) + T(x0) = T (o)

= [IT(z + 20) = T'(xo)l| <,

provando que 7' é continuo na origem.

(e) = (f) Da continuidade de 7" na origem existe § > 0 tal que ||T'(x)|| < 1 sempre que
J J J

|z]| <. Se ||z] <1, H§x|| < 0, e entao §||T(ac)|] = ||T(§x)|| < 1. Isso prova que

2
sup{||T'(z)|| :x € Eel|z|| <1} < 5 <

(f) = (g) Para z € E, x # 0, temos

IT@) _ HT (H) H < sup{ITW)I : lyll < 1),

]

e portanto ||T(z)|| < (sup{||T' ()| : |ly]| < 1})|lz| para todo x # 0. O resultado segue
pois essa desigualdade é trivialmente verificada para x = 0.

(g) = (a) Dados x1,25 € E,

[T (21) = T(x2)|| = 1T (21 — x2)|| < Cllay — 2],
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e portanto T é lipschitziano com constante C'. [

Corolario 4.0.1. Seja T': E — F um operador linear bijetor entre espacos normados.

Entao T € um isomorfismo se, e somente se, existem constantes C1,Cy > 0 tais que

Cullzll < |IT(@)|| < Collz||  para todo = € E.

Da condigao (f) do Teorema (4.0.1) segue que os operadores lineares continuos
sao exatamente aqueles que transformam conjuntos limitados no dominio em conjuntos
limitados no contradominio. Por isso os operadores lineares continuos sao muitas vezes
chamados de operadores lineares limitados. Para evitar ambiguidade seguiremos com
o termo operador linear continuo e com a nog¢ao de funcao limitada como aquela que tem
imagem limitada.

Por outro lado, a mesma condi¢ao (f) nos ensina como normar o espago L(E, F)

dos operadores lineares continuos de E em F.
Proposicao 4.0.1. Sejam E e F' espagos normados.
(a) A expressio
IT[| = sup{[|T(x)|| : = € E e [lz]| <1},
define uma norma no espa¢o L(E, F).

() ||T(x)|| < ||T|| - ||z]| para todos T € L(E,F) ex € E.

(¢c) Se F for Banach, entio L(E, F) também é Banach.

Demonstracao. Deixamos (a) e (b) a cargo do leitor. Provemos (c). Seja (7},)r"; uma
sequéncia de Cauchy em L(E, F'). Dado € > 0 existe ng € N tal que |7, —T,,|| < € sempre

que n,m > ng. Logo

[T () = Ton(2) || = (T = Ta) (@) < T = Tonl[ - ] < €] (2.1)

para todos z € E e n,m > ng. Segue que para cada z € F, a sequéncia (7, (z)),>, ¢ de

Cauchy em F, logo convergente pois F' é Banach. Podemos entao definir

T:E—F, T(z)= lim T,(x).

n—oo
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A linearidade de T segue das propriedades dos limites. Fazendo m — oo em (2.1)
obtemos

(T = T) (@) = 1T0(2) = T()]| < el (2.2)

para todos x € F e n > ny. Em particular,
[(Tny = T)(@)|| = [[Tog () = T()[| < €]|]]

para todo x € F, o que nos garante que (T —T,,,) € L(E, F). Portanto T'= (T — T,,,) +
T,, € L(E, F). De (2.2) segue também que ||T,, — T'|| < e para todo n > ny, e assim segue
que T, — T em L(E, F). O

Corolario 4.0.2. O dual E' de qualquer espaco normado E € um espaco de Banach.

Em qualquer espaco normado F, a identidade em E é um operador linear continuo
de norma 1, e que, entre dois espacos normados quaisquer, o operador nulo é um operador

linear continuo de norma 0. Também é possivel verificar que se ¢ € E' e y € I, entao

PRy E—F ¢y(x) =)y,

é um operador linear continuo de norma ||¢|| - [|y||. Vejamos alguns exemplos em espagos
especificos:

Seja 1 < p < oo. Escolha uma sequéncia (b;);2, € £, e considere o operador

T:loo — by, T((a5)521) = (a;0)72)

j=1

A linearidade de T é imediata. De

s 1/p . 1/p
1T ((a)D)], = (Z ’@jbj|p> < <Z|bj|p) 'Sljp|aj|

J=1 J=1

= [[@)3ll, - (@)l

para toda sequéncia (a;);2; € {s, concluimos que 7' é continuo e que ||T]| < [|(b;)52, |-
Tomando » = (1,1,1,...) € ls temos [[z]lc = 1 e [|T(2)| = [|(b;)721lp, logo [|T| =

[(b;)52,1/p- Este operador T' é chamado de operador diagonal pela sequéncia (b;)j2;.




38

Transportando o exemplo acima para os espacos de funcgoes, considere 1 < p < oo

e escolha uma funcao g € L,[0,1]. Assim como antes, o operador
T:C[0,1] — Ly[0,1], T(f) = fg,

¢ linear, continuo e ||T']| = ||g||,- Neste caso T" é chamado de operador multiplicagao

pela funcao g.

Exemplo 4.0.1. Considere o subconjunto P[0,1] de C[0,1] formado pelas fungoes
polinomiais (ou polindémios). E claro que P[0,1] é um subespago vetorial de C]0,1],
logo é um espago normado com a norma || - ||« herdada de C[0, 1]. E claro também que

o operador derivagao
T:P[0,1] — P[0,1], T(f) = f" = derivada de f,

é linear. Suponha que T seja continuo. Nesse caso existe C' tal que ||T(f)|loc < C||f|loo
para todo polinémio f € P[0,1]. Para cada n € N tome f, € P[0, 1] a fun¢ao dada por
fn(t) =t". Entao

n=[fille = lIT(fu)llo < Cllfallc =C

para todo n € N| e isso configura uma contradicao, logo T' é descontinuo.




Capitulo 5

Teorema da Aplicacao Aberta e do

Grafico Fechado

O Teorema da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico Fechado foram
publicados por Banach em 1932, o que normalmente é considerado o marco da fundacgao
da Anédlise Funcional como disciplina matemdtica [3]. A primeira demonstragao do
Teorema da Aplicagao Aberta é atribuida a Juliusz Schauder, em 1930. Neste capitulo
apresentaremos os Teoremas da Aplicacao aberta e do Grafico Fechado, além do arcabouco
tedrico para compreensao das demonstragoes e aplicagoes. devido a Banach (1929), e
estabelece que se E e F' sao espacos de Banach, entao todo operador linear continuo e
sobrejetor T': E — F' é uma aplicacao aberta, isto é, T'(A) é aberto em F' sempre que

A for aberto em FE.

5.1 Conceitos Fundamentais

Antes de abordar o Teorema da Aplicacao Aberta, é importante definir o que se

entende por aplicacao aberta.

Definicao 5.1.1. Uma aplicacao T : E — F, onde E e F' sao espacos normados, é uma

aplicagao aberta se T(A) é um aberto em F' sempre que A é um aberto em E.

A proposicao a seguir evidencia um resultado que serd importante para a

demonstracao do Teorema da Aplicacao Aberta.
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Proposicao 5.1.1. Sejam E e F' espacos normados e T : E — F' uma aplicacao linear.

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) T é aberta,
(b) Existe r > 0 tal que Bp(0,7) C T(Bg(0,1)).

Demonstragao. (a) = (b). Como Bg(0,1) é um aberto em F, T(Bg(0,1)) é um aberto
em F além disso, note que,

0 € T(Bg(0,1)),
ja que T'(0) = 0, assim existe r > 0 tal que Bp(0,7) C T(Bg(0,1)).
(b) = (a). Tome A um aberto em E. Devemos mostrar que T'(A) é um aberto em F.

Para isso, tomemos y € T(A), entao existe © € A tal que y = T'(z). Como A é um aberto,

existe s > 0 tal que

x4+ sBg(0,1) = Bg(z,s) C A,

pelo Lema (2.2.1) e pela linearidade de T,
T(x)+s-T(Br(0,1)) C T(A).
Pela hipétese, existe r > 0 tal que Bp(0,7) C T(Bg(0, 1)), ou seja,
T(z)+ sBp(0,r) C T(A),

donde
Bp(y,sr) C T(A).
Portando, estao verificadas as implicagoes. O

Exemplo 5.1.1. A aplicagao T : R — R dada por T'(x) = 2z, x € R, é aberta.

Exemplo 5.1.2. A aplicacdo T': R — R dada por T'(z) = 2, z € R, ndo é aberta, pois
T(-1,1) = [0,1).
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A seguir apresentaremos Teorema de Baire, serd extremamente importante para
abordarmos o Teorema da Aplicacao Aberta. O Teorema de Baire é um dos resultados
amplamente aplicados em Anélise Funcional e Topologia Geral. Sua importancia reside
no fato de garantir que, em espagos completos (como espacos de Banach), a intersegao de
uma familia enumeravel de abertos densos é ainda densa ou, equivalentemente, uma uniao
enumeravel de fechados com interior vazio tem interior vazio. A demonstragao do teorema
que apresentamos abaixo é a versao apresentada por [3], escolhemos essa demonstragao

por ser mais adequada aos nossos objetivos.

o0

Teorema 5.1.1. [Teorema de Baire] Sejam (M, d) um espago métrico completo e (F,)>

uma sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que

M = [OJIFH

Entao existe ng € N tal que F,,, tem interior nao-vazio.

Demonstrag¢ao. Denotemos por int A o interior de um subconjunto A de M. Facamos por

absurdo, e para isso suponhamos que int(F,) = () para todo n. Chamando A, = (F,,)¢ =

M\ F,, cada A, é aberto e

para todo n. Em particular, cada A,, é nao-vazio.

Escolha 1 € A; e use o fato de A; ser aberto para garantir a existéncia de
0 < 6; < 1 tal que a bola fechada de centro z; e raio d;, denotada por Blzy,d], estd
contida em A;. De Ay = M temos Ay N B(zy, ;) # (), onde B(zy,d;) denota a bola aberta
de centro z; e raio 0;. E como A; N B(z1,d;) é aberto, existem xo € Ay e 0 < dp < % tals
que

B[Igjég] g A2 N B(ZL‘l,(Sl) Q A2 N B[a:l,él].

o

2, em M e uma

Continuando o processo, construimos uma sequéncia (z,)

sequéncia (0,)r2; de numeros reais tais que

1
0< 571 < — e B[l’n_H, 5n+1] - An+1 N B[l‘n, 571]
n
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para todo n. Dado € > 0, escolha ny € N tal que no > —. Se m,n > ng, como
€

Blzp, 0,] N BlTm, 6] € BlTn,, Oy, temos

2
AT, Tn) < ATy Ty) + ATy Trg) < 20, < - <e.
0

Isso mostra que (x,)5>; é de Cauchy em M, logo convergente. Digamos x,, —
x € M. Sejan € N. Como x,, € Blxy,, o] C Blz,,d,] para todo m > n e Blx,,d,] é um

conjunto fechado, segue que = € B[z,,d,| C A,. Portanto,

n=1 n=1 n=1
o que é uma contradicao. Isto conclui a demonstracao. O
Lema 5.1.1. Sejam E um espago de Banach, F' um espag¢o normado e T: E — F um

operador linear continuo. Se existirem R,r > 0 tais que T(Bg(0; R)) 2 Br(0;r), entdo

T(B(0; R)) 2 Br (0:5).

Demonstracdo. Da linearidade de T e da propriedade aM = aM (vélida para a > 0 e

M C F), obtemos para todo a > 0:

T(Bg(0;aR)) = aT(Bg(0; R)) = aT(Bg(0; R)) 2 aBp(0;1) = Br(0; ar). (1)

Seja y € Bp(0;7/2). Fazendo a =1/2 em (1).

T(Bg(0; R/2)) 2 Br(0;7/2).

Como y € Br(0;1/2) C T(Bg(0; R/2)), existe x; € Br(0; R/2) tal que
r
Iy - TGl < -.

Agora, y; ==y — T'(z1) satisfaz ||y1]| < r/4. Aplicando (1) com a = 1/4, temos

T(Bg(0; R/4)) 2 Br(0;7/4).
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Como y; € Bp(0;r/4) C T(Bg(0; R/4)), existe x5 € Bg(0; R/4) tal que
r
lyr = T(a2)ll < 5

Prosseguindo indutivamente, construimos x1, ..., z,_; com

z, € Bp(0; R/2%), Hy ZT x;)

éziT (k ::1,...,n/—-1)

n—1
Defina y,_1 :=y — ZT(%), note que temos ||y,—1|| < r/2". Fazendo a = 1/2", obtemos
i=1

T(Bg(0; R/2™)) 2 Br(0;1/2").

Como ||yn—1|| < /2", temos y,—1 € Bp(0;7/2") C T(Bg(0; R/2")); logo existe z,, €
Bg(0; R/2") tal que

,
o1 = Tl < o

isto é,

-3t

Assim construimos uma sequéncia (,,),>1 em E com ||x,|| < R/2" para todo n. Considere

T @)

as somas parciais
n
5% = E Tk-
k=1

Para m > n, pela desigualdade triangular,

m m
1Sm = Sull = || D = E el < D ﬁ
k=n+1 k=n+1 k=n+1
o0
Como a série geométrica E oF = R converge, sua cauda tende a zero. Ou seja, dado
k=1

e > 0, existe N € N tal que, para todon > N,

[e.9]

R
2{: 5} <€
1
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Portanto, para m > n > N, temos
|Sm — Sl < &,

o que mostra que (5,,) é uma sequéncia de Cauchy em E. Sendo £ um espago de Banach,

(Sn) converge. Logo, a série g x, converge em F.

n=1
logo = € Bg(0; R). Tomando o limite n — oo em (2) e usando a continuidade de

T, obtemos

=0

bor(3e)

ou seja, y = T'(x). Portanto y € T(Bg(0; R)). Como y era arbitrario em Bp(0;7/2),
concluimos

T(B(0; R)) 2 Br(0:5).

[]

O Teorema de Banach-Steinhaus, também conhecido como Principio da
Limitacao Uniforme, garante que se uma familia de operadores lineares continuos é

pontualmente limitada, entao é uniformemente limitada em norma.

Teorema 5.1.2. (Teorema de Banach-Steinhaus ou Principio da Limita¢ao Uniforme)
Sejam E um espago de Banach, F um espaco normado e {T;}ic; uma familia de operadores

em L(F; F) tal que para cada x € E existe C,, < 00 com

sup | Ti(a)| < C.

el

Entao, existe C' > 0 tal que

sup || T3] < €,
iel

Ou seja, a familia é uniformemente limitada em norma.

Demonstracao. Para cada n € N, considere o conjunto:

A ={se EswlT@l <n} = (o £+ 1T < n).

= iel
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Cada A, é fechado por ser intersecao de fechados (devido a continuidade dos A, =
(Il - [l o T)~*([0,n])). Pela hipétese de limitacio pontual, para cada x € E existe n, € N

tal que x € A,,. Logo:
E=|]JA.
n=1

Pelo Teorema de Baire (5.1.1), existe ny € N tal que A,, tem interior ndo-vazio. Seja
a € int(A,,), entdo existe p > 0 tal que B(a,p) C A,,. Tome r = p/2; temos Bla,r| C
B(a,p) C A,,. Sejay € E com |jy|| < 1. Note que, para x = a + ry, temos ||z — al| =

rllyl]] < r, logo x € A,,. Assim,
IT:(z)|]| <ng e |Ti(a)|| <ng, paratodoie I.

Logo
ITi(ry) || = I Ti(z — a)|| < | Ta(2)[| + [ Ti(a)]] < 2no

2n0

ITi(w)] < =22

Agora, seja y € E com ||y|| < 1. Considere z = a + ry. Notamos que
|z —all = [[ryll =rlyll < r,
logo = € Bla,r] C A,,. Portanto, z,a € A,,, o que implica
IT:(z)|]| <ng e |Ti(a)|| <ng, paratodoie I.
Pela linearidade de T; e pela desigualdade triangular,
ITi(ry) | = 1 T5(x — a)|| = [ Ti(z) — Ti(a)|| < | T3(2)] + [[Ti(a)]] < no + no = 2ny.

Como r > 0, obtemos

1 2n0
Ti(w)|| = =T, <0
I = ATyl < =

Portanto,

2n
sup || T3] < = < oo.
iel r
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]

Coroléario 5.1.1. Sejam E um espago de Banach, F um espa¢o normado e (T,)>"; uma
sequéncia em L(E;F) tal que (T,(x))s>, € convergente em F para todo x € E. Se
definirmos

T:E—F, T(x)= lim T,(z),

n—o0

entao T' € um operador linear continuo.

Proposicao 5.1.2. Sejam E, F espagos de Banach e (T,,) C L(E, F) uma sequéncia de

operadores lineares continuos tal que

sup || T, || = +o0. Existe zp € E tal que, sup || T,z = +o0.
neN neN

(O ponto x( é dito ponto de ressonancia.)
O resultado demonstra que se uma familia de operadores lineares continuos é
ilimitada em norma, entao deve existir pelo menos um ponto xy € F onde essa familia é

“ressonante” isto ¢, onde as imagens T,z sao ilimitadas em F'.

Exemplo 5.1.3. Sejam F, I espagos de Banach e (7,,) C L(F,F) uma sequéncia de
operadores lineares continuos tal que, para cada x € F, a sequéncia (T),(x)) é de Cauchy

em F. entao, (||T,]|) é limitada em R.

Por hipdtese, temos que F e F sao espagos de Banach, (T,,) C L(FE, F) e para
cada r € FE fixo, a sequéncia (7, (z)) é de Cauchy em F. Como F é completo (por ser
espago de Banach), toda sequéncia de Cauchy em F' é convergente. Portanto, para cada
x € F, existe o limite:

lim T, (z) = T(x) € F.

n—oo

Em particular, para cada x € F, a sequéncia (T,(x)) é limitada em F', ou seja,

sup [|T,,(z)]| < oo, paracada z € E.
neN

Pelo Principio da Limitagao Uniforme (Teorema de Banach-Steinhaus). Aplicando
este principio, concluimos que:

sup ||T5|| < oo,
neN
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o que significa que a sequéncia (||T,,||) é limitada.

5.2 Teorema da Aplicacao aberta.

Teorema 5.2.1. (Teorema da Aplicagio Aberta) Sejam E e F espagos de Banach e
T: E — F linear, continuo e sobrejetor. FEntao T €é uma aplicacdio aberta. FEm
particular, todo operador linear continuo e bijetor entre espacos de Banach é um

1somorfismo.

Demonstracao. De E = U Bg(0;n) e da sobrejetividade de T' segue que

F=T(E) = G T(Bg(0:n)) C G T(Bg(0;n)) C F,

portanto,

F = | T(Bg(0;n)).

n=1
Pelo Teorema de Baire, Teorema (5.1.1) existe ng € N tal que T(Bg(0;n¢)) tem interior

nao-vazio. Assim, existem b € T(Bg(0;ng)) e r > 0 tais que

Como

T(Be(0;n0)) = =T(Be(0;10)),

resulta que

Bp(=b;r) = —=Bp(b;r) € T(Bp(0;n0)).

b+x)+ 1(—b+95). Como

Para todo x € Bp(0;7) temos x = 5

5
b+x € Br(b;r) CT(Bg(0;n9)) e —b+x € Bp(—b;r) CT(Bg(0;n0)),

e como T(Bg(0;ng)) é convexo, segue que

v € T(Bp(0;n0)).
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Logo,

Pelo Lema acima 5.1.1 sabemos que T(Bg(0;ng)) 2 Br(0;p) para p = g, e portanto
T(Bg(0;cng)) 2 Br(0; ¢p) para todo real positivo ¢ Vejamos que:

T(Bg(x;cng)) 2 Br(T'(x); cp)
para todo x € E e todo ¢ > 0. De fato, Bg(x;cng) = x + Bg(0, cng), e entao
T(Bg(;cno)) = T(x) + T(Bg(0; cno)) 2 T(x) + Br(0;cp) = Br(T'(x); cp).

Agora podemos provar que T'(U) é aberto em F para cada U aberto em E. Sejam x € U

e ¢ > 0 tais que Bg(z,cng) C U. Entao
T(U) 2 T(Bg(z;cng)) 2 Bp(T'(x);cp).
Assim, todo ponto T'(x) € T'(U) possui uma vizinhanca aberta contida em 7'(U), portanto

T(U) é aberto. O

Coroldrio 5.2.1. Seja T € L(E,F), com E e F sendo espagos de Banach. Se T ¢
sobrejetora entdo existe ¢ > 0 tal que Br(0,c) C T(Bg(0,1)).

Proposicao 5.2.1. Sejam E e F' espacos de Banach e T : E — F um operador linear

continuo e sobrejetivo.

(i) Para toda sequéncia limitada (y,)nen em F, eziste uma sequéncia limitada (2,)nen

em E tal que T'x, =y, para todo n.

(ii) Para toda sequéncia (Yn)nen em F com y, — 0, existe uma sequéncia (xp,)neny em

E com x, — 0 e Tz, =y, para todo n.

Demonstragao. (i) Pelo Teorema da Aplicacao Aberta, existe 0 > 0 tal que

Br(6,0) C T(Bg(1,0)),
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Seja M > 0 tal que ||y,|| < M para todo n € N. Escolha M’ > M. Entao para cada n,

0 )
5] < <
) ) - . .
Portanto, w, : =7 ~—Yn € Br(9,0). Pela inclusdo acima, existe z, € Bg(1,0) com Tz, =
w,,. Defina
M/
Ty - — Tzn,
Temos
M M’
Tz, = TTzn TUJn Yn,
e
M’ M’
— < =
foull = Sl < 5

Logo (z,) é limitada em F.

(ii) Pelo Teorema da Aplicagao Aberta, existe § > 0 tal que

Br(9,0) C T(Bg(1,0)).

Dadoy € F, y 7é 0, temos —vy € Br(0,0) (pois sua norma ¢ §). Logo existe z € Bg(1,0)

com Tz = —vy. Definindo x :=

_ llyl ——2z, obtemos Tx =y e

1
et = 22y < .

Apliquemos essa construgéo a cada y,. Se y, = 0, tome z, = 0. Se y, # 0, escolha

zn € Bg(1,0) com Tz, = P ”yn e ponha
lwl
n 6 -
Entao Tz, =y, e
l2all < Hligal
Tpll = < n
5 Y

Como ||y,|| — 0, temos ||z, || — 0, ou seja, x,, — 0 em E. O
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5.3 Teorema do Grafico Fechado

O Teorema do Grafico Fechado estabelece uma condigao necessaria e suficiente
para a continuidade de um operador linear entre espacos de Banach: um operador linear

T : EF — F é continuo se, e somente se, seu grafico

G(T)={(z,T(x)) e EXF:z € E}

¢ um subconjunto fechado de E' x F'. A principal utilidade préatica deste teorema reside em
simplificar a demonstracao da continuidade. Se formos usar sequéncias para provar que
T ¢é continuo deve-se mostrar que, para toda sequéncia convergente x,, — x em FE, tem-se
T(xz,) — T(z) em F. O Teorema do Grafico Fechado permite substituir essa exigéncia
por uma verificacao em geral mais simples, para concluir que T' é continuo, basta provar

que seu grafico é fechado. Usando sequéncias, isso se reduz a:
1. Supor que z,, —» z em FE e que T(z,) — y em F para algum y € F.
2. Demonstrar que, necessariamente, y = 7'(x),

ou seja, nao é necessario provar que (7'(z,)) converge sempre que (x,) converge, basta

mostrar que se ela convergir, seu limite sé pode ser T'(x).

Definicao 5.3.1. Sejam E e F espacos normados e T': ' — F um operador linear. O

grafico de T é o conjunto

GT)=A{(z,y):z € Fey=T(x)} ={(x,T(z)) ;2 € E} CE X F.

Note que G(T') é um subespago vetorial de E' x F. Mas em geral G(T') pode ser um
subconjunto fechado de E x F ou nao. Vejamos que, para operadores lineares entre
espacos de Banach, a continuidade de T' é equivalente ao fato de G(T') ser fechado, como

veremos na sec¢ao H.4.

Teorema 5.3.1. (Teorema do Grdfico Fechado): Sejam E e F espagos de Banach e
T: E — F um operador linear. Entdo T € continuo se, e somente se, G(T) € fechado

em E x F.
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Demonstracao. Suponha T continuo. Entao a func¢ao

[TEXF —R, f(x,y) = |T(z)—yl,

é continua, e portanto G(T) = f~*({0}) = {(z,y) € Ex F : T(x) —y = 0}, entdao G(T) é
fechado por ser a imagem inversa do fechado {0} pela funcao continua f. Reciprocamente,
suponha G(T') fechado. Sabemos que E x F' é espaco de Banach com a norma || - ||;. A
funcao

7 G(T)— E, =(x,T(x))=uz,

é claramente linear e bijetora. Além disso, m é continua para todo x € F

(2, T = [lell < Nzl + 1T @) = (2, T (@)1

Do Teorema da Aplicacdo Aberta segue entdo que 7' é continua, e portanto, existe C' > 0

tal que ||(z,T'(z))||1 < C'||x|| para todo = € E. Logo
1T ()| < NT ()] + Nzl = ll(z, T(@)) |l < C =],
para todo x € E. Isso prova que T é continuo.

]

Agora vamos apresentar um exemplo que, para quem estudou os tépicos principais
até aqui pode parecer trivial, mas ele carrega explicacoes de que como o teorema se

comporta em casos simples como R ou C.

Exemplo 5.3.1. Considere X = R com norma usual e T': R — R, T'(z) = cz , tal que

(¢ é constante).

G(T) ={(z,cx) ; x € R}.

Tome uma sequéncia,

(X0, T(2)) = (24, cxy)
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no grafico G(T'). Suponha que (x,, cz,), converge para (z,y) em R x R Entao:
Ty — T,

CTy, — CT =Y.

Logo (x,y) € G(T). Logo G(T') é fechado e portando T é continuo, pelo Teorema do
Grafico Fechado. Antes de enunciarmos e provarmos a proxima proposi¢ao temos que

definir o que é um produto interno.

5.4 Equivaléncia do Teorema da Aplicacao Aberta e

do Grafico Fechado.

Neste topico vamos verificar a equivaléncia do Teorema do Grafico Fechado com
o Teorema da Aplicacao Aberta. A demonstracao abaixo apresenta que o Teorema da
Aplicagao Aberta implica o Teorema do Grafico Fechado. Em seguida veremos que o
Teorema do Grafico Fechado implica o Teorema da Aplicacao Aberta. Mais precisamente,
esses dois resultados classicos da Anédlise Funcional sao equivalentes. Abaixo podemos ver
uma ilustracao da relagdo dos teoremas e a continuidade da aplicacdo. A demonstragao
aqui presente foi retirada do livro [2]. A seguir fizemos um diagrama onde ilustramos a
relacao de equivaléncia entre esses teoremas além de mostrar que ambos se relacionam

com a continuidade de T'.

(TGF)  4————  (TAA)

T é Continua.

FIGURA 4.
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Fonte: Autor.

5.4.1 Teorema da Aplicacao Aberta implica o Teorema do

Grafico Fechado.

Teorema 5.4.1. (Teorema do Grdfico Fechado) Sejam E e F' dois espag¢os de Banach.

SeT : E — F € uma aplicagao linear cujo grafico € fechado, entao T € continua.

Demonstracao. Seja T : E — F uma aplicacao linear com grafico fechado. Queremos
mostrar que 1" é continua, para isso vamos mostrar que 7' é a composicao de duas fungoes
continuas.

Considere T} : (z,T(x)) € G(T) — x € E. Como, por hipétese, G(T) é fechado
em F x Fe EF x F ¢éum espago de Banach pela Proposicao 3.1.5 , segue da Proposi¢ao
(3.1.1) que G(T') é um espaco de Banach. Assim, T} é uma aplicacao linear, continua e
bijetiva entre espacos de Banach e, portanto, pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, T; é
aberta, o que equivale a dizer que 7} ' é continua.

Agora, consideremos T5 : (z,7(z)) € G(T') — T'(z) € F. Segue que T5 ¢ linear e
continua e, assim,

T=TyoT",

é continua em E, como a composta de duas funcoes continuas. O

5.4.2 Teorema do Grafico Fechado implica o Teorema da

Aplicacao Aberta.

Para mostrarmos que o Teorema do Gréafico Fechado implica o Teorema da

Aplicacao Aberta. precisamos de algumas defini¢oes importantes.

Definicao 5.4.1. Seja F/ um espaco vetorial. Consideremos E; um subespago vetorial de

E. Sejam a,b € F, dizemos que a é equivalente a b médulo E; se

CL—bEEl,
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e denotamos por a ~ b ou a ~ b(mod E;). Podemos definir, entdo, uma relagao de

equivaléncia em E, onde a classe de equivaléncia do vetor a, denotada por [a], é dada por

[a] = {u € E;u ~ a}.

Observemos que a classe de equivaléncia do vetor nulo é o subespaco F4, ou seja,

Seja F; um subespaco do espaco vetorial E. As operacoes de adicao e
multiplicagao por escalar no conjunto das classes de equivaléncia modulo F; definidas
por

[a] + [b] = [a + 0]
Ala] = [Aal,

onde a,b € E, e A € K, tornam o conjunto das classes de equivaléncia médulo E; um
espago vetorial, chamado espaco quociente de E por E; e denotado por E/Ej.
Precisamos verificar que estas operacoes estao bem definidas e que satisfazem os

axiomas de espagco vetorial.

Definicao das operacoes:

Sejam a, d’, b, b’ € F tais que [a] = [d'] e [b] = [I']. Isso significa que:

a—ad €FE, e b-VU€E,.

Para a adicgao:

(a+b) —(a'+b) =(a—d)+ (b-V) € B,

pois E; é subespago vetorial. Logo, [a + b] = [a’ + b']. Para a multiplicagao por escalar:

Aa—Ad = MNa—d) € By,
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pois Ej é subespago vetorial. Logo, [Aa] = [Ad'].
Verificando os axiomas de espago vetorial:

Sejam [a], [b], [c] € E/E; e A, u € K.

(i) Associatividade da adicao:

([a] + b)) +[c] = [a+ b+ [c] = [(a+b) +¢] = [a+ (b+ )] = [a] + [b+ ] = [a] + ([b] + [])

(ii) Comutatividade da adigao:

[a] + [b] = [a + 8] = [b+ a] = [b] + [a]

(iii) Elemento neutro: O elemento neutro é [0] = E}, pois,

[a] +[0] = [a + 0] = [a]

(iv) Elemento oposto: O oposto de [a] é [—al, pois,

(v) Distributividade mista:
A([a] 4 [b]) = Ala 4+ b] = [Ma + )] = [Aa + \b] = [Aa] + [Ab] = A[a] + A[D]
(vi) Distributividade em relagao a soma de escalares:
(A +p)la] = [(A + p)a] = [Aa+ pa] = [Aa] + [pa] = Aa] + pla]
(vii) Associatividade mista:

(Aw)la] = [(Aw)a] = [Mpa)] = Aua] = Au[a])
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(viii) Elemento unidade:

1fa] = [1a] = [d]

Portanto, F/FE; é um espago vetorial sobre K. A aplicacao 7 : E — FE/E; definida por
m(x) = [z], para cada © € E, é chamada de aplicacdo quociente. A aplicagao, 7 é linear

e sobrejetiva.

Proposicao 5.4.1. Seja E um espaco normado e Ey um subespaco fechado de E. Defina

[[z]ll = inf |lyll, [z] € E/E:.
yE(z]

Entao:

(i) [2] = {z} + En;

(ii) A funcao [z] € E/E; — ||[z]|| € R é uma norma em E/E;.
(iii) A aplicacdo quociente 7 : E — E/FE; é continua e aberta.
(

iv) Se F é um espago de Banach, entdo E/E; é um espago de Banach.

Demonstragao. (i) Tome a € [z], dada Defini¢ao (5.4.1), temos que a — z € F;. Tome

= a—ux tal que, de forma que a = x+y. Isso implica que a € {x}+ E; podemos concluir
que [z] C {z}+ E;. Assim precisamos verificar a outra inclusao, tome a € {x}+ F; entao
a=1x+vy, tal que y € F; Assim temos que a —x = y € F; e logo a € [z], segue que

{z} + E1 C [z] o que implica que [z] = {z} + E

(ii) Para verificar que ||[z]|| = in[f} |ly|| define uma norma no espac¢o quociente
ye|lx

E/E;, devemos demonstrar que satisfaz os trés axiomas de norma:

(i*) Positividade:

Seja [x] € E/E;. Por definigao do infimo, temos:

[[z]]l = inf [lyl| >0,
y€[z]
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pois ||ly|| > 0 para todoy € E. Agora, suponha que ||[z]|] = 0. Entao existe uma sequéncia
{yn} C [z] tal que ||y,|| = 0. Como y, € [z] = {z} + Ei, temos que y, = x + 2z, com
zn € Fy. Logo,

le+zp]| 20=2+2, > 0=z, > —x.

Como E é fechado, segue que —z € Ej, portanto z € E;. Assim, [z] = [0], o elemento

neutro do espago quociente.

(ii*) Homogeneidade:

Seja o € R, o # 0. Temos:

lafz]]l = ozl = inf |y} = nf [laz]] = |af nf [[z] = |of|[2]],
y€[ax] z€[x] z€[x]
Para o = 0, temos ||[0]]] = 0 = |0]||[z]||, trivialmente.

(iii*) Desigualdade Triangular:

Sejam [z], [y] € F/E;. Para quaisquer ' € [z], 3/ € [y], temos:
' +y € lx+yl,
pois (' +y') — (x+y) = (' —2) + (v — y) € E;. Logo:
Il +ylll = inf 2]l < [l2" + o' < [l + ll'Il,
zE€[z+y]
Tomando o fnfimo sobre 2’ € [z] e ¥’ € [y], obtemos:
Iz +ylll < inf fl2’l| + inf {|ly/|| = [|[=]]| + [I[y]l],
a'€[z] y'Ely]

Portanto, ||[z]|| define uma norma em E/E;.

(iii) Queremos mostrar que a aplicacao quociente é continua e aberta.
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Continuidade: Para qualquer x € E, temos:

[ ()]l = [llz]ll = inf jy] < [,
y€(a]
pois « € [z]. Assim:
I (2) = m(2)|| = [llz = 2| < llz = =],

Logo, 7 é Lipschitz continua, pelo teorema 4.0.1 e, portanto, continua.

Seja U C E um conjunto aberto. Queremos mostrar que 7(U) é aberto em E/FE;. Seja

[z] € m(U), com x € U. Como U é aberto, existe € > 0 tal que B(x,¢) C U.

Afirmamos que Bg/g, ([z],€) C w(U), onde Bgg, ([z],€) é a bola aberta no espaco

quociente.

De fato, seja [y| € Bg/g,([z],€), isto é, ||[y — z]|| < e. Por definicdo do infimo, existe

z € [y — ] tal que ||z]] <e.

Como z € [y — x|, temos y — x — z € Ey, logo y — z € [z]|. Escreva y — z = x + w com
MEEl

Yy=r+w+z.

Considere § = x + z. Note que § € B(x,€) C U pois ||z]| <,
gl =[z+2] =z +z+w] =y,

pois w € E,. Portanto, [y] = 7(y) € n(U). Assim, Bg/g, ([z],€) C m(U), mostrando que
m(U) é aberto.
(iv) Seja ([z,]) uma sequéncia de Cauchy em E/E;. Podemos extrair uma

subsequéncia ([z,,]) tal que
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Pela definicao da norma quociente, para cada k existe z, € F; tal que
—k
||xnk+1 — Tny + Zk” <277

Defina y; = z,,, e, para k > 1,

k
Yk+1 = Tnyyq T E 2.
i=1

Entdo ||yes1 — wkl < 27%. Logo (yx) é Cauchy em E (Banach), portanto converge para
algum y € E. Como 7(yx) = [zn,] (pois os z estdo em E;) e m é continua, temos
[n,] — [y] em E/E;. Como ([z,]) é Cauchy e tem uma subsequéncia convergente,
a sequéncia original converge para [y]. Portanto F/FE; é completo. Agora, ([z,]) é uma
sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente ([x,,]) — [y]. Em qualquer
espago métrico, se uma sequéncia de Cauchy tem uma subsequéncia convergente, entao a

sequéncia original converge para o mesmo limite. Dado € > 0, existe N tal que

€

Escolha k suficientemente grande com n, > N e ||[z,,] — [y]|| < £/2. Entao, para todo
n >N,
e €
2] = Il < lllwa] = lwadll + llnd = Wil < 5+ 5 =

Portanto, [z,]| — [y] em E/E;.
Como toda sequéncia de Cauchy em E/FE; é convergente, concluimos que E/E;

¢ um espaco de Banach. O

Seja T': E — F uma aplicacao linear continua, com E e F' espacos de Banach.
Consideremos ker T'. Pelo fato de T' ser continua, ker 7" é um subespaco fechado de E.
Portanto, a Proposicao acima se aplica ao ntcleo de T' e, consequentemente, a aplicacao
m: E — E/kerT é continua e aberta e E/kerT é um espaco de Banach. O préximo
resultado também serd necessario para provarmos que o Teorema do Grafico Fechado

implica o Teorema da Aplicagao Aberta [2].
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Proposicao 5.4.2. Seja T : E — F uma aplicagao linear continua, com E e F' espacos

de Banach. A aplicacio T : E/kerT — F, definida por:

T(x+kerT)="T(x)

¢ linear, continua e bijetiva.

Demonstragao. Linearidade: Sejam x +ker T,y +kerT € E/kerT e A € K. Entao:

Tz +kerT) 4+ Ay + ker T)) = T(A(z +y) + ker T)
T(A

(x+y)+kerT) = T(A(z) + kerT) + T'(A\(y) + kerT)

M (z +ker T) + NT'(y + ker T),

Portanto, T é linear.

Injetividade: Se T'(x + kerT) = 0, entdo T(z) = 0, logo z € kerT, o que implica

[z] = [0]. Assim, T é injetiva.

Sobrejetividade: Dado y € Im(T), existe x € FE tal que T(z) = y. Entao

T(z 4+ kerT) = T(z) = y, logo T é sobrejetiva em Im(7). Como T tem imagem

contida em Im(7"), segue que é bijetiva sobre Im(T").

Continuidade: Pela definicao da norma quociente:
|z + ker T'|| = inf{||z + z|| : 2 € ker T},
temos que para qualquer € > 0, existe z € kerT' tal que:

|z + z|| < ||+ ker T|| + .
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Como T é continua, existe C' > 0 tal que ||T(w)|| < C||lw|| para todo w € E. Entao:

IT(z +ker T)|| = |T(x)|| = IT(z + 2)|

<Cllz+z|| <C(||lx + ker T|| + ¢€).
Como ¢ é arbitrario, temos:
|T(x + ker T)|| < C||z +ker T

logo T é continua. O]

Vamos, agora, provar o Teorema da Aplicagao Aberta com o Teorema do Grafico

Fechado e, assim, provar que esses dois resultados sao equivalentes.

Teorema 5.4.2. Seja T : E — F uma aplicagao linear, sobrejetiva e continua, com E e

F espacos de Banach. Entao, T é aberta.

Demonstracao. Consideremos a aplicacao
T:E/kerT — F

definida por T'(z +ker T') = T(x). Pela Proposicao (5.4.2), T ¢ linear, continua e bijetiva.

Assim, a aplicacdo inversa 77! ¢ linear. Vejamos que 7' é continua. Ora, seja

GIT ") ={(y, T "(y); y € F},

onde

T 'y)={2d' € E; T)=y}=x+kerT,

para qualquer x € T~ '(y). Para cada z € E, consideremos [z] = {z} + ker T’ (5.4.2).

Tomemos (y, [z]) € G(T‘l). Existe, portanto, uma sequéncia

(o T (0)) -
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em Graf(T") tal que
(90 77 () — (. [o))

e, consequentemente,

o =y e T (yn) = [2].

Como T é continua,

T (77 () = (i)

ou seja,
yn — T([]).
Pela unicidade dos limites, temos
y = T([))
Dai,
] =T7(y)

Assim, (y,[z]) € G(T™"). Pelo Teorema do Grafico Fechado, T~' ¢ continua.

Consequentemente, T é aberta. Como T é a composta de T com a aplicacao quociente

da Definicdo (5.4.1) 7 : . € E — [z] € E/ker T, temos que T’ é aberta, j& que T e 7 sio

aplicagoes abertas.
[z] € E/ker(T)

T

—_—

$€ET T(ZL‘)GF

T=Ton.
FIGURA 5.
Fonte: Autor.
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5.5 O Caso Bilinear para a Aplicacao Aberta e Para
o Grafico Fechado.

Este tépico é particularmente relevante no contexto dos Teoremas da Aplicagao
Aberta e do Grafico Fechado nesse estudo. Esses teoremas, que estabelecem condigoes sob
as quais operadores lineares entre espagos de Banach sao continuos e abertos, encontram
generalizagdes importantes para o caso bilinear. A Definicao 5.5.1 introduz as formas
bilineares no contexto algébrico puro, enquanto a Definicao 5.5.2 estendem esse conceito
para espacos normados, preparando para investigacoes sobre continuidade, limitacao e
outras propriedades dessas aplicacoes, a respeito de aplicagoes bilineares, para mais

detalhes sobre forma bilinear ou aplicacao bilinear segue a leitura de, [14],[10],2].

Definicao 5.5.1. Sejam FE. F' espacos vetoriais. Uma forma bilinear b : £ x FF — R
é uma funcao b(u,v), linear em cada uma das duas varidaveis u € F, v € F. Mais

precisamente, para quaisquer u,u’ € F, v,v" € F e a € R devem valer:

b(u+u',v) = b(u,v) + b(u,v); b(au,v) = ab(u,v);

b(u,v +v') = b(u,v) + b(u,v); b(u, av) = ab(u,v);

As operagoes evidentes de soma e produto por um nimero fazem do conjunto L(E x F,R)

das formas bilineares b : £ x F' — R um espaco vetorial.

Definicao 5.5.2. Sejam FEj, F, e F' espacos normados. Dizemos que uma aplicagao
T : FEy x Ey — F é bilinear se T é linear em cada variavel. Ou seja, T' é bilinear se a
aplicacao

1 € By T (x1,29) € F,

for linear, para todo o € E fixado (linearidade em relacdo a primeira varidvel), e se a
aplicagao

Ty € Fy — T (x1,29) € F,

for linear, para todo z; € F; fixado (linearidade em relagdo a segunda variavel).
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Exemplo 5.5.1. Sejam E e F espacos vetoriais. A aplicagao

(z,T) € E x L(E,F)— T(z) € F,

¢ bilinear.
A demonstracao do resultado a seguir pode ser encontrada na pagina 45 no

capitulo 2 do livro [2].

Teorema 5.5.1. Sejam E4, Es e F' espacos normados e T : Ey X E5 — F uma aplicagao
bilinear. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) T' é continua;

(ii) T é continua na origem;

(iii) sup {[|T'(z1, z2)[|; (z1,22) € E e [[(z1,22)[| < 1} < o0,

(iv) existe uma constante M > 0 tal que ||T (1, 22) | < M||z1] - ||x2|| para qualquer

(ZL’l,Ig) c E1 X EQ.

Proposicao 5.5.1. Sejam E e F' dois espacos normados. Seja T : E x E — F uma
aplicacao m-linear sobrejetiva. Se T € aberta na origem, entao todo subconjunto limitado

de F' pode ser obtido como imagem de algum subconjunto limitado de E X E.

Demonstracao. Seja L um subconjunto limitado de F. Queremos mostrar que existe
M C E™ limitado tal que T(M) = L. De fato, seja B = Bg(0,1) x --- x Bg(0,1) a bola
aberta de centro zero e raio 1 em E™. Como T' é uma aplicacao aberta na origem, 7'(B)

é um aberto contendo a origem. Assim, existe » > 0 tal que

Br(0,r) C T(B).

Por L ser limitado, existe R > 0 tal que L C Bg(0, R). Seja A > 0 tal que AR < r. Dal,
AL C T(B) segue,

T(B)={ye F;y=T(x1,...,x,) com x; € Bg(0,1) para todo j € {1,...,m}}.
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Seja
M = {(z1,...,2m) € Bg(0,A\™") x Bg(0,1) x ... x Bg(0,1) tal que T(zy,...,2,) € L}.

E claro que T(M) C L. Vejamos que L C T(M). Para isso, tomemos y € L. Dessa
forma, y = A\ 'T(z1,...,2,) com x; € Bg(0,1) para todo j € {1,...,m}. Assim,
y =T\ 'zy,...,2,) com z; € Bg(0,1) para todo j € {1,...,m}, Portanto, y € T(M).
Logo, T(M) = L. Como M é limitado, a proposi¢ao esta demonstrada. ]

Passemos ao contraexemplo de C. Horowitz [11].
Exemplo 5.5.2. Consideremos em C",n > 1, a norma ||z|| = |z1| + - - - + |z,| para todo

r=(x1,...,2,) € C". Seja a aplicacio T : C* x C* — C* definida por

T((x1, 2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = (@1Y1, T1Y2, T1Y3 + T3y1 + T2y, T3Ys + Tay1).

A bilinearidade e a continuidade de T' sao faceis de serem verificadas. Vejamos que T é

sobrejetiva. Tomemos z = (21, 2y, 23, 24) € C* arbitrario.

caso (i): Se z3 e z4 sdo quaisquer e z; = 25 = 0, basta escolhermos x = (0, 24, 23) €

y = (1,0,0) para que T'(x,y) = z.

caso (ii): Se 29,23 e z4 sdo quaisquer e z; # 0, basta escolhermos x = (1,—,0) e
R 7) “
y = (21,22, ——) para que T(z,y) = 2.
21
2
caso (iii): Se 21,23 e z4 sdo quaisquer e zo # 0 basta escolhermos x = (1,0, —4) ey =
22

_ 24z1

=) para que T'(z,y) = z. Os casos acima mostram a sobrejetividade de 7.

(21, 22,
Mostraremos agora que 7' nao é uma aplicacao aberta na origem. Como 7' é sobrejetiva,
para todo a € R, existe (z,y9) € C* x C* tal que T(z,y) = (a,a,a,1). Seja A =
{(a,a,a,1);a € R | a < 1}, E f4cil verificar que A é um subconjunto limitado de C*. Da

definicdo de T', podemos afirmar que para todo x = (1, 72, 73) € C* ey = (y1, yo,3) € C?




tais que T'(x,y) = (a,a,a,1) € Atemos z1 # 0 (porque a # 0), y; = yo = g,xg—l—ﬁ -0
T a a
a—1 ; 1
CYs=——, Dai, (z1 + z2 + x3) (11 + y2 + y3) :3a+2—a.
1
Consequentemente, para cada a € R’} tal que |a| < 1, temos
{(z,y) € C* x C* T(2,y) = (a,a,a,1)} C
3 3 1
(SB,y) eC°xC ;(x1+x2+x3)(y1+y2+y3) =3a+2— a . (23)

Como A é limitado, se T fosse uma aplicacdao aberta, existiria, pela Proposicao 2.7, um
limitado N C C® x C? tal que T(N) = A. Mas, se N é limitado, existe r > 0 tal que
para todo (z,y) € N, temos ||(z,y)| < r, isto é, max{||z|[,|y||} < r. Dai, terfamos que

|z|||ly]| < 7* para todo (z,y) € N. Isto implicaria em

(Jz1] + 22| + |2s]) (lya] + |y2] + lys]) < 7%,

1
3a+2— 5’ = |(x1 + 22 + 23) (1 + v2 + ys)| <77,

1 - |3
para todo a € R% com |a| < 1. Tomemos a = — com n € N*. Entdo, |~ +2 —n| < r?,
n

n
para todo n € N*, donde temos que n < r>+5 ji que n > 1. Mas, isso é um absurdo, pois

N* é ilimitado superiormente. Isto prova que 7" nao é uma aplicagao aberta na origem.

Proposicao 5.5.2. Sejam E um espac¢o de Banach, F e G espagos normados e T :

E x F — G uma aplicagcao bilinear separadamente continua. Entao T € continua.

Demonstragao. Seja X = {T;;y € Bp(0,1)}, onde T, : E — G é dada por T(z) =
T(x,y). Temos que T, € L(E;G) para cada y € Br(0,1).

Tomemos x € E. Vamos mostrar que existe r, > 0 tal que ||T,(x)| < r, para
todo T, € X. De fato, como a aplicacao T, : F' — G dada por T,(y) = T(z,y) é linear
e continua, existe r, > 0 tal que ||T.(y)|| < r.|ly| para todo y € F. Em particular,
IT.(y)|| < r, para todo y € Br(0,1). Dai, |T,(z)|| < r. para todo T, € X. Pelo
(Teorema de Banach—Steinhaus 5.1.2), X é limitado em L(E; G), isto é, existe M > 0 tal

que ||T,]] < M para todo y € Bp(0,1). Logo, ||T(x,y)|| < M|z|| para todo z € E e para
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todo y € Br(0,1). Consequentemente, || T(x,y)|| < M||z||||y|| para todo x € Eey € F.
Portanto, T' é continua.
Agora veremos a seguir o caso do Teorema do Grafico Fechado para Aplicagoes

Bilineares.

Teorema 5.5.2 (Teorema do Gréfico Fechado para aplicagoes bilineares). Sejam E, F' e
G espacos de Banach. SeT : Ex F — G € uma aplicacao bilinear cujo grifico € fechado,

entao T € continua.

Demonstracao. Fixemos a € E. Definimos T, : F' — G por T,(y) = T'(a,y). T, é linear.
Mostremos que seu grafico Graf(7,) C F' x G é fechado. Seja (yn, Tu(yn)) — (y,2) em
F x G. Entao

Yn =y € Tu(yn) — 2.

Em (E x F) x GG, temos

(<a’yn>’T(a7yn>) = ((avyn)aTa(yn)) — ((a,y),z).

Como o grafico de T é fechado, o limite pertence a ele, ou seja,

Z = T<a7y) = Ta<y>'

Logo (y,z) € Graf(7,), mostrando que Graf(7,) é fechado. Pelo Teorema do Grafico
Fechado aplicado a T, : F — G (com F e G Banach), T, é continua. Portanto, T é
continua na segunda varidavel para cada a € FE fixo.

Analogamente, fixando b € F' e definindo T;(x) = T'(z,b), mostra-se que T}, tem
grafico fechado (usando a mesma ideia) e, pelo TGF, é continua. Logo 7" é continua na
primeira variavel. Agora sabemos que T é separadamente continua. Como E é Banach,
podemos aplicar o argumento classico.

Para caday € F' com ||y||p <1, defina T, : E — G por T, (z) = T(z,y). Cada T,

é linear e continua (pela continuidade na primeira varidvel, provada no Passo 1). Além
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disso, para cada x € E fixo, a aplicagao y — T'(z,y) é linear e continua (pela continuidade

na segunda varidvel), logo

sup [|Ty()lle = sup [|T(z,y)llc < oo.
lyllr<t lyllr<t

Pelo Principio da Limitacao Uniforme (Banach-Steinhaus) (5.1.2) aplicado a familia {7}, :

lyllr < 1} C L(E; GQ), existe C' > 0 tal que

T, < C para todo y com |ly||r < 1.

Em outras palavras,

IT(z,y)llc < Cllzllz  para todo x € E, [lyllr < 1.

Para y # 0 qualquer, escreva y = ||y||r, ¥ com ||g||r = 1. Entao

IT(z, )l = lylle 1T (@ 9lle < lyleClle] e

Portanto,

IT(z,y)llc < Cllzllellylr para todos z € E, y € F,

o que mostra que 7' é continua (e limitada). O




Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo principal realizar um estudo aprofundado sobre
o Teorema da Aplicagdo Aberta (TAA) e o Teorema do Gréfico Fechado (TGF). Adotou-
se uma metodologia qualitativa, baseada em revisao bibliografica de referenciais tedricos
consolidados, com foco na compreensao das estruturas matematicas que fundamentam
esses teoremas, suas equivaléncias e implicacoes. Em seguida, buscou-se explorar as
equivaléncias dos teoremas, destacando como o TAA e o TGF se relacionam entre si
e com outros resultados fundamentais. Por fim, interpretaram-se as implicacoes desses
resultados, tanto do ponto de vista tedrico quanto por meio de exemplos cldssicos de
aplicacao.

A realizacao deste trabalho permitiu alcancar um entendimento aprofundado de
dois teoremas fundamentais da Analise Funcional. Buscou-se trazer para a graduagao
teoremas que costumam ser abordados apenas em mestrados ou doutorados, com o
objetivo de propor uma organizacao didatica que torne o contetido acessivel a estudantes
de graduacao. Essa abordagem também representa uma conquista intelectual ao explorar
temas que transcendem o curriculo usual da graduacgao. Este trabalho nao apenas sintetiza
e explica resultados classicos, mas também abre portas para estudos futuros, como a
investigagao de extensdes e contraexemplos.

Os espacos vetoriais possuem uma estrutura algébrica que permite realizar
operagoes [14]. Os espagos normados vao além, mantendo as operagoes dos espagos
vetoriais e introduzindo uma nocao de tamanho. Os axiomas de norma surgiram nos
anos 1920-1922 em trabalhos de N. Wiener, E. Helly, S. Banach e H. Hahn. Os axiomas
de Wiener eram confusos; Helly nao exigia que a norma estivesse definida em todos os
elementos do espaco; e Hahn incluiu muitas exigéencias adicionais, inclusive a completude

[3]. Esse topico é extremamente importante para compreender os teoremas principais
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deste trabalho, trazendo uma definicao e contextualizacao da norma do taxista, além de
apresentar outras normas relevantes.

Convém recordar conceitos preliminares cruciais. Ao longo dos capitulos sobre
conjuntos abertos e fechados, explora-se como essas nogoes se articulam no contexto dos
espacos métricos, estabelecendo os alicerces para a compreensao de conceitos topolégicos
mais avancados que permitem analisar propriedades de fungoes e sequéncias em ambientes
abstratos, porém geometricamente intuitivos. Para abordar nocoes de limite em um
conjunto, é necessario entender as principais propriedades dos espacos topolégicos. Antes
de introduzi-las, relembra-se o que é o interior de um conjunto e o que significa um
ponto interior. Conjuntos abertos e fechados, bem como alguns teoremas e resultados
importantes, sdo apresentados. Para mais informagoes, indicam-se as obras de [15] e,
para um aprofundamento maior, [17].

Na parte sobre aplicacoes lineares, vé-se que o conjunto de todas as aplicagoes
lineares de F em F', denotado por L(FE, F'), é um espaco vetorial munido das operagoes
de adicao e multiplicacao. Além disso, conceitos como operador linear e aplicacao sao
fundamentais para a compreensao dos teoremas, organizando-se um estudo resumido
desses tépicos para facilitar o entendimento dos capitulos principais. Os espacos de
Banach formam uma classe especial de espagos normados, pois neles é possivel verificar a
convergéncia de uma sequéncia de modo mais eficiente. Sequéncias de Cauchy tornam-se
fundamentais para identificar espacos de Banach. Salienta-se que se buscou um estudo
aprofundado sobre Banach e outros pesquisadores para manter um trabalho consistente.

Assim, chega-se ao Teorema da Aplicacao Aberta e ao Teorema do Gréfico
Fechado, publicados por Banach em 1932, marco geralmente considerado como a fundacgao
da Analise Funcional como disciplina matematica. A primeira demonstracao do Teorema
da Aplicacao Aberta deve-se a J. Schauder, em 1930 [3]. Todos os resultados vistos
anteriormente contribuiram para o entendimento dos teoremas apresentados a seguir, que
tém como objetivo verificar a continuidade em espagos de dimensao infinita. O Teorema
da Aplicagcao Aberta é um resultado famoso da Anélise Funcional, devido a Banach
(1929), e garante que se E e F sdo espagos de Banach, entao todo operador linear continuo
e sobrejetor T': E — F é uma aplicacao aberta, isto é, T'(A) é aberto em F sempre que A

for aberto em E [3]. Buscou-se organizar os tépicos mais importantes para o estudo desses
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teoremas, acrescentando observagoes e comparagoes com enunciados de outros livros,
explorando um levantamento bibliografico que reforca a importancia do aprofundamento
do conteudo e da busca por referéncias que abordem esses teoremas. Ressalta-se ainda a
abordagem do caso bilinear para os teoremas, propondo uma apresentagao que introduza
esses teoremas avancados e seus comportamentos na algebra multilinear.

Conseguiu-se cumprir os objetivos, trazendo demonstracoes, complementando
alguns resultados com desenvolvimentos detalhados e elaborando exemplos resolvidos.
Durante o processo, houve dificuldades, pois o estudo desses tépicos é desafiador na
graduacao, mas elas foram superadas com parceria e contribuicao do professor orientador,
o que demandou tempo, mas, com esforco, permitiu cumprir os requisitos e atingir os
objetivos. Como sugestao para o futuro, busca-se explorar espacgos além dos de Banach
e mais aplicacoes desses teoremas, com énfase na investigacao dos casos bilineares,
principalmente do Teorema da Aplicacao Aberta, para o qual é possivel encontrar
contraexemplos, procurando elaboréd-los e demonstra-los. Deseja-se seguir na pesquisa

em matematica pura, explorando novos topicos, mas mantendo-se no ambito da Anaélise

e da Algebra.
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