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Resumo

Neste trabalho, investigamos algumas relagoes entre Matematica e Musica. Analisamos
como alguns topicos da teoria de grupos se manifestam através das notas musicais e
acordes. Para este trabalho adotamos uma abordagem de pesquisa tedrico-qualitativa,
investigando artigos sobre a teoria musical, e consultando livros de algebra necessarios
para compreensao e referéncias da teoria de Grupos. Foi usado para representar cada
nota musical um elemento do Zis, representando uma posicao, ja para os acordes,
usaremos matrizes-coluna e mostraremos como essas matrizes podem ajudar a entender
algumas propriedades musicais. Associamos também a operacao de adicao entre as classes
residuais com a transposicao de notas e acordes e mostramos como esta transposicao com
acordes pode ser enxergada como uma soma de matrizes. Este trabalho mostrou como
a transposicao de elementos musicais podem ser enxergados por meio da algebra e que
a teoria de musical, quando vista dessa forma, possui uma simetria de grupos. Pode
se concluir que a teoria de grupos fornece uma linguagem poderosa para compreensao
para analisar a teoria musical, servindo como uma ferramenta analitica de como a
transposicao ocorre, além de que a musica também se torna um recurso didatico facilitador

de visualizagao de grupos.

Palavras-chave: Teoria Musical; Grupos; Transposicao; Notas; Acordes; Grupo Zs.



Abstract

In this work, we investigate several relations between Mathematics and Music. We analyze
how certain topics of group theory are manifested through musical notes and chords. For
this study, we adopted a theoretical-qualitative research approach, investigating articles
on musical theory and consulting algebra textbooks necessary for understanding Group
Theory concepts and references. To represent each musical note, an element of the
Z15 was used, representing a position. For chords, we employ column matrices and
demonstrate how these matrices can help in understanding specific musical properties. We
also associate the addition operation between the residue classes with the transposition
of notes and chords, showing how this transposition of chords can be viewed as a sum
of matrices. This work showed how the transposition of musical elements can be viewed
through the lens of algebra, and that musical theory, when seen in this manner, possesses
a group symmetry. It can be concluded that group theory provides a powerful language
for analyzing and understanding musical theory, serving as an analytical tool for how
transposition occurs. Furthermore, music itself becomes a facilitating didactic resource
for visualizing groups.

Keywords: Musical Theory; Group Theory; Transposition; Notes; Chords; Group Zqs.
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Introducao

A musica é uma forma de expressao amplamente reconhecida no mundo e exerce
um papel relevante na sociedade (Caetano, 2012)[3], Seeguer (2008)[8] ainda diz que
uma definicao geral da musica deve incluir tanto sons quanto seres humanos dizendo
ser um sistema de comunicacao envolvendo sons estruturados produzidos por membros
de uma comunidade que se comunicam com outros. Isso nos mostra que a musca nao
possui apenas uma definicao formal, mas além de nao haver definicao, serd que nao
podemos também visualiza-la e estuda-a de outra forma? Visto que, desde os primoérdios,
ela ja se manifestava por meio de instrumentos percussivos e de sopro, os instrumentos
de cordas como violao que usamos, neste trabalho foram desenvolvidos posteriormente.
Com o tempo, estudiosos passaram a investigar e sistematizar seus elementos, como
ritmo, melodia e harmonia, tornando-a mais técnica e estruturada. Mrusicos e tedricos
contribuiram significativamente para esse processo ao desenvolver métodos de notacao
e regras composicionais, o que permitiu maior complexidade e sofisticacao nas obras
musicais, principalmente, Guido de Arezzo (século XI), de acordo (Van Waesberghe, 1951)
[10], sendo Guido de Arezzo considerado o pai da notagdo musical moderna. A musica
passou a ser compreendida nao apenas como expressao espontanea, mas também como
uma linguagem dotada de logica, capaz de ser analisada, ensinada e recriada. A evolugao
trouxe consigo as notas musicais e suas teorias, o que a enriqueceu e desempenhou um
papel significativo na humanidade, se fazendo relevantemente presente em todas as partes
do mundo.

Dentre as diversas manifestagoes da musica, um instrumento que se destaca como
um dos mais conhecidos e, possivelmente, um dos mais tocados no mundo o violao. O
violao de 6 cordas, o mais comum no meio social, conhecido também como violao moderno,

teve sua origem na Europa por volta do século XVIII, apresentando um formato com
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algumas diferencas em relagao aos modelos atuais, com uma cintura mais acentuada,
surgindo desejo de pesquisar mais a fundo sugiro investigar a Revista Brasileira de Ensino
de Fisica em seu Volume 40 [4]. Sua estrutura compoe o brago, as cordas, a mao que é
onde segura as cordas do final do brago e a caixa actstica, responsavel por ampliar o som.
Usaremos um violao para mostrar, de maneira simples e visual, como a teoria musical se
conecta com os conceitos matematicos.

A teoria de grupos esta presente e é utilizada no meio social em operacoes de
nimeros inteiros, racionais e reais. Mesmo nos anos iniciais, esse conteudo aparece, apesar
de nao ser citado diretamente. Em matemaética, a dlgebra é um campo abstrato e também
possui um papel fundamental, possuindo sua aplicacao em ciéncias como fisica, como
também veremos na teoria musical.

Neste estudo, focamos na Teoria dos Grupos, um dos campos da Algebra Abstrata
que investiga as propriedades e os comportamentos dessas estruturas. O conceito moderno
de grupo nasceu do estudo das equacoes polinomiais e evoluiu para descrever simetrias
e estruturas em diferentes dreas da matematica. Embora desenvolvida no contexto da
algebra abstrata, a teoria dos grupos também pode ser vista em objetos do cotidiano,
como no Cubo Magico, onde cada movimento corresponde a uma operagao de grupo
dentre outros exemplos.

Na presente abordagem, investigaremos essa estrutura no campo da teoria musical
no qual usamos como base o artigo: [9]. Considerando grupos como conjuntos de
elementos sobre os quais se define uma operacao especifica, podemos ver na teoria musical
o ato de transladar como uma operagao que obedece aos axiomas de grupos, como a
existéncia de um elemento neutro e de inversos. Duas areas aparentemente distantes, mas
que quando juntas nos mostram um outro olhar para os mesmos.

A musica, juntamente com suas 12 notas e instrumentos como o violao, ao ser
ouvida, transmite sentimentos e emocoes. Ja a teoria de grupos, por sua vez, é um
campo tedrico, necessario e influente na comunidade cientifica. Sendo assim, este trabalho
busca investigar como o conceito de grupos, mais especificamente o grupo de classe
residuais Zo e suas propriedades, pode ser aplicado na teoria musical. Cada elemento
desse conjunto sera usado para representar uma posicao de uma nota musical, nomeando

de 0 ao 11, representando as notas Dé & Si, respectivamente. A operacao de soma,
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por sua vez, ¢ definida como o deslocamento entre essas notas (a transposi¢do), onde a
quantidade de posigoes deslocadas também corresponde a uma nota musical (o intervalo
de transposigao). Investigamos também os acordes, estruturas musicais compostas por
trés notas, e percebemos que podemos organiza-las em forma de matrizes, utilizando a
mesma operacao de translacao.

Mesmo os estudantes que estudam a teoria dos grupos, depois de serem
apresentados a area, parecem nao acreditar o quanto esse assunto pode e tem algumas
aplicagoes praticas na vida real, talvez por se tratar de um campo abstrato. O problema
leva os pesquisadores a estudar as diferentes maneiras pelas quais o grupo pode ser
expresso concretamente e por se tratar de uma area pura e tedrica, temos a intengao
de trazer a sua aplicacdo em notas musicais. A proposta é explorar como essa abordagem
algébrica pode modelar a organizagao das notas, bem como oferecer uma nova perspectiva
didatica que conecta matematica e musica, facilitando a compreensao de ambos os
campos, utilizando-se o violao para facilitar a visualizagao concreta das transformagoes
que ocorrem com as notas durante as operacoes.

As imagens presentes no texto sao majoritariamente de autoria propria, usando
como base apenas uma imagem adquirida no site Pinterest [1]. As demais imagens foram
elaboradas por meio de recursos de edigao, com o intuito de fazer cortes, nomeclaturas e
exemplificar as visualizagoes concretas propostas no trabalho.

O presente texto estd estruturado da seguinte forma: No capitulo 1, abordamos
defini¢oes e conceitos importantes da teoria musical, como por exemplo notas, acordes,
tons e transposicao, estas nocgoes sao fundamentais, pois através delas os objetivos sao
alcancados. No capitulo 2, por sua vez, abordamos parte das defini¢coes da teoria de
grupos, apresentando a definicao de grupos, Grupo ciclico Z,, tabela de Cayley dentre
outras definicoes primordiais para nosso trabalho. Estas definigoes abordadas no capitulo
sao de relevancia, pois sao elas que buscamos visualizar na teoria musical.

No capitulo 3, mostramos como a teoria musical e a teoria de grupos se
relacionam, primeiramente mostrando a aplicacao da definicao de grupos nas notas
musicais, explicando a transposicao como a operacao deste grupo, e trazendo de forma
concreta no braco do violao. Dentre outras demonstracoes de aplicacoes, neste capitulo é

onde se concentra a resposta para nosso objetivo.
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Capitulo 1

Teoria Musical

Neste capitulo, definimos e exemplificamos todos os conceitos da Teoria Musical
que se fazem necessarios para o nosso trabalho, tais como notas, acordes e transposicao.
Essas definicoes musicais juntamente com alguns conceitos fundamentais sobre o violao
serao importantes para observarmos o comportamento da algebra. E neste capitulo que
apresentamos a area de investigacao na qual observaremos matematicamente no tultimo
capitulo. Usamos as referéncias sobre a teoria musical os artigos:[6], além de [12] que
menciona toda um pouco de sua historica e aborda sua estrutuda, juntamente com

video:[11].

1.1 Notas

A musica é uma das belas artes que se dedica a combinagao de sons com o objetivo
de alcancar beleza formal e expressar pensamentos ou sentimentos. A prépria musica nao
estd completa sem as notas musicais.

As notas musicais sao as seguintes:

Tabela 1.1: Tabela de referéncia das notas musicais

C C# D D+# E|F F# G G# A| A# | B

D6 | Désus | Ré | Résus | Mi | F4 | FAsus | Sol | Sol sus | La | L& sus | Si

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Dentre as notas apresentadas na tabela acima, as notas principais destacam-se
como as mais conhecidas entre a comunidade em geral as notas: C, D, E, F, G, A, B.
No entanto, entre o intervalo de uma nota a outra, surgem as notas alteradas, denotadas
neste quadro acompanhadas de # e na forma escrita ”sus” que representa sustenido. Isso
pode ser considerado como o movimento do som de uma nota para uma nota ligeiramente

mais aguda (meio tom acima).

Exemplo 1.1.1. Tome a nota F, existe uma nota a direita de F antes de G, e ela é

denotada como F# (F4 sustenido).

Nao representada na tabela, mas além de sustenito temos também o bemol, essa
definicao é proxima a do sustenido. As notas bemdis podem ser definidas analogamente
como uma nota entre duas principais. Contudo, o que as diferencia é a forma de encontra-
las: ao invés de seguir para a direita deixando a nota mais aguda, o movimento sera para
a esquerda deixando mais grave, ou seja, partindo de uma nota mais aguda para a mais

grave, e é denotado como b (bemol).
Exemplo 1.1.2. Uma nota entre G e F é o Gb (Sol Bemol).

Uma relacao de igual frequéncia é F# = Gb e isso vale para as demais notas.

Segue tabela com notas musicais denotadas com bemol:

Tabela 1.2: Tabela de notas musicais (bemol)

C Db D Eb E | F Gb G Ab A Bb

D6 | Ré bemol | Ré | Mi bemol | Mi | F4 | Sol bemol | Sol | La bemol | L4 | S bemol

Si

Fonte: FElaborado pelo autor (2025).

Definigao 1.1.1. (Semitom). E definido como o menor intervalo entre duas notas da

musica ocidental, é a distancia entre duas notas adjacentes da escala de 12 notas.

Exemplo 1.1.3. Movimento de F para F# ou de F para E é feito transladando um

semitom para a proxima nota mais aguda ou para o mais grave respectivamente.
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Definigao 1.1.2. (Tom).
Significa simplesmente um intervalo entre duas notas musicais, separadas por dois
semitons, um tom equivale a dois semitons. Para além disso, Tom pode referir também a

uma tonalidade de uma melodia ou musica.

Exemplo 1.1.4. De F para G ou de E para F# temos um tom.

1.2 Acorde

Um acorde ¢é produzido quando trés ou mais notas sao tocadas juntas, ou seja,
o acorde é a combinacao de trés ou mais notas, o acorde de D6 maior, por exemplo, é
composto por: (C, E, G), sendo C (D¢) a fundamental, E(Mi) a ter¢a e G(Sol) a quinta do
campo harmonico de C. Quando logicamente combinadas, elas sao consonantes, ou seja,
emitem um som agraddvel ao ouvido. As notas que nao produzem um som agradavel
juntas sao denominadas notas dissonantes, e nao costumam ser utilizadas como acordes
na musica tonal tradicional.

Detalhe a ser ressaltado, embora esteja escrito que as notas de um acorde sao
a fundamental, a terca e a quinta, elas nao sao a primeira, terceira e quinta quando se
observa a tabela de notas, na verdade se tratam da principal nota escolhida para o acorde,
a proxima nota 4 semitons acima e a seguinte mais 3 semitons acima desta, ou 7 semitons
da principal. Isso ocorre pois, para cada nota existe um campo harmonico em relagao a
ela, que vocé encontra aplicando a seguinte sequéncia na tabela de acordes: A sequéncia
de notas é construida a partir da Nota Principal (T6nica) seguindo os seguintes intervalos
ascendentes: Tom, Tom, semitom, Tom, Tom, Tom, semitom. Em termos matematicos
seria como assumir um n para a tonica e as préximas notas do campo harmoico seguisse
a sequéncia: n; (n+ ltom; (n+ 1) + ltom; (n+ 2) + 0, 5tom; (n + 2,5) + 1ltom; (n + 3,5) +
1tom; (n + 4,5) + 1tom; (n + 5,5) + 0,5tom. A estrutura da Escala Diatonica Maior, a

partir da tonica Ré (D), é representada pela sequéncia de Tons (T) e Semitons (S):

DYWE-SF# g5 A-L.B- L c# 2D
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Existem diversas variagoes do mesmo acorde, como maior, menor, com sétima
maior e menor, com nona, diminuto, dentre diversos outros. Neste trabalho, focamos
apenas nos acordes maiores, com o objetivo de simplificar a aplicacao e visualizacao dos

mesmos, mas ha a possibilidades de testes com os demais acordes.

1.3 Violao

Baseado no que estd escrito em [12] o violao é um instrumento criado por volta
do século XVIII, sendo um instrumento musical da familia dos cordéfonos compostos
dedilhados. Por possuir mais de uma corda, as quais sao colocadas em movimento
usando dedos, unhas, plectros ou palhetas. O instrumento possui seis ordens de cordas
simples com comprimento actustico de 65,0 cm entre a pestana e o rastilho podendo
variar levemende de acordo com o modelo, afinadas geralmente nas notas mis , lds, rés,
sols, siz e miy com frequéncias f = 82 Hz, 110 Hz, 147 Hz, 196 Hz, 247 Hz e 330 Hz,
respectivamente, usando como referéncia o diapasao de 440 Hz (instrumento usado como
referéncia para afinar outros instrumentos musicais, emitindo uma frequéncia de som tinica
quando vibrado). Trata-se de um instrumento versatil, pois, pela quantidade de cordas,
suas notas e disposigoes, permite tanto a execucao da melodia, da harmonia ou de ambas
em pecas mais elaboradas. Além disso, ha a quantidade de trastes que varia de violao

para violao.

Figura 1.1: Violao

Fonte: Extraido de [1](2025).
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Na estrutura do violao, mais especificamente em seu brago, ha divisérias
denominadas trastes. Quando uma corda é pressionada, ela encosta no traste a sua
frente, produzindo uma nota referente a posicao pressionada. Essa nota pode variar de
uma corda para outra ou de um traste para outro. Os espacos entre um traste e outro

denominam-se casas, e é neste espaco que o dedo serd pressionado.

Pestana

Casa
Traste —— ‘

s

Cordas

Figura 1.2: Braco do Violao

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

Observando o braco do violao, buscamos analisar o comprimento das cordas e
relaciona-lo com as notas e frequéncias, analisando a variacao da posicao dos trastes a fim
de chegar na equagao que demonstra a distancia dos proximos trastes.

A corda do violao possui comprimento Ly. Os trastes, por sua vez, funcionam
como deslocamento da pestana, variando o seu comprimento efetivo.

No primeiro traste, a corda passara a possuir comprimento L, e as casas atras
do traste pressionado sao desconsideradas.

Pode-se calcular o comprimento da primeira casa sendo ALy = Lo — L.
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/
g 2 L
N uE?! _I___ra: @ @
=
' L
-

Figura 1.3: Célculo da Casa 1

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

Os demais trastes podem ser calculados de forma semelhante, usando o
comprimento do traste antecessor e obtendo a diferenca com o comprimento do traste
a frente da casa. Logo, para a casa k, onde k € N, temos: ALy = Ly_1 — L.

Quando uma corda é tocada, ela vibra em uma determinada frequéncia, e essa
frequéncia gera uma nota musical.

A primeira corda tocada vibra e gera a nota Mi. Ao pressionar a primeira casa
dessa corda, a nota referente a nova vibracao sera a nota F4, e assim por diante, seguindo
a escala cromética(As 12 notas musicais)

Tomamos agora a frequéncia f que é a quantidade de vezes que uma uma corda, se
tratando do instrumento que estamos utilizando neste trabalho, vibra, assumiremos uma
nota C que vibra 130,81Hz, ao ser multiplicada por uma constante a, gera a frequéncia
da préxima nota (o semitom acima).

A nota C tem uma frequéncia f que, ao ser multiplicada pela constante a, gera a
frequéncia da nota C#. Da mesma forma, se multiplicarmos pela constante novamente,
ou seja, a - (a- f) = a*f, teremos a frequéncia da nota D, e assim por diante.

Sendo assim, temos:
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Tabela 1.3: Notacao matematica para a progressao de notas musicais.

cle#| o |..| B | ©

flaf|a®f]|..|aYf|a?

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

As frequencias de C’ é exatamente o dobro da frequéncia de C, sendo C’ uma
oitava acima da nota C que tomamos como ponto de partida, ou seja, 2f = a'’f.

Simplificando a equagao, temos:

ﬁ_amf
foof

Logo, a constante multiplicativa é:

— 2=0"2 = a= V2

IS

I
DO
Sl

Sendo assim, a frequéncia da nota gerada ao pressionar uma corda em uma casa
especifica é igual a frequéncia da corda solta multiplicada pela constante a elevada a k (o

nimero da casa/semitons), ou seja:

Frequéncia(k) = a* - f

Substituindo o valor de a:

k
Frequéncia(k) = (2ﬁ> f= 915 . f
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12 corda Ej % g é

Figura 1.4: Exemplo 1

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

A frequéncia da nota da 1? corda na casa 9 serd:

Sle

Frequéncia(9) = 212 - fp = foyu = CH#/,

Ou, de forma a considerar a transposi¢ao de uma nota ji alterada (onde f é a frequéncia

de partida e k é o deslocamento):

A oitava de uma nota representa um conceito fundamental que se manifesta de
duas maneiras interligadas. Primeiramente, do ponto de vista do intervalo musical, a
oitava descreve a distancia sonora entre uma nota e outra cuja frequéncia é precisamente
o dobro ou a metade da original. Essa relacao de frequéncia de 2 : 1 confere a oitava
uma sonoridade extremamente consonante e uma curiosa sensacao de similaridade entre
as notas, apesar de sua diferenca de altura.

Ja na estrutura do violao, a oitava seria nada mais que deslocar o dedo da casa
inicialmente pressionada para a 12* casa adiante. Isso funciona também para oitavar
acordes com pestana (acorde que possui o dedo indicador pressionando mais de uma
corda, além dos demais 3 dedos ja posicionados adiante). Neste trabalho, a oitava foi

denotada acompanhada de um apéstrofo (7).
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C é a nota principal; a nota C’ é sua oitava aguda mais proxima, e 'C é sua oitava
grave mais proxima.

Algumas notas do violao possuem a mesma frequéncia em cordas diferentes. A
nota La pode ser encontrada na 5* casa na 6* corda do violao, e essa mesma nota ¢
referente a 5* corda solta. Da mesma forma, a 5* casa da 5* corda é referente a 4* corda
solta, e assim sucessivamente, exceto na corda 3 (Sol), que, quando pressionada na sua 4*
casa (Si), a nota obtida é equivalente a nota da 2* corda solta (Si). A 2 corda em relagao
a 1* funciona da mesma maneira inicial: a 5* casa (Mi) se refere a nota da 1* corda solta

(Mi). Isso facilita a visualizacao das oitavas.




Capitulo 2

Teoria de Grupos

A seguir apresentamos as defini¢coes de grupos, subgrupos, propriedades e alguns
dos teoremas relacionados, essenciais para compreensao do préximo capitulo. Inicialmente
abordamos as definicoes de grupos, definicao esta primordial para a pesquisa, pois ela é
nosso alicerce. Toda definicao abordada é seguida de exemplos, buscando facilitar a
compreensao. Logo mais, a tabela de Cayley e uma secao sobre o Z, possui grande
notabilidade neste trabalho. Sao tais conceitos que investigaremos dentro da teoria

musical. Utilizamos como referéncia principal os livros [7] e [5].

2.1 Grupos

Defini¢ao 2.1.1 (Grupos). Seja G um conjunto nao vazio e * : G x G uma operagao

bindria. Dizemos que (G, *) é um grupo se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. A operagao * definida em G é associativa, ou seja,
(axb)xc=ax*(bxc),Va,b,c € G
2. Existe um elemento neutro em G, ou seja,
Jdee Gtalqueaxe=exa=a,Vace G,
3. Existe elemento inverso para todo elemento de GG, ou seja,

VaeG,AbeGtalqueaxb=bxa=c¢

10
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Dentre as classificacoes dos grupos se encontra o Grupo Aditivo, grupo esse
que se fara presente no proximo capitulo, pois é o tipo de grupo base da aplicacao. Tal
grupo tem sua operacao de adi¢ao (soma) denotada por +, seu elemento neutro consiste
no nuimero 0 e seu simétrico denotado por —a, caso a pertenca ao grupo.

O Grupo Multiplicativo por sua vez é ligeiramente diferente. Sua operacao
que se denota por * ou X multiplica seus elementos entre si, e seu elemento neutro é o 1
e o simétrico de um elemento desse grupo (b), é denotado por b™*. Segue abaixo alguns

exemplos de grupos.

Exemplo 2.1.1. Conjunto dos niimeros inteiros com a operagao de adigao. (Z,+).
Note que, com a operacao de adicao, dados os elementos «, 8 e v € Z temos:
) (a+B)+y=a+(B+1).
ii)a+0=0+a=na.
iii) a4+ (—a) = (—a) + a = 0.

Perceba que nao importa qual ntimero de Z for usado, i), ii), iii) sempre
funcionam. Da mesma forma ocorre com matrizes com seus elementos pertencendo ao
conjunto dos nimeros inteiros, segue mais esse exemplo abaixo.

(07

Exemplo 2.1.2. Conjunto das matrizes de ordem 3 x 1: | g |, o, 3,7 € Z, com a

~
operagao de adigao. (Msyx1,+).

aq Q2 (0%} (671 (0% 0%

i) Bi| + | B 18 =6 |t Ba | + | Bs
0
0
0

gs! Y2 73 gs! 72 73
o 0 o o
i) | g | + = N el
gs! gs! T
o o o —oy 0
i) [ [+ || ||=|a]|+]-6|=]0
" g ga! -"N 0

Neste exemplo, apesar de abordar uma estrutura ligeiramente diferente do

primeiro exemplo, nao deixa de ser um grupo, uma vez que as propriedades valem para o
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mesmo. Note que apesar de associativos, os grupos dados nos exemplos também comutam.
Ha uma definicao prépria para grupos comutativos, que é chamado também de grupo

abeliano, segue sua definicao abaixo.

Exemplo 2.1.3. Conjunto dos niimeros reais nao-nulos com a multiplicagao (R*,-). Os
axiomas funcionam analogamente ao exemplo 2.1.1 com a distincao da operacao. Note
que € preciso que os reais nao contenha o 0, pois o axioma do elementro inverso falha se

o 0 se fazer presente.

Definigao 2.1.2 (Grupo Abeliano). Um grupo G é chamado de grupo abeliano (ou

grupo comutativo) se a operacao - for comutativa, ou seja,
a*xb="bxa, para todo a,b € G.

E fundamental notar que a comutatividade é o axioma extra que define esta
estrutura. Em contraste, os grupos nao abelianos (onde a - b # b - a é permitido) sdo

geralmente mais complexos

Exemplo 2.1.4. Conjunto dos niimeros racionais com a operagao de multiplicacao (Q*, -).

Note que, com a operacao de multiplicacao, dados os elementos «, 5 € Q*:

a-B=pF -aVaefpeQ*

Nao importa a ordem que se opere os elementos de @, o resultado é sempre o
mesmo, logo dado conjunto munido de uma operagao que vale os 3 primeiros axiomas,

sendo ele um grupo, e também vale a comutatividade, essa estrutura é um grupo abeliano.

Defini¢ao 2.1.3 (Grupo Finito). Um grupo G é chamado de grupo finito, quando G
tem um nuimero finito de elementos. Neste caso, definimos a ordem de G, denotada por
|G|, sendo o niimero de elementos de G.

Quando G nao é um grupo finito, dizemos que G' é um grupo de ordem infinita,

ou seja, isso ocorre quando o grupo G contém infinitos elementos.

Exemplo 2.1.5. Dado um conjunto G = {-5,—4,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5}. A ordem
desse grupo (|G|) é 11.
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Observando alguns Grupos como (Q, +) se nota que em seu conjunto possui todos
os elementos também de Z, e que (Z,+) é um grupo, entao de alguma forma deve haver
uma relagao entre esses dois grupos, e ha, olhando isso, podemos perceber que existem

subconjuntos de G, que ainda sao grupos. Por esse motivo segue a definicao abaixo.

Definigao 2.1.4 (Subgrupos). Sejam (G, %) um grupo e H um subconjunto ndo vazio
de G. Dizemos que (H, ) é um subgrupo de (G, %) se H C G, munido da operacao * do

grupo G e for um grupo, ou seja se (H, x) for um grupo, obedecendo os seguintes axiomas.

e Associatividade: Para todo a,b,c € G, (a*b)xc=ax (bxc).
¢ Elemento Neutro: Existe e € GG tal que para todo a € G, axe =exa = a.

e Elemento Inverso: Para cada a € G, existe um o’ € G tal que axa’' = a' xa = e.
Com a possibilidade de também ser Comutativo.

Exemplo 2.1.6. (Q, +) é subgrupo de (R, +) pois todos os elementos de Q C R e ambos
sao munidos da mesma operacao +, além disso, (Q, +) obedece os trés axiomas, Pontanto

(Q,+) é subgrupo de (R, +)

Abaixo segue uma proposicao que serve critério 1util para determinar se um

subconjunto é ou nao um subgrupo.

Proposicao 2.1.1. [Critério de Subgrupo] Seja G um grupo. Um subconjunto nao vazio

H C G ¢ um subgrupo se, e somente se, para quaisquer a,b € H, tem-se ab™* € H.

Demonstragao. (=) A ida é imediata: se H é subgrupo, entao é fechado para produtos e
inversos, logo ab™! € H.

(<) Para a volta, suponha que H # ) e que ab~* € H para todos a,b € H.

e H contém o elemento neutro. Tome a = b na hipdtese: Entao,

ab ' =aa'=ce€ H.

e H contém inversos: Seja a € H. Como e € H, aplicando a hipotese com a = ¢ e

b = a, obtemos:

eca '=a'eH
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e H é fechado para a operacio: Sejam x,y € H. Como ja sabemos que y~! € H, pela
hipétese segue:

vy )=y € H

Assim, H contém o neutro, os inversos e é fechado para a operacao. Logo, H é um

subgrupo de G.
O

Dados diversos grupos finitos, é necessario simplificar a visualizagao de como
ocorre cada operacao de uma forma mais rapida e de facil interpretacao. Para nos ajudar
com isso, exploraremos mais a seguir o conceito de Tabela de Cayley.

A Tabela de Cayley é uma ferramenta de grande importancia na introducao a
teoria de grupos, principalmente para pequenos grupos finitos. Sua importancia esta na
sua disponibilidade de visualizar a estrutura de um grupo de forma completa e direta.
Imagine um grupo como um conjunto de elementos que podem ser combinados por uma
operagao (como adigdo ou multiplicacdo) seguindo certas regras. A Tabela de Cayley
nada mais é do que uma representacao tabular dessa operacao, listando todos os possiveis
resultados da combinacao de cada par de elementos do grupo. Veja na tabela abaixo como

é o processo de operar a tabela de Cayley.

Tabela 2.1: Exemplo de Tabela de Cayley para um grupo genérico de ordem n.

* e aq asg an—1
e e e e e e
aq (& ai * aq a * o al * p—1q
(05} (& Qo * aq ag * A9 a9 * Ap—1q
e
Ap—1l| € Ap—1%A1 | Ap—1 %A | ... Ap—1 % Ap—1

Fonte: FElaborado pelo autor (2025).
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Além de facilitar a visualizacao, a tabela também possui algumas propriedades,

tais como:

o Propriedade Comutativa: Quando a tabela é simétrica em relagao a sua diagonal
principal, isso significa que a operacao de dois elementos tem o mesmo resultado,

nao importando sua ordem, como 2+3 = 5 e 3+ 2 = 5, ou seja, o grupo é abeliano.

o Permutacao: Em um grupo, cada linha e coluna da tabela de Cayley contém todos
os elementos do grupo, pois cada elemento do grupo ¢é operado com todos os outros
elementos. Propriedade essa essencial da tabela de Cayley, o que garante que o

grupo esteja corretamente representado.

2.2 Grupos Ciclicos

Dentre as defini¢oes da teoria de grupos, vamos apresentar os grupos ciclicos,
eles se fazem importantes nesse estudo visando tratar de modelos matematicos perfeitos
para sistemas que exibem repeticao periddica e simetria de rotacao, caracteristica essa
observada na teoria musical, principalmente nas notas musicais, nas quais apds suas
primeiras doze notas elas se repetem uma oitava acima. A operacao de adicao em um
grupo ciclico é matematicamente equivalente a uma rotacao em um poligono regular de
n lados, para nossa representacao seria como um dodecagono que ao findar a o circuito

no ultimo vértice as notas passariam a se repetir, algo como:

Fonte: Criado pelo autor com auxilio do ChatGPT.
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Definicao 2.2.1. Um grupo G ¢ dito ciclico se existe um elemento a € G tal que todo

elemento de G pode ser obtido como uma poténcia de a. Formalmente,

G={da"|neZ}.

Nesse caso, o elemento a é chamado de gerador do grupo. Quando o grupo é
finito e possui n elementos, temos que a” = e, onde e é o elemento neutro da operacao.

O menor niimero natural n para o qual isso ocorre é chamado de ordem do elemento a.

Exemplo 2.2.1. Este exemplo ilustra um grupo ciclico finito que surge como um subgrupo

do Grupo Linear Geral GLs(R), o grupo das matrizes 2 x 2 invertiveis.

Definimos o elemento gerador g como a matriz de rotagao A:

O grupo ciclico (A) é gerado por A sob a operac¢ao de multiplicagdo de matrizes.

Sua ordem é 4, pois A* é a matriz identidade I (o elemento neutro do grupo):

o Poténcia 1 (A'):

[0t
1 0
o Poténcia 2 (4%):
-1 0
A=A A=
0 -1
o Poténcia 3 (4%):
0 1
A=A A=
-1 0
o Poténcia 4 (A"): (Elemento Neutro)
10
At =A% A= =1
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O grupo ciclico (A) é, portanto:

Este grupo ciclico de ordem 4 demonstra a caracteristica de ser gerado por um
unico elemento (A). Sua estrutura é ciclica e finita. Este exemplo evidencia como grupos
ciclicos podem surgir como subestruturas dentro de grupos maiores e complexos, como o

GLs(R), ilustrando um caso de isomorfismo com o grupo Z;.

Outra estrutura também fundamental para nosso trabalho segue adiante.

2.3 A Estrutura do Grupo Abeliano de (Z,, +)

Para ilustrar as propriedades estruturais dos grupos abelianos, apresentaremos
um exemplo fundamental de grupo finito. O grupo aditivo dos inteiros médulo n, denotado
por (Z,,+), ¢ um modelo primario que condensa a teoria de grupos ciclicos e comutativos
de forma acessivel, sendo crucial para o estudo de estruturas algébricas finitas como

estamos propondo com as 12 notas musicais.

Definicao 2.3.1. Seja n um inteiro positivo. Definimos Z, como o conjunto das classes
de equivaléncia dos inteiros modulo n. Um inteiro a pertence a classe de equivaléncia a
se e somente se a = b (mod n), para algum b na classe. Equivalentemente, @ = {a + kn |
k € Z}. O conjunto Z,, pode ser representado pelos seus representantes candnicos:

T ={0,1,2,...,n=1}

Para simplificar a notagdo, frequentemente escrevemos Z, = {0,1,2,...,n — 1}, onde

cada elemento representa sua respectiva classe de equivaléencia modulo n.

Definigao 2.3.2. A operagao de adigao médulo n (4) em Z,, é definida como:

a+b=a+b=(a+b) (modn)
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onde (a 4+ b) (mod n) é o unico inteiro r tal que a + b = gn + r para algum inteiro g, e

0<r<n.

O conjunto Z,, munido da operagao de adicao médulo n forma um grupo abeliano:

Fechamento: Para quaisquer @,b € Z,, a+b=a+0b € Z,.

Associatividade: Para quaisquer @,b,¢ € Z,, (@+b)+¢c¢=a+b+c=a+ (b+7).

Elemento Neutro: O elemento neutro é 0, pois para todoa € Z,, a+0=a +0 =

a.

Elemento Inverso: Para cada @ € Z,, o elemento inverso é —a =n — a (se a # 0),

jAquea+n—a=n=0 (mod n).

Comutatividade: Para quaisquer @,b € Z,, a+b=a+b=0b+a=0b+a.

O grupo dos restos da divisao inteira por n, denotado por Z,, com a operagao de

adicao médulo n é um grupo ciclico, como no exemplo abaixo:

Exemplo 2.3.1. Seja

e a operacao ¢ definida por

a+b=(a+b) modn.

Esse grupo ¢ ciclico porque o elemento 1 gera todos os outros por meio de adigoes

sucessivas:

1, 1+1, 1+1+1, ...
até retornar a 0 novamente, como veremos no texto abaixo.

Exemplo 2.3.2. O Grupo (Z2, +) é um caso especifico

Considerando n = 12, obtemos o grupo (Zjs,+). O conjunto Z;, é dado por:

Z1, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}

A operagao de adigdo médulo 12 é definida como a + b = (a +b) (mod 12).
Adigao em Zqs:
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54127=(5+7) (mod 12) = 12 (mod 12) =0

34+129=(3+9) (mod 12) =12 (mod 12) =0

8 4126 = (8 +6) (mod 12) = 14 (mod 12) = 2

O inverso de 5 em Zjs é 12 —5 =7, pois 5 +15 7 = 0.

O inverso de 0 em Z5 é 0, pois 0 +12 0 = 0.

Um subgrupo de (Z,,+) é um subconjunto nao vazio H C Z,, tal que se a,b €
H, entdo a + (—b) € H. Os subgrupos de (Z,,+) sao ciclicos e sdo da forma (d) =
{0,d, 2d,...,(g — 1)d}, onde d é um divisor positivo de n, e (d) denota o subgrupo

gerado por d sob a adicao médulo n.
Exemplo 2.3.3. Subgrupos de (Z2, +):

Os divisores positivos de 12 sao 1, 2, 3, 4, 6, e 12. Os subgrupos correspondentes

sao:

o (1)=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11} = Zy,

(2) = {0,2,4,6,8,10}

e (3) =1{0,3,6,9}
e (4) =4{0,4,8}
e (6) ={0,6}

(12) = {0) = {0}

Cada um desses subgrupos também ¢é um grupo abeliano sob a adigao médulo 12.




Capitulo 3

Associacao do Grupo a Teoria

Musical

De acordo com Boldrini 1980[2] “A teoria musical é um vasto campo dentro da
matematica e muitas pessoas a exploraram de diversas maneiras”. Dentre essas diversas
maneiras da exploragao teoria musical, cabe neste momento a exploracao com a teoria
de grupos. O presente capitulo é onde tudo que definimos e exemplificamos nos dois
capitulos anteriores se relacionam. Por meio da teoria de grupos, abrimos investigacao de
seus conceitos e definicoes na teoria musical, desde a transposicao de notas a acordes, e

visualizacao concreta por meio do braco do violao. Veremos a teoria de grupos aplicada.

3.1 Aplicacao da Definicao de Grupos

O comportamento das notas musicais pode oferecer uma perspectiva interessante
e tem o potencial de auxiliar no estudo de alguns conceitos da teoria dos grupos,
tornando-os talvez mais acessiveis para algumas pessoas que encontram dificuldades em
sua compreensao.

Para que consigamos visualizar melhor como as notas musicais se relacionam
com a teoria, antes é necessario assimila-las a algo relacionado aos nimeros. Sendo assim,
considerem-nas como posicoes, partindo da posicao 0 & posicao 11 do grupo de classes
residuais Zo, sendo 12 notas musicais partindo de C a B.

Tome as notas musicais e suas respectivas posicoes:

20
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Tabela 3.1: Correspondéncia entre notas musicais e classes de residuais médulo 12.

C|C#|D|D# |E|F |F# |G| G# |A|A# | B

3 [4/5] 6 | 7| 8 [9] 10|11

ol
—
Do

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Agora as nossas notas musicais estao associadas cada uma a seu elemento do
grupo. A transposicao, que usaremos como operagao, envolve tocar ou escrever uma
determinada melodia, nota ou até mesmo acordes em um ton diferente, mais agudo ou

mais grave, partindo do original.

Exemplo 3.1.1. Posso transpor uma nota, acorde, ou musica que estd em G para dois
tons acima, resultando na nota B, ou o acorde de B, ou até mesmo todo o tom da respectiva

musica em B, mudando todos os acordes e notas nela presente.

No violao seria como ”escorregar” os dedos de uma casa para outra, ou até mesmo
um conjunto de posicoes dos dedos que formam um acorde, para uma casa mais a frente
ou atras da pressionada no inicio, ou simplesmente fazer um formato de um acorde que
esta tons acima ou abaixo do tom inicial. Para transpor uma musica, por sua vez, no
violao é um pouco mais complicado, pois seria necessario transpor antes todos os acordes
presentes nela.

Essa translacao denotamos por +, uma vez que o que fizemos é somar as posicoes
das notas.

Como ja associamos as notas as posigoes, a soma de duas delas resultard em
outra posicao que relacionamos de volta a uma nota musical, podendo assim opera-las
indiretamente e verificarmos a existéncia de grupo dadas as posi¢oes das notas e a operacao
de transposicao proposta.

A1) Associatividade:

1. (D#+E)+G=D=D#+(E+QG).

Com elementos do Zj, seria: (3+4)+7=2=3+ (4+7).

2. (C+D)+F=G=C+ (D+F).
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E analogo para as demais notas e posicoes.
A2) Elemento neutro: Nesta abordagem, o elemento neutro é a nota C, representado

como 0.

1. C + D# = D4

Com elementos do Z5: 0+ 3 = 3.
2. C+ F# = F#.

Com elementos do Zs: 0+ 6 = 6.
Analogamente para as demais notas.
A3) Inverso:

1. E4+G# =C.

Com elementos do Zqy: 4+ 8 = 0.
2. G+ F=C.

Com elementos do Zq: 7T+ 5 = 0.

Analogo para todos os elementos do conjunto.

Note que sao 12 elementos no conjunto munido de uma operacao e validas os
trés axiomas apresentados na definicao 2.1.1, logo as notas musicais juntamente com a
operacao de translagao formam uma estrutura que de fato pode ser entendeida como uma
estrututra de um grupo, mais especificamente o grupo Zs.

Grupo: Z12; (Z127 +)

Perceba que ao operar as notas pode-se notar também que:

1.249=11=9+2.

Da mesma forma:

I
|

2. 7T+5=0=5+7.
Entao, além de um grupo, vale a definicao 2.1.2, sendo ele também um grupo abeliano.
Abaixo apresentaremos como a operacao de translacdo se comporta no violao.

Temos a 5* corda pressionada na terceira casa. A 5% corda é a corda A. Pressionada na

terceira casa, temos a nota C. Que, ao operar com a nota D, temos:
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Figura 3.1: C+ D =0+2=2

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

Perceba que a operacao resulta em 2, que é a nota D, exatamente a nota
correspondente a 5% casa da 5* corda do violao.

Repare em mais este exemplo abaixo, em que operamos a nota F = 4 com E = 4,
resultando em G# = 8. Lembrando agora que estamos marcando essa nota na 4* corda

que ¢é a corda D, e que quando precionada na 2* casa é a nota E.

Figura 3.2: E+ E=4+4=8=G#

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

O que esta acontecendo no violao nada mais é do que deslizar o dedo sobre a
corda o numero de casas referente a segunda nota da operagao. Nesse caso, a segunda
nota também foi a nota E = 4, e observando a figura, é deslocado da nota inicialmente
pressionada exatamente 4 casas. Além disso, como mencionado na se¢ao 1.3 do capitulo
1, essa mesma nota pode-se encontrar na 1* casa da 3* corda, pois repare que ela esta
inicialmente posicionada na 6* casa. Como sabemos que a relagao entre essa corda e a

proxima é a 5* casa, podemos encontrar a nota nesta outra posicao, que no violao seria:
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Figura 3.3: Nota G# em diferentes posigoes.

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

Esta relagao facilita a visualizacao quando as notas operadas se tornam muito

distantes no braco do violao.

3.2 Tabelas de Cayley do Z;; e das Notas Musicais

Na tabela a seguir, ha a aplicacao da Tabela de Cayley em que denotamos a
operacao entre as posicoes de notas musicais uma com as outras, verificando o resultado
de cada operacao. Nesta secao é importante perceber a importancia da tabela de Cayley
para visualizagao de operacoes entre grupos finitos. O uso da tabela nesta situacao,
ajuda a visualizar a operacao entre todas as notas e seus resultados, facilitando também
a correlacao com a tabela de posicoes, além de que, observando a estrutura da tabela, é
possivel tirar algumas conclusoes, como a possibilidade deste grupo ser ou nao abeliano,

dada a forma de dispersao dos resultados das operagoes.
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Tabela 3.2: Tabela de operacao das posicoes das notas do violao.

Operagao das posicoes das notas do violao

+ C |C#|D |D#|E |F |F# |G |G#|A |A# B

C C |C#|D |D#|E |F F# |G | G#|A |A#|B

C#|C#|D |D# E |F |F#|G |G#| A |A# B |C

D D |D# | E |F F# |G |G#|A |A#|B | C | C#

D#4|D#|E |F |F#|G |G#|A |A#|B |C |C#|D

F4 | F# |G |G#|A |A#|B |C |C#|D |D#|E |F

G| G#|A |A#|B |C |C#|D |D#|E |F |F#|C

A |A |A#|B |C |C#|D |D#|E |F |F# |G |G#

A# | A#|B |C |C#|D |D#|E |F |F#|G |G#| A

B |B |C |C#|D |D#|E |F |F#|G |G#|A |A#

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na préxima tabela é denotada a mesma operacgao, porém, dessa vez, com a posicao
das notas no Z,, o uso dela nos ajudara a compreender como as notas foram operadas
facilitando a visualizacdo, tomamos novamente como partida a nota C (D3), que é a

posicao 0. Relacio essa feita na secao: 3.1
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Tabela 3.3: Tabela de operacao das classes de residuos modulo 12.

Operagao das posicoes das notas do violao

+ 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11
o (o |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 |11
1 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 |11 |O
2 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |O |1
3 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 [11 |[O |1 |2
4 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 [11 [0 |1 |2 |3
5 |5 |6 |7 [8 |9 |10 |11 |0 |1 |2 |3 |4
6 (6 |7 |8 |9 |10 |11 |O |1 |2 |3 |4 |5
7 |7 |8 |9 |10 |11 |O |T |2 |3 |4 |5 |6
8 |8 |9 |10 |11 |O |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
9 |9 |10 |11 |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
10 (10 |11 |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
1 |11 {0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Perceba que a tabela é simétrica em relacao a sua diagonal principal, verificando

e validando mais uma vez a comutatividade desse grupo.

Além disso, suas diagonal

secunddria e suas paralelas possuem sempre a mesma nota. Na diagonal secundaria ¢é a

nota B, iltima nota dentre as 12 notas musicais. Esse tipo de diagonal se faz presente

normalmente em grupos cuja sua operagao ¢ a soma, um dos motivos para usarmos a

representacao da transposicao como +.
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Subgrupos do Conjunto de Notas Musicais

Denotaremos por A, os subgrupos presentes no grupo Z, das notas musicais, sao eles:

1. Ay = [C,C#,D,D#,E, F,F#,G,G#,A, A#,B], suas posigdes sao

6.

3. A3 = [C, D#, F#, A], suas posicoes sio [0, 3,6, 9], subgrupo de ordem 4.

4. Ay = [C, E,G#|, suas posigoes sao [0, 4, 8], subgrupo de ordem 3.
5. As = [C, F#], suas posicoes sio [0, 6], subgrupo de ordem 2.
6. Ag = [C], sua posigao ¢ [0], subgrupo de ordem 1.

Os grupos ciclicos aparecem de maneira natural na musica, principalmente
quando se consideram as relagoes periodicas entre notas. O conjunto das doze notas
da escala cromatica, por exemplo, pode ser representado como o grupo ciclico Z,, onde
cada nota corresponde a um numero inteiro de 0 a 11, e as operagoes de transposi¢ao
equivalem a adicao modulo 12.

Assim, ao somar +5 (cinco semitons) a cada nota, obtemos uma transposi¢ao
de quarta justa; ao somar +7, temos uma transposicao de quinta justa. Essas relagoes
mostram como a estrutura ciclica fornece uma base matematica para compreender

simetrias e padroes harmoénicos na teoria musical.

3.3 Visualizacao Matricial dos Acordes

Na teoria musical, os acordes sao compostos por trés ou mais notas, tendo como
fundamental, terca e quinta, de acordo com o campo harmonico de cada uma, como
vimos na secao 1.2. No entanto, essa defini¢ao funciona apenas quando seguimos o campo
harmonico de cada nota.

Para adotarmos o formato da tabela de notas e posicoes, é necessario adaptar essa

definicao: a nota fundamental passa a ser a nota dominante do acorde desejado, a terca
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corresponde a quarta nota posterior a dominante seguindo a tabela de notas, enquanto a

quinta corresponde a sétima nota posterior a dominante.

Exemplo 3.3.1. Acorde de C:
A terca corresponde a E, enquanto a quinta corresponde G. Observe que, podemos

obter uma relagao para com essa formacgao de acordes. Note que a relagao é exatamente:

Acorde de Dominante = Dominante, Dominante +4, Dominante +7.

Exemplo 3.3.2. Acorde de D(2) = 2,2+ 4,2+ 7, sendo assim, acorde de D(2) = 2,6, 9.

Qualquer acorde maior pode ser obtido através dessa relagao, relembrando
também que analisaremos apenas os acordes maiores compostos por 3 notas, mas a
operacao é analoga para as demais formacoes de acordes, sejam eles menores, com sétima,
dentre outras formagoes.

Nas operagoes com matrizes, os acordes foram analisados e operados como
matriz coluna, a operacao entre outros dois acordes pode gerar um acorde dissonante
(que nao produz um som agradédvel), uma vez que esses acordes nao sdo comumente
usado na musica, nao iremos abordéa-los, para que sempre obtenhamos acordes
consonantes(agraddvel), s6 é possivel se um entre os dois acordes operados for constituido
de apenas uma nota, para que se consiga fazer a mudanca de tonalidade corretamente. O
uso de matrizes é importante pois aparece como uma ferramenta didatica de compreensao
do assunto de matrizes com entradas em conjuntos finitos, tépico esse que em geral é
pouco abordado em cursos de graduagao.

A seguir, veremos as representagoes de cada acorde como sua matriz. Para melhor
visualizacao, a nota fundamental de cada acorde estara no topo da matriz, ou seja, na

posicao aj; a terca do acorde na posicao as; € a quinta em as;.

C
Exemplo 3.3.3. Acordede C = (C,FE,G)= | E

G
O acorde acima é um exemplo perfeito de acorde consonante como apontado em

1.2, ja organizado matricialmente. Em contra partida um exemplo de acorde dissonante

é o seguinte:
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B
Exemplo 3.3.4. | C

D

Observe que ele nao tem a estrutura sugerida, e caso as notas sejam tocadas
juntas produzirao um som estranho ligeiramente desagradavel.
Visto isto, segue abaixo lista de matrizes dos acordes maiores e sua matriz

equivalente de posicoes:

1 6.
C 0 F 5
E|l=14 Al=19
G 7 C 0
2 7.

—|

col v
= -
Q =
*+ F*
I
— 5 ol
~

I3t

— ~
(]

o
R B
B
B B
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A# 10 B 11
D |=1]2 D# =13
F 5 F# 6

Além dessas, usaremos também as matrizes compostas por uma nota so, sao elas:

C 0 C# T D 2 B T
C - 6 b C# — T b) D — g b b B = ﬁ
C 0 C# T D 2 B T

Para visualizarmos agora um exemplo da transposi¢ao de um acorde usando outro,
vamos pegar como exemplo o acorde de D, que é pressionado no violao nas 3* e 1* cordas

na 2% casa e na 2* corda na 3% casa, e se toca a partir da 4* corda para baixo.

Figura 3.4: Acorde de D

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

Vamos operar esse acorde com o acorde que possui somente as notas E:

o &
I
=

Sendo assim, temos a operacao de adigao matricial com o acorde de D:
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D E F#
F |+ | E|=| 4%
A E C#

E sua representagao em classes de congruéncia médulo 12:

2 4 6
6(+[4]=1]10
9 1 1

Resultando no acorde de F'#. No violao, seria como deslocar todos os dedos
pressionados para quatro casas a frente. Mas como existe o traste que, ao tocar a quarta
corda solta, produz a nota D fundamental, é necessario transpor também esse traste. No
violao, isso é feito com uma pestana, onde o dedo indicador pressiona todas as cordas

que serao tocadas (no caso desse acorde, da 4* corda abaixo), ficando da seguinte maneira:

bl

Figura 3.5: Acorde de D transposto para F'#.

Fonte: Pinterest editada pelo autor (2025).

Essa representacao de matrizes em acordes serve para visualizacao de operacoes
de matrizes finitas, pois normalmente é dificil encontrar bases para fazer esse papel, além
de existir uma representacao concreta da mesma. Isso vale para qualquer acorde na
estrutura do violao, como de outros instrumentos. Dessa maneira, é possivel até mesmo
transpor musicas inteiras usando um acorde composto de apenas uma nota, operando

com os acordes presentes naquela musica.
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3.4 O Grupo Ciclico das Razoes de Frequéncia

Como curiosidade, cabe mostrar a tabela de operacao entre as constantes que
multiplicam a frequéncia. Lembre-se que as notas musicais sao obtidas a partir de Nota =
a®f, onde k é exatamente as posicoes das notas denotadas acima. Lembre-se que estamos
tomando sempre a nota C como ponto de partida (as cordas do violao tocadas soltas
nao correspondem a nota C, cada uma possui uma nota distinta, exceto a 1* e a 6%, que

compartilham a nota E, porém diatantes duas oitavas).

Tabela 3.4: Tabela de operagao das frequéncias das notas (baseado em poténcias).

Operacao das frequéncias das notas
* Y S L O I T O R - T AN O G O S I 2 P T S B
a0 T S R N T O R - S AN O O S I 2 I T R B
ol Aol lar e b lam Tad | a® a0 | a0
o2 2 olad lar 1ad 1 a7 a1 a® a0 o] e |t
o B olat e 1ab a7 Tad 1a® 1aolat | |ab | a2
ot Al la® Ta™ 1a® 1a® a0 la | |ab | a2 |48
a® B ola lam e 1a® e lar la® |t a2 |ad | o
b S la” la® Ta 1a® [a 1o 1ot a2 |a® |ad | &P
o7 ol la® Ta e 1a® 1t a2 | |a* | | b
a® B La® la® e 1a® 1t a2 | a® 1t | a® | af | a7
a0 A la a1 1t a2 |ad 1t | | ab | a7 | a8
a© a0 ot 1ad [t 1a2 |a® a1 @ 1a® a7 | a® |
a' et 1a® [t 1a2 |ad et | | af | a7 |a® | a® | a

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Esta tabela por sua vez se relaciona com as constantes que multiplicam a
frequéncia da nota C, para encontrar as demais notas, relacao essa observada la no capitulo

1. E, se perceber, o algoritmo da poténcia é o mesmo, comparando com a tabela anterior.




Consideracoes Finais

Este estudo buscou investigar como a teoria de grupos se aplica na transposicao
de notas e acordes, buscando essa relacao entre algebra e teoria musical. A proposta
central deste trabalho foi explorar de que forma esta abordagem algébrica pode modelar
a organizacao das notas e suas transformacoes, bem como oferecer uma nova abordagem
didatica que conecta a matemadtica e a musica, facilitando a compreensao de ambos os
campos. Para a visualizacao concreta das transformagoes que ocorrem com as notas
durante as operagoes, o trabalho teve como propésito a utilizacao do violao para facilitar
a visualizagao concreta dessas mudancas. Esta investigacao se posicionou no sentido de
estabelecer uma ponte robusta entre a formalidade da Algebra e a expressividade da Teoria
Musical, reforgando a ideia de que a estrutura logica é um pilar comum e compartilhado
entre estas duas areas.

Os resultados e as conclusoes deste estudo foram estabelecidos a partir das
aplicagoes e exemplificacoes feitas, que confere a hipotese tedrica levantada. Todo este
trabalho nos mostrou por meio das aplicacoes e exemplificagoes feitas que, considerando
as notas musicais como posicoes no grupo ciclico Z,,, munido com a operacao de
transposicao, que se comporta de maneira idéntica a adicao modular. Esta é a conclusao
fundamental que valida o modelo matematico aqui proposto, pois estabelece o isomorfismo
estrutural entre os 12 semitons e as 12 classes de residuos. Essa abordagem se mostrou
altamente eficaz e precisa, nao somente para a transposicao de notas isoladas, mas
também porque nos permitiu observar a teoria de grupos de forma mais concreta, visando
facilitar a compreensao da mesma, bem como utilizando-se dos recursos que a teoria
musical disponibiliza, como a visualizacao de propriedades usando instrumentos, dentre
tais utilizamos o violao. Além do mais, a pesquisa aprofundou-se na modelagem das

estruturas harmonicas complexas, os acordes, formalizando-os através do uso de matrizes-

34
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coluna, o que permitiu demonstrar que a transposicao de acordes se manifesta como uma
soma de matrizes. Esta extensao é uma aplicagao significativa da Algebra, que facilita
a visualizacao das mesmas propriedades com grupos de matrizes e confira que o sistema
de notas e acordes é regido por leis de simetria e transformagoes matematicas. Assim
sendo, todo este trabalho cumpriu de maneira satisfatéria o objetivo de estabelecer uma
ponte didatica e tedrica entre duas areas do saber que, embora parecam distantes no senso
comum, compartilham estruturas fundamentais de simetria e transformacao.

Apesar de ter atingido os objetivos propostos em sua plenitude, este trabalho
reconhece alcance limitado, que se concentrou predominantemente na transposicao
aditiva em Z;3. Contudo, o modelo desenvolvido serve como um ponto de partida,
e a sua aplicagdo pratica e tedrica abre um campo para investigagoes futuras. Além
disso, a metodologia desenvolvida possibilita a investigacao da mesma teoria em outros
instrumentos musicais, como o piano, que possui uma disposicao linear das notas, bem
como em instrumentos com estruturas ciclicas diferentes, como o baixo ou instrumentos
de cordas com afinacoes variadas. No aspecto tedrico, as conclusoes deste estudo, que
estabelecem o isomorfismo com Zis, abrem possibilidades de investigagdo da mesma
teoria em transformacoes mais complexas. Sugere-se, o aprofundamento na aplicagao
dos Grupos de Transformacao para modelar outras operagoes essenciais da composicao,
como a inversao e de acordes, o que pode levar a um entendimento ainda mais completo
das simetrias que regem a estrutura musical e estender a validagao da Teoria de Grupos
para além do contexto aditivo, explorando a multiplicacao e as relagoes nao-comutativas
na musica. Assim, este estudo finaliza nao como um ponto de chegada, mas como um
alicerce para que futuras pesquisas explorem a Teoria de Grupos para além do contexto

aditivo, estendendo a andlise a estruturas nao-comutativas na musica.
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