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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar as propriedades qualitativas de sistemas
dinamicos continuos por meio da andlise de solugoes de equacoes diferenciais ordinarias.
A abordagem utilizada permite caracterizar qualitativamente tais sistemas, facilitando a
compreensao de seu comportamento global. Foram explorados conceitos fundamentais
da teoria, tais como conjuntos invariantes, pontos criticos e a secao de Poincaré. Para
ilustrar e consolidar os conceitos tedricos, sao analisados exemplos relevantes, incluindo
solugoes de equacoes diferenciais ordindrias, verificando-se em que condigoes estas definem
um sistema dinamico continuo. A metodologia adotada foi de carater qualitativo, baseada

em pesquisa bibliografica com livros e materiais académicos especializados sobre o tema.

Palavras-chave: Conjuntos Invarientes. Equagoes diferenciais ordinarias. Segao de

Poincaré. Sistemas Dinamicos Continuos.



Abstract

This work aims to study the qualitative properties of continuous dynamical
systems through the analysis of solutions to ordinary differential equations. The
approach used allows for the qualitative characterization of such systems, facilitating
the understanding of their global behavior. Fundamental concepts of the theory were
explored, such as invariant sets, critical points, and the Poincaré section. To illustrate and
consolidate the theoretical concepts, relevant examples are analyzed, including solutions to
ordinary differential equations, verifying under what conditions these define a continuous
dynamical system. The methodology adopted was qualitative, based on bibliographic

research with books and specialized academic materials on the subject.

Keywords: Continuous Dynamical Systems. Invariant Sets. Minimal Sets. Ordinary

differential equations. Poincaré Section.
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Introducao

A Teoria dos Sistemas Dinamicos surgiu como uma area importante dentro do
estudo das Equacgoes Diferenciais Ordinarias, a partir dos trabalhos do matematico Henri
Poincaré, no final do século XIX. Poincaré foi um dos primeiros a trazer ideias que
mudaram a forma de compreender o comportamento de certos sistemas, especialmente
com a criacgao do conceito de trajetoria.

A introducao desse conceito permitiu a formulacao e resolucao de importantes
problemas topoldgicos no contexto da teoria das equacoes diferenciais. Com isso, Poincaré
estabeleceu as bases para o desenvolvimento da nogao abstrata de Sistemas Dinamicos,
promovendo uma nova maneira de interpretar o comportamento de solugoes ao longo do
tempo.

Posteriormente, a teoria recebeu um impulso significativo com os trabalhos de G.
D. Birkhoff. Este avanco foi consolidado em 1927 com a publicacao de sua monografia
fundamental, intitulada ”Dynamical Systems”, que se tornou a base para grande parte da
pesquisa desenvolvida nas décadas seguintes. Para saber mais sobre o contexto histérico
das Equagoes Diferenciais e Sistemas Dinamicos, recomendamos a leitura do livro [2].

O estudo de sistemas dinamicos continuos tem se mostrado fundamental para
compreender como diversos fenomenos evoluem ao longo do tempo. O objetivo geral
deste trabalho é analisar propriedades qualitativas de sistemas dinamicos continuos,
investigando quando e como solugoes de equagoes diferenciais ordinarias definem
um sistema dinamico, bem como compreender elementos fundamentais associados ao
comportamento das trajetorias. Para alcancar essa meta, estabelecemos como objetivos
especificos apresentar definicoes basicas e a classificacao das equacgoes diferenciais
ordinarias, com énfase nas equacoes autonomas, estudar a construgao de sistemas

dinamicos gerados por solucoes de EDOs e verificar suas propriedades essenciais,

il



introduzir e analisar a versao modificada de sistema dinamico, e discutir conceitos
elementares de sistemas dinamicos continuos.

A relevancia deste estudo reside no fato de que o tema de sistemas dinamicos,
embora seja amplamente desenvolvido em cursos avancados de matematica, muitas vezes é
apresentado de forma abstrata e pouco acessivel aos estudantes de graduacao. Assim, este
trabalho se justifica por oferecer uma abordagem mais clara e introdutéria, que conecta
EDOs com ideias fundamentais de sistemas dinamicos. Entende-se como sistema dinamico
continuo um modelo matematico que descreve a trajetéria de um ponto x no espago de
fase X ao longo do tempo t¢.

A metodologia adotada consiste em uma pesquisa de cardter tedrico e
bibliografica, fundamentada principalmente em obras cldssicas e contemporaneas sobre
EDOs e sistemas dinamicos. Entre os autores utilizados destacam-se Boyce e DiPrima,
com o classico ”Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems”[4];
Barreira e Valls, com a obra ”Dynamical systems: An introduction”[1]; e Bhatia e Szegd,
com ”Stability theory of dynamical systems”[2], cujas contribuigdes servem como base
para a apresentacao dos conceitos e para o desenvolvimento das andlises realizadas.

Por fim, a estrutura deste trabalho estd organizada em trés capitulos. No
primeiro capitulo, apresentamos uma revisao das equagoes diferenciais ordindrias,
incluindo conceitos basicos, classificacao, equagoes autonomas, sistemas de EDOs e o
caso bidimensional, que sera utilizado posteriormente na analise qualitativa, e o teorema
de existéncia e unicidade de solugdes. No segundo capitulo, introduzimos formalmente
a nocao de sistema dinamico continuo, bem como os fluxos gerados por solugoes de
EDOs, e também a apresentagao da versao modificada de sistema dinamico para situagoes
em que o fluxo nao estd definido para todo tempo. O terceiro capitulo discutimos
os conceitos elementares de sistemas dinamicos continuos, como conjuntos e trajetorias
invariantes, pontos criticos, além da andlise da secao de Poincaré, que permite uma visao
mais profunda do comportamento qualitativo das trajetérias. Ao final deste trabalho,
nas consideracoes finais, sao apresentadas as conclusoes alcancadas e as dificuldades
vivenciadas. Também sao sugeridos possiveis temas para pesquisas futuras, com base

nas oportunidades identificadas ao longo do estudo.

il



Capitulo 1
Equacoes Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo sera apresentado o conceito de Equacoes Diferenciais Ordinarias
(EDOs). Iniciamos com defini¢ées introdutdérias, classificagoes e exemplos. Também serao
analisadas formas especificas de EDOs, como as equagoes lineares, separaveis e autonomas.
Em seguida, abordamos o Teorema de Existéncia e Unicidade, que estabelece as condicoes
suficientes sob as quais uma EDO possui solugao e se essa solugao é tnica.Os conteidos
apresentados neste capitulo foram fundamentados nas referéncias [4], [5], [7], [9], [11].
Recomendamos a leitura dessas obras, uma vez que constituem as principais fontes tedricas

que orientaram a elaboracao e o desenvolvimento dos temas aqui tratados.

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) é um equagao que relaciona uma

funcao f a uma ou mais de suas derivadas. Como, por exemplo,

Observe que a equagao apresentada envolve a fungao f juntamente com suas
primeira e segunda derivadas. Uma equacao diferencial pode conter a prépria funcao
f, suas derivadas, ou ambas, dependendo de sua natureza. No entanto, para que uma
equacao seja caracterizada como diferencial, é indispensavel que nela apareca ao menos

uma derivada da fungao desconhecida, podendo conter a prépria funcao f ou nao.
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O proposito fundamental ao resolver uma equagao desse tipo é determinar
qual é a funcao f que satisfaz a relacao estabelecida. Assim, introduz-se um novo
paradigma essencial: enquanto na resolucao de uma equacao algébrica buscamos encontrar
valores numéricos especificos que satisfacam determinada igualdade, na resolucao de uma
equagao diferencial procuramos encontrar uma ou mais fungoes que satisfacam a equacgao
apresentada.

A seguir, apresentamos a definicao formal de uma equacao diferencial ordinaria

(EDO).

Definicao 1.1.1. Uma equacao diferencial que inclui somente derivadas ordinédrias de uma

ou mais variaveis dependentes em relagao a uma tnica variavel independente é chamada

de Equagao Diferencial Ordindria (EDO). Uma EDO ¢é da forma:
F(ta(t), 2 (t),2"(t),...,.2™ (@) =0

onde
e t é a variavel independente;

e z(t) é a fungao desconhecida (também chamada de solugao);

dx d*x

/ e _*t
o (t) = - a"(t) = o5,

entre outras, sao as derivadas da funcao z(t);
e n ¢ a maior ordem de derivacao presente na equacao.

Em vez de lidar com “equacoes que envolvem funcgoes e suas derivadas”, vamos
definir uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem, como (que é mais coerente

para este trabalho)

¥ = f(t,x).

Na equacao abaixo formulamos o problema de Cauchy para a equacao acima.

Isto significa que dados tg, zy fixos queremos saber se existe alguma solucao da equacao
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que no ponto £, assume o valor xy e se essa solugao é unica. O problema de Cauchy com

condicao inicial (tg, z¢) é denotado por

¥ = f(t, z)

(L’(to) = 29

A definicao de uma equacao diferencial estabelece a base para o estudo de sua
solugao, permitindo compreender como as derivadas de uma funcao se relacionam entre
si e com a prépria funcao. Assim, é fundamental apresentar o conceito de solugao de uma

EDO.

Definigao 1.1.2. Uma solugao de uma equagao diferencial ordindria (EDO) é uma fungao
f(z), definida em um intervalo I C R, que possui derivadas até a ordem necessaria e que,
ao ser substituida na equacao diferencial, transforma-a em uma identidade. Em outras

palavras, f(z) é solu¢ao da E.D.O.

F(z,y,y,y"....,y™) =0,

se, e somente se,
F(z, f(z), f'(), f"(x),... ,f(")(x)) =0,
para todo x pertencente ao intervalo I.

As equagoes diferenciais ordinarias podem ser classificadas de diversas maneiras.
Podemos classificar a equagao diferencial ordinéaria pela ordem, ou seja, a ordem de uma

EDO ¢ determinada pela maior derivada da funcao desconhecida que aparece na equacao.

Exemplo 1.1.1. Na EDO

podemos perceber que a maior derivada da funcao desconhecida é de ordem 1, logo dizemos

que é uma EDO de primeira ordem. Da mesma forma podemos definir, por exemplo,
2 +22 +2=0

¢ uma EDO de segunda ordem.
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Definicao 1.1.3 (EDO LINEAR). Uma equagao diferencial ordindria é denominada
linear quando pode ser escrita da seguinte forma

d"z A1z

an(t)ﬁ + an_l(t)m + -+ al(t)@ + ao(t)l’ = g(t).

dt
Uma equagao diferencial é chamada de linear se satisfaz as seguintes propriedades:

(i) A varidvel dependente x e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau; isto é, o

expoente de cada termo envolvendo x é 1.
(ii) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente t.

Em outras palavras, uma EDO é chamada linear se a fungao desconhecida x(t)
e suas derivadas aparecem de maneira linear, ou seja, nao estao elevadas a expoentes

diferentes de 1 e nem multiplicadas entre si. Caso contréario, a EDO é nao linear.

Exemplo 1.1.2. Na EDO
2+ 32 —4x =0

podemos perceber que a funcao incognita x e suas derivadas aparecem de forma linear,
isto é, nao estao elevadas a poténcias diferentes de 1 e nem sao multiplicadas entre si. J&a
a EDO

"
"+t =0
é uma EDO nao linear, pois o termo z? introduz uma nao linearidade na equacao.

Existe um tipo de equagao diferencial que é importante citar, as equagoes
separaveis. Essas equacgoes podem ser reorganizadas de forma que todas as varidveis
de uma mesma natureza fiquem de um lado da equacao. Em outras palavras, as varidveis

dependentes estejam de um lado da equacgao e as variaveis independentes, do outro.

Definicao 1.1.4. Uma equacao diferencial de primeira ordem ¢é dita separavel, ou de

variaveis separadas, se puder ser posta na forma:

dr  g(t)

dt f(z)’
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ou na forma diferencial,

fz)de = g(t) dt,
onde, as funcoes f e g sao continuas em algum intervalo de R.

Essa caracteristica permite que resolvamos a equacao integrando ambos os
membros em relacao as suas respectivas variaveis. No exemplo a seguir, aplicaremos
essa técnica para encontrar a solucao da equacao diferencial 2’ = 2tz ilustrando como a

separagao de variaveis simplifica o processo de resolucao.

Exemplo 1.1.3. Considere a seguinte equagao separavel

= 2tx

No método da separagao das varidveis (que é um método apenas para equagoes de primeira

ordem) é 1itil escrever a derivada usando a notacao de Leibniz. Portanto, temos

dx
— = 2tx.
ar

Dividindo ambos os lados por z (assumindo x # 0, pois se z = 0 a divisdo nao se aplica,
mas nesse caso a analise da equagao original deve ser feita separadamente) para que as

variaveis de uma mesma natureza fiquem de um lado da equacao

1
—dx = 2tdt.
x
Integrando ambos os lados
1
/— dr = /215 dt
x
2t?
1 =—+4C
n |zl 5 +
In|z| = >+ C.

onde C' é a constante de integragao. Agora, isolando o x

2
eln|m| _ et +C
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|z| = et +0 — ecetZ,

Fazendo e¢“ = D, obtemos

z = De'”.
Agora verifiquemos que z(t), de fato, satisfaz a equagdo. Note que,

d )
d—f = 2tDet = 2t (t)

1.2 Equacoes Diferenciais Autéonomas

Nesta secao abordamos as equacoes diferenciais autonomas, que sao aquelas em
que a variavel independente nao aparece explicitamente, de modo que a taxa de variacao
depende apenas da varidvel dependente. Além disso, consideraremos o Problema de Valor
Inicial (PVI) associado a essas equagoes, garantindo a existéncia e unicidade das solugoes
sob condic¢oes adequadas, como a condigao de Lipschitz, veremos mais sobre o teorema de
existéncia e unicidade de solugoes em 1.5.

Analisando as equagoes diferenciais na forma ' = F(¢, ), com énfase no caso
em que a funcao F' nao depende explicitamente do tempo t, temos que essas equacoes sao

conhecidas como equacgoes diferenciais autonomas.

Definicao 1.2.1. Uma equagao diferencial autonoma é da forma:

Em outras palavras, uma EDO é autonoma se, a variavel independente ¢ nao
aparece explicitamente na equacgao. Se a variavel aparece, a EDO é nao autonoma.
Uma propriedade fundamental dessas equagdes é que, se z(t) é uma solugao de

' = F(x), entdao y(t) = x(t + ¢), com ¢ constante, também serd uma solugao. Assim,
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supondo que a existéncia e a unicidade da solucao estejam garantidas, consideramos o

Problema de Valor Inicial (PVI):

I(to) = 2o

onde ¢, representa o instante inicial. Podemos afirmar que z(t) é solu¢ao desse PVI se, e

somente se, y(t) = z(t + ¢) também for solu¢ao do problema equivalente com ¢y, = 0:

Dessa forma, ao tratar equacoes diferenciais autonomas, podemos considerar
apenas condicoes iniciais onde ty = 0.

Um caso particularmente importante no estudo de equagoes autonomas é o das
solucoes constantes, que correspondem aos pontos onde a funcao f se anula. Isso nos leva

ao conceito fundamental de ponto de equilibrio.

Definicao 1.2.2. Considere a EDO autonoma

2'(t) = f(x(t)). (1.1)

Note que, se T € R é tal que f(T) =0, entao z(t) = x,V ¢, é uma solugao de 1.1.

Em outras palavras, um ponto de equilibrio representa um estado do sistema que
permanece inalterado ao longo do tempo. Para mais detalhes sobre solugoes de equilibrio

e pontos de equilibrio, sugerimos a leitura de [9)].

1.3 Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem é um conjunto
de equacoes que envolvem as variaveis dependentes, suas derivadas de primeira ordem, e

a variavel independente. A principal caracteristica desses sistemas é que eles descrevem
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a taxa de variacao das variaveis dependentes em funcao do tempo ou de outra variavel
independente, permitindo analisar como essas varidveis evoluem dinamicamente ao longo
do tempo.

Observe que a equacao de segunda ordem

y"+2ty'—y .

pode ser convertida em um sistema de duas equacgoes de primeira ordem, bastando realizar

a transformacao

h=y p=y

Logo, temos que y, = y”, e assim podemos reescrever y” +2ty’ —y = e’ da seguinte

maneira;:

Y1 = Y2
yh =y — 2ys + €

Analisaremos sistemas compostos por n equacoes diferenciais lineares de primeira

ordem com n incognitas yq, ..., y,. Ou seja, investigaremos sistemas da forma

vy = pu(t)yr + pi2(O)ya + - + pra(t)yn + @i (t)

As funcgoes p; e ¢; que aparecem acima sao fungoes definidas em certo intervalo
I. As varidveis yy,...,y, sao as funcoes a serem determinadas. Sistemas desse tipo sao
denominados sistemas lineares de primeira ordem. Uma equacao diferencial de ordem n

pode sempre ser convertida em um sistema. Suponhamos que temos
Yn) + O1Ym-1) + -+ any = R(t)
onde a; sao fungoes definidas. Vamos definir:

V=Y, Y :ylla Ys :ygw"v Yn = Y(n-1)
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E escrevemos:

yll = y27yé = Y3, '-'7y7,1—1 =UYn
Y = —An Y1 — Qn-1Y2 — - — a1 Yo + R(2).
Considere o sistema
yi = Y2
yh =11 — 2tys + €'

e introduza a notagao vetorial Y = (y1,- -+ ,yn), @ = (1, -+ , ¢n), € uma fungao matricial

P = [p;;]. Consideremos os vetores como matrizes coluna n x 1 e escrevamos o sistema

na forma
Y' =P)Y +Q(1).

Por exemplo, no sistema acima temos

Exemplo 1.3.1. Vamos converter a equacao diferencial de segunda ordem abaixo
2 +tr' —x=Int

em um sistema de duas equacgoes de primeira ordem, realizando a tranformacao
Iy =X, To =T

Entéo, temos que z;, = 2", logo

/

rh = mx —try +Int
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Agora, considere o sistema
r_
xh =mx1 —try +Int

Colocando o sistema acima em formato de matrizes (escrevendo na forma X' = P(t)Y +

Q(t)), temos

| 0 1 0
X' = , P(t)= , Q) =
i) 1 —t Int

Esse processo de transformacao é essencial na teoria dos sistemas dinamicos e
na analise qualitativa de equacoes diferenciais, pois permite reescrever uma equacao

diferencial de segunda ordem como um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem.

1.4 Sistemas de Equacoes Diferenciais
Bidimensionais

Os sistemas de equacoes diferenciais ordinarias bidimensionais constituem uma
ferramenta matemaéatica fundamental para a modelagem de fenomenos dinamicos que
envolvem duas variaveis interdependentes evoluindo no tempo. Estes sistemas sao

geralmente expressos na forma:

o' = f(z,y)
Yy =g(z,y)
dx d
onde 7' = I ey = d_?i representam as taxas de variacao temporal das variaveis de estado

z(t) e y(t), e f,g: R* = R sdo funcdes que definem a dinamica do sistema.

A importancia do estudo desses sistemas reside precisamente em sua capacidade
de servir como base para a definicao formal de sistemas dinamicos continuos. Um caso
particularmente relevante, e que serd extensivamente utilizado neste trabalho, é o dos
sistemas lineares autonomos bidimensionais, por se tratarem de situagoes mais simples de

serem verificadas e interpretadas, que podem ser representados na forma matricial:

x' = Ax
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1 ) a bf )
onde x = € R? é o vetor de estado e A = é uma matriz constante 2 x

To c d
2 cujos elementos sao numeros reais. Esta formulagao compacta nao apenas unifica a

analise de diversos sistemas fisicos, mas também permite a caracterizacao completa do
comportamento dinamico através dos autovalores e autovetores da matriz A.

Para resolver sistemas lineares homogéneos da forma x' = Ax, onde A ¢ uma
matriz constante 2 x 2, utilizamos o método de autovalores e autovetores. Este método
permite encontrar solugoes linearmente independentes que formam uma base para o espaco
de solucoes. Sobre autovalores, autovetores e tépicos de algebra linear usamos amplamente
o0 que estd muito bem apresentado em [3]. A abordagem varia de acordo com a natureza

dos autovalores de A, podendo ser classificada em trés casos principais:

Caso 1: Autovalores Reais e Distintos

Se a matriz A possui dois autovalores reais e distintos, A\; e Ay, com autovetores
correspondentes v; e vy, entao as solugoes gerais do sistema sao combinagoes lineares das
solugoes fundamentais associadas a cada autovalor.

A solucao geral é dada por:

x(t) = c1vieMt + covee?t

onde ¢, e ¢y sao constantes determinadas pelas condi¢oes iniciais.
Este caso é o mais direto, pois cada autovalor fornece uma solucao

exponencialmente crescente ou decrescente, dependendo do sinal de A.

Exemplo 1.4.1. Considere o sistema:

X' = X.

Para determinar os autovalores de A, calculamos o polinomio caracteristico resolvendo

det(A — AT) = 0.
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1—-A 1
det(A — AI) = det =(1-)\?—-4=0,

Autovetor para \; = —1:
2 1 b1 0
4 2 by 0
Da primeira equacgao 2b; 4+ by = 0, logo by = —2b;. Tomando b; = 1 obtemos
1
oD =
-2
Autovetor para Ay = 3:
-2 1 dy 0
4 -2 ds 0

Da primeira equagao —2d; + ds = 0, logo dy = 2d;. Tomando d; = 1 obtemos

Solugao geral:

com C,Cs € R.

Caso 2: Autovalores Reais Repetidos

Quando a matriz A possui um tnico autovalor real A com multiplicidade algébrica

2, a construcao da solucao depende da existéncia de um ou dois autovetores linearmente
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independentes.

Se existirem dois autovetores linearmente independentes v, e v, a solugao geral é:

x(t) = crvieM + covpe

Se houver apenas um autovetor v, é necessario buscar um vetor generalizado w, tal que

(A— M)w = v. A solugao geral torna-se:
x(t) = crve™ + o (vt + w)e
Neste segundo cenério, a solucao inclui um termo polinomial em %, refletindo a deficiéncia

na diagonalizacao da matriz.

Exemplo 1.4.2. Considere o sistema

Para determinar os autovalores de A, calculamos o polinomio caracteristico resolvendo
det(A — \I) =0.

3—x -1
det(A — M) = det =B-N{1-N+1=0,
1 1—A

AN —dA+34+1=X—4\+4=0,
()\—2)2202>)\172:2.

Autovetor para A = 2:
1 -1 by 0

1 -1 by 0

Da primeira equagao by — by = 0, logo by = b;. Tomando b; = 1 obtemos

u =
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Vetor generalizado para A = 2: Resolvemos (A — 2I)w = u(V:

1 =1\ [wy 1
1 -1 W9 1

Da primeira equacao w; — wo = 1. Tomando ws = 0 obtemos w; = 1, logo

Solugao geral:

X(t) = CruMeM + Cy(tuV) + w)eM

1 1 1
X(t) = Cl €2t —f- CQ t —f- €2t
1 1 0

com C,Cs € R.

Caso 3: Autovalores Complexos

Se os autovalores de A sao complexos, eles aparecem como pares conjugados da
forma A = o £+ (7, onde a é a parte real e § a parte imaginaria. As solugoes reais sao
obtidas utilizando a férmula de Euler para combinar as solugoes complexas.

Se v = a +tb ¢ um autovetor associado a A = a + (1, a solucao geral real é:
x(t) = c1e[acos(Bt) — bsin(ft)] + cae*[asin(Bt) + b cos(St)]

Exemplo 1.4.3. Considere o sistema

Para determinar os autovalores de A, calculamos o polinomio caracteristico resolvendo

det(A — AT) = 0.
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1-Xx =5
det(A — M) = det =1-X)(-3-X)+5=0,
1 —3-=A
N 42X +2=0,
—2+ /41— - '
\ = 4 8: QiQZ:—lii.
2 2
Autovetor para A\ = —1 +i:
2—1 -5 by 0
1 —2—1 by 0

2—1

Da primeira equagao (2 — )by — 5by = 0, logo by = b;. Tomando b; = 5 obtemos

5 5 [0
V= = +1

2—1 2 —1
Solucao geral complexa:

) , 5 ‘

X(t)=C e Gy S
2—1 2+
Solugao geral real:
. dcost dsint
X(t) =€ 01 + CY2
2cost +sint 2sint — cost

com Cy,Cs € R.

A classificacao dos autovalores em trés casos distintos permite uma abordagem
sistematica para resolver sistemas lineares bidimensionais. Cada caso produz solugoes
com comportamentos qualitativamente diferentes, os quais sao fundamentais para a
compreensao da dinamica de sistemas modelados por tais equacoes. Para mais detalhes

sobre sistemas bidimencionais, sugerimos a leitura de [4].
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1.5 O Teorema de Existéncia e Unicidade

O Teorema de existéncia e unicidade da solugao de uma EDO é um resultado
fundamental no estudo das Equagoes Diferenciais Ordindrias, garantindo que, sob
condicoes adequadas, uma solucao nao apenas existe, mas também ¢é tnica em um
determinado intervalo. O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Picard,

estabelece condigoes que asseguram a existéncia e a unicidade da solucao de um Problema

de Valor Inicial (PVI) da forma

dx
a ~ 1) (1.2)
.Cl](to) = X

Teorema 1.5.1. Seja R uma regiao retangular do plano tx, delimitada por a < t < b

e c < x <d, que contenha o ponto (ty,xo) em seu interior. Se as fungoes f(t,x) e sua
0

deriwada parcial —f(t,x) sao continuas em R, entao existe um intervalo I, centrado em

oz

to, no qual hd uma unica funcao x = x(t) definida e que satisfaz o PVI 1.2.

Esse teorema é um dos principais resultados da teoria das equagoes diferenciais
ordindarias, pois garante que, sob hipoteses adequadas de continuidade, a solucao do

problema nao apenas existe, mas também é tinica em torno do ponto inicial considerado.
Exemplo 1.5.1. Considere o seguinte problema de valor inicial:

d:L‘_ 2/3
E—gl’

z(0) =0

Sabe-se que esse P.V.I. nao possui solu¢ao tnica. Nosso objetivo é determinar
para quais pontos do plano tx o problema correspondente apresenta unicidade de solugao.
Para isso, aplicaremos o Teorema de Existéncia e Unicidade.

Nesse caso, tem-se f(t,z) = 32%% e

of —1/3
o (t,x) =2z~ ",
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Para verificar onde o teorema pode ser aplicado, analisamos as regioes do plano
tr nas quais as funcoes f e g_w sao continuas.

Observa-se que ambas as fungoes sao continuas sempre que x # 0. Portanto,
podemos escolher qualquer regiao do plano que nao contenha a reta x = 0 para garantir
a validade das hipdteses do teorema. Em tais regioes, o problema de valor inicial possui
solucao tunica.

Assim, para o P.V.I.

dx

D 3 2/3
ar "
z(l) =1

existe uma unica solucao segundo o Teorema de Picard.

Entretanto, o ponto (0,0) pertence a reta x = 0, exatamente onde as condigdes
de continuidade deixaram de ser satisfeitas. Quando isso ocorre, o teorema nao assegura
mais unicidade, podendo existir mais de uma soluc¢ao ou nenhuma. No caso particular em

estudo, o problema

dx . 2/3
o 3
z(0) =0

nao possui solugao unica.

O Teorema de Picard, também denominado Teorema de Existéncia e
Unicidade, estabelece condigoes suficientes para garantir que um Problema de Valor
Inicial (P.V.I.) possua uma solugdo e que essa solucao seja tinica. No entanto, o teorema
nao fornece um método direto para determinar tal solugao, limitando-se a assegurar a sua
existéncia e unicidade sob determinadas hipdteses de continuidade e diferenciabilidade.

Existe ainda um resultado importante, devido a Peano, conhecido como Teorema
de Existéncia de Peano, que apresenta condicoes menos restritivas que as de Picard.
Nesse caso, requer-se apenas que a funcao f(¢,z) seja continua em uma vizinhanga do

ponto inicial (¢g, zo). Nessas condigoes, o teorema garante que o PVI

dx
E - f(t,:[‘)

I(to) = 29
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possui ao menos uma solucao local, embora nao haja a certeza de que essa solugao seja
Unica.

Quando as hipdteses do Teorema de Picard nao sao satisfeitas, pode ocorrer a
perda da unicidade ou até mesmo da existéncia da solucao.

No caso especifico das equagoes diferenciais lineares, as condigdes impostas por
Picard costumam ser automaticamente atendidas. Por exemplo, uma equacao linear de
primeira ordem da forma

a1 (t)z' + ao(t)x = g(t)

pode ser reescrita como

_ () ., g()
SN R )

Nesse caso, as condigoes do teorema sao satisfeitas sempre que as fungoes ag(t),

= f(t,x).

ay(t) e g(t) forem continuas em um intervalo I, com a;(t) # 0 para todo t € I.

De forma mais geral, para uma equacgao diferencial linear de ordem n,
an ()™ + - 4 ar ()’ + ag(t)x = g(2),

as condigoes de Picard continuam vélidas quando ag(t), ai(t), ..., a,(t) e g(t) sdo fungoes
continuas em um intervalo I, com a,(t) # 0 para todo t pertencente a 1.

Em resumo, o Teorema de Peano garante apenas a existéncia de uma solucao,
enquanto o Teorema de Picard assegura, além da existéncia, a unicidade, desde que sejam
verificadas as condigoes adicionais de continuidade da derivada parcial de f em relacao a

x.

Definigao 1.5.1. Uma aplicagao f : 2 C R x R" — R" chama-se Lipschitziana em ()
relativamente a segunda varidvel ou, simplesmente, Lipschitziana se existe uma constante

K tal que
|f(t,£L‘> _f<tay)| < K‘l‘—y‘

para todos (t, ), (t,y) € 2. Uma K nestas condi¢oes chama-se de constante de Lipschitz

de f.
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A condi¢ao de Lipschitz estabelecida na Definigao 1.5.1 é fundamental para
garantir a existéncia e unicidade de solucoes, conforme formalizado pelo classico Teorema

de Picard.

Teorema 1.5.2 (Teorema de Picard). Seja f continua e Lipschitziana em x em Q =
I, x By, onde I, ={t||[t—to] <a}leBy={x||xr—zo| <b}. Sel|f| <M emQ (isto
é |f(t,z)| < M para todo (t,x) € Q), entdo o PVI

o' = f(t,x), z(ty) = xo,

tem uma tunica solu¢ao definida em I,, com o = min{a, b/M}.

Este resultado assegura que, sob as condicoes de continuidade e localmente
lipschitz, a solucao do problema de valor inicial nao apenas existe em um intervalo
adequado, mas é também unica. A limitacdo do intervalo a a = min{a,b/M} reflete
a dependéncia entre o dominio da solucao.

Em casos onde a fungao f possui maior regularidade, pode-se obter uma versao
refinada do Teorema de Picard. O seguinte corolario explora essa situacao, semelhante ao

Teorema 1.5.1.

Corolario 1.5.1. Seja €2 aberto em R x E e seja f: Q — E continua com Dy f também
continua. Para todo ponto (to, xo) em Q existe uma vizinhanga V = I(tg) x B(xq) tal que
= f(t,x), x(ty) = xo, tem uma Unica solugao em I(ty). Além disso, o grdfico desta

solucao estd contido em V.

Demonstragao. Seja U uma vizinhanga de (o, zo) tal que f|U é Lipschitziana e |f| < M
em U. Seja a > 0 suficientemente pequeno para que V = [,(ty) x By(xg) C U, onde

b= aM. Conclui-se o argumento aplicando o Teorema 1.5.2. O]

Este corolario mostra que se a funcao f possui derivada continua, o problema
tem uma unica solucao perto do ponto inicial. Além disso, a solucao permanece dentro
da vizinhanca V' que definimos, ou seja, ela nao se afasta do ponto onde comegou durante

todo o intervalo considerado.
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Ressalta-se que todas as EDOs abordadas nos capitulos 2 e 3 deste trabalho
satisfazem as hipdteses do Teorema de existéncia e unicidade. Garantindo, portanto, a

existéncia e a unicidade das solugoes para os problemas de valor inicial considerados.




Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Continuos

Neste capitulo, abordamos o conceito de Sistema Dinamico Continuo e Sistema
Semidinamino. Além disso, sao apresentados alguns exemplos que ilustram e definem
um sistema dinamico continuo. Os tépicos desenvolvidos ao longo deste capitulo
tém fundamento nas referéncias [1] e [2]. Sugerimos a leitura dessas obras, pois
elas representam fontes fundamentais para a compreensao e o desenvolvimento mais

aprofundado dos tépicos abordados neste capitulo.

2.1 Sistema Dinamico Continuo

Para iniciar o estudo de sistemas dinamicos continuos, uma definicao precisa do
conceito pode ser encontrada em [2] e é apresentada a seguir. Para mais detalhes a respeito

de espacos métricos e topicos de topologia, sugere-se consultar o apéndice.

Definicao 2.1.1. Um sistema dinamico continuo sobre um espago métrico X, é a tripla
(X,R,7), onde a aplicagao 7 : X x R — R, no espago X, satisfazendo os seguintes

axiomas:

(i) m(z,0) = z, para todo x € X (axioma de identidade),
(i) m(m(z,t1),t2) = w(x,t1 + ta), para todo x € X e t1,t; € R (axioma de grupo),

(iii) 7 é continua (axioma de continuidade).

21
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Dado um sistema dinamico em X, o espaco X e a aplicacao 7 sao chamados,
respectivamente, de espago de fase e aplicagao de fase (ou simplesmente sistema
dindmico). Esse sistema também é frequentemente referido como fluxo, termo utilizado
para destacar o comportamento evolutivo das trajetérias ao longo do tempo.

De maneira intuitiva, podemos entender um sistema dinamico continuo como um
modelo matematico que descreve a trajetéria de um ponto x no espago de fase X ao longo
do tempo t. O axioma de identidade assegura que, no tempo zero, o sistema permanece
no estado inicial. O axioma de grupo estabelece que evoluir por um tempo t; e depois
por ty produz o mesmo resultado que evoluir diretamente por t; + t5, 0 que reflete uma
evolucao consistente e simétrica no tempo. A continuidade, por sua vez, assegura que
pequenas alteragoes no estado inicial ou no tempo de evolugao acarretam em pequenas
variagoes no estado final, prevenindo comportamentos descontinuos.

Podemos classificar os sistemas dinamicos em dois casos: quando o grupo utilizado
na aplicacao for dos nimeros reais positivos (R, ), isto é, 7 : X x Ry — X, diremos que
um sistema dinamico 7 é um semifluxo ou sistema semidinamico e se for o grupo
dos numeros inteiros (Z), isto é, 7 : X x Z — X, diremos que é um fluxo discreto ou
sistema dinamico discreto.

Para ilustrar de forma concreta a definicao de sistema dinamico apresentada,
consideremos um exemplo no qual é possivel verificar diretamente as propriedades que

caracterizam um fluxo.

Exemplo 2.1.1. Seja y € R™ um vetor fixo. Definimos a familia de aplicagoes m; : R" —
R™ por:
m(z) =x +ty, paratodote R,z e R"

Verificacao dos axiomas:
1. Identidade: mo(z) =2+ 0-y = x.

2. Grupo: Para todo t,s € R:

Ters(2) =2+ (4 8)y = (€ + sy) + ty = m(ms(2)).

3. Continuidade: A aplicacao (z,t) — x + ty é continua.
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Este fluxo descreve um movimento de translacao uniforme no espago R". Cada

ponto z desloca-se ao longo da reta definida pelos pontos x e y.

A seguir, apresentamos outro exemplo que generaliza o caso anterior, construindo

um novo fluxo a partir de dois fluxos previamente definidos.

Exemplo 2.1.2. Sejam X e Y espagos topoldgicos e

m:Rx X — X, VvV:RxY =Y

dois fluxos continuos, que denotamos por m(z) = mw(t,z) e ¥ (y) = ¥(t,y). Definimos o

fluxo produto

a:Rx (X xY)—=>XxY

por

at(xvy) = (Wt($>v¢t(y))v teR, ($,y) € X xY.

Verificacao dos axiomas:
1. Identidade: ag(z,y) = (mo(2),vo(y)) = (z,y).

2. Grupo: Para todo t,s € R:

Qptg (.’L‘, y) = (,ﬁtJrS (.1'), thrs (y))
= (m(ms(2)), Le(s(y)))
— O‘t(ﬂ—s(x)a ¢s<y>> = at<as(‘r7 y))

3. Continuidade: Segue da continuidade de m; e ;.

Dado um sistema dinamico 7 : X x R — X, podemos estudar a evolucao do
sistema de duas perspectivas complementares. A primeira consiste em fixar um instante
de tempo e observar como todos os pontos do espaco de fase evoluem até aquele momento.

Isto nos leva ao conceito de aplicacao de transicao.

Definicao 2.1.2. Para t € R fixo, chamaremos de aplicacao de transicao a aplicacao

definida como

™ X =5 X, 7'(z)=n(z,t).
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Essa aplicacao é denominada aplicagao de transicao porque expressa como cada
ponto x € X ¢é transformado pelo sistema apds transcorrer um tempo t. Em outras

palavras, ela descreve a posicao do sistema em um instante determinado.
Teorema 2.1.1. Para cadat € R, 7 é um homeomorfismo de X.

Demonstragdo. Para qualquer t € R, a transicao 7' é continua, j4 que 7 também o é.
Queremos mostrar que 7 é injetora e sobrejetora, observe que, se w(y,t) = 7(z,t), entdo

Yy = 2z, 0 que segue de

y=m(y,0) =n(y,t —t) =n(n(y,t), —t) = n(n(z,t),—t) = n(z,t — t) = 7(2,0) = z.

Mostramos que 7° é uma transicdo é injetiva. De modo andlogo, para mostrar a

sobrejetividade, seja y € X, note que

Yy = ﬂ-(y7 0) = W(yat - t) = 7T(7T(y, _t)7t) = 7T((L’,t),

existe x = m(y, —t), mostramos que 7' é uma transicao é sobrejetiva. Portanto, a transicao
¢ bijetora. Finalmente, para verificar que 7" possui inversa continua, basta mostrar que a
transicdo 7' é a inversa de 7'. Para tanto, note que, para quaisquer duas transicoes

e 7, a composicdo 7' o 7 é a transicao 7', pois, para qualquer z € X,
mtor® = w(n(x,s),t) =n(x,s+1t) =7(x,t+5)=7""(2).
Note também que a transicio 7° é a identidade, j& que para qualquer z € X,
(z) = 7(z,0) = x.
Para provar que 7' é a inversa de 7'
torn' = n(r(x,t),—t) =n(x,t —t) =7(z,0) =z

Portanto, como 7' o7t = 77" = 7%, a transicdo 7 é continua e é a inversa de 7f. [
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Esse resultado mostra que a evolugao do sistema ao longo do tempo nao altera
a estrutura topolégica do espago de fase, mas apenas realiza transformagoes continuas

dentro dele.

Proposicao 2.1.1. As transicoes ©°, onde t € R, formam um grupo comutativo, sendo

a operacao de grupo a composicao de transig¢oes.

Demonstracao. Para demonstrar que se trata de um grupo comutativo, ou seja, um grupo
abeliano, é necessario verificar o atendimento aos axiomas fundamentais: fechamento da
operagcao, associatividade, existéncia de elemento neutro, existéncia de elementos inversos

e, por fim, a propriedade da comutatividade.

1) Fechamento. Sejam s,t € R. Para todo = € X,

(7% o) (2) = 7°(7'(x)) = m(mw(x,t),s) = w(x, t + 5) = 7'5(2).

+

Logo, 7° o " = 7'™. Como t + s € R, temos que 7" é por definicio uma transicio do

sistema, o que estabelece a propriedade de fechamento.

2) Associatividade. Para quaisquer r,s,t € R e para todo z € X, temos

("o (n* o x"))(w) = 7" ((x* o 7')(x)) = #"(x* (7' (2))) = m(w(r(x,1),5),7)

=n(m(x,t+s),r)=n(x,(t+3s)+7r)=m(z,r+s+t) =" (x).

Por outro lado:

(7" om*) om')(z) = (x" o m*)(w'(2)) = =" *(x'(x))

=n(n(z,t),r+s)=n(x,t+ (r+s) =n(z,r+s+t)=7"""(z)

Logo,

"o <7TS o 7Tt) — 7Tr+s+t — (7_‘_7“ o 71'5) o 7_{_t’

o que estabelece a associatividade.
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3) Elemento identidade. Para ¢t = 0, temos

™(z) = 7(z,0) =2, Vre X.

0

Portanto, 7° é o elemento neutro do grupo.

4) Inverso. Para todo t € R e para todo z € X, temos:
(' on™)(z) = 7'(x 7" (x)) = n(n(x, —1),t) = w(w,~t +1) = 7(,0) = 7°(x)

(r " o) (z) = 7 (' (2)) = w(n(x,t), —t) = 7(x,t + (—t)) = 7(x,0) = 7°(z)

t

Logo, ton =7 e 7t ot = 7%, portanto

(7))t =na"t

é o elemento inverso de 7' no grupo.

5) Comutatividade. Para quaisquer s,t € R,
(m° o) (z) = m(m(x,t),s) = w(x,s +1) =7 (z) = 7" (z) = n(x,t + 5)

=n(n(z,s),t) = (7' o 7*) ().
Portanto, 7% o 7t = 7* o 7. O

A proposicao mostra que o conjunto das transicoes {7’ : ¢ € R} possui uma
estrutura algébrica bem definida, satisfazendo as propriedades de um grupo. Para mais
detalhes sobre grupos, sugerimos a leitura de [6]. Além disso, como a composi¢ao é
comutativa, ou seja, é um grupo abeliano, tal estrutura reflete a ideia de que as transicoes
no tempo podem ser realizadas em qualquer ordem sem alterar o resultado final. Essa
propriedade é fundamental em sistemas dinamicos continuos, pois garante consisténcia na
evolugao temporal das trajetérias.

A segunda perspectiva para analisar um sistema dinamico consiste em fixar um
ponto inicial x no espaco de fase e estudar sua trajetoria completa ao longo do tempo.

Esta abordagem nos leva ao conceito de movimento.
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Definicao 2.1.3. Para um z € X fixo, define-se o movimento através de x como
T R— X, m(t) =mn(z,t).

Sobre movimentos segue a proposicao abaixo.
Proposicao 2.1.2. Para qualquer x € X e [a,b] C R, o conjunto 7(x,[a,b]) é compacto.

Demonstrac¢ao. Ou seja, para qualquer = € X, [a,b] C Ret € [a,b], 0 conjunto 7 (zx, [a, b])
é compacto. Sejam 7, : R — X continua e [a,b] C R compacto. Dada uma cobertura

aberta 7 (z, [a,b]) C U A,, obtemos a cobertura aberta

la,0] € [ 7" (A,

pois 7, continua implica 7, '(A)) aberto, e se t € [a, b], entdo m,(t) € A, para algum ),

logo t € 7, (A,). Da qual extraimos uma subcobertura finita
[a,0] € 77 H(Ax) U U (A

(Toda cobertura aberta de um conjunto compacto admite uma subcobertura finita).
Assim,

m(x,[a,b]) Cw(n H(Ay)) U---Unr(r 1 (Ay,)) C A, U---UA,,.
Logo, 7(x, [a,b]) é compacto. O

Essa proposicao assegura que a imagem de um intervalo de tempo finito sob a
aplicagao de transicao mantém a propriedade de compacidade.

Apoés estabelecer as propriedades fundamentais dos fluxos e das aplicagoes de
transicao, passamos agora a analisar como tais conceitos se manifestam em sistemas

dinamicos continuos gerados por solugoes de equacoes diferenciais.

2.2 Fluxos gerados por solucoes de EDOs

Alguns sistemas dinamicos continuos surgem como solugoes de equagoes

diferenciais. Neste tdépico, apresentamos exemplos fundamentais que ilustram esta
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conexao, incluindo: as solugoes de equacoes diferenciais ordindrias autonomas e a analise
de sistemas dinamicos autonomos lineares.

Neste contexto, o teorema de existéncia e unicidade para EDOs garante a
existéncia de um fluxo, estabelecendo uma ponte essencial entre a teoria de sistemas
dinamicos e equagoes diferenciais.

Por praticidade de notacao, em diversas passagens deste trabalho adotaremos a
escrita m(x,t) = m(z), que se mostra mais conveniente para simplificar a resolugao e

apresentacao dos calculos.

Exemplo 2.2.1 (Equagoes diferenciais auténomas). Seja v : W — R" um campo
de vetores de classe C' em um conjunto aberto W C R". Para cada x € W, considere o

problema de valor inicial (PVI)

(2.1)

Seja ¢(z,t) a tnica solugdo do PVI (2.1) (sendo assim, ¢(x,0) = x) e considere
I, = (ag, B:) o intervalo de definigdo dessa solugao, de acordo ao teorema 1.5.1. Cabe
mencionar que a unicidade de solucao local para qualquer problema de valor inicial
envolvendo a equacao z’ = v(x) é garantida pela condicao v € C.

Defina D = {(z,t) e W xR :te€ I} em: D — W pondo 7(z,t) = ¢(x,t).

Afirmagao: 7 é um fluxo em W.

Com efeito,
(i) m(z,0) = ¢(x,0) = z, para todo z € W.
(ii) Vejamos que w(m(z,7),t) =7(x,t+7), 7T € [y et € Lz r).
Sejam 7 € I, e t € I . Note que

w(m(z,7),t) = d(o(x,7),t) e w(x,t+7)=0¢(x,t+ 7).

Sejam

0i(t) = o(d(x,7),1) e a(t) = o(a, 1 +7).
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Veja que 1 e 1y sao solucoes do PVI

Portanto, segue da unicidade de solugao que, 11(t) = 11(t), ou seja,

¢(¢($’7—)>t) = qb([E,t—l— T)'

Logo,
m(m(z,7),t) = m(x, t + 7).

(iii) Como v € C*, 7(z,t) é continua.

Para ilustrar concretamente essa construcao, considere o caso elementar, o campo

linear v(z) = z, cujo fluxo pode ser calculado explicitamente.

Exemplo 2.2.2. Seja a equagao autonoma

r=x
Temos que a solucao dessa equacao é

dx

— =

dt

dx

— =dt

x

dx
[ = [

x
In|lz|=t+c
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z(t) = Ce'

Dada a condigao inicial z(0) = x¢, temos:

z(0) = Ce°
Logo,
2(t) = woe’

Seja 7 o fluxo da equacdo z(t) = zpe’, entdo:
(i) 7(wo,0) = mpe" = z9e? = x¢;
(i) m(m(xo,t),s) = w(woe’, s) = woe'e® = woe'™* = m(x0,t + 5);
(iii) m(zo,t) é continua em xq e ¢;

Portanto, temos que a equacgao diferencial autonoma dada, define um sistema
dinamico (fluxo). A seguir, apresentamos alguns exemplos de solugoes de equagoes
diferenciais ordinarias de segunda ordem. Esses exemplos ilustram como o comportamento

das solucoes pode ser interpretado a partir das propriedades do sistema.

Exemplo 2.2.3. Encontraremos o fluxo associado & x” + 4z = 0.

A equacao caracteristica associada é

cujas raizes sao:

r = +2i.

A solucao geral para uma equacao com raizes complexas r = « &+ i é dada por:

z(t) = €™ [cy cos(Bt) + icy sin(St)] .
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No nosso caso, « =0 e g = 2, logo:
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x(t) = ¢y cos(2t) + icy sin(2t).
Dada a condicao inicial:

x(0) = xo,
temos:

z(0) = ¢; cos(0) + ica sin(0) = ¢; = xy.
Para determinar ¢y, derivamos x(t):

2'(t) = —2¢; sin(2t) + 2icy cos(2t).

Assumindo z'(0) = zj, obtemos:

2'(0) = 2icy = vy

Co = — .
Logo

/
x(t) = xo cos(2t) + i? sin(2t)

/
= x(t) = xocos(2t) + %o
i

i sin(2¢)

/

2'(t) = —2xo sin(2t) + 2@% cos(2t)

= 2/(t) = —2xgsin(2t) 4+ x( cos(2t).
Fluxo: Seja m(zo, z5) = (2(t),2'(t)), entao:
/
m(xo, Ty) = (ZBO cos(2t) + o sin(2t), —2xq sin(2t) + COS(21€)) :
Verificando os axiomas:

1. Axioma de Identidade:

Queremos provar que: (g, 2y) = (xo, ()

/
mo(To, ) = (xo cos(0) + % sin(0), —2z¢ sin(0) + COS(O)) = (z0, x)
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2. Axioma de Grupo:
Queremos provar que: mg(m (2o, 24)) = Tere(T0, 24)

Seia. (4o ) = (0. ) |

Yo = xg cos(2t) + % sin(2t)
Yo = —2x0sin(2t) + x5 cos(2t).

Aplicando 7:

/

7s(Y0, Yo) = <yo cos(2s) + % sin(2s), —2yo sin(2s) + yj cos(23)) .

/
Primeira Componente: o cos(2s) + % sin(2s)

— {:po cos(2t) + %6 Sin(2t)} cos(2s) + % [—2x¢ sin(2t) + xj cos(2t)] sin(2s)

/ /

= x cos(2t) cos(2s) + % sin(2t) cos(2s) — xq sin(2t) sin(2s) + % cos(2t) sin(2s)

/

= xg [cos(2t) cos(2s) — sin(2t) sin(2s)] + % [sin(2t) cos(2s) + cos(2t) sin(2s)] .

Usando as identidades trigonométricas:
cos(2t) cos(2s) — sin(2t) sin(2s) = cos(2t + 2s) = cos(2(t + s))

sin(2t) cos(2s) + cos(2t) sin(2s) = sin(2t + 2s) = sin(2(t + s)).

Obtemos:

/ /

Yo cos(2s) + % sin(2s) = xg cos(2(t + s)) + % sin(2(t + s)).

Segunda Componente: —2yq sin(2s) + y;, cos(2s)

/

= —2 |xgcos(2t) + % sin(2t) | sin(2s) + [—2xq sin(2t) 4 xp cos(2t)] cos(2s)

= —2xq cos(2t) sin(2s) — x( sin(2t) sin(2s) — 2z sin(2t) cos(2s) + xj cos(2t) cos(2s)

= —2x [cos(2t) sin(2s) + sin(2t) cos(2s)] + g [cos(2t) cos(2s) — sin(2t) sin(2s)] .
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Usando novamente as identidades trigonométricas, obtemos:
—2yo8in(2s) + y; cos(2s) = —2xqsin(2(t + s)) + xg cos(2(t + s)).

Portanto

/

s (m (o, 2g)) = (l’g cos(2(t +s)) + % sin(2(t + s)), —2xosin(2(t + s)) + xg cos(2(t + s)))

= Tsrt(To, 4.

3. Axioma de Continuidade:
A fungdo my(xg,z;) é continua em t, xy e x;, pois é composta por fungdes

trigonométricas (seno e cosseno) que sao continuas em toda a reta real.

Exemplo 2.2.4. Encontraremos o fluxo associado a " — 52" + 6z = 0.

A equacao caracteristica associada é
2 —
r°—95r+6=0,

cujas raizes sao: r; = 3, ro = 2. A solugdo geral para uma equagao com raizes reais
distintas ¢é

z(t) = 1’ + cpe®.

Dadas as condigoes iniciais:

temos

.I'(O) =1 + ¢ = Xy,
7' (t) = 3c1e® 4 2coe* = 2'(0) = 3¢y + 2¢5 = ).

Resolvendo o sistema:

1+ Cc2 =X

3c1 + 2¢o = 1y
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Temos que

c1 = xy — 2x0.
c2 = 3o — T
Substituindo em z(t) e z'(t)
z(t) = (3w — xp)e® + (zf — 2x0)e™.
o' (t) = 2(3xg — xp)e* + 3(x) — 2m0)e® = 2/(t) = (6w — 2xf)e* + (3w, — 6xp)e™.
Logo, o fluxo é dado por

mi(zo, 1) = ((Bxo — ap)e™ + (xf) — 2x0)e™, (69 — 2()e* + (3xf — 6xp)e™) .

Verificacao dos axiomas:

1. Axioma de Identidade:
7o(zo, 2g) = ((Bzo — xp)e” + () — 2x9)e’, (620 — 22))e” + (3z(, — 6x0)e”) .

(3o — xg) + (x5 — 2x0) = o, (6xg — 225) + (325 — 6x9) =

Logo,

7o (2o, ) = (2o, 7).

2. Axioma de Grupo:

ms(e(wo, 7)) = Tapa(20, 20)-

De fato, seja (yo, yy) = m(z0, xp), isto é:
Yo = (3zg — f)e* + (zf — 220)e™,

yh = (620 — 27))e* + (3z) — 620)e™.
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Aplicando m,:

Ts(Yo, o) = ((3yo — yp)e® + (vh — 2y0)e™, (6yo — 2y)e™ + (3yo — 6yo)e™) .

Substituindo yo e ¥, e usando as propriedades das exponenciais e*e** = e21H3) ¢ te3s =

3(t+s

e ) , obtemos:

75 (my (o, 23)) = ((3330 — xg)ez(t“) + (xy — 2330)63(t+5), (620 — 2;1:6)62(t+3) + (3xy — 6$0)63(t+8)) ,

Ou seja,

7Ts(7Tt(3707 1’6» = 7Ts+t<x07 l’i))

3. Axioma de Continuidade:

As componentes de (g, ry) sao combinagoes lineares de fungoes exponenciais
(e* e ™), que sdo continuas em toda a reta real. Logo, (o, xy) é continua em ¢, xq e
.

Agora, apresentamos exemplos de solugoes de sistemas de equacoes diferenciais.
Estes exemplos ilustram como o comportamento dinamico do sistema pode ser analisado
a partir da interagao entre suas variaveis. Serao contemplados os trés casos fundamentais

para sistemas lineares: autovalores reais e distintos, autovalores repetidos e autovalores

complexos.

Exemplo 2.2.5. Seja o sistema linear autonomo:

x = Ax,
onde A é uma matriz 2 x 2 com autovalores reais distintos A;, Ay e autovetores
correspondentes vy, vy linearmente independentes.

A solucao geral é:

x(t) = e;vieM! + cyvaett

Dada uma condicdo inicial x, € R?, os coeficientes ¢1, ¢, sdo determinados de forma tnica
por:

Xg = C1V] + CaVa.
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1. Axioma da identidade:
m(x0,0) = X para todo x, € R?.

De fato,

A2-0

7T(X0, O) = 01V1€>\1.0 + covae = C1V] + CoVa.

Pela definicao de ¢y, ¢o, temos

C1V1 + CaVy = Xj.

Portanto,

(%0, 0) = xo.

2. Axioma de grupo:
m(m(xo,t),8) = m(x0,t + ) para todo xo € R* e t,s € R.

Seja:

Art Aot
y = (X0, t) = c1vie™" + covae™?'.

Para calcular 7(y, s), expressamos y na base {vy, va}:
y = C1V1 + V.

Os coeficientes de y na base de autovetores sao:

¢ = cle’\lt, Cy = CQe’\2t.

Evoluimos y por um tempo s:

~ A ~ A
7(y,s) = ¢1vie™t® + Gavae™?.

Substituindo ¢;, éo:

A

m(y,s) = cie™vieM® + cpetvyet?s,
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Simplificando:

7(y, s) = cvie ) 4 pvye2ths),

Esta é exatamente a definigdo de m(xg,t + s). Portanto:
m(m(xg,t),s) = m(Xg,t + 5).

3. Axioma de continuidade:
A fungdo 7 : R* x R — R? é continua em (x¢,t). Logo, 7 é continua em (o, t).
Os trés axiomas de sistema dinamico continuo estao verificados para o fluxo
gerado pela solucao geral de x' = Ax com autovalores reais distintos. Portanto, a solucao

desse sistema define um sistema dinamico.

Exemplo 2.2.6. Seja o sistema linear auténomo:

onde A é uma matriz 2 X 2 com autovalores reais repetidos \; = \o. A solucao geral é
dada por:

x(t) = eyve + co(vt + w)eM,

onde v é o autovetor e w é um autovetor generalizado satisfazendo (A — A\)w = v.
Dada a condicdo inicial xo € R?, os coeficientes ¢, ¢; sdo determinados por:

Xy = C1V + CoW.
Portanto, o fluxo é definido por:

T(x0,t) = crveM + co(vt + w)e.

1. Axioma da Identidade:

Parat =0:

0

7(x0,0) = c1ve’ + co(v- 0+ w)e’ = ;v + cow.
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Mas, por defini¢ao de ¢y, ¢o, temos xg = ¢;v + cow. Logo:
(%0, 0) = Xo.

2. Axioma de Grupo:
Seja:

y = 7(X0,t) = crveM + cy(vt + w)e.
Reescrevendo y na base {v,w}:
y=v [cle’\t + CQte)\t} +w [026’\'5] .
Portanto, as coordenadas de y sao:
¢ = ceM + cgte)‘t, Gy = coe.
Agora calculamos 7(y, s):
As

m(y,s) = é1ve™ + G(vs + w)e

Substituindo ¢, ¢o:

m(y,s) = [c1e + coteM | ver + e (vs + w)e

= 01Ve>\(t+5) + CQtV@A(t+S) + CQSVG)\(H-S) + CQWG/\(H_S)
= ClVeA(tJrs) + CQV(t + S)GA(tJrs) + 02W6)‘(t+5)

_ Clve)\(tJrs) + Cg[V(t + 8) + W]e)‘(tJrS).
Esta ultima expressao é exatamente 7(xo,t + s). Portanto:
7(m(xo,t),s) = m(xg,t + 5).

3. Axioma de Continuidade:

A funcdo 7 : R* x R — R? ¢ continua em (x,t). Logo, 7 é continua em (xq, ).
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Os trés axiomas de sistema dinamico continuo estao verificados para o fluxo
gerado pela solucao geral de x’ = Ax com autovalores reais repetidos. Portanto, a solucao

desse sistema define um sistema dinamico.

Exemplo 2.2.7. Seja o sistema linear autonomo:

onde A é uma matriz 2 X 2 com autovalores complexos A = a+if ( # 0) e autovetores

complexos correspondentes u + iv. A solugao geral real é dada por:
z(t) = e [e1(cos(Bt)u — sin(Bt)v) + co(sin(Bt)u + cos(Bt)v)],
onde ¢1, ¢y € R sdo determinados unicamente pela condico inicial z, € R
Ty = C1U + CoU.

Verificando os axiomas:

1. Axioma da identidade:
m(xg,0) = 7y para todo zy € R?.
De fato,
7(20,0) = €% [c1(cos(0)u — sin(0)v) + ca(sin(0)u + cos(0)v)] = cru + cv.

Pela definicao de ¢y, ¢o, temos:

C1uU 4 Ccov = xg.

Portanto:

(0, 0) = xo.

2. Axioma de grupo:

m(m(xo,t),8) = w(x0,t +5) paratodo xg € R®et, s € R.
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Seja:

y = m(wo,t) = e [e1(cos(Bt)u — sin(St)v) + co(sin(Bt)u + cos(Bt)v)] .

Reescrevemos y na mesma forma da solugao geral:

y = e [Gru + Cov]

onde

¢1 = c1 cos(ft) + casin(ft), Co = —cysin(ft) + cp cos(St).

Agora evoluimos y por um tempo s:

(y, s) = e** [¢1(cos(Bs)u — sin(Bs)v) + é(sin(Bs)u + cos(Hs)v)] .

Substituindo ¢;, ¢o:

7(y,s) = e** [(c1 cos(Bt) + cosin(5t))(cos(Bs)u — sin(Ss)v)
+ (—c1sin(Bt) + o cos(5t)) (sin(Bs)u + cos(Bs)v)] .

Agrupando os termos em u e v:

Coeficiente de u:

(¢1 cos(Bt) + casin(ft)) cos(8s) + (—cq sin(ft) + o cos(ft)) sin(Bs)

= cycos(B(t+ s)) + cosin(B(t + s)).

Coeficiente de v:

—(c1 cos(Bt) + cosin(ft)) sin(Bs) 4+ (—cq sin(St) + co cos(5t)) cos(Bs)

= —cysin(B(t + s)) + cacos(B(t + s)).
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Portanto,
7(y, s) = e[y (cos(B(t + 5))u — sin(B(t + 5))v) + ca(sin(B(t + s))u + cos(B(t + 5))v)]

= 7(xg,t + s).

3. Axioma de continuidade:

A funcdo 7 : R? x R — R? é continua em (x,t), pois é composta por funcoes
exponenciais, trigonométricas e lineares, que sao continuas. Logo, 7 é continua.

A solugao do sistema com autovalores complexos satisfaz todos os axiomas de um

sistema dinamico continuo.

Exemplo 2.2.8. Considere o sistema de equacgoes diferenciais

o qual pode ser escrito de forma matricial como

X' =AX, A=

Para determinar a solucao geral, iniciamos encontrando os autovalores e autovetores da
matriz A:

—A -1
det(A — \I) = =M4+1=0 = \=di.

Para A\ = i resolvemos

. - —1 a 0
(A—il)v=0 = =
1 — b 0
Da primeira equagao temos —ia — b = 0, logo b = —ia. Assim, um autovetor associado a
A=1¢é
1

V1 =
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Para A = —i, resolvemos

. 1 —1 c 0
(A+il)jv=0 = =
1 1 d 0
A primeira equagao fornece ic —d = 0, ou seja, d = ic. Um autovetor associado a A = —i
é
1

Vo =
A solucao geral pode ser escrita como
X(t) = avie™ + cvge ™.

Usando as relacoes

" = cos(t) + isin(t), e " = cos(t) — isin(t),
obtemos
cost +isint cost —isint
X(t)=a +c
—i(cost + isint) i(cost —isint)

Efetuando as operacoes:

acost +iasint + ccost —icsint
X(t) =
—aicost +asint + ctcost + csint

Agrupando termos reais e imaginarios, define-se

Ci=a+ec, Cy=a—c,

e a solugao real assume a forma conhecida:

cost sint
X(t) == Cl + 02
sint —cost
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Utilizando o problema de valor inicial X (0) = (zo,yo), temos

1 0 Cl To
X(0) = C, + G = =
0 -1 —CY Yo
Logo,
Ch = xo, Cy = —1o.

Assim, a solugao particular é

ToCOSt — ygsint
X(t): 0 Yo
Tosint + ygcost

Definindo o fluxo:

Tocost — ypsint
(%o, Yo) =
Tosint + yocost

1. Axioma da identidade:

2o cos0 — ypsin0
7T0(9007yo) = = (wo,yo)-
2 sin 0 4 yo cos 0

2. Axioma de Grupo:

Queremos verificar que, para todo (zg,%) € R* e para todos t,s € R, vale

7Ts(7Tt(3Co, yo)) = 7Tt+s(x07 yo)-

Recordemos que

ZTocost — ypsint
(0, Yo) =
Tosint + yocost

Seja
(X,Y) =m0, 90) = (xo cost — ypsint, xgsint + yo cos t).
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Aplicando 7 ao ponto (X,Y)

Xcoss—Ysins
(X, Y) =
Xsins+ Y coss

Substituindo X e Y explicitamente:

(xgcost —ygsint)coss — (zgsint + yo cost)sin s
ms(mi (20, o)) =
(xgcost — yosint)sins + (zgsint + yo cost) cos s

Agora vamos expandir e organizar cada coordenada separadamente.

Primeira coordenada:

(xgcost — yosint) cos s — (zgsint + yo cost) sin s
= xpCostcoss — Ypsintcos s — xpsintsins — yy costsin s

= zo(costcoss —sintsins) + yo(—sint coss — costsin s).

Usamos agora as identidades trigonométricas:

cos(t + s) = costcoss — sintsin s,

sin(t + s) = sint cos s + costsin s.

Logo,

—sin(t 4+ s) = —sintcos s — costsin s.

Assim, a primeira coordenada torna-se:

xgcos(t + s) — yosin(t + s).

Segunda coordenada:

(xgcost — ygsint)sin s + (zgsint + yo cost) cos s
= xgcostsins — ypsintsin s 4+ xgsint cos s + yo cost cos s

= xo(costsins +sint coss) + yo(—sintsins + cost cos s).
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Fazendo uso das mesmas identidades, obtém-se que a segunda coordenada assume a forma:

xosin(t + s) + yo cos(t + s).

Assim obtivemos:

xocos(t + s) — yosin(t + )
ms(me(20, Y0)) =
zosin(t + s) + yo cos(t + s)

Mas esta é exatamente a definigdo de m;1s(zo, Yo):

xg cos(t + 8) — yosin(t + )
Tivs(To, Yo) =
zosin(t + s) + yo cos(t + s)

7s(me (20, Y0)) = Ters(To, Yo)

3. Axioma de continuidade:
O fluxo (g, yo) é dado por fungoes que sdo combinagdes lineares em g, yo com
coeficientes cost e sint, que sao fungoes C*° em ¢. Logo, m é continuo (e até C*°) em
2
(t,xo,yo) € R x R“.

Portanto, o sistema definido por

constitul um sistema dinamico continuo.

Exemplo 2.2.9. Considere o sistema de equacoes diferenciais

o qual pode ser escrito de forma matricial como

X'=AX A=

Y
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Encontrando os autovalores e autovetores da matriz A, temos:

1
det(A — X)) = =M-1=0 = A=+l
J )

Para A = 1 resolvemos
(A-Tv=0 = =

Da primeira equagao temos —a + b = 0, logo b = a. Assim, um autovetor associado a

A=1¢

1
v =

1
Para A = —i, resolvemos

11 c 0

(A+IHHv=0 = =

11 d 0
A primeira equagcao fornece ¢+ d = 0, ou seja, d = —c. Um autovetor associado a A = —1
é

1

Vg =

-1

A solucao geral pode ser escrita como
t —t 1 t 1 —t
X(t) = avie’ + cve™" = a e +c e "
1 -1
Efetuando as operacoes:
ae’ +ce
X(t) =
ae’ —ce™?

Renomeando as constantes a = C7, ¢ = Cs, temos a forma
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Utilizando o problema de valor inicial X (0) = (zo,yo), temos

1 1 Cl -+ CQ Zo
X(0)=0C + = =
1 —1 Cl — CQ Yo
Logo,
Cl + 02 = T,
C1 — Cy = yo.
Resolvendo o sistema:
_ _ To+ Yo _ Ty — Yo
201 =z0+yo=C1 = 5 20y =20 —yo = Cy = 5
Assim, a solucao particular é
—t
Ty + € Ty — e
X(t) _ To Yo 4 0— Yo ’
2 el 2 et
ou seja,
T '2f' Yo " Zo ; Yot
X(t) =
Lo+ Yo o _ To = Yo
2 2

Definindo o fluxo

5 CtT g ¢ 2

o + Yo To— Yo _; To+ Yo To— Yo _
ﬂt(xo,yo):( t et et — e t).

1. Axioma da identidade:

2 2 2 2

o + To — o + To —
7To(il‘oyyo):(o yO"‘ ot T T y()):(Io,yo)‘

2. Axioma de grupo: Queremos mostrar que

7Ts(7Tt(l‘o7 yo)) = 7Tt+s($0, yo)‘
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Seja
To+ Y To— Yo _; To T+ Y To— Yo _
wt<xo7yo>:( o Lo T Dot To i, t)zom
Entao
X+Y X-Y X+4Y X-Y
WS(X,Y):< ;— e’ + 5 e’ ;— e’ — 5 e_5>‘

Substituindo X e Y explicitamente, temos:
X+Y = (zog+wo)e!, X—-Y = (xg—1yo)e "

Logo,

(o + yo)e o
2 2

o, ) =

+ - + _
_ (xo : Yo t+s 20 _ Yo e~ (t+9) %eﬂrs — %e(t”)) = Ti4s(T0, Yo)-

3. Axioma de continuidade:
O fluxo m(zo,y0) é dado por fungdes que sdo combinagoes lineares em g, yo

com coeficientes e! e et

, que sao fungoes C*° em t. Logo, m é continuo (e até C°°) em
(t,20,10) € R x R2.

Portanto, o sistema definido por

=y, Y=z

constitui um sistema dinamico continuo.

Em alguns casos, as solucoes de equacgoes diferenciais podem apresentar
comportamentos que impedem sua definicao para todos os valores de t. O exemplo a
seguir ilustra essa situacao, motivando a necessidade de adaptar a definicao de sistema

dinamico.

Exemplo 2.2.10. Seja a equacao autonoma
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Resolvendo essa equagao, temos que:

dx 9
d—t—l'
dx

—=t+C
——=t+C
x
—=—-t+C
x
1
Tr =
—t+C
1
t) =
" ="=773
Dada a condigao inicial z(0) = x¢, temos:
1
0)=——
"0 =57
1
0) =—=
"0) = 2
1
0: = —
z(0) =z 8
C=—
Lo
Logo,
1
t_
x(t) i1 L
o
Zo
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x
Considere zy = x (apenas para simplificar a notacdo) e defina w(x,t) = gt
—x
Verifiquemos os axiomas:
x x
() na,0) = o =¥ =
(i) (e 1)) = m(——s) = = = L .
T\ s 5 =TT y = = = — — =
1—xt l—t2s l—atl—iirs 1—xtisties
T T T
=m(z,t+ 3);

l—zt—zs 1—(xt+xs) a 1—z(t+s)
1
(iii) mw(z,t) é continua para todo t # —.
T

Analisando os itens i e ii, verificamos que os axiomas de identidade e de grupo
sao satisfeitos. No entanto, em relacao ao axioma de continuidade, a solucao nao é
continua para todo ¢, uma vez que apresenta uma descontinuidade em t = i Portanto,
nesses casos, considera-se uma definicao modificada de sistema dinamico, a qual pode ser

encontrada de forma detalhada no trabalho de George R. Sell, [10].




Capitulo 3

Conceitos qualitativos de Sistemas

Dinamicos Continuos

Neste capitulo, sao apresentados os fundamentos tedricos que sustentam a andlise
qualitativa de sistemas dinamicos continuos. O estudo concentra-se na compreensao das
principais estruturas que caracterizam o comportamento assintotico desses sistemas, os
conjuntos e trajetorias invariantes, pontos criticos e o método de se¢es de Poincaré. A
exposicao desses topicos tem como base as referéncias [1] e [2], que fornecem o suporte
tedrico necessario para o desenvolvimento deste trabalho, sugere-se entao a leitura dessas

obras.

3.1 Conjuntos e Trajetorias Invariantes

Para um estudo qualitativo de sistemas dinamicos continuos, o conceito de

conjuntos invariantes é fundamental. Seguindo [2], sua definigao é apresentada a seguir.

Definig¢ao 3.1.1. Um conjunto M C X é chamado invariante sempre que
mw(x,t) € M paratodo z € M e todo t € R. (3.1)

Ele é chamado positivamente invariante sempre que (3.1) vale com R

substituido por R*, e é chamado negativamente invariante se o mesmo vale com R

o1
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substituido por R™. Um conjunto M C X é invariante se, e somente se, ele é ao mesmo
tempo positivamente e negativamente invariante.
Para ilustrar essa definicao, considere o seguinte sistema dinamico definido pela

solugao de uma equacao diferencial ordindria autonoma.

Exemplo 3.1.1. Considere o sistema dinamico definido pela solucao da seguinte equagao

diferencial ordinaria autonomas:

Este sistema possui um tnico ponto de equilibrio (1.2.2) em z = 0, pois 2’ = 0
quando z = 0. A solucdo geral do sistema para uma condigao inicial z(0) = o é dada
por:

x(t) = ze .

Seja M = {0} C R. Para qualquer = € M, tem-se x = 0. Logo, para todo t € R,
z(t)=0-e'=0€ M.

Portanto, a trajetoria que inicia em x = 0 permanece em M para todo t € R,
satisfazendo a condigao (3.1). Assim, M ¢é um conjunto invariante.

Além disso, note que:
e M ¢é também positivamente invariante, pois z(t) = 0 € M para todo t > 0.
e M é negativamente invariante, pois z(t) = 0 € M para todo ¢t < 0.

A seguir, os teoremas exibem algumas propriedades de tais conjuntos.

Teorema 3.1.1. Seja {M,cr} uma cole¢io de subconjuntos de X que sao positivamente
mvariantes, negativamente invariantes ou invariantes. Entao, sua interse¢ao e sua uniao

tém a mesma propriedade.

Demonstragao. Para fixar nossas ideias, suponha que os conjuntos M; sejam positivamente

invariantes. Seja M’ = U M; e M" = ﬂ M;. Para qualquer x € M’', temos x € M; para
el el
algum 4. Assim, 7w(x,t) € M; para todo t € R, uma vez que M; é positivamente
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invariante. Portanto, de fato w(z,t) € M’ para todo t € RT, j& que M" D M;; M’
¢, pois, positivamente invariante. Agora, seja x € M”. Entao z € M, para todo i
e, pela invariancia positiva de cada M;, w(x,t) € M; para cada i e cada t € R". Logo,
m(x,t) € ﬂ M; = M" para cadat € RT e M"” é positivamente invariante. A demonstracao
para o Calsecf em que os conjuntos M; sao negativamente invariantes é analoga, bastando
substituir ¢ € R™ por t € R~ em todo o argumento. Finalmente, se os conjuntos M;
sao invariantes, isso significa que sao simultaneamente positivamente e negativamente

invariantes. Pela aplicacao sequencial dos dois casos anteriores, conclui-se que tanto a

uniao M’ quanto a intersecao M” serao também conjuntos invariantes. O

O Teorema 3.1.1 garante que, dada uma cole¢ao de conjuntos todos com o mesmo
tipo de invariancia (positiva, negativa ou total), tanto sua unido quanto sua intersegao
mantém essa mesma propriedade de invariancia. Esse fato é fundamental para o estudo
qualitativo de sistemas dinamicos, pois permite construir novos conjuntos invariantes a
partir de outros ja conhecidos. Um resultado complementar importante, que veremos a
seguir, mostra que a propriedade de invariancia também é preservada quando se considera

o fecho topolégico de um conjunto.

Teorema 3.1.2. Seja M C X positivamente invariante, negativamente invariante ou

invariante. Entdo o fecho M tem a mesma propriedade.

Demonstracdo. Considere o caso de invariancia. Seja z € M e t € R. Entdo existe
uma sequéncia {x,} em M tal que x, — z. Pela invariancia de M, temos 7(x,,t) € M
para cada n. Como 7 é continua (em particular, continua na primeira variavel), temos
m(x,,t) — w(x,t) e w(x,t) € M. Assim, M é invariante. A demonstracio para os
casos de invariancia positiva e negativa ¢é inteiramente andloga aquela apresentada para
a invariancia completa. A tnica modificacdo necessaria reside no parametro t: para

invariancia positiva, toma-se t € R, e para invariancia negativa, t € R™. O

O teorema demonstrado estabelece que a propriedade de invariancia se preserva
ao tomarmos o fecho de um conjunto. Este resultado é fundamental, pois nos permite
estender conclusoes sobre conjuntos invariantes para seus respectivos fechos. O resultado

a seguir mostra que existe uma relagao direta entre um conjunto e seu complemento no
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que diz respeito a invariancia. Veremos que a invariancia positiva de um conjunto equivale

a invariancia negativa do seu complemento.

Teorema 3.1.3. Um conjunto M C X € positivamente invariante se, e somente se, o

conjunto X — M € negativamente invariante. M € invariante se, e somente se, X — M €

mvariante.

Demonstracao. Seja M positivamente invariante. Se x € X — M et € R™, entao devemos
mostrar que 7(z,t) € X — M. Suponha que nao. Entao w(x,t) € M e, como —t € R,
temos

m(m(z,t),—t) =m(z,t —t) =w(x,0) =2 € M,

pela invariancia positiva de M. Esta contradicao mostra que X — M ¢é negativamente
invariante. A prova da reciproca é inteiramente analoga. A prova do segundo resultado
decorre do primeiro: se M ¢ invariante, entao ¢ positivamente e negativamente invariante.
Pelo primeiro resultado, X — M é negativamente invariante (devido a invariancia positiva
de M) e positivamente invariante (devido a invariancia negativa de M). Portanto, X — M

é invariante. A reciproca é andloga, trocando M por X — M. O

Este resultado nos permite transferir propriedades entre um conjunto e seu
complemento. O proximo teorema aborda especificamente o comportamento da

invariancia na fronteira e no interior de conjuntos.

Teorema 3.1.4. Seja M C X invariante. Entdo, também sdo invariantes sua fronteira

Front(M) e seu interior Int(M). O reciproco € vdlido sempre que M for aberto ou

fechado.

Demonstragao. Se M é invariante, entao X — M também ¢é invariente pelo Teorema 3.1.3.

Consequentemente, tanto M quanto X — M sdo invariantes pelo Teorema 3.1.2. Assim,
Front(M)=MNX — M
¢é invariante pelo Teorema 3.1.1, e

Int(M)=X-X— M
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¢ novamente invariante pelo Teorema 3.1.3.
Para o reciproco, afirmamos que se Front(M) é invariante, entao Int(M) também
o é. De outro modo, existiriam = € Int(M) e t € R tais que 7(z,t) ¢ Int(M). Como o

conjunto (assuma, por conveniéncia, t > 0)

m(x, [0,1])

é conexo (como 7, : R — X ¢é continua e [0, ¢] é conexo, sua imagem m(z, [0,t]) é conexa),
segue que 7(z,[0,t]) N Front(M) # (.

Portanto, existe um 7, com 0 < 7 < ¢, tal que w(x,7) € Front(M). Mas entao
r=m7(z,0) =n(x,7 —7) =n(nw(x,7),—7) € Front(M)

pela invariancia de Front(M), o que é uma contradi¢ao, pois « € Int(M).
Assim, provamos que, se Front(M) é invariante, entdao Int(M) também é.

Consequentemente, se M ¢é fechado, entao
M = Front(M) U Int(M)
é invariante. E se M é aberto, entao
M = Int(M)

¢ invariante.
A demonstracao de que, quando Int(M) é invariante, entao M também é (para M
fechado ou aberto), estd apresentada em [2], na qual a demonstragao utiliza argumentos

analogos aos da demonstracao acima. O]

A seguir, apresentamos uma notacgao simplificada para trabalhar com trajetorias

invariantes, o que facilitara nossa exposicao nos proximos tépicos.

Definicdo 3.1.2. Introduzimos as aplicacoes v, 77 e v~ de X em 2%, definindo, para

qualquer z € X:

o () ={n(z,t):t € R}
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o v (z)={m(z,t): t e RT};
o v (z) ={n(z,t):t e R }.

Para qualquer z € X, os conjuntos y(z), v (z) e v (x) sdo chamados,
respectivamente, de trajetoria, semitrajetoria positiva e semitrajetoria negativa

que passam por z (ou a partir de x).

Para qualquer z € X, os conjuntos v(z), 7" (z) e v~ () sdo, respectivamente,
invariante, positivamente invariante e negativamente invariante.
Pela Defini¢ao 3.1.2 um conjunto M C X ¢ invariante, positivamente invariante

ou negativamente invariante se, e somente se, para cada x € M, tem-se, respectivamente,

y(x) c M, vt (z)Cc M, ou ~ (z)C M.

Os exemplos a seguir ilustram a aplicagao pratica dos conceitos de invariancia

apresentados.
Exemplo 3.1.2. Os conjuntos X e {0} sdo positivamente e negativamente invariantes.

Este exemplo mostra os casos triviais de invariancia: o espaco de fase X, que
¢é trivialmente invariante por conter todas as trajetérias possiveis do sistema, e o ponto
de equilibrio na origem {0}, que é invariante por constituir uma solugao estacionaria do
sistema.

A seguir, analisamos um sistema dinamico linear. Nele, identificamos um

conjunto que preserva suas trajetorias e demonstramos sua propriedade de invariancia.

Exemplo 3.1.3. Considere o sistema de equagoes diferenciais

xr = —ux,
y' =2y,
Cuja solugoes podem ser encontradas a partir do método do Exemplo 2.2.9. Sendo

assim, as solugoes sao:

r(t) =x0e e y(t) =ype*




CAPfTULO 3. CONCEITOS QUALITATIVOS DE SISTEMAS DINAMICOS
CONTINUOS o7

Defina M = {(z,y) € R* : x € Rey = 0}, mostramos a seguir que M §é

invariante sob o fluxo

m((z,y), 1)) = (ze ™", ye™).

Seja (z9,0) € M um ponto qualquer no eixo x. A evolugao deste ponto pelo fluxo
¢é dada por
7((20,0),t) = (zoe ", 0 - e*) = (zoe™",0).

Para qualquer t € R, a segunda coordenada é nula, portanto 7((z¢,0),t) € M.

Logo M ¢ invariente.

Exemplo 3.1.4. Considere o sistema dinamico definido por

Conforme resolvido no Exemplo 2.2.8, a solucao geral desse sistema com condicao

inicial (zg,yo) é dada por
(z(t),y(t)) = (wocost — yosint, xgsint + yocost).
Cujo o fluxo m(xg, yo) do sistema é dado por

Tocost — ypsint
(%o, Yo) =
Tosint + yocost

Considere agora o conjunto
M = {(z,y) € R*: 2* + y* = r?}, r > 0.
Para demonstrar que M é um conjunto invariante, tome (o, yo) € M, isto é,

2 2 _ 2
To+Yp=T1""
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Seja (z(t),y(t)) = m (o, yo). Entao:

x(t)? 4+ y(t)? = (xgcost — ygsint)® 4 (zgsint + yo cost)?

= x5 cos’ t — 2xgyp costsint + ysin’t
2 2 - 2 .2
+ g sin” t 4 2xgy sint cost + y; cos“ t

= x5(cos? t + sin?t) + y2(sin® £ + cos® )

Portanto, m;(zg, o) € M para todo t € R, o que mostra que M é um conjunto invariante

para o sistema.

Além de analisar o comportamento instantaneo das trajetérias, é fundamental
estudar seu comportamento assintético, ou seja, o que ocorre com as tragetérias a medida

que o tempo cresce. Isso nos leva ao conceito de conjuntos limite.

Definigao 3.1.3. Definimos as aplicacdes AT e A~ de X em 2%, estabelecendo, para cada

z e X:

e AT(z) = {y € X : existe uma sequéncia {t,} C R tal que t,, — +oo e m(z,t,) —

v}

e A (z) = {y € X : existe uma sequéncia {t,} C R tal que t,, - —o0 e 7(z,t,) —

y}.

Para qualquer z € X, o conjunto A™ (x) é chamado de conjunto limite positivo
(ou conjunto limite émega), e o conjunto A~ (z) é chamado de conjunto limite

negativo (ou conjunto limite alfa).

Apés introduzir os conjuntos limite, investigaremos suas propriedades de
invariancia. O teorema a seguir demonstra que tanto o conjunto limite positivo quanto o

limite negativo sao invariantes.

Teorema 3.1.5. Para qualquer * € X, temos que AT(z) e A~ (z) sdo conjuntos

muariantes.
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Demonstragdo. Seja y € AT(x) e tome t € R arbitrario. Pela Definicao 3.1.3, existe
uma sequéncia {t,} C R com t, — 400 tal que 7(z,t,) — y. Fixe agora t € R. Pela

propriedade de grupo do fluxo e pela continuidade de 7, temos

m(n(z,t,),t) = w(x, t, +t) — w(y,t).

Como t, — 400 e t é fixo, segue que t, +t — +oo. Portanto, a sequéncia {t, + t} é
uma sequéncia que tende a 0o e satisfaz 7(x,t, +t) — 7(y,t). Assim, pela definigao de
AT (z), concluimos que 7(y,t) € AT(z). Como o argumento vale para todo t € R, segue
que AT (z) é invariante.

O argumento ¢ inteiramente andlogo para A~ (x). Basta substituir em toda a
prova: a condicao t, — 400 por t, — —o0 e observar que, para t fixo, t, +t — —o0
sempre que t, — —o00. ]

Sabemos que os dois conjuntos citados na Definicao 3.1.3 sao fechados e além disso
v (x) = 7T (2)UAT (2) e v (2) = v~ (2)UA™ (), porém omitiremos aqui as demonstracoes,
que podem ser encontrados em [2].

Outra importante definicao para a analise qualitativa dos sistemas dinamicos
continuos é a dos conjuntos minimais, que serd descrita a seguir. Estes conjuntos sao
fundamentais para o estudo da estabilidade e de conceitos recursivos na dinamica. Para

mais informagdes sobre este conceito, sugere-se a leitura de [2].

Definicao 3.1.4. Um conjunto M C X é chamado minimal se satisfaz as seguintes

propriedades:
e M é nao vazio;
e M é fechado;
e M ¢ invariante;

e Nenhum subconjunto préprio de M satisfaz simultaneamente as propriedades acima.
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3.2 Pontos criticos

A analise dos pontos criticos é fundamental para a compreensao dos sistemas
dinamicos, pois estes pontos representam os estados estacionarios do sistema. Apds a

definicao formal, sao apresentados teoremas sobre algumas das suas propriedades.

Definigao 3.2.1. Um ponto = € X é dito ser um ponto critico (ou um ponto de repouso,

ou um ponto de equilibrio) se 7(z,t) = x para todo t € R.

Um ponto critico pode ser caracterizado de varias formas equivalentes. O préoximo

teorema apresenta diferentes perspectivas para identificar tais pontos no sistema.
Teorema 3.2.1. Seja x € X. Entao, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) x € critico;

(ii) {z} =~(x);

(iii) {x} =" (2);

() {z} =~ (2);

(v) {z} = 7(x,|a,b]) para algum a < b;

(vi) Existe uma sequéncia {t,}, comt, >0 et, — 0, tal que v = w(x,t,) para cada n.

As demonstragoes da equivaléncia entre (i) e (ii) - (v) s@o quase triviais, uma vez
que a equivaléncia entre (i) e (vi) é estabelecida.

O seguinte resultado sera fundamental para demonstrar os proximos dois teoremas
sobre pontos criticos. Ele estabelece que, para pontos nao criticos, é possivel separar

topologicamente um ponto de sua imagem sob o fluxo em um instante fixo.

Lema 3.2.1. Se x # 7(x,t) para algum x € X et € R (isto é, x nao € critico), entdo

existem vizinhancas abertas U de x e V de 7(x,t) tais que V =7(U,t) eUNV = .

Demonstracdo. Note que, se W C X é aberto, entao W; = «'(W) é aberto, pois 7' é
um homeomorfismo (Teorema 2.1.1). Agora, sejam W; e W5 abertos disjuntos contendo,

respectivamente, = e m(x,t). Por exemplo, como x # w(z,t), d(z,n(z,t)) = ¢ > 0,
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entao tome Wy = B(x,e/2) e Wy = B(w(xz,t),/2). Entao w(Wy,t) é aberto e contém
m(x,t). Defina V = 7#(Wy,t) N Wy e U = w(V,—t). Como W; e Wy sdo disjuntos e
m(Wh,t) C m(Wy,t), temos V' C Wy. Além disso, U = w(V, —t) C n(Ws, —t). Mas, pela
escolha de W e Wy, sabemos que 7(Ws, —t) C Wi. Portanto, U C Wj. Desse modo,
U e V sao disjuntos, pois estao contidos em W, e Wy, respectivamente, e Wi N Wy = ().
Finalmente, note que = € U, pois w(z,t) € V e U = w(V, —t), e claramente 7(x,t) € V

por construcao. Logo, U e V sdo vizinhangas abertas de = e m(x,t), respectivamente. [

A partir do lema anterior, apresentamos um teorema que caracteriza pontos

criticos usando o conceito de vizinhangas e semi-trajetérias.

Teorema 3.2.2. Um ponto x € X € critico se, e somente se, toda vizinhanca de x contém

uma semi-trajetoria.

Demonstragao. A ida é imediata, pois y(z) = {x} quando x é critico, pelo Teorema 3.2.1,
de modo que y(x) esta contida em toda vizinhanca de z. Reciprocamente, suponha que
r nao seja critico. Entao existe t € RY tal que x # 7(x,t), e, consequentemente, pelo
Lema anterior 3.2.1, existem vizinhangas abertas disjuntas U de x e V de 7w(z,t), com
V = x(U,t). Como, para cada y € U, temos 7(y,t) € V, U nao pode conter uma semi-
trajetoria positiva. Analogamente, U nao pode conter uma semi-trajetéria negativa. Essa

contradigdo mostra que x = 7(z,t) para todo t € R, e, portanto, x é critico. O

Outro resultado importante sobre pontos criticos é que eles formam um conjunto

fechado no espaco de fase.
Teorema 3.2.3. O conjunto de todos os pontos criticos em X € fechado.

Demonstrag¢ao. Se o conjunto dos pontos criticos nao for fechado, entao existe uma
sequéncia {x, } de pontos criticos tal que z,, — x e x nao é critico. Assim, existe t € R com
x # 7(x,t) e, portanto, pelo Lema anterior 3.2.1, existem conjuntos abertos U contendo
x e V contendo 7(z,t), tais que 7(U,t) =V e UNV ={. Como x, — z, temos x,, € U
para todo n suficientemente grande. Entao, para o valor de ¢ acima, temos 7(x,,t) € V
para n suficientemente grande, e, em particular, w(z,,t) ¢ U. Mas os z/,s sdo criticos, e

portanto z,, = m(x,,t) € U. Essa contradi¢ao prova o teorema. O
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3.3 Secao de Poincaré

Um conceito importante no estudo de sistemas dinamicos € o de se¢ao de Poincaré.
Essa construcao transforma um fluxo continuo em um sistema discreto, facilitando a

analise do comportamento das trajetérias.

Definigao 3.3.1. Um conjunto X C Y (onde Y é o espago onde o semifluxo m; estéd
definido e X é um subconjunto de Y') é dito ser uma segao de Poincaré para um semifluxo
T S€

7(z) :==inf{t > 0:m(z) € X} e RT (3.2)

para cada € X (observe figura abaixo), com a convengao de que inf ) = 400. O infimo
existe pois o conjunto {¢ > 0: m;(x) € X } é um subconjunto de R", logo tem {nfimo em

R* U {+00}. O nimero 7(x) é chamado de tempo de primeiro retorno de z ao conjunto

X.

Figura 3.1: Secao de Poincaré

Barreira e Valls (2012, p. 19) [1]

Considere ;) () = Tr) ().
Assim, o tempo de primeiro retorno a X é uma funcdo 7 : X — R™. Observamos
que 3.2 inclui a hipotese de que cada ponto de X retorna a X. De fato, cada ponto de X

retorna infinitas vezes a X.
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Essa definicao nos permite identificar trajetorias que atravessam a secao varias
vezes, mostrando padroes que se repetem no sistema. Assim, conseguimos transformar o
estudo do fluxo continuo em um processo discreto, sem perder as principais caracteristicas
dinamicas envolvidas.

Uma propriedade fundamental das se¢oes de Poincaré é que elas nao podem conter

pontos criticos do sistema. Este resultado sera demonstrado a seguir.

Teorema 3.3.1. Se X ¢ uma secao de Poincaré para um semifluro m;, entao m nao

possut pontos criticos em X.

Demonstracdo. Suponha, por contradicao, que existe um ponto critico p € X. Pela

definicao de ponto critico, temos
m(p) = p, para todo t > 0.

Pela defini¢ao de se¢ao de Poincaré, para cada = € X, existe um menor tempo 7(x) > 0
tal que
WT(I)(ZB) e X.

Aplicando esta definicao ao ponto p, deveriamos ter

7(p) >0 e mp(p) € X

No entanto, como p é ponto critico, para qualquer ¢ > 0, temos m(p) = p € X. Em
particular, para todo € > 0, tomando ¢t = ¢, temos 7.(p) = p € X.

Isso significa que nao existe um menor tempo positivo 7(p) > 0 de retorno a X, pois para
qualquer candidato 7 > 0 que se proponha, sempre existird um tempo menor @ < 7(p)
tal que m.(p) € X.

Portanto, nao existe 7(p) > 0 satisfazendo a definigao de segao de Poincaré, o que contradiz

a hipdtese de que X é uma secao de Poincaré. Concluimos que nao pode haver pontos

criticos em X. O

A seguir veremos um exemplo concreto de secao de Poincaré em um sistema

dinamico.
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Exemplo 3.3.1. Vamos mostrar que X = {(1,7) € R*} é uma secdo de Poincaré para o

sistema

analisando em particular o ponto p = (1,0) € X. Novamente voltando na resolucao desse

sistema no Exemplo 2.2.8, o fluxo do sistema é dado por:
(20, yo) = (zocost — yosint, xgsint + yocost).

Para p = (1,0), temos:
m(1,0) = (cost, sint).

Queremos encontrar o menor ¢ > 0 tal que m(1,0) € X, ou seja, a primeira coordenada
deve ser igual a 1:

cost = 1.

As solucoes desta equacao sao t = 27k, com k € Z*. O menor t > 0 é:
7(1,0) = 27 € R*.
Para um ponto genérico (1,y0) € X, a trajetéria é:
(1, y0) = (cost — yosint, sint + yy cost).
A condicao para retornar a X é:
cost — ypsint = 1.

Esta equacao possui solucao t > 0 para todo y, € R. Por exemplo:
-Seyp =0, cost=1=1t=2m.
- Se yo # 0, existe t € (0,27) satisfazendo a equagao.

Em todos os casos, 7(1,) € RY, portanto X é uma secao de Poincaré.
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O conjunto X = {(1,y) € R?} é uma secdo de Poincaré para o sistema, e para p = (1,0)

temos 7(1,0) = 2.

Definimos agora o mapa de Poincaré, que associa a cada ponto na secao sua

posicao no primeiro retorno, convertendo assim o fluxo continuo em um sistema discreto.

Definicao 3.3.2. Dada uma secao de Poincaré X para um semifluxo m;, definimos o

mapa de Poincaré f : X — X por

f(x) = o) (@).

Uma propriedade fundamental do mapa de Poincaré é que ele é uma
transformacao inversivel quando definido a partir de um fluxo. Este resultado sera

demonstrado a seguir.

Teorema 3.3.2. Se X ¢ uma secao de Poincaré para um fluxo m;, O mapa de Poincaré

f: X — X € inversivel.

Demonstracao. Seja f(x) = n(z,7(x)), com 7(z) > 0 o tempo de primeiro retorno.
Como m; é um fluxo, defina o(z) = sup{t < 0 : 7(z,t) € X} (pela defini¢cdo de segao de
Poincaré, o conjunto {¢ < 0: 7(z,t) € X } é nao vazio e limitado superiormente, portanto
seu supremo é finito). Tem-se o(z) = —7(x).

Defina f~(2) = 7(z,0(z)) = 7(z, —7(x)).

Logo, f ¢é inversivel. m
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Este resultado mostra que o mapa de Poincaré mantém a caracteristica de
reversibilidade do fluxo, permitindo analisar a dinamica tanto para tempos futuros quanto

passados por meio de iteragoes discretas.




Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo principal, analisar as propriedades qualitativas
dos sistemas dinamicos continuos, estabelecendo as condicoes sob as quais as solugoes de
uma equacao diferencial ordinaria as definem.

A principal contribuicao desta pesquisa para a comunidade académica, em
particular para os estudantes de graduagao, é a apresentacao de uma ponte acessivel
entre o estudo das equagoes diferenciais e a teoria geral dos sistemas dinamicos.

No desenvolvimento do trabalho, partimos de uma revisao das EDOs e dos
teoremas de existéncia e unicidade, essenciais para garantir que as solucoes gerem um
fluxo bem definido. Em seguida, formalizamos a nocao de sistema dinamico continuo,
demonstrando como as solucoes de algumas EDOs satisfazem os axiomas de um fluxo e,
inclusive, adaptando essa defini¢ao para os casos em que as trajetérias nao estao definidas
para todo o tempo. Por fim, exploramos os conceitos elementares que permitem uma
andlise qualitativa do sistema. Conclui-se que a andlise qualitativa é fundamental por
possibilitar a compreensao do comportamento global das solucoes sem a necessidade de
calcular explicitamente cada trajetéria, oferecendo uma visao ampla e estruturada da
dinamica em estudo.

Através dessa estrutura, foi possivel cumprir integralmente o objetivo geral e os
objetivos especificos tracados, que iam desde a apresentacao das defini¢oes basicas até a
discussao dos conceitos centrais dos sistema dinamicos continuos.

As obras que foram mais utilizadas para a elaboracao deste trabalho foram,
principalmente, os livros classicos da area de equagoes diferenciais ordindrias e sistemas
dinamicos. Entre eles, destacam-se a obra de Boyce e DiPrima, “Elementary Differential
Equations and Boundary Value Problems” [4]; o livro de Barreira e Valls, “Dynamical

systems: An introduction” [1]; e livro de Bhatia e Szegd, “Stability theory of dynamical
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systems” [2]. Outras referéncias também foram consultadas ao longo da pesquisa, porém,
dado que o foco central do trabalho reside na teoria qualitativa dos sistemas dinamicos,
as obras mencionadas anteriormente constituiram a base principal para a fundamentacao
tedrica e desenvolvimento das analises apresentadas.

E importante reconhecer, no entanto, as limitacoes enfrentadas durante a
pesquisa. A principal dificuldade foi na compreensao e na aplicacao de teoremas que
demandam um dominio mais sélido de tépicos de analise no R", como compacidade,
continuidade uniforme e propriedades topoldgicas dos conjuntos. Esses conceitos, embora
essenciais para as demonstracoes, representaram uma dificuldade de compreensao que, em
alguns momentos, restringiu uma andlise mais aprofundada de certos resultados.

Apesar dessas dificuldades, este trabalho conseguiu consolidar uma base tedrica
relevante e apontar diregoes para pesquisas futuras. Como continuagao deste estudo,
sugerimos a investigacao de sistemas nao lineares mais complexos, analisando sua
estabilidade local por meio de linearizagao. Desse modo, esta pesquisa nao se encerra
como uma conclusao definitiva, mas como uma etapa inicial para a exploracao continua

do vasto campo dos sistemas dinamicos.




Apeéendice A
Primeiro Apéndice

Este apéndice contém informacoes adicionais sobre Espagos métricos.

A.1 Espacos Normados

Os espacos normados possuem uma estrutura algébrica que permite realizar
operagoes de adicao e multiplicagao por um escalar. Com isso, sabemos que os espacos
normados sao espacos métricos, como veremos mais a frente. Nesta secao, abordamos

importantes conceitos e definicdes dos espacos normados.

Definigcao A.1.1. Seja £ um espago vetorial. Uma funcéo ||| : £ — R, que cada z € F
associa o nimero real ||z||, é dita uma norma em F, se, para qualquer z,y € E e um

A € K, onde valem as condigoes:
1. ||z]| = 0 implica ||z|| > 0;
2. [[Az]| = (AL flll
3. |l +yl < |zl + ||y]|. (desigualdade triangular)

Dessa forma, um espago normado é um par (E,|| - ||), onde E é um espago

vetorial e || - || uma norma em F.

Exemplo A.1.1. Considere as seguintes normas definidas, para cada vetor x =

(1,9, ..., x,) € R™
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1
n 2
L lzllo = (Z\xkl2>
k=1

2l = ma |

n
3. llzlo=) lul
k=1

Portanto, (R™, || - ||o) é um espago vetorial normado. Na verdade para qualquer
umas das normas acima espaco ¢ normado, na verdade pode ser mostrado que em dimensao
finita quais duas normas sao sempre equivalentes. Sobre espacos normados e normas

equivalentes sugerimos a leitura de [8].

A.2 Espacos Métricos

Em espacos métricos, se calcula a distancia entre dois de seus elementos. Nesta
se¢ao, mostramos as propriedades e particularidades dos espagos métricos. Dizemos que
um conjunto onde a distancia entre quaisquer dois de seus elementos é definida por uma

funcao chamada métrica.

Definicao A.2.1. Seja M um conjunto nao vazio. Uma funcao d : M x M — RT, que
a cada par (a,b) € M x M associa o numero real d(a,b), é dita uma métrica em M se,

para quaisquer a, b, c € M, sao validas as seguintes condigoes:
e d(a,b) > 0;
e d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;
e d(a,b) =d(b,a);
e d(a,b) <d(a,c)+d(c,b).

Vale observar que toda norma induz uma métrica, ou seja, todo espago normado
é um espaco métrico. A reciproca nao é verdadeira, nem todo espago métrico é um espaco

normado. Esse comentario pode ser verificado na proposicao abaixo.
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Proposigao A.2.1. Seja (E, ||-||) um espago normado. A fun¢io d: Ex E — R definida
por: d(z,y) = ||z —yl|l, (x,y € E), é uma métrica em E. A métrica d é chamada de

métrica proveniente da norma || - ||.

Exemplo A.2.1. Seja R" o espaco n—euclidiano. A funcdo d : R x R — R™ dada por

d(a,b) = [la — b]]

em que (a,b) € R" x R", e || - || é qualquer umas das normas definidas em A.1.1 uma

métrica em M.

Ao definir a distancia entre dois vetores como a norma da sua diferenga (d(z,y) =
||z —yl|), garantimos que todas as propriedades exigidas para uma métrica sao satisfeitas.

O exemplo a seguir estabelece esse elo:

Exemplo A.2.2. Se £ = (E,||.||) ¢ um espago vetorial normado real e d(z,y) = ||z —y||,
x,y € E, mostraremos a partir das propriedades de A.2.1 que d é uma métrica em FE e,

portanto, que (E,d) é um espaco métrico.

e Nao-Negatividade e Identidade: d(z,x) =0 e d(z,y) > 0, se x # y. De fato,

d(z,x) = ||z — || = /0]| = 0

onde a ultima igualdade segue da propriedade da norma.

e Segue da propriedade da norma que

d(z,y) = [|lz —y[| >0 poisz —y # 0.

e Simetria: d(z,y) = d(y, ).

d(z,y) = |lz —yll = [| = Wy — o)l = [ = Ully — =[] = [ly — 2| = d(y, ).

e Desigualdade triangular da norma: d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

d(z,z) = |[lv —z|| = [|[zv —y +y —2[| < ||z —y[| + ||y — 2|| = d(x,y) + d(y, 2).
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Portanto, (F,d) é um espago métrico. Aqui estao mais detalhes sobre conjuntos

abertos, conjuntos fechados e conjuntos compactos em espacos métricos.

A.3 Conjuntos abertos

Precisamos apresentar antes os conceitos de bolas e o que é o interior de um
conjunto. Conjuntos abertos e fechados. E alguns teoremas e resultados importantes,

para mais informagoes deixo sugestao a leitura de [8].

Definigao A.3.1. Seja (£, || - ||) um espago normado. Para cada a € E e cada nimero

real r > 0, definimos
e Bla;r)={x € E| |z —a| <r},
e Bla;r] ={x e E||lz—al <r},
e S(a;r)={z € E||x—a|]=r}

Os conjuntos B(a;r), Bla;r] e S(a;r) sdo chamados, respectivamente, de bola

aberta, bola fechada e esfera de centro a e raio r. Notemos que Bla;r] = B(a;r)US(a;7r).

Um ponto a € X chama-se um ponto interior a X, escrevemos a € Int(X),
quando é centro de alguma bola aberta B(a;d) C X, ou seja, quando existe 6 > 0

arbitrario tal que | z —a ||[< d = x € B(a;6) C X.

Definicao A.3.2. Um conjunto X C R" chama-se aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, isto é, quando para cada x € X existe 0 > 0 tal que B(x;0) C X. Assim,

X é aberto & int X = X.

A.4 Conjuntos fechados

Definicao A.4.1. Sejam E um espago normado e X C F. Dizemos que um ponto a € F
é aderente a X quando, para todo £ > 0, tem-se B(a;e) N X # 0.
Chamamos de fecho ou aderéncia de um conjunto X C E, ao conjunto X formado

pelos pontos de E que sao aderentes a X.
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Definicao A.4.2. Dizemos que um conjunto F' C E é um conjunto fechado num espaco

normado E quando F = F, isto é, se todo ponto aderente a F pertencer a F.

A.5 Conjuntos compactos

Definicao A.5.1. Seja X um espaco topolégico. Uma cobertura de um conjunto K C X

¢ uma familia de conjuntos abertos { A, }aer tal que:

K c|]JAa

ael

Uma subcobertura é uma subfamilia {Ag}ses, com J C I, que ainda é uma cobertura

de K.

Definicao A.5.2. Um conjunto K C X é dito compacto se toda cobertura aberta de
K admite uma subcobertura finita. Ou seja, para qualquer familia de abertos {Ag }aer

cobrindo K, existe um subconjunto finito {aq, ag, ..., a,} C I tal que:

K C CJ A,
=1

Sobre a caracterizacao em Espacos de Dimensao Finita em espacos euclidianos
R"™ (ou mais geralmente, em espagos vetoriais de dimensdo finita), temos a seguinte

caracterizagao fundamental:

Teorema A.5.1. Um subconjunto K C R"™ € compacto se, e somente se, ¢ fechado e

limitado.

Esta caracterizacao é extremamente 1til na pratica, pois permite verificar a
compacidade através de propriedades mais simples de verificar. No entanto, é importante

notar que este resultado nao vale em espacos de dimensao infinita.
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A.6 Conjunto Conexo

Definicao A.6.1. Um espaco métrico M diz-se conexo quando nao admite cisao nao-
trivial. Ou seja, quando nao é possivel escrever M = AU B, com A e B abertos disjuntos,

nao-vazios.
Equivalentemente, M é desconexo quando existem abertos A, B C M tais que:
e A£(), B+
e ANB=10
e M =AUB
Exemplo A.6.1. Considere o espa¢o métrico R — {0}. Este conjunto é desconexo, pois
admite a cisao:
R — {0} = (—00,0) U (0, +00)
onde:

e A= (—00,0)e B=(0,+00) sao ambos abertos em R — {0}

A+0, B+0

ANB=10

R—-{0}=AUB

Portanto, R — {0} ¢é desconexo. J& o intervalo [0,1] é conexo, conforme

demonstrado no livro.
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