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Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia, BA, Brasil
giselle.lcz@gmail.com1, mbortoloti@uesb.edu.br2, wellingtonmoutinhodias@gmail.com3

Resumo
O Método dos Gradientes Conjugados é uma alternativa que melhora a eficiência na

determinação de minimizadores de funções quando comparado com o Método do Gra-

diente. Neste trabalho, apresentamos um estudo computacional comparando os métodos

citados quando equipados com as buscas lineares de Armijo e de Goldstein. Performance

profiles são apresentados para mostrar o comportamento dos métodos na minimização de

uma função teste.

Palavras-Chave: Busca de Armijo; Busca de Goldstein; Método dos Gradientes Conju-

gados.

Introdução
Existem vários métodos disponı́veis na literatura para a minimização de funções. Conhe-

cido como Método de Cauchy, o Método do Gradiente (MG) é um método de primeira

ordem que tem sido bastante empregado nessas situações. Um outro método de primeira

ordem presente na bibliografia, que possui caracterı́sticas mais interessantes que o MG no

que diz respeito a convergência, é o Método dos Gradientes Conjugados (MGC). Como

exemplo, para o caso de minimização de funções quadráticas, o MGC resolve esse tipo de

problema em uma quantidade finita de passos. Para garantir que esses métodos sejam efi-

cientes, é necessário que o comprimento de passo, tomado na direção descida, garanta o

descréscimo da função objetivo. Neste trabalho, analisamos o desempenho das buscas de

Armijo e de Goldstein quando utilizadas no MG e no MGC. Para um x ∈ Rn, ρ ∈ (0, 1)

e uma direção de descida d ∈ Rn \ {0}, a busca de Armijo consiste em determinar um

α > 0 tal que

f (x + αd) ≤ f (x) + ρα∇f (x)⊤d. (1)

Tal busca pode fornecer comprimentos de passo muito pequenos, o que pode tornar um

método mais lento. Para evitar essa situação, pode-se utilizar a busca de Goldstein, que

consiste em determinar um α > 0, com 0 < ρ1 < ρ2 < 1, tal que

f (x) + ρ2α∇f (x)⊤d ≤ f (x + αd) ≤ f (x) + ρ1α∇f (x)⊤d. (2)

Neste estudo, apresentamos um estudo numérico comparando o MG com o MGC, equipa-

dos com as buscas de Armijo e de Goldstein, para a minimização da função f : Rn→ R,

dada em [3], tal que

f (x) =

n/4∑
i=1

[(x4i−3 + 10x4i−2)
2 + 5(x4i−1 − x4i)

2 + (x4i−2 − 2x4i−1)
4 + 10(x4i−3 − x4i)

4].

Desenvolvimento e Metodologia
O Método dos Gradientes Conjugados é apresentado no algoritmo abaixo. A partir desta

seção, consideraremos gk = ∇f (xk).
Algoritmo 1: MÉTODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

1 Dados: ρ ∈ (0, 1), 0 < ρ1 < ρ2 < 1, ϵ > 0, ϵ1 > 0 e x0 ∈ Rn .

2 Faça: k := 0 .

3 Repita enquanto ||gk|| ≥ ϵ .

4 Tome

dk :=

−gk + βkdk−1, se d⊤k−1(gk − gk−1) ≥ ϵ1||dk−1||||gk−1||,

−gk, caso contrário.

5 Encontre um αk por meio de uma busca linear.

6 xk+1 := xk + αkdk.

7 k ← k + 1.

Conforme as fontes de referências cientı́ficas, existem diversas formas de se definir um

valor para βk. Aqui, tomamos βk = ||gk||2/(d⊤k−1(gk − gk−1)), de acordo com [4]. Gos-

tarı́amos de observar que, se tomarmos dk = −gk e βk = 0 ∀k ∈ N, o algoritmo se

reduz ao MG. Observamos também que o Método dos Gradientes Conjugados, equipado

com a busca de Goldstein, utiliza a direção do gradiente somente para k = 0, evitando

a execução do teste para a escolha da direção nas outras iteradas, veja passo 4 do algo-

ritmo. As propriedades de convergência do Método do Gradiente equipado com a busca

de Armijo (MGA) e com a busca de Goldstein (MGG) são encontradas em [2]. O Método

dos Gradientes Conjugados, equipado com a busca de Armijo (MGCA), tem suas propri-

edades de convergência apresentadas em [4]. Já com a busca de Goldstein (MGCG), as

propriedades são analisadas em [1].

Resultados Numéricos
Nesta seção, apresentamos os resultados numéricos obtidos para a minimização da

função f definida anteriormente. O Algoritmo 1 foi implementado na linguagem

de programação Julia. Os códigos utilizados estão livremente disponibilizados em

https://github.com/petimatematica/conjugategradient. Nos testes,

consideramos ϵ = 10−5, ϵ1 = 0.01, ρ = 0.1, ρ1 = 10−4 e ρ2 = 1 − ρ1. O al-

goritmo foi parado quando a norma do gradiente atingiu a tolerância estabelecida ou

quando o número máximo de 500000 iteradas foi excedido. Tomamos as dimensões

n = 100, 104, 108, ..., 500. Para cada dimensão, consideramos um chute inicial dado por

x0 ∈ Rn, onde x0 = rand(n), totalizando 101 problemas testados. Na Figura 1, podemos

observar que todos os métodos resolveram todos os problemas, entretanto, o MGA e o

MGG utilizaram uma quantidade muito maior de iteradas do que os métodos MGCA e

o MGCG. Gostarı́amos de observar que o baixo desempenho em termos do número de

interações dos métodos MGA e MGG foi devido à ocorrência de comprimentos de passo

muito pequenos. Além do mais, observamos na Figura 2 que o MGCA teve um melhor

desempenho em relação ao MGCG no que diz respeito ao tempo de execução.

Figura 1: Perfomance profile relativo às iterações. Figura 2: Perfomance profile relativo ao tempo de CPU.
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