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Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo comparativo entre métodos do Gradiente Projetado e do Gra-
diente Espectral Projetado. Para os métodos do Gradiente Projetado, utilizamos a busca de Armijo
ao longo do arco de projecao e ao longo de dire¢cdes viaveis. Ja nos métodos do Gradiente Espectral
Projetado, utilizamos o passo espectral e buscas lineares ndo monotonas também ao longo do arco
de projecao e das direcoes viaveis. Em nossos experimentos, empregamos esses métodos para a
resolucdo de problemas de programac¢ao quadratica. Os resultados evidenciaram que os métodos
do Gradiente Espectral Projetado apresentam um desempenho superior em relacao aos métodos do
Gradiente Projetado, considerando o tempo de CPU, o numero de iteracoes e a avaliacao de funcao
e de projecao.

Introducao

O desenvolvimento de métodos computacionais para a minimizacao de funcoes com restri¢oes €
fundamental para a resolu¢dao de muitos problemas praticos. Em geral, esses métodos buscam re-
solver o problema de minimizar f em ), onde f : 2 — R € uma funcio diferenciavel e  C R"
¢ convexo e fechado. Métodos importantes para a resolucdo desse problema sao os do Gradiente
Projetado, que podem ser vistos como uma combina¢ao de métodos do Gradiente com a projecao
em () dos termos obtidos no processo iterativo. A convexidade de 2 torna possivel a utilizagao da
projecdo ortogonal P, : R"” — () a fim de se obter direcoes viaveis, as quais também sao de descida.
O esquema iterativo desses métodos € dado por

Thp1 = T+ Ve(2p(TR) — 71), (1)

onde 7,7, > 0 e xn(1.) = Po(xr — 7.V f(x)). Uma possibilidade de escolha para 7. fo1 proposta
por [1] e € conhecida como passo espectral. Segundo [3], esse comprimento de passo requer pouco
esfor¢co computacional e acelera a convergeéncia de métodos do Gradiente no contexto de problemas
com restricao. A utilizacao do passo espectral € de uma busca linear nao monotona caracteriza os
métodos do Gradiente Espectral Projetado. Neste trabalho, realizamos um estudo numérico entre
os métodos do Gradiente Projetado € do Gradiente Espectral Projetado apresentados por [3] e [4]
na minimizacao de uma fun¢ao quadratica.

Meétodos do Gradiente Projetado

Uma estratégia de método do Gradiente Projetado consiste em utilizar a busca de Armijo ao longo
do arco de proje¢ao. Para o emprego dessa busca, dados a > 0 e 0,1 € (0, 1), escolhemos «;, como
0 maior entre todos os numeros da forma o =a#’, i =0, 1,2, ..., que satisfaca

flap(an) < flag) + 0V fxg) ' dy, (2)

onde d;. = zp(ap) — x;. € uma direcao de descida. Outra estratégia, também baseada na busca de
Armijo, mas ao longo das dire¢Oes viaveis, considera a direcdo d;. = zp(8i) — x3, onde, dados
B> B > 0, toma-se B € [, B], para £ € N. Neste caso, dados o > 0, ¢, € (0,1) e considerando a
desigualdade

flag + apdy) < fog) + 0oV f () ' dy, (3)

escolhemos «;. sendo 0 maior entre todos os numeros da forma o = ab,i=0,1,2,..., que satisfaca
essa desigualdade. Na primeira estratégia (método PG1), tomamos em (1) os paramentros ~; = 1
e 7. = ay dado por (2), para £k € N. Na segunda estratégia (método PG2), tomamos em (1) o
parametro ;. = a;. dado por (3) e 7. = ;. € [3, 5], para k € N. A seguir, apresentamos formalmente
o algoritmo referente aos métodos PG1 e PG?2.

Algoritmo 1: METODO DO GRADIENTE PROJETADO
1 Sejam zp € Q, 0,n € (0,1),e >0,a>0,3>3>0,5€[3, 0]ek=0.
2 Se ||xg — zo(1)]| < €, entdo pare e declare que z € um ponto estacionario.
3 Determine oy, por (2) e calcule 2., | = x1(y,) para o PG1; ou determine f3;, € [, 8], . por (3)
e calcule z;. 1 = zp + ap(x1(B8y) — x) para o PG2.
4 Se ||z, — x| < €, entdo pare e declare que x;, € um ponto estacionario.
5 Faca k < k + 1 e retorne para o passo 3.

Ressaltamos que, neste trabalho, o calculo do parametro ;. fo1 feito por interpolacao quadratica. Os
resultados de convergéncia para o Algoritmo 1 podem ser vistos em [2] e [4].

Meétodos do Gradiente Espectral Projetado

O método do Gradiente Espectral Projetado, proposto por [3], representa uma variante do método
do Gradiente Projetado. Ele incorpora duas adaptacoes em relagao a esse método: a utilizacao do
passo espectral, proposto por [1], € de uma busca linear ndo monotona. Para a escolha da busca
linear nao monodtona, foram sugeridas em [3] duas estratégias. A primeira estratégia € empregar
uma busca linear nao monotona, veja [6], ao longo do arco de projecao. Neste caso, dados n € (0, 1)
e M € N, busca-se determinar um comprimento de passo «;. > 0 tal que

f@g(ag)) < max flxr—j) +nV f(zp) " dy. (4)

- 0<j<min{k,M—1}

onde d; = z;(oy.) — z1. Nota-se que, em (2) e (4), o produto Vf(z;)'d; é calculado para cada
ponto teste z.(ay.). Segundo [3], este emprego sucessivo de projecdes causa um aumento no esfor¢o
computacional. Por 1sso, fo1 proposta uma nova estratégia para a busca linear nao monotona. Essa
estratégia consiste em, dados n € (0,1) e M € N, determinar «;. > 0 tal que

[z + agdy) < max flzr_j) +nogV flag) ' dy, (5)

0<j<min{k,M—1}

com d;. = z1.(\r) — x1, onde ;. € 0 passo espectral. Nessa busca, ao rejeitar o primeiro ponto teste,
0s proximos sao calculados ao longo da mesma dire¢ao viavel, assim como em (3). Isso resulta em
uma unica direcao d;. € uma unica projecao por iteracdo. Na primeira estratégia (mé€todo SPG1),
consideramos em (1) o parametro ;. = 1 € 7;. = ;. dado por (4), para k € N. Ja na segunda estratégia
(método SPG2), consideramos em (1) o parametro v, = «a;. dado por (3) € 7. = \;. sendo 0 passo
espectral. O Algoritmo 2 apresenta formalmente os métodos SPG1 e SPG2.

Algoritmo 2: METODO DO GRADIENTE ESPECTRAL PROJETADO

1 Sejamazoeﬂ,e>0,77€(0,1),1>02>01>O,M€N,)\+>)\_>O,)\O€ [)\_,)\+]€k20.

2 Se ||z1.(1) — z||c0 < €, €ntao pare e declare que x;. € um ponto estacionario.

3 Comece com aj = A\, calcule oy, por (4) e faca x;., 1 = x1.(ay.) para o SPGI1; ou comece com
ap = 1, calcule . por () e taca vy = xp + ap(x (M) — x;.) para o SPG2.

4 Se (4) nao for valida ou (5) nao for valida, tome anew € |01, 0901], faga ap. = apew € rEtOTNE
para o passo 3.

s Calcule s =z —ap e yp = Vf(@py1) — Vzg)

6 Se s];ryk < 0, entdo faca \;,,; = A". Caso contrario, faca
Apy1 = max{A~, min{s, sp/s; yr, AT}}. Faga k = k + 1 e retorne para o passo 2.

Vale ressaltar que, quando o comprimento de passo «;. ndo satistaz (4) ou (5), o ajuste para obtencao
do novo «a;., no passo 4, € realizado por meio de interpolacao quadratica.

Resultados

Nesta secdao, vamos analisar o desempenho computacional dos métodos PG1, PG2, SPG1 e SPG2
relativo ao tempo de CPU, numero de iteracoes € avaliagao de funcao e de projecao. Os experimen-
tos numéricos foram desenvolvidos a partir de 12 problemas de programacao quadratica, da colecao
CUTEst, definidos em conjuntos com restricdes de limitacao das variaveis. Estes correspondem a
minimizagao de func¢odes oriundas da modelagem de problemas de tor¢cao elasto-plastica, veja [3].
Consideramos ) = {z € R";z; € [-100,50],j = 1,...,n} com n = 16, 100, 484, 1024, totalizando 43
problemas. Foi utilizada a linguagem de programacao Julia e os codigos estao livremente disponibi-
lizados em https://github.com/petimatematica/gradprojanalise. Nos algorit-
mos 1 e 2, tomamos ¢ = 10 ° e n = 10—%. Além disso, no Algoritmo 1, assumimos o = 1.0, # = 0.5,
B8=0.01,3=09e 8y =0.9. No Algoritmo 2, assumimos A\~ = 1073, A\t = 10%, 5y = 0.1, o9 = 0.9,
M = 10 e o comprimento de passo inicial 1/||xg(1) — zg||oc. Os algoritmos sao interrompidos quando
o numero de 1teragdes atinge 40000. No caso do Algoritmo 1, quando o comprimento do passo atinge
um valor menor que 10~ ° ele também é interrompido.

Conforme as figuras 1 e 2, os métodos SPG1 e SPG2 apresentaram melhor desempenho relativo ao
tempo de CPU e ao numero de iteracdes. Isso pode ser atribuido a melhoria que o passo espectral
representa em relacdo a métodos tradicionais de calculo do comprimento de passo.
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Figura 1: Performance profile relativo ao numero de Figura 2: Performance profile relativo ao tempo de
iteracoes. CPU.

Nas figuras 3 e 4, nota-se que o método SPG2 apresenta um melhor desempenho com relagao ao
numero de avaliagdes de projecao. Além disso, 0 método PG2 apresenta melhor desempenho em
relacao ao PG1 quanto a avaliagao de projecdes, o que evidencia a eficiéncia das buscas ao longo
das dire¢cOes viaveis para os problemas estudados.
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Figura 3: Performance profile relativo a avaliacao Figura 4: Performance profile relativo a avaliacao
de funcao. de projecao.

Os perfis de desempenho evidenciaram também que quatro problemas com dimensao 1024, ndo fo-
ram resolvidos pelo PG1. Nestes casos, embora o algoritmo tenha atingido o niumero maximo de
iteracoes, pode-se observar que houve um decrescimento significativo na fun¢io objetivo.
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