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1 Objetivo

O artigo tem como objetivo apresentar uma familia dos Métodos dos Gradientes Conjugado

de Perry para resolver sistemas de equacoes nao lineares mondtonas em grande escala.

2 Introducao

Os sistemas de equacoes nao lineares formam uma familia de problemas intimamente relacio-
nados aos problemas de otimizacao e frequentemente surgem nas areas de ciéncia, tecnologia
e industria.

Um sistema de equacoes nao lineares é dado por
F(z) =0 sujeitoa z € R" (1)

onde F': R — R", mapeamento continuamente diferenciavel na vizinhanca de R™. Além do

mais, I’ é mondtona, ou seja, ira satisfaz
(F(z) = F(y))"(x —y) >0, Yz, y € R" (2)

Temos que os Métodos dos Gradientes Conjugados(CG) formam uma importante classe
de algoritmos usados em resolver problemas de otimizacao irrestrita em grande escala. Tem

como objetivo resolver de minimizacao dado da seguinte forma,

min{f(z)x € R"} (3)

onde f : R® — R sendo continuamente diferenciavel e limitada inferiormente. O método gera

uma sequencia xj a partir do ponto inicial zy € R™ utilizando a seguinte forma iterativa
Tpy1 = T + Sk, Sk = apdg, k=0,1,---, (4)

com x; sendo a iterada atual, ap o parametro de comprimento de passo calculado por

meio de alguma busca linear e dy a direcao de descida do CG definida da seguinte forma,

—F, se k =0,
dy, = (5)
—F, + Brdp_1  caso contrério,

onde [ é um escalar e Fy, = V f(x). Umas das coisas mais importante do CG ¢é a escalar [

Ao empregar o aspecto quase-Newton, Dai e Liao (DL) propos o seguinte [ da seguinte



maneira,
-
pr Wr-1 —tse—1) Fi
k= T
dk;_1yk—1

, >0, (6)

com yp_1 = Fp — Fp_1, Sp—1 = Tp — Tp—1.
Os resultados numéricos mostraram que o método DL é eficaz, no entanto as direcoes
geradas pelo esquema podem nao garantir descida suficiente. Ou seja, o método pode nao

satisfazer a condicao de descida suficiente como segue:
T 2
Bld, < =X||Fy|I”. Vk. (7)

Nesse artigo, com base em um método de Perry estendido e na técnica de projegao
de hiperplano, propomos um método de projecao de Perry CG para sistemas de equagoes

mondtonas nao lineares.

3 Os métodos e seus algoritmos

Vamos mostrar o método de projecao no hiperplano. Tal técnica gera uma sequéncia {zy}

tal que z, = ) + agdy, com oy > 0. Com isso teremos que
F(z) " (z) — 2¢) > 0. consequéncia de (7) (8)

Ademais, com a monotonicidade de F', teremos

F(zk)T(x * —Zk) = (F(Zk> - F(I‘*))T<I‘ * —Zk) S 0 (9)

para cada solucao zx do sistema (1). Assim, de (8) e (9) o hiperplpano é definido da seguinte

forma
Hy = {x € R"|F(z)" (v — z) = 0}, (10)

separa estritamente a iterada atual z; da solucao x*. Solodov e Svaiter usaram esse fato para
sugerir a proxima iteracdo como a projecao xj no hiperplano Hy. Assim x;,; serd calculada

da seguinte forma
F(z)" (o — 2)
2
1 Fl

Tgt1 = Tk —

Temos que ||-||* representa a norma euclidiana, Fj, = F(x,), Fx_1 = F(zp_1) e f em (3)

é especificada pela seguinte forma, conhecida como func¢ao mérito

f() = 5 IF. (12)



Além do mais, iremos assumir que a funcao F' é uniformemente mondtona, ou seja,
(F(z)—F(y) (x—y) >m|z—y|*>, m éuma constante positiva. (13)

A seguir, lembraremos que para métodos quase-Newton é uma matriz simétrica definida
positiva By_1 que aproxima da hessiana V2 f(z;_1) e é atualizada pela matriz By, de tal modo
que,

Bysk—1 = yk-1, (14)

tal condi¢ao é conhecida como secante. Zhang et al e Zhang e Xu expandiu (14) e deu a
seguinte extensao como segue:
Bysg—1 = Zg-1, (15)

com

Ok_1
s;_luk_1)’uk_1 ’ (16)

Or—1 = 6(fe_1 — fr) + 350, (Fu1 + Fr)

Zh-1 = Yk—1 + (

onde ji_; € R™ é um parametro vetorial tal que s, 1 # 0.

Da mesma forma, Wei et. al deram a seguinte extensao da secante padrao:

Birsk—1 =Ty (17>

com
Sk—1
511771/'%71

k-1 =2(fe—1 — fr) + s (Fre1 + Fr)

U1 = Y1+ ( k-1 :

(18)

onde muy,_; € R™ é um parametro vetorial tal que s} ,ur_1 # 0. Aqui, a fim de explorar a

vantagem tedrica das equacoes secantes modificadas acima, empregamos a seguinte extencao:

BiSk—1 = up—1 = yp-1+ fT%—_leq (19)
Sp—1Mk—1
onde ¢ € [0,3], ¢ definido em (18) e s} ,pux_1 # 0. Se xi = 0, (19) se reduz a (14) e se
¢ =1, (19) se reduz a (17). Além de disso, se £ = 3, teremos que (19) se reduz a (15).
Recentemente, na tentativa de encontrar aproximacoes adequadas para o parametro DL
t em (6) , Babaie -Kafaki e Ghanbari propuseram uma familia de escolhas adaptativas de
dois parametros para t, que garante a propriedade de descida, com base em um autovalor da

matriz de direcao de busca do método DL. Eles propuseram a seguinte extensao do parametro



de atualizacao do PRP:

EPRP __ pPRP Fijdk—l 20
k=5 T (20)
[y
onde BF'P ¢ o parametro PRP nao m
—EP Flsp 4
=pP 21
k k d;_lyk_]_ ( )

odificado. Motivados por (20), sugerimos a seguinte extensao do parametro de atualizacao
de Perry: com ¢ um parametro niao negativo e 31 ¢ o parametro de atualizagao de Perry nao
modificado dado pelo seguinte:

(Yr—1 — Sk-1) ' Fx

P
= Fy. 22
/Bk: dZ_IU/]gfl k ( )

Substituindo y;_; em (21) por u_1, obtemos o seguinte :

T T
~FEP . (uk_l — Sk_l) Fk Sk—le
L — —

) 23
d;—ﬂkfl d;_luk,l (23)

No entanto, BFF nao estd definido, uma vez que d;_,u;_; pode ser 0 devido a definicio de

u—1 em (19). Portanto, redefinimos u;_; e obtemos sua forma revisada da seguinte forma:

max{¢;_1,0}

T Hi—1 (24>
Sp—1Mk—1

Wi—1 = Yp—1 + &

Fazendo algumas manipulagées , podemos reescrever (23) da seguinte maneira:

—BP  (wp—1 — (14 t)sp—1) " Fy

= 25
k d;cr_lwkfl ( )

Definido t' := 1 + ¢, e substituindo y,_; por wy_;, obtemos uma modificacdo do método DL

original, ou seja
! T
(w1 — t'sp—1) " Fy

.
Ay Wi—1

B =

(26)

A seguir, procedemos a obtencao de valores adequados para o parametro ¢ em (26) e, con-
sequentemente, desenvolvemos um método Perry CG para resolver (1). Ao empregar a ideia
apresentada em [8], investigamos a propriedade de descida do método proposto.
Seguindo a abordagem de Perry, a diregao de descida do método DL em (26) pode ser
escrito da seguinte forma,
d, = —HF), (27)



onde Hj é chamada de matriz de direcao de busca e é dada da seguinte forma

T T
Sk—1Wg_y y Sk—15g—1

Hy=1-

+1 .
T T
Sp 1 Wk—1 Sp 1 Wk—1

(28)

Sabemos que Hj nao simétrica e nem definida positiva. A partir de (27) e aplicando a

abordagem em [5], podemos escrever o seguinte:

di F, = —F, H] F,, = —F, H.F}. (29)
com T T T T
— H H 181w 1wg_18 Skp_1S
kzgz __l_vrl k—l___/rflk—l_l_t/_ll‘ilk—l. (30)
2 28, Wr—1 28, W1 Sp_1Wk—1

Portanto, a matriz Hj, definida por (30) é uma matriz simétrica. E assim, para analisar a
propriedade de descida do método proposto, precisamos encontrar os autovalores de Hy é sua

estrutura usando o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja a matriz Hy definida por (30). Entdo seus autorvalores consistem em 1

com (multiplicidade n —2), A e A, onde

A= %[(1 ta)+ a1 F =1 (31)

N = 5100+ @) = o= 17 46— 1) (32)

ap = t,|—|r5k—1||2 (33)
Sp—1Wk-1

skt ]
b, = (34)

(5¢1wk-1)?

Ademais, N} e A, sdo autovalores reais positivos.

Demonstragio. Como F ¢é uniformemente continua, entdo (F(z) — F(y))"(z — y) >
m ||z — y||2, m uma constante positiva. Suponha que V seja um espacgo vetorial gerado
por {sx_1,wy_1}, entdo dim(V) < 2 e dim(V+) > n — 2. Portanto, existe um conjunto de

vetores mutuamente ortogonais {¢} | }7=7 C V* satisfazendo o seguinte

3;—1902—1 = wij—ﬂpfc—l =0, (35>



o que de (30) leva o seguinte,
TF T i i :
Hypp v =Hppp 1 =¢p_1, 1=1,...n=2. (36)

Entdo, ¢ ;, para i = 1,...n — 2 sdo autovetores de H; com autovalor 1 cada. Seja A e
A, os dois autovalores restantes, respectivamente. Desde que a soma dos autovalores de uma

matriz quadrada simétrica iguais ao seu trago, temos o seguinte:

2
y lsial

trace(Hy) =n — 1+ =1+ 1+14N 4+ (37)
—_—

Sy Wg_1
k=l (n—2) vezes

para o qual temos o seguinte:

[

=
Sp—1Wk—1

M+, =147 (38)

Além disso, aplicando as propriedades da norma de Frobenius, temos o seguinte:

HﬁkHi = trace(H Hy) = tmce(ﬁi)

3 1 _ 2 B 2 B 4
_ o 3y LlsealTlwna ™ e NSkl

2 2 (Sp_1wp—1)? (8f_jwi—1)?

=14+ 14+14X724+ 02 (39)
———

(n—2) vezes

para o qual obtemos

w2 oo _ L sl o l® o llsiall
AN = 515 (5T wr1)? +1t DT (40)
Assim de (38) e (40) usando a identidade abaixo
A2 = A7 2000 + 42 (41)
obteremos o seguinte,
N =g+t S‘E’ﬁli - i”s'g;]f_HjJZISQHQ (42)

De (38) e (42) podemos obter A, e )\, como raizes do seguinte polinomio quadrdtico como

segue

N (14t ls—al” S Y [ O 7 e 0 (43)
Siawe-1” A siweer 4 (sqwe)?




E aplicando a férmula quadratica com alguns rearranjos obtemos o seguinte,

.1 ls—al” Is-1” sl o P

Sp_1Wk—1 Sp_1Wk—1 (8p_1wk-1)

Podemos escrever (44) da seguinte forma,

N =5 [+ ) = Vi — D2+ b — 1] (45)

N —

o que prova (31) e (32). Agora devemos mostrar que

%[(1+ak)i\/(ak_1)2+bk_1}>O (46)

Claramente de (44), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz A} > 0. E depois de algumas

manipulagoes algébricas pode-se ver que A, para

U fweall® siywi
t, > Z T - 2 (47>
Sp—1Wk-1 [Ey

Agora vou mostrar que A\, > 0. Para uma melhor visualizagao teremos que s;_1 = s,

wy—1 = w, t' = t. Temos que com s'w > 0

2
)\7 — 1 1 +t/||8||2 _ t/||s||2 _ 1 + ||S”2 ||/LU||2 _ 1 (48)
B9 sTw sTw (sTw)? '




Seja,

1
1 (HtH H) (_| 1) L sl e HTHwH e
2 \ Tw (sTw)
2
~ 1+t'i”> < 1) +|| || ||w|| 0
S w \
2
. 1+ti>>J< 1) T
S w
2
N 1%_t\ - H\! 3 \\H ] 3
Tw (sTw)?
ot 2 st 2t|s]?
N HHJr Kl Isll™ _ 2t0sI” HHIIwH_1
sTw (sTw)?2 = (sTw)? sTw (sTw)?
2t ||s[* 2t IIH ]
=1 > —
- sTw sTw (sTw)?
2t ||s|* | 2t]|s|’ \IH ]|
=1
+ sTw sTw (sTw)?
il s I [l 1
sTw (sTw)?
Isll” [lwll® —, +
= 4t 2> — 5
Isl* > (s"w) (sTw)? — (s w)

:>t>1 ||w||2 sTw
4\ sTw |s|* )

Portanto, todos os autovalores da matriz simétrica Hj sao numeros reais positivos, o que

garante que seja uma matriz positiva-definida. Consequentemente, de (29) temos o seguinte
TFF TFF - 2

o que mostra que a condi¢ao de descida estd satisfeita Portanto, com base em nossa analise de

autovalores, sugerimos as seguintes escolhas de dois parametros para t' no método proposto

* ||wk—1”2 . *S;——lwkfl

thy = (50)

Sh-1Wk-1 el

]



Observacgao 3.1. Como o parametrot é nao negativo, restringiremos os valores do parametro
n* em (49) a serem negativos de modo a evitar uma aprorimacdo numericamente irracio-
nal [26]. Portanto, com base na observacao acima podemos escrever nosso parametro de

atualizagao modificada com
(wg—1 — thysk—1) " Fl

By = (51)

—
dj_Wi—1

com m* > 411 e n* <0 satisfazendo (49) e garantindo a condi¢do de descida.

Também escrevemos a dire¢ao de descida para o método proposto da sequinte forma,

Wp_1 — thiSp_1) F
de—Fk—l—(( klrklkl) k)dk—l (52)

dy_wE—1

Agora listaremos as etapas do primeiro algoritmo como segue.

Algoritmo 1: METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS PERRY
1 Dados: 0 € (0,1),8€ (0,1),e >0, e xg € R".
2 Faca: k:=0.

3 Calcule F(xy). Se ||F(xy)| < ¢, pare, caso contrario vé para o passo 4 .

4 Gere a direc¢ao de descida dj usando (51). Pare se dj = 0.
5 Determine o parametro de comprimento de passo aj = ™ com m sendo o menor
nimero inteiro nao negativo tal que
—F (g + 87 di) T dy, > 01,57 || dic||* (53)

Defina z, = x, + audy.

[

Se ||F'(zx)|| = 0, pare, caso contrario va para o passo 7.

7 Calcule a projecao de z; em Hj usando

F(zr) " (w — 21)
1 ()

F(2)

Tht1 = Tk —

8 Defina k := k + 1 e va para a etapa 1

Agora, mantendo t' := 1+t e substituindo wy_; por yx_1 em (26), obtemos o método DL
origianl em (6). Em seguida uma abordagem semelhante & realizada anteriormente, vamos

ter uma segunda estimativa para t':

[ _ St1Yk-1
Sp_1Yk—1 ”31671H2 7

t;cQ = (54)

onde ¢ > i er < }1. Consequentemente, damos o parametro de atualizagao correspondente

10



direcao de descida da seguinte forma:

= osp1) F
Bz _ (wk 1 L25k 1) k (55)

—
dj,_WE—1

com q > }l e r < 0 satisfazendo (49) e garantindo a condic¢ao de descida.

Wp_1 — thosp 1) F
dy = —F, + (( £ 1dT ki}: 11) k) dj—1. (56)
k—1Wk—

Agora, apresentaremos o segundo algoritmo da seguinte forma:

Algoritmo 2: METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS PERRY
1 Dados: 0 € (0,1),8€ (0,1),e >0, e zp € R".
2 Faca: k:=0.

Calcule F(zg). Se ||F(x)|| < €, pare, caso contrario v para o passo 4 .

w

4 Gere a direc¢ao de descida dj usando (55). Pare se dj = 0.
5 Determine o parametro de cumprimento de passo «; = 8™ com ™ sendo o0 menor
nuimero inteiro nao negativo tal que

—F(zg + i) dy > 03,87 | di | (57)

Defina z, = x;, + ay.dy.

Se [|[F'(zx)|| = 0, pare, caso contrario va para o passo 7.

[

7 Calcule a projecao de z; em Hj usando
F(zi) " (xr — 21)
1F ()l

F(2)

Tpr1 = Tk —

8 Defina k :=k + 1 e va para a etapa 1

4 Resultados de convergéncia
Para discutir a convergéncia global do Algoritmo 1, exigiremos o seguinte:
1. O conjunto ¢ definido por

O = {z[ |[F(2)|| < [IF(xo)ll} (58)

¢ limitado, ou seja, existe uma constante B > 0 tal que ||F(x)| < B, Vz € &.

2. O conjunto solucao de F' é nao vazio, ou seja, existe uma solucao z* € R" que satisfaz
F(z*) =0.

11



3. A funcao F' é Lipschitz continua, ou seja, existe uma constante positiva L tal que

[F(z) = F)ll < Lllz =yl v,y € R™ (59)

As suposigoes 1 e 3 implicam (ver Proposigao 1.3de [74]) que existe uma constante positiva

tal que
[F(zp)]] < 0. (60)

Também usamos o seguinte Lema, que se originou do lema 2.1 no trabalho de Solodov e
Svaiter [49], que também vale para o Algoritmo 1. Omitiremos a prova por ser semelhante &
de [49].

Além disso, Temos que a funcio mérito é dada por f(z) = 1/2||F(z)||* = 1/2F(z)T F(z).
Sabe-se que F' : R* — R", F(x) = (Fi(z1),...,F(x)). E F; : R* — R, assim, f(z) =
13" Fi(z)?, teremos,

3f_1i ()2
i
ox

1
2

1
2 &BJ

OF;
Fi(x)
i—1 0xj

>

Fi(x) ox;
j

>
o

OF
= Fi(n)5—+... + Fy(2)
J

oF,
8:15]-

Logo, f(x) = Jp(z)" F(x).

Lema 4.1 (Solodov e Svaiter). Suponha que F seja mondtona e as suposi¢des 2 e 3 sejam
validas. Deize a sequéncia {xy} ser gerada pelo Algoritmo 1 com dire¢ao de descida dy, dada

por (51). Entdo para qualquer x* que satisfaga F(x*) =0, temos o sequinte:
ki — 2*||* < o — 2||* = [lzn — 2l (61)

12



e a sequéncia {xy} € limitada. Além disso, ou a sequéncia {xy} € finita com a solugdo de (1)

ser a ultima iteragao ou {xy} € infinita e

Sl — all? < oo, (62)
k=0
o que implica que
lim ||zg11 — x| = 0. (63)
k—oo
Demonstracao. Temos que
ok = &*|I* = [|(zh — 2hg1) + (w1 — )|

=[x — i |I* + llwnr — 2717 + 228 — Tppr, Tha — )
> ok — mrall® + [lone — 27
F T —
- (xk _ F(z) (e : Zk)F(zk))
1 (z) |

_ (F(Zk)T(J?k — %)
| F(2) |

2
e

2
) t e — o

Além disso, sabemos que 0 < |21 — 2*||* < ||z — 2*||> = ||z — 541]]>. Desta desigualdade
resulta que a sequéncia {||z; — z*||} ¢ mondtona decrescente e limitada, portanto convergente.
Também vale que

g = zpll” < llzw — 2*|° = Jangr — 27| (64)

Passando limite quando k — o0, obtemos que limy_, o (2 + Tx41) = 0. A
O

Lema 4.2. Suponha que F seja mondtona eas suposicoes 2 e 3 sejam vdlidas. Deize a
sequéncia {xy} seja gerada pelo Algoritmo 1 com dire¢ao de descida dada por (51). Entdo a

sequéncia {Fy} é limitada, ou seja, existe uma constante w > 0 tal que ||Fy| < w.

Demonstragao: Pelo lema anterior, obtemos,
o = a*|* < [l — 2| (65)
Como F' é é Lipschitz continua entao

[E ()l = 1F(zr) = F ()] < Loy — 2™ < Ll — 2™ (66)

13



Assim, temos que w = L ||zo — x|

Lema 4.3. Seja a sequéncia {xy} gerada pelo Algoritmo 1, entdo
k—o0

Demonstragao: Pelo lema 1 {||xy — z*||} é mondtona e converge, logo é limitada. Seja

Zp = T + apdy e a busca —F(xy, + 87 dy) " dy, > o™ Hdk|]2, temos que,

|F(2) " (25 — 2x0)

@1 — k| = (68)

o 1 (z) |

 anF (21) "y
— (69)

1 (2) |

v} | F () el o

- 17 (2) |
= oxaj [l di® (71)
>0 (72)

Pelo limg o0 ||Zg+1 — 2] = 0 € por (38)
k—o0

Lema 4.4. Suponha que a suposicio 3 seja vdlida e a sequéncia {x} gerada pelo algoritmo

1 ¢ limitada, entio existe uma constante M > 0 tal que
|l < M, Vk. (74)

Demonstragao: Pelo fato da F' ser uniformemente monotona, i.e,

(F(z) = F(y) (z —y) > m |z -y (75)
e por
Wr—1 = Y1 +§M Sk—1. (76)
Sk 15k—1

Obtemos o seguinte:

14



T T max{1,0}
= Sp_ Wh—1 = Sp_1 | Yh—1 + E——F——5k1
Sg—15k—1

max{s;_1,0}

T ) T

= Sp 1Yh-1+E——=———S;_15k-1
Skp_15k—1

= Y161+ Emax{g1,0}
= (F(ay) = F(zp-1)) (zr — 2p-1) + Emax{g._1,0}
> m ||z, — zp_1||* + € max{g,_1, 0}

=m|[sp_1]” + Emax{g,_ 1,0} = C
Temos que,
-1 = 2(frm1 — fa) + (Free1 + Fi) "spm

Aplicando o TVM em f, com ¢ = A\xj,_; + (1 — Ny, para A € (0,1) e Vf(z) = Jp(z) " F(z).

o1 = 2(fr1 — fr) + (Frey + Fx) "sia
= (=2Vf(C) + Fyr1 + Fi) Tsia
= (=2Jp(Q)"F({) + Foo1 + F) s

Tomando o médulo de ¢ , teremos,

Sk—1] < ||—QJF(OTF(C) + Fpq + Fk)TH l|sk—1]]
< 21T TFO| + NEl + [1Fall) skl
< I ONTEON+29) Isk—
< U Ip(O 4 29) [|sp-1
< (290 4 20) ||sk_1]|
20U (0 + 1) ||sk_1]|

Utilizando a definigdo de wy_1, o fato de F ser Lipschitz continua e [¢x_1| < 2W(0+1) ||sk—_1]|,

15



obteremos o seguinte,

max{s._1,0
|we—1]| = ‘ Yr—1 +5M8k—1
Sp—15k—1
max{s._1,0
< Jyr—1]l + Hf%skq
k—1°k—1
max{g._1,0
= HF(ZEk) - F(fk—l)H + ’f—-l-{ hL }Sk—l
Sk—15k—1
< Llsga|l +269(0 + 1) [|sga|l = M
Temos que,
o —m* ||wk—1”2 . *S;——lwkfl
k1l =
Szflwk’—l HSkfIHQ
2 T
= |t/ | o * Hwkflﬂ N £ Sk—1Wk—1
k1l — T 2
S Wk—1 [y
< | Jwi—1])? o Sp Wh1
= T 2
S Wk—1 [y
M2 C
<m'— + |n"| —_—
¢ sl
Com tudo isso, teremos que
[di|| = [[—F(zx) + Bxdy—1]]
H [ Wg—1 — t;clsk1>TF(xk):| J
p k-1
k—1Wk—1
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Sk—1
ag—1’

Temos que s = apdy — di_1 = com ay > 0. Assim,

(wy—q — ) 56-1) " F(xp)]
[kl = || —F (k) + (s dle ) Flai) di—1
L k—1Wk—1 ]
— =P + [(wi—1 — iy sp—1) Fa1)] sp—
(8k71/04k71)ka71 1 Q-1
o s T :
P + (w1 Fia S 1) F(zy) .
L Sp—1Wk-1 i
— —F(J}k)—}— -(wl—crfl _t;clsgl)F(mk)] Sk_1
- — _
L Sk—1Wk—1
= ||—F(zz) + (w1 F(ax) = thasp Fn)) s
* L Sp_1Wk-1 o
= || = F(zx) + [ (Wi F(21) 851 _t;clsg—lF(wk)sk—l)}
= T
L Sp_1Wk—1
[we—1 || [| F'(zx)|] [[sk—1l[ [|F'(zx) |
< () + P g g, P LIy
k—1Wk— f—1Wk—
UM s | i C_\ s’
<VU4+ —————+ | m'— + |n"
¢ ¢ lsrall” ¢

M ||sp|| M? C O\ skl
=V |(l4+———+ | m'— +|n"|
( C C Isea]?) C

Portanto, M= (1 + w + <m*% + |n*| ” kC ”2) ||5k71H2> -
Sk—1

Teorema 4.1. Suponha que F' seja mondtona e as suposicoes 2 e 3 sejam vdlidas. Seja {xy}

e {zr} sequéncias geradas pelo algoritmo 1. Entdo

liminf || F'(z)]| = 0. (77)

k—o0

Demonstracgao: A prova serd feita por contradigao.
Suponha que lim infy_, || F'(z)|| = 0 ndo é verdadeira. Entao existe n > 0 tal que ||F'(zy)|| >

n, para todo k € NU {0}. Temos que d Fy < —\||F(z;)|]%, com isso teremos que,
MIF@)ll” < =F(24) "di < |F (i) il , vk € NU {0}
Teremos,
MIE@I® < IF @)l ldell = M F (@)l < lldill = lldill = A > 0
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Portanto, utilizando limy_,o o ||di|| = 0 e a desigualdade anterior, teremos,

lim af =0 (78)

k—o0

Pela busca linear —F (z, + 87dy)Tdy > 017 ||dy||” e para k suficientemente grande, temos

que o™~ ndo ird satisfazer a busca linear, o que implica que,
—F(xy, + ™ dy,) Ty, < 0B || | (79)

Além do mais, a limitacao das sequéncias {zy} e {d} implica que existe pontos de acu-

mulacao, digamos T e de conjuntos de indices infinitos N; e Ny com Ny C N; tais que,

lim x, =2, parak e N;
k—o00

e

lim dy = c,lv, para k € Ny

k—o0

Portanto, tomando o limite de (79) quando k — 0o, obtemos o seguinte,
F@)'d>0 (80)

Por outro lado, tomando limite com k& — oo em ambos os lados da condigao de descida,

temos o seguinte,
F(#)Td<0 (81)
Por (45) e (46) temos uma contradigao. O

Lema 4.5. Suponha que a suposi¢cdo 3 seja vdlida. Seja a sequéncia {x} gerada pelo Algo-

ritmo 2 se for limitada, entao existe uma constante M >0 tal que
|| < M, V. (82)

Teorema 4.2. Suponha que F seja mondtona e as suposicao 2 e 3 sejam vdlidas. Sejam as

sequéncias {xy} e {zx} geradas pelo Algoritmo 2. Entao,
liminf || F(zg)|| = 0. (83)

k—oo

Temos que a demonstracao é semelhante a do Teorema 4.1.
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5 Resultados Numericos

Os testes ntmericos foram realizados com o objetivo de analisar o desempenho do método
utilizando as duas estratégias para as direcoes de descida. Consideramos 11 fungoes teste e
8 pontos iniciais utilizados em [3]. Nos testes, tomamos n = 500, € = 1075, ¢ =107%, 8=
0.6, £ =08 m"=0.8, n"*=—-0.1, ¢ =0.8er* = —0.5. Além disso, o algoritmo é interrom-
pido quando a norma de F'(z}) atingiu a tolerancia estabelecida ou quando o nimero méaximo
de 50000 iteracoes foi excedido. Neste tultimo caso, declaramos que a sequéncia gerada pelo
algoritmo nao convergiu. Nas figuras 1, 2 e 3 podemos perceber que as estratégias nao resolve-
ram 100% dos problemas testados. Observamos ainda que o MCGP1 (¢ = ¢;) obteve melhor
desempenho que o MCGP2 (t = t3) em relacao aos critérios de tempo de CPU, niimero de
iteracoes e a avaliacao de fungao. O algoritmo foi implementado na linguagem de programacao

Julia e estd livremente disponibilizado em https://github.com/petimatematica/MCGP.
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Performance ratio: # function evaluations

Figura 1: Perfil de desempenho relativo a avaliacao de funcao.
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Figura 2: Perfil de desempenho relativo ao niimero de iteragoes.
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https://github.com/petimatematica/MCGP
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Figura 3: Perfil de desempenho relativo ao tempo de CPU.
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