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1 Revisao de Algebra Linear

Definicao 1.1. Dados, m,n € N. Uma m x n matriz sobre R € uma fung¢ao A : I,,, x I, — R tal que A(i,j) = a;; para todo
(1,7) € Ly, X I,. Onde I, = {p € N:p <n}.

Quando m = n, dizemos que uma m X n matriz sobre R é quadrada. Usualmente, os valores que uma m X n matriz sobre
R, digamos A, assume sao representados por uma tabela retangular e denotados da seguinte maneira

11 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+  Q2p
A= . . . . P

Am1 Am2 - Amn

a definicao a seguir refere-se a tal representacao.
Definicao 1.2. Uma operacao elementar sobre as linhas de uma m x n A sobre R refere-se a

(a) multiplicagiao de uma linha de A por um escalar ¢ nao-nulo;
(b) substituicao da r-ésima linha de A pela linha r mais ¢ vezes a linha s, sendo ¢ um escalar arbitrdario e r # s;

(c) transposicao de duas linhas de A.
Definicao 1.3. Uma m X n matriz R € dita escalonada reduzida se

(a) o primeiro elemento nao-nulo em cada linha ndo-nula de R é igual a 1;
(b) cada coluna de R que contém o primeiro elemento nao-nulo de alguma linha tem todos os seus outros elementos nulos;
(c) toda linha de R cujos elementos sao todos nulos ocorre abaizo de todas as linhas que possuem um elemento ndo-nulo;

(d) se as linhas 1,...,7r sao as linhas nao-nulas de R e se o primeiro elemento nao-nulo da linha i ocorre na coluna k;,
t=1,...,7, entao ky < ko < --- < k,.

Definigao 1.4. O posto de uma matriz A é o numero de linhas nao nulas da sua forma escalonada reduzida.

Como nao trabalharemos com matrizes sobre outros corpos e também nao teremos o perigo de confundir seu “tamanho”
diremos apenas o termo “matriz” ao invés de m X n matriz sobre R.

Definicao 1.5. Dada uma matriz A de tamanho m X n, a n X m matriz transposta denotada por AT € uma funcio AT :
I, x I, = R tal que A" (i, ) = aj; para todo (i,7) € I, X I,.

A transposicao de matrizes possuem algumas propriedades algébricas, enunciaremos as que serao utilizadas em nosso estudo
e omitiremos suas demonstracgoes.

Proposigao 1.1. Dada uma matriz A temos que (AT)" = A.

Definicao 1.6. Dadas uma matriz m x n A e uma matriz n X p B. Definiremos a m X p matriz produto C = A - B de modo
que C(i,§) = D aix - byj.
k=1

H&a uma propriedade algébrica que relaciona o produto de matrizes com a transposicao de matrizes.
Proposicao 1.2. Dadas uma matriz m xn A e uma matrizn X p B. Temos que
(AB)" =BT . A".
Defini¢ao 1.7. Dadas as matrizes m x n A e B. Definiremos a m X n matriz soma C = A+ B de modo que C(i,7) =
A(i, j) + B(i, j).
Proposigao 1.3. Dadas as matrizes m xn A e B temos que (A+ B)" = AT + BT,
Definicao 1.8. Uma matriz A € dita simétrica se AT = A.
Proposicao 1.4. A soma de matrizes simétricas € simétrica.
Demonstracao. Sejam A e B matrizes simétricas. Vamos mostrar que A + B também ¢é simétrica. Para isso, observe que
(A+B) =AT+B"=A+B.
O

Os espacos vetoriais R" e R™! (espago das matrizes n x 1 sobre R) sdo isomorfos logo, o produto de matrizes definido acima
também ¢é vélido para os elementos do R™. Precisaremos dessa informagao para resolver a proposi¢ao a seguir.

Proposigao 1.5. Dados u,v € R"\ {0}, a matriz gerada por uv' tem posto 1.

Demonstragao. Sejam u = (uy,ug, ..., Uy,) € v = (V1,V2,...,0,), assim

(51 Ui Uy ... ULV, U;V1 Uy ... Uy

- Us UgV1 U2 ... UgUp| (x) 0 0o ... 0
uv = . [Ul Vg ... ’Un:| = ~
Uy, UVl UpVo ... UpUp 0 0o ... 0
Como u # 0, entdo existe um ¢ € {1,2,...,n} tal que u; # 0, assim a matriz obtida por (%) é resultante das seguintes
operacoes em linhas,
l; = _u_lj+li, i # j,u; # 0 (substituicdo da j-ésima linha por — vezes a j-ésima linha mais a i-ésima linha com i # j e u; # 0);
J J

l; = 1y (seguida da transposi¢ao da i-ésima linha a primeira linha).

Observe que se u; = 0 entdo a j-ésima linha da matriz é nula. Portanto, uv' tem posto 1. O
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Em seguida enunciaremos alguns resultados cuja demonstragao podem ser encontradas em varios livros de algebra linear.
Proposicao 1.6. Para qualquer matriz A, posto(A") = posto(A).
Proposicao 1.7. Para quaisquer A, B € R™*™  posto(A + B) < posto(A) + posto(B).
Corolario 1.1. Dados u,v € R™\ {0}, posto(uv” +vu') < 2.

Demonstracao. Com efeito,

T T

+ posto(vu ') (pela Proposigao 1.7)
U7

posto(uv' +vu') < posto(uv™)
= posto(uv") + posto((v ) (pela Proposicao 1.6)
(uv") + (u")" -v") (pela Proposicao 1.2)
(

= posto(uv ' ) + posto

= posto(uv ") + posto(uv ") (pela Proposicao 1.1)

= 2-posto(uv ")
= 2 (pela Proposigao 1.5).
0

Vamos relembrar sobre uma matriz especial. Denominamos por matriz identidade e denotamos por [,, a matriz quadrada
n x n tal que
. lset=3y
I, (Z7 .]) = { . . ’

Osei+#j

ou seja, sua representacao tabular é dada por

1 0 - 0
o1 - 0

[n: . 5
0 0 - 1

O conjunto das matrizes quadradas n x n sobre R denotado por R™*™ munido do produto definido anteriormente possui
como elemento a matriz identidade definida acima. No entanto, nem todas as matrizes A € R™*" possuem um B € R™*" de
modo que A- B = B-A = 1,, isto é, que possuem inverso multiplicativo. Apesar disso, as matrizes que possuem recebem um
nome especial.

Definigao 1.9. Uma matriz A € R™" ¢ invertivel se ezistir um B € R"*" tal que A-B=B-A=1,.

E facil mostrar a unicidade da matriz B na definicdo dada acima. Por isso, a matriz B é denotada por A~! e é chamada de
matriz inversa de A.

Definigao 1.10. Sejam A e B matrizes quadradas. Dizemos que A é semelhante a B se existir uma matriz invertivel P tal
que PYAP = B. Se A é semelhante a B, escreveremos A ~ B.

Definigao 1.11. Uma matriz quadrada A € dita diagonal se A(i,j) =0 caso i # j.
Observe que a matriz identidade é um exemplo de uma matriz diagonal.
Definigao 1.12. Uma matriz A é diagondlizdavel se A ~ D, com D sendo uma matriz diagonal.

Ou seja, pelas defini¢oes dadas acima, temos que A é diagonalizavel é equivalente a afirmar que existe uma matriz invertivel
P tal que P"'AP = D com D sendo uma matriz diagonal. A proposicao a seguir, cuja demonstracio serd omitida, descreve
os elementos de cada coluna da matriz P e os elementos nao nulos da matriz diagonal D. Para isso, precisamos recordar os
seguintes conceitos.

Definicao 1.13. Sejam A € R™™ e v € R™\ {0}. Dizemos que v é um autovetor associado ao autovalor \ € C se
A-v=X\ v.

Proposicao 1.8. Seja A uma matriz n x n. Ezxistem uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D de maneira que
P7'AP = D se e somente se as colunas de P forem n autovetores de A, linearmente independentes, e os elementos da diagonal
principal de D forem os autovalores correspondentes aos autovetores em P, colocados na mesma ordem.

Definigao 1.14. Um produto interno em R™ é uma fungao (-, -) : R" x R — R que satisfaz as sequintes propriedades para
quaisquer u,v,w € R"™ e a € R:

positividade (u,u) > 0;

produto interno nulo (u,u) =0 se, e somente se, u = 0;

linearidade na primeira entrada (au + v, w) = a{u, w) + (v, w);

stmetria (u,v) = (v, u).

Dados u = (uy,ug,...u,) € v = (v1,vq,...v,) € R" a funcao (-, -) : R” x R" — R tal que (u,v) = ujv; + ugvy + « - - + upvy,
é um exemplo de produto interno. Mas note que u'v = {u,v) e pela simetria temos que u'v = v'u. Por fim, uma identidade
recorrente é u'u = ||ul|?.

Defini¢ao 1.15. Dizemos que os vetores u,v € R" sao ortogonais se (u,v) = 0.

Definicao 1.16. Um conjunto de vetores de R™ é um congjunto ortogonal se todos os pares de vetores distintos no conjunto
sa0 ortogonais.

Defini¢ao 1.17. Uma norma em R™ € uma funcdo || - || : R® x R™ — R tal que ||z|| = \/(z,z) para todo x € R".

Definicao 1.18. Dizemos que x € R™ € unitdrio se ||z| = 1.



Definicao 1.19. Um conjunto de vetores de R™ € um conjunto ortonormal se todos os pares de vetores distintos no conjunto
sao ortogonais e unitdrios.

Definicao 1.20. Uma matriz quadrada @) cujas colunas formam um conjunto ortonormal é chamada matriz ortogonal.

Definicao 1.21. Uma matriz quadrada A é ortogonalmente diagonalizdvel se existirem uma matriz ortogonal Q) e uma
matriz diagonal D tais que QT AQ = D.

Uma consequéncia direta da definicao acima é que toda matriz ortogonalmente diagonalizavel é também diagonalizavel.
Teorema 1.1 (espectral). Seja A uma matriz quadrada. Entao, A € simétrica se e somente se A € ortogonalmente diagonalizdvel.
Proposicao 1.9. Sejam A e B matrizes quadradas com A ~ B. Entdo A e B tem o mesmo posto.

Proposicao 1.10. Sejam A uma matriz quadrada e v um autovetor. Se X\ € um autovalor associado a v, entdo [ + ya € um
autovalor associado a 3 -1, +v - A, isto €

(B-In+v-Av=(8+ya)v.

Proposigao 1.11. Para quaisquer vetores u,v € R, temos que, (uv)u = u(v'u).

Demonstracao. De fato,

Uy Uy
T - U2 Uz
(v’ )u = ) [v1 vy ... vn}
Unp Unp
U1 U1V ... ULV, U1l
U2V1 U2Vy ... UQUy U2
UpU1 UpU2 ... UpUp Unp,

U%Ul + UrugVg + - - - + UTUR VY
U UpV] + UZVY + « -+ + Uy Uy,

ULURVL + UnUp Vo + -+ - + Ui,

[y (U vy + Uy + - - - + UpDy)
Uz (ugvy + UgVe + -+ - + upvy)

| up (urvr + ugva + - + Unvy)

U

U2
= | | (ugvy + uguy + -+ + wnvy)

=|. (viug + vaug + - - - + vVyUy)

Unp,

= u(v'u).

Proposicao 1.12. Para quaisquer vetores u € R™ e v € R™ \ {0}, temos que,

(w7 o) (st o) = (ot ol ) (w40

(uvT + vuT> (u + MU) = (wMu+ (vu")u + H(UUT)U + M(UUT)U
=u(v u) +v(u'u) + MU(UTU) + —ro(u'v)

o]
Il

T [ ull T 2 2
=u(u v) + —ro(u v) + |lul|*v + —||lv]|Fu
vl o]l

= (o) @y ol () + Rl

o]

_ (u+ H) () + (u+ H) el o]

= ot Jullol) (w40 ).

Demonstracao. De fato,



Além disso,

(uzﬁ + vuT) (u - Mv) — (oMt (wuyu = Py — il

o] o] o]
=u(v u) +v(u'u) - Mu(vTv) — Mv(uTv)
o] o]
full .+ ol o
= u(u'v) = {—ro(u'v) + [lul*v — = lv]
o] o]

= (= 1) o+ e (24 0) = ol

_ ( _ %) (W) + (u - %) (—lulliel)

= o= fullol) (w140

(w07 o) (et o) = (ot ol ) (w00

Logo, se uma matriz quadrada pode ser decomposta na forma acima, entao ja sabemos pelo menos dois de seus autovalores.

Portanto,

O

Teorema 1.2. Seja A € R™™ uma matriz simétrica com \y e \,, sendo o menor e o maior autovalor, respectivamente, entdao
2 T 2
Mzl < @8 Az < Allaf]7,
para todo x € R™.
T T T T

Proposigao 1.13. Dados u,v,z € R" temos que x ' uv'v =z vu' x.

Demonstracao. Repare que

v uv'x = (2 u)(v'z) (associatividade em R)
= (v'x)(2"u) (comutatividade em R)
= (z"v)(u"z) (simetria do produto interno em R™)
=x'vu'x
[
2 Introducao
Nesse estudo, os autores consideraram resolver a seguinte equagao
F(z)=0, z € Q, (1)

onde F : R"® — R" é de classe C! e satisfaz a desigualdade abaixo para quaisquer z, y € R”

(F(z) = F(y)) (z —y) >0, (2)

a propriedade acima serd referida como a monotonicidade do campo vetorial F'. O conjunto vidvel {2 é sempre nao vazio, fechado
e convexo.

Para resolver (1), os autores desenvolveram um método do gradiente conjugado projetado. Para isso, adaptaram o método
do gradiente conjugado proposto por Dai & Kou que visa a minimizacao irrestrita de fungoes escalares convexas.

3 Algoritmo

Apresentaremos a seguir a adaptacao proposta. O método do gradiente conjugado proposto no artigo estudado gera uma
sequéncia {x;} da forma
Trp1 = T + apdy, (3)

onde oy > 0 é o parametro responsavel pelo comprimento de passo e d é uma sequéncia gerada pela férmula de recorréncia

—Fy, se k=0,
dy = S (4)
—Fy + B (Th—1)di—1, se k>1,

onde Fj, = F(xy) e

N Fld
ﬁk (Tk—l) = max ﬂk(’]—k—l)a nudk 1”2 9 n € [07 1)7 (5)
onde . | ||2 - .
Fy Yk Y1 Sp1Yk-1\ Fy Sk—1
Belrir) = AL (4 - 7 6
( 1) dg_lyk_l ' 5;—_1yk—1 ||81f—1||2 dkT_lyk—l ( )
em (6) 7,_1 é definido como
A ||ylc—1||2 B ngﬂyk—l
T, = = e = ST 7
s e T sk |? (7)



ou suas variantes com 6 € [0, 1],
Th—1 = 97;?,1 + (1 - (9)7,51. (8)

Além disso, yi_1 presente em (6) é definido por yx_1 = Yk—1 + Ap—1tk_1|| Fr—1||dx—1 onde yx_1 = Fy — Fy_1, A\p—1 é dado por

tre 17 dp_
k—17p—10k 1}’ (9>

M1 =14 || Fl— _1max{0, —
k—1 || k IH Htk—ldk—1“2

ademais, t;_1 > 0 e por fim, s;_; em (6) é definido como sy_1 = t}_1d)_;.
Definiu-se ainda o operador projecao P : R™ — € tal que
Po(z) = argmin{||y — z|| : y € Q}, Vz e R"

Sabemos que Py(z) é a projecao de x sobre o conjunto 2. Além disso, se z € Q, Po(z) = 2. Uma propriedade mencionavel
de Pyl-] é a sua nao expansividade, isto é,

[Pa(z) = Pa(y)ll < lz —yll, Vz,y € R™

Baseado nestas informacoes, o seguinte algoritmo foi apresentado.

Algoritmo 1: Método do Gradiente Conjugado Projetado Ding, Xiao & Li
Passo 0 Escolha um chute inicial arbitrdrio zy € Q e as constantes £ € (0,1), o € (0,1), p € (0,1), n € [0,1), 6 € [0, 1],
€ > 0. Defina £k := 0.
Passo 1 Pare se || F(x)|| < €. Caso contrério, determine dj por (4).
Passo 2 Encontre ¢, = max{&p’ : i = 0,1,2,...}, que satisfaca

Defina zj, := x + k + t1.d;.
Passo 3 Se ||F'(zx)|| < €, pare. Caso contrario, calcule

T+l = Pﬂ(xk - akF('Zk))?
F(z) " (2 — 21)

1 (z)?
Passo 4 Faga k := k 4 1. Retorne ao Passo 1.

onde oy =

Agora, serd mostrado uma propriedade da sequéncia definida em (4).

Lema 3.1. Seja {di} a sequéncia gerada por (4) e 7 definido por (8). Se d]_,yx_1 # 0, existe uma constante ¢ € (0, 1), tal

que
Fldy, < —c|| Fi|. (11)
T
Demonstragao. Consideraremos dois casos. No caso de [5(75_1) > nﬁ, entdo 51 (mx_1) = B(7k_1). Primeiramente, prova-
remos que el
) 3
Fd, < — min {m, 1} T
2
onde r,_; = Tk,lnTSk;lH.
Sp—1Yk—1

Por conveniéncia, definimos

_ el llyw-1l®
(di—1Yr-1)?
g ? _ Si_1Yk-1

Ck—1 = Tp—1 +
' s skl

brk—1 = Yr—1 — Ck—15k-1,

H =1, - Zfﬁ;b;—l.
k—1Yk—1
Como s = tpdy, afirmamos que
d, = —HF'F.
Pois,
—H{ F, = — (In — Zil—b’j—l) Fy=—Fp + df“r;b;—le.
k—1Yk—1 dkflyk—l
Além disso,
dp—1by_y  dpo1(yre1 — ch-15p-1) |
dy_1Yr—1 B di_ Y1
o de1(Yig — c-155)
N d}l—_1yk71
o dk—lykT_l Ck—1dk—152_1
B d}l—_lyk—l a dkT_lyk—l
 dyayy ly—1ll®  spayk1) de18) 4
B di_ Y- N (Tk_l " Sp_1Yk—1 - [sk—1]]? ) dy_ Y1

= dip1 (L_ (Tk . lye—all® sglyk_l) ST, )
di 1Yk st el ) di_yye




Consequentemente,

—HlF, = —F, +

T 2 T T
Y1 | yr—1]| Sk—1Yk—1 Sk—1
=—Fk+ (dk (— - <7'k + - Fy,
' d;—_ﬂ/kfl ! 5;_1yk71 ||3k—1||2 d;_lykq

b (SR (o Jl sL) Sih )
dLyk_l S;,lykq H5k71H2 d;I,lyk—l
Flyk_ le—1ll?>  Siiyk-1\ Fy sp_1

= —Fk +di (k— — | Tho1 + — b
di_1Yr—1 Spoik—1 lsk—all? ) dl_ yr—

= —F) + dg—186(Ti-1)
= —Fy + B¢ (Th—1)djp—1
= dj.

Para prosseguir com a anélise, seja H’ dado por

dk’—lbgfl + bk—ld;fl

_ 1
HP .=~ [HP + (H)Y" =1, —
k [ k ( k) ] 2d}1—_1yk—1

2

Note que HY é uma matriz simétrica, além disso

dioaby + bead]

=H] —I,=H + (-1,),
2d;—_1yk71 k k ( )

devido a isso, pela Proposicao 1.4 segue que a matriz

_dk—lb;rfl + bk—ld;rfl
2d;—_1yk71

I

também é simétrica. Gragas a isso, podemos aplicar o Teorema Espectral 1.1, e assim afirmar que a matriz acima é ortogonalmente
diagonalizavel, isto é, diagonalizavel. Observe que essa matriz é da forma

wo! +ou’

2d;71yk—1 ’
com u = d_1 e v = bg_1 por isso, pelo Corolario 1.1 sabemos que o seu posto é, no maximo, 2. Como ela é semelhante a
uma matriz diagonal (pois é diagonalizdvel) onde cada elemento nao nulo da matriz diagonal sdo os autovalores dessa matriz
(de acordo com a Proposigao 1.8) e pelo fato de matrizes semelhantes terem o mesmo posto (de acordo com a Proposigao 1.9)
concluimos que essa matriz possui os autovalores A\, \s € R e 0. Devido a sua forma (uv' +wvu'), sabemos ainda, pela Proposicao
1.12, que

A= Iy [y Ny — ~ di_ybiy — [l di— ||| b1
defﬂyk:—l QdEflyk—l
Por isso, aplicando a Proposi¢io 1.10 com 3 = v = lsabemos que H} possui, no maximo, trés autovalores distintos 1,1+ A\
e 1+ )Xo, isto é,
 Demabios — il dioabeer + [lde 1k |

11
2d}_ yk—1 2d]_ Y1

T

Além disso, para quaisquer u,v € R", temos que u'v — |Jull||v]] < u"v + ||Jul|||v]|. Fazendo, u = dy_; e v = bp_;. Se

1 1
d}_yr_1 <0, entdo —= (—) > 0, logo
kot 2 d;71yk—1

by = dellbe— ]l ) diaber £ lldia 1o |

1 1
2dy 1Yk 24T k1
além disso,

1-— dg*lbk_l — Ml 118l =1— 1 <d21bk—1 - ||dk—1||||bk—1||>

2d;_ 1Y 2 T
.1 (dg—lbk—l _ ||dk—1||||bk—1||>
—1- 1! (dZ-lbm N ”dklﬂﬂble)

2 dkaly/f—l |d;71yk—1|
T .1 1
Analogamente, se d;,_,yr—1 > 0, entao —= ——) <0, logo
2 \dy_ 1Yk

T | Sy [ 80

1 :
Qd;_lykq zd;—lyk*1

assim,



d;_ by

1, ldkal[l[be—1 |

T 1 Y (d;——lbkl + HdlekulH)
2dg;1yk—1 2 dg;lyk—l
0 (fh?1bk—1_+ Hdk—lHku—1H>
2 \d}_ 1Yk dy Yk
1
2

(d;——lyk—l

)

|1 Yk

Gragas aos fatos citados anteriormente, nio ¢ dificil ver que o autovalor minimal de H} ¢

d 1bi— di_1||||br—
i 1,1 1 (BEbs Wl
2 \dy_ 1Yk |y Yr—1]
d 2 _ 2
Com as definicoes de py_1 “ ke 1” Iy 12|| eTrp_1 = Tk71||TSk—1||’ podemos reescrever (12) como
(dkﬂyk—l) Sp_1Yk—1
Amin = min{1, \},
onde
1
A= 5{1%1 + g1 — \/pi_l + (2rp—1 — 3)pr—1 + (r}_, —4rp_1 + 3)}
Note que
[ dk—1[1be=1]l _ Hdklekule
— =
|dy_1Yi—1] T yer)?

Hdk 1H | Or— 1H2
klykl
Hdk 1H2b bk 1
1yk 1

(yk 17 Ck— 13; D (Wk—1 — ci—

13k—1)

_ \/udk 1)

(dk—lykfl)Z

(lye-1ll* — 2cx-155_19n-1 + G4 llsk1]®)

_ \/udk 1|

( k— 1yk—1)2

— 265 allde 1551y + G llsi [Pl |1

\/udk NEE

(dk—lyk—1)2

[

lilPs s

Ise-1l[*llde-a]

— 2¢p._
(dz_ﬂ/k—l)Q i

(dkT_1yk—1)2

+
i (dkT_1yk—1)2

Antes de prosseguirmos com os cédlculos, precisamos estabelecer as seguintes igualdades,

c HdkleQSZ—wkfl - (Tk i HZUIHH2 511—1%1) Hdk71H251—cr—1ykfl
k—1 = -1 —
(d;flyk—l)Q S;flyk—l k-1l (d;flyk—l)Q

1|51 Y81

”%—1”2 ||dk—1||23;1yk—1

Sp_1Yk—1 |dk—111*$p_1Yr—1

(d;_1yk71)2

= Tk—1 -
(di_1yr—1)? S yk-1 (d]_ yk-1)? IIsk—1]?
— 7 1||5k—1||25221?/k—1 g1 |1 __S;;lyk—lnsk—ln252;lyk—l
(85_1Yk—1)? (dy_1yr—1)? Ise—1ll?  (s¢_1Yr—1)?
- [sk1]?
=Tg1—F—— +Ppr-1—1
Sp—1Yk—1

= Th—1 + Pr—1 — 1,



2
2 se—1 )l di1? . lyeall® Sl—lc——lykl) | sk—1||?|de—1 ]|
(e )? s seall? ) (@) o
" 2 2 Uk el sp1vr—1\ k-1l di-1]]
_ (.2 =l (Se—1Yn—1) 9 = — 9 Sp—1Yk—1 _ g MYk k—1
B <+ G sl S e sl s Tseal? ) gy r)? ) - g2
2 2 2 T 2 2 _ s _ S5 _
2 |Ise—1l?[ldr—1]? lye—i )l IsealPlde—ll® . (Sp_1yr—1) [l k-1 ||| dp—1]? o, ye—1ll® llse—1ll*[ldr—1]] _QTk_ISquk—Ql ||8k—T1|| ||dk—12|| B |L?_Jk 11 Sk—1Yk 21 | delH | lc)12||
R O (sp_1yk—1)?  (d}_ yr—1)? skl (d]_yyk-1)? Sp_1Yk—1 (d}_ yr—1)? [sk—1ll?  (dp_1yx—1) Sp_1Uk—1 Ise—1l*  (di_ 9k
B N 2 2 2 2 2 2 T B 2 _ 2 d B 2 _ 2
o sk—alPllse—1 ]l et lI* N deaalPlldr—all® . (sioqwm—1)? |su-1]l{| k-] Lo skl ||dk—T1|| Hyk_12|| _QTkilsk—lyk 21 ||Sk_T1|| IE 12|| Ll de1|| |y 12||
= k-1 T 2 T )2 (dT )2 Si_1]|% S} Yp_1)? sTflyk_l (dy_1Yk-1) [y (Sp_1Yk—1) (dy;_1Yr—1)
(Skflyk—l) (dkflyk 1)? k—1Yk 1) k-1 k—1Y k
4 4 2
T e —1]|* 1y B [l k1]l 5
= + + 1+ 2rp1pr—1 — 271 —=——— — 2pr—1
Tk_l( ;flyk—l)Q (d/lllyk—l)z’L Skalyk—l

= ’I“i_l + pi_l + 1+ 2rk—1pk—1 — 2rk_1 — 2pk—1-



Com isso, temos

Il dk—1]]]|bx—1]] _ 1] [|yr—1]? 9, 1||alk—1||23;1yk—1 s llsk—1 %]/ dx—1]]?
|} Yi] (di_1yk—1)? (A yyk)? T (dh_yyee)?

= \/Pk—1 —2(rp1 + e — 1)+ (ri 4 ph + 14 2rapr—1 — 27—1 — 2D—1)

= \/Pi_l + (2rp—1 — 3)pr—1 + (rp_; —4rp—1 +3).

Prosseguindo, repare que

i 1M _ (Tk L+ ye-1ll® B SkT—lyk—1> l|sk—1]
B o - T

SZ_lykfl Sp_1Yk—1 k1] 82_13/1@71
— T HSkfIHQ Hykle2 ||5k71||2 _ 82_13/1@71 ||5k71||2
Szflyk—l nglyk—l Szflyk—l HskleZ Szflyk—l
d;. 2 _ 2
=1+ I leH [y 12H 1
(Sk—1Yk—1)
=rg-1+pe-1+ 1.
L M -
080, Pk—1 + Tk—1 = Ch—1—F + 1. Por isso,
Sp—1Yk—1
_ ld;——lbkfl —1_ 1d2—1(yk71 — Ck—15k-1)
2dzf1yk—1 2 dkT 1Yk—1
1d}_ 1 d} s
2d]_ Yk Cdp Yk
11 s;_lsk_l
= — — + —Cp,
22 ST e
1 1 sp_1|?
I D
2 2 Sk 1Yk—1
1 sk_1|?
(o)
2 Sp_1Yk—1
1
=(pe—1 +7-1).
2
Consequentemente,
dl b dp—1]|||br—
A=1— ( et leHH k 1H>
dk 1Yk—1 |dk_1yk_1|

<1 B }dk 1 1> iy =y
Qdk 1Yk—1 2 |d;— 1Yk— 1]
1
2
1
2

(Pr—1 + Tk-1) \/pkl + (2rp—1 — 3)pr—1 + (ri_; —4rp_1 + 3)

{pk 1+ - 1—\/pk1 + (2rk—1 — 3)pr—1 + (ri_ 1—47’k1+3)}

Chamando = = py_1 e r = ry_1, considere a fungao,

1

f(a;):)\:—{x+r—\/x2+(2r—3)x+(r2—4r+3)},

2

Para saber qual é o dominio da funcao acima, basta notar que da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

i) < |-l 1y,

como ambos os membros da desigualdade acima sao nao-negativos, podemos quadrar a mesma sem inverter o sentido da inequacgao
e também nao alterar o seu conjunto solugao consequentemente,

|}y = (dy_yyp-1)? < [l di-a|Plyr—1]l*,
o que implica,
[ d—1|]?[| g1
(dlj;——lykfl)z

Observe, que a fragao acima é py_; = x, portanto o dominio de f é o intervalo [1,4+00). Retomando, observe a equagao

abaixo

> 1.

1

f(z) = §{x—|—r— V24 (2r — 3)z + (12 —47“—1—3)},

do polinomio x? + (2r — 3)x + (r? — 4r + 3) observamos que para cada x do dominio, o polinémio assumira valores nao-negativos,

desde que

.4>|oo

(2r =3 —4(r* —4r+3)<0& W —12r +9) — (4> = 16r +12) <0 4r—-3<0&r <
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e a primeira coordenada de seu vértice é,

De,

fo) = g{atr = VIR @B (P}

podemos encontrar a sua derivada,
1 r4r—3

1
2 222+ (2r —=3)x + (r2 —4r +3)
Feito estas observacoes, queremos mostrar que f tem minimo global em x = 1, desde que r < % para isto, vamos considerar

dois casos, se r = % é importante destacar que

f'(x) =

_3 _3
T+ 5 r+7r 3

1
— 1= .
222+ (2r — 3)z + (r2 — 4r + 3) Va2 + (2r —3)z + (r2 — 4r + 3)

1
fll@)=0e ;=
2
Vamos definir,

3
THT =3

‘/I: )
9() = \/xz (2r —3)z + (r2 — 4r + 3)

para mostrar que f é constante, basta verificar que g(x) = 1 para todo & do dominio. Para este fim,

3 _
1T

I = o Bar (P 13

como r = 3, observamos que ¢'(z) = 0, além disso

3 3
TH+T =5 B r—3

9(z) = =
Va2 + (2r —3)z + (r2 —4r + 3) \/m2—%$+i

Y

16

ou seja,

Com isso, f é constante quando r = %, assim qualquer valor de x é o valor minimo de f. Caso r < %, vamos mostrar que f

+ — _3

Va2 4+ (2r = 3)x 4 (r2 —4r +3)

flx) >0 1>

Para mostrar que f é crescente, basta verificar que g(z) < 1 para todo z do dominio. Para este fim, relembre-se que

3
4—7’

/ —
g(x)_:1:2—1—(27’—3)96+(7“2—47°+Z’>)7

como 1 < %, tanto o numerador e o denominador sao estritamente positivos, assim ¢'(z) > 0, ou seja g é estritamente crescente
em seu dominio, além disso,

lim g(x) = r+r—3 - I+ -5 )
im g(x = -
x%oog x%oo \/xz 2’/“ — I’ + (7“2 —4r + 3) T—00 \/1 + 2r 3 + (r? *427"+3)

Com essas duas informagoes, observe que nao existe nenhum = do dominio tal que g(z) > 1, pois caso contrério como g é
continua o teorema do valor intermediario garantiria a existéncia de um ¢ > x tal que g(x) > g(c) > 1, ou seja g seria decrescente

no intervalo (x, c) o que contradiz o fato de g ser estritamente crescente.
Por outro lado, se tivéssemos g(c) = 1, considerando o caso anterior, caso esse ¢ fosse unico existiria um intervalo do qual

g decresceria, caso ¢ nao fosse inico o teorema de Rolle garantiria a existéncia de um d tal que ¢’(d) = 0, ambos os casos nao
podem acontecer e portanto, g(z) < 1 para todo = do dominio.
Donde,

f(l):%(1+r—|r—1|):%(1%—7“—(1—7“))27“.

Portanto, f(z) > r caso r < %. Por outro lado, se r > %, vamos relembrar que

o) = ;{x+r— VP = 1 —47»+3>},

vamos verificar as raizes do polinomio 22 + (2r — 3)z + (r? — 4r + 3) que sdo,

3—2r —+4r — 3 3—2r++4r — 3
T, = e X9 = .
2 2

Evidentemente, x5 > x1 e ao resolver a inequacao xo > 1, observamos que

392 + I —3
HQ L s le Vi 3> —1edr-3>4%—4r+1edr-1)2<0,
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o que nao pode ocorrer, analogamente ao resolver a equacao xo = 1, obtemos r = 1, logo x; = 0, ou seja f é definida para todo
x> 1.

Por cédlculos analogos, podemos afirmar que f é decrescente se r > % com r # 1, da seguinte maneira. Primeiro verificamos
para quais elementos do dominio vale f’(x) < 0 mas este problema é equivalente a mostrar que g(x) > 1,Vz > 1, em que

3 _
1T

o) —
g(aj)—x2+(27“—3)ac—|—(7"2—47”4‘3)7

note que ¢'(z) < 0 pois, se r > 3, entdo 2 —r < 0 e 22+ (2r —3)z+ (r —4r +3) > 0,Vz > 1 consequentemente, g ¢ estritamente
decrescente. Sabemos ainda que g(x) — 1 assim, usando a continuidade da g podemos concluir que g(z) > 1 para todo x do
dominio.

Temos ainda que,

lim f(z) :JLTO%{w+r— V24 (2r — 3)z + (12 _4r+3)}

T—00
1 . r 2r—3 r2—4r+3
=—limaz|(14+—-——14/1+ +
2 z—00 T z 2

r 2r—3 r2—4r+3
1+ ——4/1+ -

1 x T 2
= — lim
9 x—00 1
T
3—2r 22 —8r+46
o 2 3
z? 2r—3 12 —4r+3
1 2471+ + 5
= — lim L L
2 z—00 1
22
1 . 3—2r 2r2 —8r+6
=—lim | r+ —
2 200 2r—3 r2—4r+3 2r—3 r?—4r+3
2471+ + 224/ 1+ +
T 2 x 2
1 n 3
= - T _ —
2 2

No caso em que 7 = 1 temos f(z) = 3(z + 1 — Va? — z), logo f(1) = 1, além disso,

f/<.’17>:1— 25(7—1 :2\/.1'2—37—237‘"1
2 At —zx dv/x? — x ’

quando z > 1 notamos que vx2 — x > 0, assim o denominador de f” é positivo, ja no numerador observe que se,

1
O<2Val—x <2+ 1e4(r* —2) <4’ +dz+1 e —1 <8re-—c<uw,
ou seja, f é estritamente decrescente em (1,+00) e como f — %, usando a continuidade de f concluimos que f(x) > % para
todo x do dominio quando r = 1.

Assim, se 1 =1 < %, f tem seu minimo em = = p,_; = 1, ou seja, f(x) = A > rx_1. Por outro lado, acabamos de ver que
se ry_1 > %, vamos ter que f(zr) =\ > %. Juntando ambas as informacoes concluimos que,

, 3
A > min {Tk—l,z}a

por outro lado, sabemos que
) ) 3 ) 3
Amin = min{1,A\} > minq 1, 7 Th_1 ¢ = MiN< Tp_1, il

Observe que

dp_1b]_ Fld,_b]
FTHPF:FT<]_ k—1 F. = F2_ k k—1 7
k k k k d;—_lyk_l k || k” d];r_lyk_l
consequentemente,
FT[:[PF — FT I — dkflb;——l + bk*1d2—1 F
E g Lk k 2d] et k
imp o bl Fe T bad]
24 \yr 2]\ yi
Fld,_ b | F
= ||F|? - kdj k=178 (pela Proposicao 1.13)
k—1Yk—1
= F H'F,.

12



Ou seja, podemos usar o Teorema 1.2 da seguinte forma

_ 3
Eldy=—F H'F, = —FHF, < =i/ Fx||* < — min {rk T } | |2

2 T
. . . , . Yr—1 Sp—1Yk—1
E assim, provamos a primeira parte do primeiro caso deste lema. Além disso, como 7,1 = Qu + (1 - H)kl—

ngﬂlk 1 l[sk—1*"
provaremos que existe uma constante ¢; € (0, 1), tal que F/dy < —c;||Fi|?, Se 7oy = 71, = HTyk—lH entao
Sp—1Yk—1
ool = Th1 (=1l _ -1 l*1yn—1l]* _ -1l —
St-1Yk-1 (Sp_1Yk-1)? (di—1Yr-1)?

Pelo fato de Apin = min{1, A} e px_1 > 1 podemos concluir que
Amin = min{1, A\}
1
—mm{l _{pk 1+ g1 — \/pk L (2rpmy = 3)pe—1 + (1p_y — 41— 1+3)}}

1, pr—1 — \/4pk1 Tpy— 1+3}

7 3
L, pr—1— pk 1 4}%71‘1‘[—l

7 49
L, pr—1— pk 1—11% 1+ =7

>
min 61

Observe que

, 7 49 7\?
Pk—1 — A/ Pi—1 — 7Pk—1 T =7 = Dk—1 — Pk—1— 35| =DPk—1—

4 64 8 8

7 7 7
Ph1— 35| =Pk—1— | Pr—1— 35 | =35 <1,

portanto, neste caso vale

. 7 49 7
Amin > min ¢ 1, pp_1 — pk 1—1]% 1+64 iy

assim,
F{ dy < —min IFill? = — I
B> Th— 1, k 3 k-
B _ Sk-a¥k s 12 -
Caso 7p_1 = 71 = 5,7 Observamos que 7y = Ty s s = b evidentemente teremos que ¢; = 3.
N Sk—1Yk—1

Observe que i (7x—1) é uma fungao afim,

Flyra (Tk n yr—1|” Sg_ﬁwcl) F sk
SwYker (L _
dl,lyk_l S;I,lykq H3k71H2 d;lyk_l

Br(Tie-1) =

= atp—1 + b,

em que a,b € R. Logo, F,/ dy é também fungio afim na varidvel 7;,_; pois,
Fldy = F (=F + B (Te-1)di—1) = F (—Fy + (am4—1 + b)de—1) = — | Fu||” + (aFy di—1) i1 + bFY die—1 = aTiem1 + B

Note que a = aFk dp_1e = bF,;rdk 1+ ||FkH2 Graficamente, F,c dy. localiza-se no hipografico de um segmento de reta que passa
pelos pontos —£ || Fy||* e —2||Fy[|* ou seja, para 0 < 6 < 1, conclufmos que F} dj, < —3| F||?, isso completa o primeiro caso.
Fldyy
ldi—1][*

Fldj_
| d—1]?’

Se Br(Th-1) <1 entao B (1e—1) =1 consequentemente
Fldy = B (= F + Br(me1)di 1)

= —||Fx||> + Br(7i-1) Fy dj—r

.
=P+ ()
|Fy da|?
ldy.—1]|?
| F3 ]Il s ||
[ dy.—1 |
= —[|FI”” + nll Fl?
= —(1—n)|F:l*

= —|lFll* +

< —||F:|* +

Pelo fato de 0 < n < 1, temos que —1 < —n < 0, logo 0 < 1 —n < 1, isso completa a demonstracao.
O

Quando 1 = 0 temos que F}/d;, = —||Fg||*>. Apesar desse valor de n nio satisfazer o Lema 3.1 os valores de 7 restantes
os satisfazem. Com isso, podemos concluir que apesar do Algoritmo 1 mostrar que n € [0,1), tomar n = 0 é desaconselhével,
visto que a andlise de convergéncia do método apresentada na proxima secao utilizard esse Lema, ou seja, ao tomar n = 0 nada

podemos afirmar sobre a convergéncia da sequéncia {|| F||}-

13



4 Analise de Convergéncia

A convergéncia global do Algoritmo 1 foi verificada assumindo que a funcao F satisfaz as seguintes hipdteses.
Hipdétese 1: A fungao F é Lipschitz continua em €2, isto é, existe uma constante L > 0 de modo que

1F(z) = Fy)ll < Lllz —yll, Vz,ye.

Hipé6tese 2: A funcao F : R® — R” é continuamente diferenciavel e mondtona, assim por consequéncia desta ultima carac-
terfstica: (F(z) — F(y)) (x —y) >0, Vz,yeR™

Hipétese 3: O conjunto solucao de F(z) =0, x € Q que serd denotado por ¢ é nao-vazio. Para estabelecermos a convergéncia
do Algoritmo, primeiro serao demonstrados os seguintes lemas.

Lema 4.1. A busca linear (10) € bem definida.

Demonstragao. Se o algoritmo termina em alguma iterada, digamos k, entdo ||Fy|| = 0 (ou F'(z;) = 0), logo zj (ou zy) é solugao.
Assuma que Fy # 0 para todo k, e consequentemente dj # 0 pelo Lema 3.1. Agora mostraremos que a busca linear feita no
passo 2 do algoritmo sempre termina em um ntmero finito de passos. Se t;, # £, sabemos que t}, = p~'t; nao satisfard a busca,
isto é
—F(z) " dy, < oty]|di]|?,
em que zj, = xy, + ti.dy.
Pelo Lema 3.1 e pelo fato de F ser lipschitz continua em ) temos

c|| Fell” < —F d
= (F(z,) — F(xx) "di — F(23,) " di
< (F(z1) = F(x1)) " di + oty ||di|)?
< |(F(z,) — F(ax) " di + oty || de|?
<||F(z) = F(zp)llldill + oty lldil?
< Lz, — alllldill + ot ]| dll?
= L||(x + thdr) — willl|dil| + ot]|d]l?
= L[ty dilll|di ]l + oti[|d]l?
= Lty||di||* + ot || di]”
= t3(L + o) d |
= p (L + o) ||di .

Ou seja,
cl|Fll* = p~ k(L + o) |||

O que acarreta,

L _ o Il
(L +0) |ldil?
Portanto, podemos concluir que
: cp |!Fk|!2}
tk 2 min {57 )
(L +0) |ldil?
e assim segue que a busca linear (10) é bem definida. O

Lema 4.2. Suponha que F' € lipschitz continua em €1, continuamente diferencidvel e mondtona, além disso ® # & e a sequéncia
{zr} gerada pelo Algoritmo 1. Existe uma constante estritamente positiva M, tal que

[ (x| < M. (14)

Demonstracao. Para qualquer & € @, usando a nao-expansividade do operador projegao, isto é, || Polx] — Paly]|| < ||z — y|| para
quaisquer x,y € R", temos

l2k1 — 7| = || Palzy, — aF ()] — 7|
= || Palzy — aF (z)] — Polz]|”
< ok — o F(z1) — Z|)°
((xp — ) — o F(21), (xx — &) — o, F(21))
= ((zx — ), (wx — T) — F'(2)) — (o F'(2), (2 — T) — o F'(2))
= ((zr, — 2), (z — ) — ((wx — T), apF'(2)) — (L (21), (wx — T)) + (L (21), wF(21))
= ((zx — 2), (v — 2)) — 2 F (21), (xx — T)) + (o F(21), wF (2x))
= llex — Z)1? — 206 F (21) " (2 — Z) + || F (=) |12

Pela monotonicidade da fungao F' temos

(F(zr) = F(2)) (2 — 7) 2 0,

0 que acarreta
F(z) (2 — %) — F(2) (2, — ) >0,

mas como x € @ repare que F(Z)" =07, consequentemente
F(z) (2 — ) >0,
da igualdade 2z — T = (xx — ) — (2 — 21) podemos reescrever a desigualdade acima como
F(z) " (2 = T) = (wn = 21)) 2 0,
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logo
F(Zk>T(£Ek — Lf’) Z F(Zk)T<£IZ'k — Zk).

Além disso,

. F(Zk>T(;Uk — Zk) . F(Zk)T(SL’k - (SEk + tkdk)) . —th(Zk)Tdk Uti“dkHQ
CTTR@RE £ Cai) 12 T TEEP TR

portanto,
—QOékF(Zk)T<£L'k — i’) S —2()sz(Zk)T(ZL‘k — Zk)

Para retomarmos a demonstracao, basta relembrarmos que,
ks = Z)* < llow — ZI° = 200 F (21) ' (21 = T) + o F (2|1,
prosseguindo com os calculos usando a desigualdade obtida na observagao anterior obtemos,

k= 2 < lloe = 21 = 200 F (20) " (e — ) + QR F(2) |

7P -2 <F(zk) (g — zk)> Flan) (e — 20) + (F(zk) (7 ||_2 zk)> 1F ()2

1 (2 )12 1 (zk)
vz [P () (e — 2]
= ||z — 2] - (15)
1FC2i) |12
< o — 2.
Por calculos analogos podemos obter,
0 < flopr — 2] < o — 2 < gy — 2" < - < o — |
O que implica,
21 — 2l < flog — 2| < flogy — 2| < - <o — 2. (16)

Pelo fato de F' ser lipschitz continua concluimos que,
[1F (ze)|l = |1F'(zx) — F(2)]] < Lllay, — 2| < Lo — Z.

Tomando M = L|lxy — z|| podemos afirmar, de acordo com os argumentos supracitados, que encontramos uma constante
estritamente estritamente positiva M, tal que ||F(z)| < M. O

Lema 4.3. Suponha que F' € lipschitz continua em ), continuamente diferencidvel e mondtona, além disso  # & e as sequéncias
{1} e {dy} geradas pelo Algoritmo 1. Nestas condigoes, podemos afirmar que —F(z;) € dire¢ao de descida da fungio ||z — z|?
no ponto x;, de modo que T € P.

Demonstragdo. Primeiramente, o gradiente da funcao f(z) = ||z — Z|? no ponto zy, é z, — Z, pois tomando = = (1, T2, ..., T,)
e T = (I1,%s,...,T,) observamos,

1 21 — 32 — 2 — )2

§||x—x|| =5 (21 = 21)° 4 (22 = Z2)* + -+ + (20 — T0)?]

o que implica,

of (1
af (§||x—rcl|2) =z =T, i=1,2,...,n.
Li

Consequentemente,

af of of . , ,

Viz) = (8:61’8@’“"3%) = (x1 — T1,%0 — Tay ..., Ty — Tp) = (X1, T2, ..., xp) — (1, T2, ..., Tp) =T — .

Desta forma,
Vf(ee) Fz) = (= 2, F(21)) = (0 — 20) + (25 — 2), F(21)) = (0x = 20, F(21)) + (21 — T, F(21)).
Note que pela monotonicidade,
(F(z) = F(@))" (2 —2) >0,

ma(; como (F(z;) — F(2))" (2 — %) = F(z) (2 — &) = (21, — T, F(21,)) e devido ao fato de F(z)T (2, — &) = (2, — Z, F(z)) = 0
podemos escrever
<Zk - Zf‘, F(Zk» Z <Z]C - i’, F(Zf’»

Assim,

Vf(we) Fz) = (o — 21, F(22)) + (21 — T, F(21))
Ty — 2, F(21)) +

T — 2k, F(2k))
—trdy, F(z))
oty ldx|?

= o|[trdy®

= oz —

= ollzr — z|* (17)
> 0.

>

{
{
{
{

v

Portanto, V f ()" (—F(z;)) < 0 e consequentemente, mostramos que —F(z;) ¢ dire¢ao de descida da funcao f(z) = ||z —z|?

no ponto xy. ]
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Lema 4.4. Suponha que F' € lipschitz continua em §2, continuamente diferencidvel e mondtona, além disso @ # & e as sequéncias
{zr} e {dx} geradas pelo Algoritmo 1. Nestas condi¢des, podemos afirmar

(1) As sequéncias {xy} e {z} sdo limitadas;
(2) limg o0 () — 21) = 0, particularmente, limy_, o tx||dg|| = O,
(3) hmk_mo(xk - xk—&-l) = 0.
Demonstragao. (1) No Lema 4.3, vimos que
e — 2| < llapr — 2| < - < flwo — 7],
como ||zg|| — |Z|| < ||zx — Z|| podemos escrever
k]l < lwo =zl + [[2]] = [lzo — .

Devido ao fato de existir um niimero real positivo, a saber, ||xg — Z|| que limita superiormente ||z|| concluimos que {xy} é
limitada.
No Lema 4.3 vimos a seguinte desigualdade,

(F(2k), xp — 21) 2 ollae — 2.
Por outro lado,
(F(zx), i — zk) = (F(zk) — Fag), xp — 26) + (F(xk), 26 — 21),
pela monotonicidade de F' notamos que (F'(z;) — F'(zx), 2z — ) > 0 0 que acarreta
—(F(z) = Flae), 20 — an) = (Fa) = Flaw), —(2r — 20)) = (F(z) = Fan), or — 2) <0,
assim,
(F(z), wn — 2r) < (Flae), we — 21) < [(F (), 20 — 21) ] < [F(z)|[|2x — 2ell < My — 2]

Repare que na tltima desigualdade o Lema 4.2 foi utilizado. Combinando as desigualdades o||x), — z1||* < (F(2x), T — 2x) €
(F(z1), 2k — 2x) < M|y, — 25| temos,
ollar — 2l < Ml — 2],

com a informagao acima, podemos deduzir que,

il = Nkl < llz = el =l — 2]l < %
desse modo, podemos obter a desigualdade,
el < o+ .
Portanto, a sequéncia {z;} é limitada pelo fato da sequéncia {x} também ser limitada. O

Demonstracao. (2) No lema 4.2 mostramos que a desigualdade (15) é valida,

[F(2r) " (wr — 2)]?
| F(ze) >

gk = 21 < llow — 2* =

€ COImo
<F(Zk),.’ll'k — Zk> = F(Zk)—r(.%k — Zk) Z JHI‘k — Zk”z

E possivel escrever que,

o ||y, — z||*

IFGlP

= 2I° < Jlow — 2]° =

0 que acarreta,

1 (z0)1” . .
e = 2ll* < F—57 (lox = 2I° = llwsn = 21°) -
Pelo fato da funcdo F'(x) ser continua e a sequéncia {z;} ser limitada, entdo a sequéncia {||F'(z)||} também é limitada.
Portanto, existe uma constante positiva M; > 0 tal que ||F(z;)|| < M, desta forma

17 (z0) 1 M

e = 21" < T3 (low = 2I* = llawsn = 2I%) < =5 (o = 2l = |z = 2[%) -

k
Definindo s = Y f—; (llx; — Z||* — ||xir1 — Z||*) observamos que,

=0

k
M? _ _ M? B B M? - - M2 B
1= 3 0 (217 ~ e — #1) = 2 (o — 71 — llzien — 71%) < S (o — 72 + o — F?) = 2k 2 — 7*
=0

L e : M2 _ L
Observe que a sequéncia {s;} é limitada superiormente por 2—*||zo — Z||?, para todo k. Além disso,

M2 - B ]\42 B B M2 _ _
Sk+1 — Sk = 0—21 (H950 - 517H2 — [[ge — ﬂfHQ) - 0—21 (Hﬂfo - 93|’2 — [[Zh1 — fCHz) = 0—21 (\|95k+1 - 95”2 — [Ty — CUHZ) .

Pela inequacao (16) segue que sxy1 — s, > 0 para todo k. Logo, a sequéncia {sy} é mondtona nao-decrescente. Logo, a

sequéncia {s;} converge. Como Y ;o l|lzx — z[* € Dpy ]f—; Soreo (lzk — 2||* = ||zg+1 — Z||*) sdo séries de termos de termos

nao-negativos. Pelo fato de Yo~ ||z — 2x||* < +00, podemos usar o teste da comparagao e afirmar que > |lzg — zx]|* < +00
e consequentemente ||z — z;||* — 0 desta forma,

k—o0 k—o0
de acordo com o fato acima, podemos concluir que,

lim (25, — 2) = 0.
k—o0
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Demonstragao. (3) Note que,

|z — Tt || = [|zn — Paloe — o' (21)]|l,

como g € Q e x, = Polrg—1 — ap_1F(2zx—1)] caso k > 1, podemos afirmar que z; € €2, consequentemente Pylzg] = xj, assim
podemos desenvolver a igualdade acima usando a nao-expansividade do operador projecao da seguinte forma,

|2x — 2piall = |2 — Palzr — arF(21)] ||
= || Palzi] — Palvr — axF' ()]
< |lzx — (zr — aF(21))]]

= HOékF Zk)”
(g, — 21)
F(z
H gl =
T — 21)]
IIF(zk)II
F —
< Gl — 2l (pela desigualdade de Cauchy-Schwarz)
1 (i)l

Ou seja,
0 < flze — opr || < llww — 2]

Pelo item (2) desse Lema temos que (z; — 2x) — 0 assim, pela continuidade da norma segue que ||z — zx|| — 0. Pelo teorema
do confronto obtemos que,
lim ||z — x| = 0.
k—o0

Portanto, limy_,oo (2 — 2g11) = 0. n
Agora, tem-se os resultados necesséarios para estabelecer a convergencia global do Algoritmo 1.

Teorema 4.1 (Convergéncia Global). Suponha que F' € lipschitz continua em €2, continuamente diferencidvel e mondtona, além
disso  # & e considerando as sequéncias {xy} e {dy} geradas pelo Algoritmo 1. Em tais condi¢oes, podemos afirmar que

lim inf || F}|| = 0. (18)
k—o00
Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que (18) nao seja vélida. Entao, existe um e > 0 tal que
|Fxl| > €, VE>0. (19)

Pelo Lema 3.1, usando o fato de um ntimero real ser menor do que ou igual ao seu médulo e desigualdade de Cauchy-Schwarz,
temos
IFellldell = —Fy di > cl| Fell?,

o que implica, ||Fg||||dx|l > c||Fx||? caso dividirmos ambos os membros desta desigualdade por ||F|| e usarmos (19), obtemos
ldk|| > c|| F|| > ce,VE > 0. (20)

Pelo fato de yx = Y + Arl||Fx||di de modo que vy = Fiiq — Fy, sk, = tgdy, tpy >0 e

— 7k7tkdk>
M= 14| 1max{0,—<—}.

Temos

(Wi tedie) = (Vi + Nt || Frlldi, trdi) = (e, trdi) + (Nitiel| Felldiy tedie) = (Vi tedie) + Nl Fell 62 (s di) = (s tedie) 4+ Nel | Fr |l tedie]|*.

Observe que se —% > 0 entao,
st + Mell Flltdell? = (s i) + (1 - HFMN%) el a2
Caso, —% < 0, notamos que
(s i)+ Mell Fell el = (e, tuce) > (s tude) + (1 - ||Fkr\1%) el a2

(Ve tidi) 4

Assim, podemos afirmar que independentemente do valor de — AL
KAk

(Uns tedi) = (Vi i) + Ml | Fi |l [t ||
_ <’yk7tkdk>
> (e tuds) + (1 — A )
= (Vi trdi) + | Fell [trdil|* — (s tedi)
= || Fll|Itd|”
> eti||di ).
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Como a desigualdade é vélida para todo k > 0, (yp_1,tp_1dp_1) > etz ,||dp_1||* é uma desigualdade verdadeira, além disso
pela igualdade
(Y1, th—1di—1) = (tr—1dy—1, Yr—1) = tg—1d}_ yk—1.
Obtemos a seguintes relacao abaixo,
i yp—1 = etp_1||di]?, (21)
ou equivalentemente,
Sp1Yh-1 = €l|spa|*. (22)

Ademais, pelo fato de F' ser Lipschitz continua em 2 e aos resultados mostrados nos lemas anteriores temos

el = I + Atell Fill i
< el + el Fel[lltede ||

_ ,tid
ol + (1 1A mx{o—u}) |Eu o]
| trdi||

_ ,ted
< Il + (1+ 1R 1max{o, ]M }) 1Bl ]|
|[tdy]|
1 vk, trdi)|
= ||l + (1 + |1l = ) T Eed |
|[tdi]|
| (Ve trdi)|
= |yl + [ Fellltrdrl] + ————
[l
Ve [l £ x|
< vl + 1 Fellltrdrll + —F——
[kl
= 2/|vell + | Frll | tedr ||
= 2| Fr1 — Fill + || Fyll [ tadk ||
< 2L||wgg1 — || + || Fl||[Erd]|
< 2L[|wg g1 — gl + Mtg||dy ]
< 2Lz — xp|| + Mtg||dy ||
= 2Lty ||dy || + Mty ||dy||
= (2L + M)ty||dg||.
Ou seja,
yr—1ll < (2L + M)ty _1||dp]l- (23)
Eldy_y
O restante da prova é dividido em dois casos. Se f(Txk—1) > TEPIER entdao B, (Tr—1) = Br(7k_1). Dessa forma,
k—1
FTyk—l Hf‘ch—lH2 Sz_ﬂ/kq Fl;rsk—l
Bie(Ti—1)| = ko Tk—1+ —
| ( )‘ d;llyk—l 8;1%—1 ||3k71||2 d;,lykq
| Bl 9 [y |? _’_(1_0)82—_1%@—1 n lyeall®  sicav—1) Fy si
|d Sy, [ sk—1]I? N |sk-1l? ) dJ
k—1Yk—1 k_1Yk—1 Sk—1 Sp_1Yk—1 Sk—1 r_1Yk—1
_ Flyer ((9+1) lye? _98k 1Yk— 1) F/ sk
d;—lykfl Sk 1Yk—1 |81 N _1Yk—1
| By 0+1) lyr—1ll® Fsk—1 | 5019k Fl;rskfl
Cd Yk S k-1 A} Yk lsk—1l1? dy_1yre—1
k—1 k—1 k—1 k 1
< F;;rykfl 4 (9+1) Hyk—1H2 FkTSkq Sk,lyk—l Fk Sk—1
—\d] Ly st yp_1 dl Y llsk_1ll? d]_ vy
r—1Yk—1 k—1Yk—1 O _1Yk—1 k-1 k—1Yk—1
| F Yot lye-1l® | F skl e 1Ykl |Fy) sp1]
< DEMl oy LI .
| de_1yr—1|  Ise 1 uk—l |dy_ x| Ise-1ll? 1di_ yr—1]
< | E i +2( =k N !5;:_1%1\) |Fy sp1]
=i Yk lsp 1 ye—|  lsk—1ll? ) |di_ yr—1]
%I lye—1 ]| +2( lye—1|? L |3;1?/k—1|) | F5 |l sx—1|
T T 2
[y =y [sp_1Yk-1]  llse-1ll |dy_ 1]
M ||yg—1]| lue—1ll2 Isioieal\ M|sk_i]]
S o —— 2|7 ;
|1 Y1 |Sk_1Yr—1] skl |d 1 Yk—1]
M(2L+M)tk71||dk—1|| ( ((2L + M)ty ||dy_1]])? n |S;_13/k1|) M||sp1]|
B |}y |Sp_1Yk—1] Ise-1l> /) |d}_ yr—1]
MQ2L + M)ty ||dy—1]] (2L + M)teal|dis])? | Is¢qvkal\  M|lsp_]]
2 +2 + 2 2
et—1|de1] |Sp_1Yr—1] [se-1l* / ete-rlldi-]
(2L + M) Mty ||dg1]] +2( (2L + M)*t;_||dp—s | N |SkT_1yk—1|) M||sp_1]|
etp—1||dp_1]]? ellsk-1l? [sk-1lI* ) etp1lldp_1]?
(2L + M)Mty_1||dy—1]| +2( (2L + M)*t3_, || dg— ||? N ||Sk—1||||yk—1||) M||sp—1]]
etp—1||dr—_1]? ellse—1? |81 etp—1||dp—1]?

2L+ M)Mtia|ldia] [ (L + M ldia|® | (2L + M)tkludkluusklu] M|sic
elg—r||dr]” ellsk—l? lsk—1]1? etgr|[di®
Q2L+ M)M  2(2L+ M)*M  2(2L+ M)M

elldy— |l &2[|dy— || elldy— |l
3(2L + M)M 2(2L+M)2M] 1
= + 5 .
€ € k1
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Denotando
i 3@L+MMW+QQL+MYM

£ g2
Podemos escrever que -
M
B (Th-1)| < : (24)
ldi—1]]
Fld,_ Fld,_
Caso Br(Tr—1) <7 5 k ;, segue que B (174_1) =n 5 i ;
i1 i1
Para n € [0,1) temos,
FTdk_ F, dk_ 77M M
o) = b 8t | < U M
i1l k1]l ldie—1ll — [ldp—1]
o que significa
M
5 )| < (25)
r—y
Assim, podemos afirmar
ldll = I = Fi + 83 (to-1)di—rll < | = Fell + 183 (ro-1) | di—1l = 1 Fxll + 187 (mi-1) |1 ]| < M + By (7o) [|de—r ||
Note que |Bx(7x-1)| < T, ” com M = S(ZLJ;M)M + 2(2Lt¥)2M ou |8 (me-1)| < IIdk—N_[lll' Logo,
M _
ldill < M + 8 (-0l di—1 || < M + deIHH =M+ M.
Ou,
M
ldill < M + (85 (Tl -]l < M + 7——— Tl ldie—1|l = M + M.
Com isso, obtemos )
1]l < M + 18y (Te—)[ | dia || < M, (26)

com M = M + max{M, M}.
No Lema 4.1 vimos que

F 2
thmin{& cp |[Fxll }

(L +0) [|dx]?

Usando as desigualdades ||Fy|| > ¢, ||dg| > ce ¢ M > ||di|| verificamos a seguinte desigualdade

, cp F 2

mm{i(LiaMw|Pi”k”
el 75 y@n}
n{awwizigﬁg}

2
> min {505, L} .
(L+o)M

2
) . . , . cpe

Observe que com isso, se a sequéncia ty||dy| convergisse teriamos que t||dy|| = « > min {505, Tl p )M} > 0. Isso

o

contradiz o item (2) do Lema 4.4. Consequentemente nao existe um ¢ > 0 tal que || Fg|| > € e portanto lim infy_, || Fx|| = 0. O

5 Taxa de Convergéncia

Vimos que a sequéncia {zy} gerada pelo Algoritmo 1 converge globalmente para a solu¢ao do problema. Agora sé nos resta
saber em que taxa essa convergencia ocorre.

Os autores mostraram que tal sequéncia converge linearmente desde que seja assumido a seguinte hipdtese: para cada x € @,
existem as contantes pu € (0,1) e v > 0 tais que

pdist(z, @) < ||[F(x)||, Vze N,(z), (27)

onde N, (Z) é a vizinhanca de Z definida por N,(z) = {x € R" : ||z — z|| < v}. Com isso, podemos propor o resultado
subsequente.

Teorema 5.1. Suponha que F € lipschitz continua em 2, continuamente diferencidvel e mondtona além disso, ® # & e por
fim, existem as constantes u € (0,1) e v > 0 tais que (27) é vdlida. Se a sequéncia {x} € gerada pelo Algoritmo 1, entdo a
sequéncia gerada converge linearmente.

Demonstracao. Seja Qp = argmin{||xy — z|| : € @}, isto &, ||xx — Qk|| = dist(zg, @). Relembrando, no Lema 4.2, deduzimos a
inequagao (15), dada por
[F(zr) " (wr — )]

1 (z0)[2

|@pr1 — Z|* < ||lze — Z||* -
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Consequentemente,

dist(zp41,P)* = ||2ps1 — Qs [|°
< zprr — Qxl?

[F(z) " (e — )]

< o= Qull* = =g (or (09)
e
e~ et

= dit(an 07" - L

Pelo Lema 3.1 existe uma constante ¢ € (0,1) tal que F(z;) " dy < —c||F(z)|]? logo,

= F(z) T di)?
| (21,2

Usando a busca linear (10) podemos obter as seguintes desigualdades,

telell 7 (z0) [

dist (2541, 9)? < dist (wy,, ) — 17 (2112
k

< dist(zy, D)2 — = dist(ax, P)° — 6| F(z) |-

IF (i) ]| = | F(z) "] > —F(zi) Tdie > otie]|die]*.
Logo, ||F(z)|| > oty||di||. E pelo Lema 3.1
| Exllldell > |Fyldy| > —Fdy, > ¢ Fel|.

Dal, ||dg|| > ¢||Fk||. Desta forma,

dist(zpy1, @) < dist(zg, D) — 3| F(z1) |1
< dist(zg, ®)? — o2t} ||di)?
< dist(zy, D)? — ot} || Fi|)?
< dist(zy, ®)? — o?pPctt; dist(zy, D)?
= (1 — o?pPct}) dist(ay, )2
Note que o, u, ¢, t, € (0,1). Portanto, a sequéncia {x)} converge linearmente. ]

6 Experimentos Numéricos

Experimentos numéricos foram realizados para estudar o comportamento do Algoritmo 1 mediante a variacao dos valores
dos parametros 1 e 6, presentes nas equagoes (5) e (8) responsaveis pela determinagao da diregdo conjungada definida em (4).
Para isso tomamos as seguintes funcoes disponiveis na bibloteca virtual de funcoes testes da Simon Fraser University disponivel
em https://www.sfu.ca/~ssurjano/optimization.html: SUM SQUARES FUNCTION e TRID FUNCTION.

Por conveniéncia, chamaremos SUM SQUARES FUNCTION de f e TRIDFUNCTION de g. Onde f,g : R" — R tais
que f(z) =>" jia? e g(x) = >0 (2 — 1) = > , w2z 1. Evidentemente, tais fungoes nao sdo campos vetoriais mas, como
aprendemos em Calculo, os pontos criticos de uma func¢ao sao os elementos do dominio que anulam o campo gradiente e onde o
gradiente nao é bem definido. Sabemos que os pontos criticos sdo candidatos a minimo local da fungao (se existir) além disso,
o site nos fornece que f, g sao fungées com um tnico minimo local em todo o dominio, ou seja, possuem um unico ponto critico
do qual possivelmente é aquele que anula o campo gradiente.

Dito isso, temos

8f( )= 0

(Z zx?) = 2ix; para todo 1 <7 <n com i € N.

Além disso, note que

0 0 . . 0
8:5 (z) = Dt (Z(ﬂh —-1)* - 23519511) = o ((951 —1)? - 952561) =2(z1 — 1) — 29 =221 — 12 — 2,
1 1 1

=1 =2

para 1 < i < n segue se

0 0 & & 0
85. (z) = O (Z(l‘z - 1)2 - Z%‘%q) = O ((l‘z - 1)2 —TiTi1 — $i+1l‘z‘)) =22 —1) =1 —Tip1 = 20 — Ti1 — Tiy1 — 2,

g 0 n._2_nu 0 e B o B B B
8$n(x)_6xn (Z(% 1) ;xle_1> = 92 ((xn 1) xn:vn_l)—Z(xn 1) —xpq =22, — x4y 1 — 2.

i=1
Assim, temos os campos gradientes Vf, Vg : R — R” tais que
Vi(xy,zoy .o xiy. . x,) = (221,49, ..., 2024, ..., 202,),

Vg(l‘l,l'g,...,{['i,..‘,xn):(2ZE1—172—2,2172—1'3—2,...,21‘1‘—l'i_l—$i+1—2,...,2l‘n—l’n_1—2).

Novamente, por conveniéncia, chamaremos Vf de F' e Vg de G. Observe que caso F' e G possuam zeros, encontri-los
¢é suficiente para minimizar as fungoes f e g. Por isso, verificaremos se os campos gradientes, satisfazem as hipdteses do
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Teorema 4.1. Primeiramente, note que F'(0) = (2-0,4-0,...,2¢-0,...,2n-0) = 0, ou seja & # &. Além disso, considerando
r=(x1,2T2,...,2,) €y = (Y1,Y2,.-.,Yn) temos que

F(z) — F(y) = (221, 4%, ..., 20z, ..., 2nx,) — (2y1, 499, . ., 20y, . - ., 20Yy)
= (2(z1 — 1), 4(x2 —y2), -, 20(x; — Yi)y - -, 2n(T — Yn))-

Consequentemente,

(F(z) = F() " (x —y) = 2(x1 — y1), 4za — y2), - -, 20(2i — )y, 20(T0 — Yn)) | (1 — Y1 02 — You ooy Ti — Yiy -+ T — Yn)
=2(xy — 1)’ + 42 —y2)* + -+ 20w — i) 4+ 2n(x, — yn)?

Como x e y eram vetores arbitrarios de R™ conclui-se que a desigualdade acima ¢é valida para quaisquer x,y € R". Por fim,

IF(x) = F(y)|| = V(F(x) — F(y))T(F(z) — F(y))
= VA(r1 = y1)? + 16(wy — y2)? + -+ + 42 (xi — y;)? + -+ + 402 (2 — yn)?

Note que 2n > 0 assim, tomando L = 2n, temos a existéncia de uma constante L > 0 tal que ||F(z) — F(y)|| < L||z — y|].
Como x e y eram vetores arbitrarios de R™, concluimos que essa desigualdade é valida para quaisquer z,y € R™ D 2. Portanto,
F satisfaz as trés hipéteses do Teorema 4.1.
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